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Remarque sur les fonctions
ayant le méme ensemble de Julia®

TIEN-CUONG DiNg (V)

RESUME. — Soient f et g deux fonctions rationnelles possédant le méme
ensemble de Julia Jy. Supposons que f admet un point périodique in-
différent rationnel et I’ensemble critique de f est disjoint de Js. Alors
soit Jy est égal & un cercle ou & un arc d’un cercle pour une certaine
coordonnée, soit f et g vérifient une équation du type:

fMogof™ogo---ofMrog=fm.

ABSTRACT. — Let f and g be two rationnal functions having the same
Julia set Jy. Let us suppose that f has a rational indifferent periodic point
and that the critical set of f is disjoint of J¢. Then or J 't has to be equal
to a circle, an arc of a circle for some coordinate or f and g has to verify
an equation of the type:

friogof™ogo. o fmnog=fm.

1. Introduction

On note P! := CU{oo} la droite projective complexe. On appelle fonction
rationnelle tout quotient f = P/Q ol P et @ sont deux polynémes sans
facteur commun. Le degré de f est le maximum des degrés de P et de Q.
La fonction f définit un endomorphisme holomorphe de P!. Par la suite, on
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note fg:= fog, f¥:= fo---of (k fois) et fO := Id pour toutes fonctions
rationnelles f et g. Supposons que deg f > 2 et degg > 2.

On appelle ensemble de Fatou de f I'ouvert maximal Fy ou la suite
{f*}2, est équicontinue. L’ensemble de Julia Jy est le complémentaire de
F¢. Ces deux ensembles jouent rdle crucial dans I’étude de la dynamique de
f. L’ensemble J; est le plus petit ensemble infini, fermé et complétement
invariant, i.e. f¥1(Js) = Jy. Par conséquent, soit il est égal & P!, soit il est
d’intérieur vide. De plus, aucun point de Jy n’est isolé [2, 4.2].

Un point z € P! est dit périodique s'il existe un entier positif n tel
que f*(z) = z. Ce point est appelé répulsif (resp. attractif, indifférent et
indifférent rationnel) si la dérivée de f™ en z est de module strictement
plus grand que 1 (resp. de module strictement plus petit que 1, de module
1 et une racine de I'unité). D’aprés un théoréme de Fatou, ’ensemble des
points périodiques non répulsifs est fini [2, p.210]. L’ensemble des points
périodiques répulsifs est infini et dense dans J; [4, 2, p.70]. Un point z est
appelé prépériodique (resp. prépériodique répulsif, ...) s’il existe un n € N
tel que f™(2) soit périodique (resp. périodique répulsif, ...).

Dans cet article, on s’intéresse 4 déterminer les fonctions rationnelles
possédant le méme ensemble de Julia. On peut montrer facilement que
I'ensemble de Julia de f* est égal & J; pour tout k > 1. Dans [7, 10],
Fatou et Julia ont montré que si f et g sont permutables (fg = gf), alors
Js = Jy (voir également [9, 2, 4.2.9)). Il est aussi facile de prouver que dans
ce cas f et g admettent une infinité de points périodiques communs. Si f,
g sont permutables et si elles posseédent deux suites d’itérés disjointes alors
'une des conditions suivantes est vraie {12, 6]:

1. Jp=J, =P

2. f et g sont conjuguées simultanément aux applications du type Az4,
i.e. il existe un automorphisme holomorphe o de P! tel que o fo~! =
A12% et 0go~! = Ap2% ol d, dy, da sont des entiers relatifs et A, A\
et A, sont des racines de 'unité.

3. f et g sont conjuguées simultanément aux applications du type +T4
ou T4 est le polynéme de Tchebychev de degré d > 2 défini par
Tg(cos ) := cos(dz).

L’ensemble de Julia de I’application Az¢ pour |A\| = 1 et |d| > 2 est le
cercle unité. L'ensemble de Julia des applications +T4 pour d > 2 est le
segment [—1,1]. Tous les couples de polynémes dont les ensembles de Julia
coincident, sont déterminés (voir par exemple [1, 13]). Pour les fonctions
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rationnelles, ce probléme est résolu par Levin et Przytycki dans le cas ot
aucune composante périodique de ’ensemble de Fatou n’est un domaine
parabolique, un disque de Siegel ou un annneau de Herman [11].

Notons Cy ’ensemble des points critiques de f. Notre résultat principal
est le théoreme suivant:

THEOREME 1. — Soient f, g deux fonctions rationnelles définies sur P!
de degrés > 2 telles que J; = J,. Supposons que le cone tangent de J; en un
de ses points est une réunion finie de demi-droites réelles et que tout point
de C; N Jy est prépériodigue répulsif. Alors l'une des conditions suivantes
est vrate:

1. Jr = J, est un cercle ou un arc d’un cercle pour une certaine coor-
f g
donnée de P!;

2. il existe my,...,mg € N et m € Nt vérifiant f™g... f g = fm.

Ezemple. — Soient h une fonction rationnelle, p un entier positif et
o # 1 une racine p-ieme de 'unité. Posons f(z) := h(2P) et g := ah(z?). Il
est clair que Jy = J; et que les suites d’itérés de f et de g sont disjointes.
Mais on a fg = f2 # gf. Si h(1) =1, ph/(1) = 1 et si le développement de
Taylor de f en 1 est de la forme

fR)=1+(z-D+a(z-1)"" +...

avec a # 0 alors le point 1 sera un point fixe indifférent rationnel de f. Le
cone tangent de Jy en 1 est une réunion de n demi-droites. De plus, lorsque
n > 3, Jy n’est pas contenu dans une courbe ou un arc réel analytique (voir
le lemme 7).

Remerciement. — Je tiens a remercier le référé pour ses nombreux re-
marques.

2. Démonstration du théoréme principal

Soit f une fonction holomorphe non constante définie dans un voisinage
U de 0 € C telle que f(0) = 0. Un sous-ensemble J C U est appelé invariant
(resp. complétement invariant) par f au voisinage de 0 s’il existe un voisi-
nage V C U de 0 tel que f(J)NV =JNV (resp. fX1(J)NV = JNV). Nl est
clair que J est complétement invariant si et seulement si f¥1(J)NV c J.

Un ensemble J C C est dit analytiquement laminé en 2 si JNV =
o~ 1(K) o V C C est un voisinage de z, K est un sous-ensemble de R
et 0 : V — R est une fonction réelle analytique de rang maximal en tout
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point. L’ensemble J est analytiquement laminé dans un ouvert U s’il Pest
en tout point de U. On montre facilement que J posséde deux laminations
analytiques différentes en z € J si et seulement si z appartient & l'intérieur
de J.

PROPOSITION 1.— Soient f, g deux fonctions holomorphes inversibles
définies dans un voisinage U de 0 telles que f(0) = g(0) =0 et |f'(0)] # 1.
Soit J C U un fermé complétement invariant par f et par g au voisinage
de 0. Alors l'une des deux conditions suivantes est vraie:

1. il existe un voisinage V C U de 0 tel que J soit analytiquement laminé
dans V' \ {0};

2. il existe (m,n) € Z2 — (0,0) tel que f™ = g™.

11 existe une application holomorphe ¢, dite de Poincaré, définie dans un
petit disque D centré en 0, telle que p(0) =0, ¢’'(0) =1 et o~ fo(t) = Mt
pour tout t € D, ot A := f/(0) # 0 est de module différent de 1. Sans perdre
en généralité, on suppose, pour la suite de la preuve de la proposition 1, que
f est linéaire: f(t) = At. Posons X' := ¢’(0) et fixons un disque D CC U
suffisamment petit de rayon r¢ > 0. On peut aussi supposer que |A| > 1 car
le cas contraire sera traité de méme maniére en remplacant f par f~1.

LEMME 1.— Pour tout t € J N D, pour tous entiers relatifs m, n
vérifiant \™X"t € D, on a XmN"t € J.

Preuve. — Soit r > 0 suffisamment petit tel que g"(D,) C D ou D, :=
{t € C: |t| < r}. Posons t' := A~Mt pour M suffisamment grand de sorte
que |[t'| < ret X"’ € D.Onat € J car J est invariant par f~' au
voisinage de 0. Posons t := f¥g"f~*(t'). Comme t' € J, t; appartient &
J lorsqu’il appartient & D. On écrit g" sous la forme d’une série de Taylor
convergente:

g (t) = X"t +agt® + azt® + - -

On a:
FEGrFR() = N7t + agA ¥t +agh "2k 4

Par conséquent, limt, = X"t' € D. D’autre part, J N D est fermé dans
D. On conclut que X"t € J ou encore A~M X"t € J. Finalement, A™\'"¢
appartient & J lorsqu’il appartient & D car J est invariant par fEL O

LEMME 2. — Supposons que N™\'™ # 1 pour tout (m,n) € Z2 — (0,0).
Alors la condition 1 de la proposition 1 est vraie.
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Preuve.— Comme A™X'™ # 1 pour tout (m,n) € Z2 — (0,0), le groupe
multiplicatif fermé engendré par A et par A’ contient un sous-groupe a un
paramétre réel {)\, := exp(ar) : r € R} ou a # 0 est un nombre complexe
avec Re(a) > 0. D’aprés le lemme précédent, J N D est une réunion de
courbes réelles analytiques du type {t € D : t = A.to}. Alors la condition
1 de la proposition 1 est vraie.

Si a est pure imaginaire, J N D est une réunion de cercles centrés en 0.
Si a est un nombre réel, J N D est une réunion de rayons de D.
Sinon, J N D est une réunion de courbes spirales tendant vers 0. (]

D’aprés le lemme précédent, il suffit de considérer le cas ou A™ = \'"
pour certain (m,n) # (0,0). On a n # 0 car |A| > 1. Posons h := f™g~",
Supposons que la condition 2 de la proposition 1 est fausse. On peut écrire:

h(t) =t + atP*! 4+ O(tP+?)

ol a # 0 et p > 1. Quitte & effectuer un changement de coordonnée du type
t — {/—at, on peut supposer que a = —1.

Posons
Sk = {t eC: M < arg(t) < (2"7‘;1)77}
Sk(e) = {t € (C* : M +e< arg(t) < (2"?:1)# _ 5}

S(e) :={t € C*: —m + pe < arg(t) < m — pe}

et
S :={t € C* : arg(t) # n}

pour tout 0 < k < p—1 et tout € > 0 suffisamment petit.

Soient @ : C* — C*, ®(t) :=t P et ¥y : S — Si les branches inverses
de @. Posons ry :=ry?, 8" :=SN{t: |[t| >r} pour r > 0, A := ®FY,
hi == ®h¥y, Jp := ®(J N Sk N D). Alors (D N Si) = S™, Ji est un
fermé de S™, A(w) = A7Pw est indépendant de k, A~"(Jx N S(e)) C Ji,
A™(JxNS(€))NS™ C Ji lorsque | arg(A™)| < €. Pour tout € > 0 suffisamment
petit, il existe R > r; tel que hy soit définie sur SB N S(e) et hx(w) =
w + p+ O(Jw|~1/P). On a également hi(J;, N SR N S(e)) C Jg.

LEMME 3.— Fizons un € suffisamment petit et un R := R, suffisam-
ment grand. Si wo € Ji est un point vérifiant wo +c € ST pour tout ¢ > 0,
alors wy + ¢ € Ji pour tout ¢ > 0.
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Preuve. — Soit © C S® un cone fermé de sommet wy, d’angle 0 < 26 <
m, dirigé par la demi-droite {wg + ¢ avec ¢ > 0}. Soit C' > 0 une constante
vérifiant:

[h(w) — w — p| < Clw|~Y? sur SE N S(e).
On choisit une suite {n;}52, d’entiers positifs vérifiant:
a. limn; = +oo, limarg(A\") = 0;

b. A~"(8) C S® N S(e) pour tout j;

c. vj == |A%| > 4CRVPp=1§~1 et 0 < 0, := arg(A™) < min(e,6/4p)
pour tout j.

Montrons d’abord que pour tout j > 1, on a A" hA™"i(©) C ©O. Soient
s € O, 81 := A™"(s) = \Ps et sp := A" hA™™(s). D’apres b., s; €
SE N S(e). Ceci implique que s est bien défini. On a:

so = AP (ATPs)
et

-5 = XP(p+,)

avec |vs| < C|A|™™|s|7V/P < Cv]-_lR‘l/” car s € S®.
D’aprés c., on a:

|arg(s2 = 5)| < |arg(\"™P)| + |arg(p +iCv; R7P)]
< 6/4 +|arg(p +ip/4)|
< 6/2
D’ou s2 € ©.
On pose m; la partie entiere de cp“lv;.’ et w; = [A™ hA~"5]™3 (wp)

pour tout j > 1. L’estimation précédente de v, nous donne:

lwj —wo—c| < |miA™"Pp—c|+ mjl)\|""1'p0vj'1R_1/p
< |mjv; Ppexp(—ipb;) —c| + ijvj‘(P“)R-l/P
< Imjv;-"’p exp(—ipf;) — cexp(—iph;)| +
+|cexp(—ipb;) —c| + cCp—lR—l/pvj—l
< vj—pplmj - CP_lv;’l + c| exp(—ipd;) — 1] + ccp—lR—l/p,Uj—l
< v;Pp+clexp(—ipb;) — 1| + cC'p_lR‘l/"’vj~1
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D’aprés a., ce dernier terme tend vers 0 quand j tend vers l'infini. Autrement
dit, w; tend vers wg + ¢. Comme wo € Ji, on a w; € Jg. Comme Jj, est
fermé dans S™, on a wg + c € Jy. O

On choisit un R’ >> R de sorte que w + ¢ € S® pour tout ¢ > 0 et tout
w € S’ := S(e)NSE . Le lemme précédent implique que J est analytiquement
laminé dans les ¥4 (S’). En appliquant le lemme précédent aux fonctions f,
h=1 et & la coordonnée t' := {/—1t, on déduit que J est analytiquement
laminé dans les ¢/—1W,(S’). Lorsque € est suffisamment petit, les ouverts
Wi(S') et {/—1¥,(S") recouvrent un voisinage de 0 sauf le point 0. Ceci
termine la preuve de la proposition 1. O

PROPOSITION 2. — Soient
f(z) = 2+ azPt! 4 O(2P1?)

et
9(z) =z + B9 + O(zq+2)

deuz fonctions holomorphes définies dans un voisinage U de 0 ot o # 0,
B#0etl<p<gq. SoitJCU un fermé complétement invariant par f et
par g au voisinage de 0. Alors il existe un voisinage V C U de 0 tel que J
soit analytiquement laminé dans V' \ {0}.

Soient 0 < k < p— 1 un entier et a > 0 un nombre réel. On définit les
pétales I1x(a) et I} (a) par

Mk (a) := {rexp(if) : 0 < r? < a(l + cos(ph)); |2kn/p — 0] < 7/p}
et
k(@) == {rexp(if) : 0 <P < a(l - cos(pf)); |(2k + 1)7/p — 0] < 7 /p}.

Alors pour tout a > 0 les pétales IIx(a) et II} (a) recouvrent un voisinage
de 0 sauf le point 0. Les applications ® et ¥ sont définies dans la preuve
de la proposition 1. L’image I1(a) de IIx(a) par ® est indépendante de k:

M(a) := {z +iy: y*> > 1/a® - 2z/a}.
D’apreés (2, 6.5.7], il existe une coordonnée locale ¢ dans laquelle on a:
f(t) =t - tP+1 + O(t2p+1)

et
g(t) =t + 9t 4 O(t9+2?).
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LEMME 4 ([2, pp. 116-122]). — Soient f(t) = t — tP*! + O(t?**1) une
fonction holomorphe définie au voisinage de 0. Alors pour tout k et tout
a > 0 suffisamment petit:

l’image de I1x(a) par f est contenue dans IIi(a);

f™(w) — 0 localement uniformément sur Ilx(a);

arg f™(w) — 2kw/p localement uniformément sur Ilx(a);

il existe une application holomorphe injective u : II(a) — II(a) telle
que u(w) —w soit bornée, limyy| 0o u'(w) =1 et telle que uvu™! =T
sur u(Il(a)) ot v:= ®f¥; et T(w) :=w+p.

W

Fixons un a suffisamment petit. Posons II' := u(II(a)), w'/? := ¥o(w),
l:= ®gWy, 7 := ulu~1, I := &(J N1lk(a)) et I' := u(I). D’aprés le lemme
précédent, pour tout a’ << a, on a II(a’) C II'. Comme a est petit, 7 et 77!
sont définies sur IT'. L’ensemble I’ est un fermé complétement invariant par
T et par T dans le sens suivant:

TENI)NI' Cc I' et 751 (I NI C I'.
On peut écrire [ sous la forme:
H(w) = w+ fw™5/? 4 O(w~(¢+1)/7)
oud:=q—p=letf#0.
Selon les propriétés de u et de sa dérivée (voir le lemme 4), on a
rw) = u(uw) + Ol @)+ O(fu (w)]~¢+V/?))

w+ [0 + o(1)][u  (w)] 787 + O(w™E+1)/p)
w + 6w %P + e(w)

ot e(w) = o(w™¥/7).

LEMME 5.— Pour tout wo € I' et tout r € R, si wo + 0r appartient a
I, il appartient a I'.

Preuve. — Fixons un 7, un € > 0 et un j € N vérifiant:

1. B C I’ ou B est la boule fermée de rayon 4|r|(|0] + €), de centre
Zo 1= wWo + Jp;

2. |e(w)| < elw|=%P pour tout w € B;

3. |w|~%/? < 2(jip)~%/P pour tout w € B;
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4. |w=¥P—(jp)=%/P| < 85[|r|(|6] +€)+|wo|](jp)~1~%/? pour tout w € B.

La condition 4 est réalisable par le théoréeme des accroissements finis car
la dérivée de la fonction w=9/P est égale & —6w=1=%/P/p et car |w — jp| <
4r(|6] + €) + |wol-

Par la suite, on traite le cas ou r > 0; le cas contraire sera traité de
méme maniére en utilisant la fonction 7~ A la place de 7.

Posons M la partie entiere de (jp)®/Pr et z,, := 7™(zo) pour tout 0 <
m < M. On a pour tout w € B:

|6w=0/P 4 e(w)]

(16] + €)w| =%/

2(16] + €)(4p)~*/7

ce qui implique par récurrence que les z,,, sont bien définis et appartiennent
a B pour tout 1 < m < M. On a les estimations suivantes:

g 1627 — 6(jp) /" + e(zm)|

16257 — 6(jp) /7| + le(zm)|

161127577 = (3p)~*/7| + elm| /7

{8516][r(16] + €) + lwol)(p) ™" + 2€}(jip) ~*/P.

|7(w) — wl

VAN/AN

Ixm+1 —Tm — O(jp)

N INN

D’ou:
|zar — wo — jip — MO(jp)~%/P| =
= |zm — zo — MO(jp)~/P|

M-1
< Z |Zm+1 — Tm — 8(50) ~9/P|

m=0
< {86161[r(16] + €) + lwol)(jp) ™" + 2€}(jp) ~4/P M
< {86816][r(16] + €) + lwol)(jp) ! + 2€}r

et

< |em —wo — jp — MO(jp)~°/7| + |6r — MO(jp) /7|

< {8610)[r(16] + €) + |wol](Gp) " + 2¢}r +
+161(5p)~*/?|(jp)*/Pr — M|

{86161[r(16] + €) + lwoll(p) ™" + 2¢}r + 18] (jp)~4/P.

|zpm — wo — jp — 6|

VA

Comme wo € I’, on a g € I’ et donc zps € I' car I’ est invariant par T et
par 711, Pour j tendant vers l'infini et € tendant vers 0, z3; — jp tend vers
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wo + Or. Pour j grand et € petit zps — jp € I’ car I’ est invariant par 771,
La fermeture de I’ implique que wq + 6r € I'. O

D’apreés le lemme 5, I’ est analytiquement laminé en wy. Par conséquent,
J est analytiquement laminé dans les [Ix(a’) pour o’ suffisamment petit.
Maintenant, on remplace f par f~! et la coordonnée t par {/—1t. Ces rem-
placements ne changent pas les formes de f, g et permutent les deux familles
de pétales {lIx(a’)} et {II}(a’)}. On en déduit que J est analytiquement
laminé dans les ITj (a). Ceci termine la preuve de la proposition 2 car les
Ik (a') et IT} (a') recouvrent un voisinage de 0 sauf le point 0.

COROLLAIRE 1.— Soient f, g deuz fonctions holomorphes inversibles
définies dans un voisinage U de 0 avec f(0) = g(0) =0 et J C U un fermé
complétement invariant par f et par g au voisinage de 0. Supposons que
le céne tangent de J en 0 n’est pas égal a C. Alors l'une des conditions
suivantes est vraie:

1. il eriste un voisinage V de O tel que J soit analytiquement laminé
dans V' \ {0},
2. il existe (m,n) € Z% — (0,0) tel que f™ = g".

Preuve. — Supposons que la condition 2 est fausse. D’aprés la proposi-
tion 1, il suffit de traiter le cas ol |f’(0)| = |¢’(0)] = 1. Si 0 n’est pas un
point d’accumulation de J, la condition 1 est vraie. Supposons que ce n’est
pas le cas. Comme le c6ne tangent de J en 0 n’est ni vide ni égal a C et
comme cet ensemble J est invariant par f et par g, f'(0) et g’(0) sont des
racines de I'unité. Quitte & remplacer f, g par leurs itérés, on peut supposer
que f'(0) = ¢’(0) = 1. On écrit:

flz)=z+ azPtl 4+ O(z”+2)

et
g(z) = z+ B2911 + O(2912)

ol p > 1et g > 1sont des entiers. Sans perdre en généralité, on peut
supposer que p < ¢. En changeant la coordonnée, on peut supposer que
a = —1. D’aprés la proposition 2, il nous reste & traiter le cas ou p = g.

Cas 1.— Supposons que 3 € Q. Quitte & remplacer g par son itéré,
on peut supposer que § € Z. Posons h := g f#. Comme la condition 2 est
fausse, h s’écrit sous la forme:

h(z) = z + B'27 T + O(27 +2)

avec 8’ #£0et ¢ > p.
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En appliquant la proposition 2 aux fonctions f, h et & ’ensemble J, on
constate que la condition 1 est vraie.

Cas 2.— Supposons maintenant que 8 ¢ Q. On utilise les notations de
la preuve de la proposition 2. On a:

f@t) =t —tPH L O(t%+])

g(t) =t + P+ + O(tP+2)
et
7(w) = w — Bp + O(w™/?).
LEMME 6. — Soit wg un point de I'.

1. Pour tous m, n € Z vérifiant wo + mp + npB € II', on a wo + mp +
npBel.

2. Pour toutr € R vérifiant wo +r €Il', on awg +r € I'.

Preuve.— 1. Fixons un ¢ > 0. Choisissons un entier s suffisamment
grand vérifiant:

1. I":={w: Rew > sp— |wo| — |m|p—|n|p — ¢} C IT';
2. |7} (w) — w £ pB| < ¢/|n| pour tout w € I1”.

Posons z¢ := wo + sp+ mp et z,, ;= 7~5# ") (g, _ ) pourv=1,..., In| ot
sign(n) est le signe de n. Les z,, sont bien définis et appartiennent & IT” car
pour tout 1 < v < |m|:

lsy — su-1 = sign(n)p| = | ="M (s,_1) - 5,1 —sign(n)pB| < ¢/|n|

et
|sy —wo — sp — mp —sign(n)upB| = |s, — so — sign(n)vpf|
v
< ) Isk — sk—1 — sign(n)pg|
k=1
< vefln|.

Les inégalités précédentes nous donnent:
|Sjn] — wo — sp — mp — npB| < €.

On sait que wg € I’, I’ est complétement invariant par T et par 7. Donc
Sjn| € I'. Comme I’ est fermé, on a wg + sp + mp + npfB € I’ car cest
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la limite de sj,] quand € — 0. L’invariance de I’ par T~! implique que
wo+mp+npBel.

_ 2. Par hypothése, le cone tangent de J en 0 n’est pas égal & C. Notons
J I’ensemble des points de J du type ®~1u~(wg + mp + npB) avec wy +
mp+npB € I'. Si B & R, on vérifie facilement que le cone tangent de J en
0 est égal & C. En effet, les points du réseaux {wg +mp+npB}NII' tendent
vers l'infini dans toutes les directions. Ceci est impossible. Alors 5 est réel.
Comme 8 ¢ Q, 'ensemble des points wo+mp+np est dense dans la droite
wo + R. D’aprés 1., wg + 7 € I’ car I’ est fermé. O

Le lemme précédent implique que J est analytiquement laminé dans les
IIx(a’) pour @’ > 0 suffisamment petit. Comme dans la proposition 2, on
remplace f par f~1, g par g~! et la coordonnée ¢ par {/—1t. Ces remplace-
ments ne changent pas les formes de f, g et permutent les deux familles de
pétales {IIx(a’)} et {II}.(a")}. On en déduit que I est analytiquement laminé
dans les ITj (a’). Ainsi, ceci termine la preuve du corollaire. O

LEMME 7.— Soit f une fonction rationnelle de degré supérieur ou égal
a 2.

i. Si le cone tangent de Jy en un point périodique répulsif zo est une
réunion finie de demi-droites, J; est contenu dans une courbe ou dans
un arc réel analytique fermé. De plus, le cone tangent de Jy en tout
point est une droite ou une demi-droite.

i. Si dans un ouvert U de P!, J;NU est un arc réel de classe C*, alors
Jy est un cercle ou un arc d’un cercle pour une certaine coordonnée.

Preuve. — i. Quitte & remplacer f par I’'un de ses itérés, on peut supposer
que zp est un point fixe. On peut également supposer que zp = 0. Soient ¢
I’application de Poincaré de f en 0 et A := f’(0). On a ¢(0) =0, ¢’(0) =1
et ¢~ 1fp(t) = At au voisinage de 0. Cette application ¢ se prolonge en
une application de C dans P! par p(A"z) := f(p(z)) car |A] > 1. Posons
I := p~1(Jy). Alors le cone tangent de I en 0 est une réunion finie de demi-
droites. Comme J; est invariant par f~1, I est invariant par t — A1t
Par conséquent, A est une racine d’un nombre réel et I est contenu dans une
réunion finie de demi-droites partant de 0. Comme Jy est répulsif, on peut
trouver un z # 0 suffisamment proche de 0 et un n € N tels que f*(z) = 0.
Comme 2z est suffisamment proche de 0, il existe z € C vérifiant ©(z) = 2
car 'image de ¢ contient un voisinage de 0. Posons y := A"z. On a:

e(y) = p(A"z) = f*(p(x)) = f*(2) = 0.

Comme le cone tangent de I en y est une droite ou une demi-droite, le cone
tangent de Jy (et donc de I) en O est aussi une droite ou une demi-droite. Par
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conséquent, I est contenu dans une demi-droite ou dans une droite. Notons
D cette demi-droite ou droite. Il suffit maintenant de montrer que Jy C
©([0,y])- Soit V un voisinage suffisamment petit de 0. Notons V; (resp. V;))
la composante connexe de ¢~ !(V') qui contient 0 (resp. y). Notons également
Do := DNV, Dy := DNV, et g (resp. ¢y ) la restriction de ¢ sur Vy (resp.
Vy). Alors ¢(Do) et ¢(Dy) sont des courbes ou arcs réels analytiques. On
souligne ici que ¢(Dy) peut étre un arc quand y est un point critique de
¢. Comme I C D et comme I = ¢~ }(Js),onaINDy = pz(JyNV) et
INDy = ;1 (Jr N V). Alors intersection de (Do) et (D,) contient un
ensemble non dénombrable JyNV.

Si p(Dp) est une courbe ou si p(Dy) est un arc, on a p(D,) C ¢(Dy).
Par prolongement analytique, on a (D) = ¢([0, y]).

Si ¢(Dy) est un arc et si p(D,) est une courbe, alors D est une demi-
droite. Notons D’ la droite qui contient D, dy := D'\ D et d, := D \ [0, y].
Si (Do) = p(dy N'Vy), alors p(do N Vp) = ¢([0,y] N V,). Par prolongement
analytique, on a ¢(D’) = ¢([0,y]). Sinon, on a ¢(dy N V,) = p(do N Vp).
Par prolongement analytique, on a ¢(d,) = ¢(dp). Comme INdy = @, on a
I'nd, = 0. C’est impossible car dy, contient une infinité de points du type
Ay,

Dans tous les cas, J; est contenu dans la courbe ou I’arc réel analytique
©(D) = ¢([0,9]). Si z € Jy, le cone tangent de Js en z est une droite ou une
demi-droite car le cone tangent de I = ¢~!(J) en tout point est une droite
ou une demi-droite.

ii. Comme l’ensemble des points périodiques répulsifs de f est dense
dans Jy, il existe un point 2o € Jy N U périodique répulsif. D’aprés i., I est
contenu dans une droite réelle d. Comme J; contient un arc réel passant
par 0, I contient un voisinage de 0 dans d. D’autre part, I est invariant par
t— At et A€R, |A| > 1. On en déduit que I est égal & d. Comme dans i.,
on montre que Jy = ¢([0,y]) qui est une courbe ou un arc réel analytique
fermé. Cette courbe ou arc est lisse car I = ¢~1(Jy) est lisse. D’aprés un
théoréme de Fatou [14, pp.126-127], Js est un cercle ou un arc d’un cercle
pour une certaine coordonnée. 0O

PROPOSITION 3. — Soient f vérifiant Uhypothése du théoréme 1 et zg
un point de J5. Supposons que Jy n'est pas contenu dans une courbe ou dans
un arc réel analytique fermé et que le cone tangent de J; en 2z est réunion
finie de demi-droites. Alors 2y est prépériodique indifférent rationnel.

Remargue 1.— Dans [1], Baker et Eremenko ont démontré que zo est
prépériodique lorsque le cone tangent de J; en 2y est une demi-droite et
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Cs; N Js = 0. Dans ce cas, 'hypothése “J; n’est pas contenu dans une
courbe ou un arc réel analytique” n’est pas nécessaire. Le résultat de Baker
et Eremenko reste valable sous ’hypothese de la proposition précédente.
La preuve dans [1] dont I'idée principale avait été utilisée dans (8, 5], est
essentiellement valable pour cette proposition.

Preyve. — La classification des domaines de Fatou en cinq types par
Sullivan [2], tout point z € Jy d’accumulation de la suite {f™(c)}ns0 est
périodique indifférent rationnel pour tout c € Fy et en particulier pour c €
Cs N Fy. Notons A I’ensemble des points périodiques indifférents rationnels
de f et B (resp. C) I'ensemble des points (resp. des points périodiques) du
type f™(c) avec c € Cs N J. Ces ensembles sont finis. Quitte a remplacer f
par un f™, on peut supposer que tous les points de AU C sont fixes. Soit
M >> 0 tel que |f/(a)] < M pour toutac€ AUC.

Supposons que zp n’est pas prépériodique. Alors les f(2z) sont tous
différents. Il existe une suite {n, } tendant vers l'infini et un a € J; tels que
lim, 0 f™ (20) = a. Montrons qu’on peut choisir a ¢ AUB. Supposons que
ce n’est pas le cas. Alors on a a € AU B. Quitte & remplacer n, par n, +n
pour n >> 0, on peut supposer que a € AU C. On choisit, un disque D(r)
de centre a et de rayon r > 0 suffisamment petit. On a |z—a| < |f(2) —a| <
2M|z — a| pour tout z € Jy N D(r). En effet, la deuxieme inégalité est
évidente, la premieére pour a répulsif I’est aussi, si a est indifférent rationnel,
ceci est énoncé dans [8, §31]. Par conséquent, la couronne D(r) \ D(r/2M)
contient une infinité de f™(z9). C’est une contradiction car pour r petit
cette couronne ne rencontre pas AU B.

Donc a n’est pas un point d’accumulation & la suite des ensembles
f™(Cs). D’aprés un théoreme de Fatou [14, p.126], Js est contenu dans
une courbe ou un arc réel analytique. C’est une contradiction.

Alors 2 est un point prépériodique. Il existe n < m tels que f*(2) =
f™(20). Le point a := f™(2o) est un point périodique de f. D’apreés le lemme
7, zo est indifférent car J; n’est pas contenu dans une courbe ou dans un
arc réel analytique. C’est un point indifférent rationnel car le cone tangent
de Js en 0 est une réunion finie de demi-droites. O

Preuve du théoréme 1.— Comme le cone tangent de J; en un de ses
points est une réunion de demi-droites, J; est d’intérieur vide. Supposons
que la condition 1 de ce théoréme est fausse. D’apres le lemme 7, Jy n’est
pas une courbe ou un arc réel analytique. Lorsque Js n’est pas contenu dans
une courbe ou dans un arc réel analytique fermé, notons E I’ensemble des
points z¢ ol le céne tangent de Jy est une réunion finie de demi-droites.
Lorsque Jy est contenu dans une courbe ou un arc réel analytique, notons
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E lensemble des points 29 ou le cone tangent de J; est une demi-droite.
D’apres la proposition 3 (pour le premier cas) et la remarque 1 (pour le
second cas), tout point de E est prépériodique. Il est clair que f(E) C E et
9(E) C E. Par hypothése, E est non vide. Notons A ’ensemble des points
z € E périodiques pour f. C’est un ensemble non vide.

LEMME 8. — L’ensemble A est fini.

Preuve. — Si J¢ n’est pas contenu dans une courbe ou dans un arc réel
analytique fermé, d’aprés la proposition précédente A est fini.

Supposons maintenant que J; est contenu dans une courbe ou dans un
arc réel analytique fermé. D’aprés le lemme 7(ii), J; est un fermé totalement
disconnexe de L := ¢(D) qui est une courbe ou un arc réel analytique fermé
(voir la preuve du lemme 7(ii)). Notons ]as, b,[ les composantes connexes de
L\ Js. Alors E est ’ensemble des a,, b, avec les sommets de L et ’ensemble
de Fatou F} est connexe. On a f(L\ Jf) C L\ Jy. Les composantes ]as, bs|
sont prépériodiques car les sommets a, et b, sont prépériodiques.

Si Fy est le domaine d’attraction d’un point fixe attractif, il est clair que
f™(Jas, bs[) passe par le point attractif pour tout s et pour tout n suffisam-
ment grand. Il n’y a qu’un nombre fini de ]as, b5 qui passent par ce point
attractif. Par conséquent, A est fini.

Sinon f posséde un point fixe indifférent rationnel a. Dans ce cas, |f(z —
a)] > |z — a| pour z € Js proche de a et f*(K) tend vers a pour tout
compact K de |a,,bs[. On en déduit que a est le sommet de f(]a,, b[)
pour tout s et pour tout n suffisamment grand. Il y a au plus un Jas, bs[ qui
posseédent a comme sommet. Par conséquent, A est fini. O

Pour tout a € A, il existe n, € N tel que f"=(a) € A. Comme A est fini,
il existe zp € A et ny,...,n, tels que f*1gfm2g... f*g(29) = 2o. Posons
h:= frigfmg... f*g. Quitte & changer de coordonnée, on peut supposer
que zp = 0. Supposons que la condition 2 du théoréme 1 est fausse. D’apres
le corollaire 1 (appliquée & f, h et Jy), Pensemble J; est analytiquement
laminé dans V'\ {0} ou V est un voisinage de 0. Selon les preuves des lemmes
3, 5 et 6, pour tout z € V'\ {0}, Jy contient un arc réel analytique joignant z
et 0. Soient z € V'\ {0} et n > 0 tels que f*(z) = 0. Alors f*(J;NV,) C Js
pour tout voisinage V, de 2. De plus, lorsque V, est petit, J; NV, est
analytiquement laminé. Les descriptions ci-dessus de J; au voisinage de 0
montrent que J; est une réunion finie d’arcs réels analytiques. D’aprés le
lemme 7, J; est un cercle ou un arc d’un cercle. C’est une contradiction car
la condition 1 du théoréme 1 est supposée fausse.
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