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RÉSUMÉ. - Nous établissons un théorème abstrait de point critique qui
constitue une généralisation des théorèmes de liaisons classiques. Nous
établissons également quelques caractérisations variationnelles du spec-
tre du p-laplacien. Comme applications nous démontrons l’existence de
solution du problème (7~) avec des conditions sur le comportement des

rapports , , B et entre deux valeurs propres consécutives du
~p

p-laplacien.

ABSTRACT. - We establish an abstract theorem of critical point which
constitute a generalization of classical links theorems. We also establish
some variational characterizations of the p-laplacian spectrum. As appli-
cation we prove the existence of solution of the problem (7~) : :

with conditions on the behaviour of the ratios : f ~x’ s) and s)
H~

between two consécutive eigenvalues values of the p-laplacian where F is
a potential of f.
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1. Introduction

Considérons le problème de Dirichlet

où Q est un domaine borné de ]RN, 1  p  +00, 0394pu = 
représente le p-laplacien, h E (S2) et f Q x IR est une fonction
de Carathéodory.

On s’intéresse à l’étude de l’existence de solutions du problème (1.1)
sous les hypothèses

p.p.x E S2 et

d~ > 0, ~d~ E tel que p.p. x E E R, on a

où cx = ~~ et ~3 = an+ 1 sont deux valeurs propres consécutives du p-laplacien

et F : H x IR ~ IR est une fonction définie par F(x, s) = / f(x, t) dt.
La notation  ~ signifie qu’on a une inégalité large p.p. sur S2 et stricte

sur un sous ensemble de 0 de mesure non nulle.

On considère des conditions qui assurent l’existence d’une solution u E
pour tout h E (SZ) (non-résonance).

Cette étude est consacrée initialement à l’établissement d’un résultat de

point critique, de type minimax pour la fonctionnelle énergie ~p associée au
problème (1.1) définie par

où (h, u) désigne le produit de dualité d’un élément h E (H) par
u E (Nous ferons des hypothèses sur f, , pour que ~~ soit bien
définie et de classe C 1 sur Wô ’p ( S2 ) ) .



Dans le cas linéaire p = 2 (cas du laplacien), les premiers travaux dans
cette direction utilisant une approche variationnelle sont dûs à Dolph [Do
1949]. Ensuite plusieurs études ont été faites sur ce type de problème, citons
par exemple [Ah,La,Pa], [Br,Ni], [Th], [Ca], [Mo], [Go,Mo] et [Co,Ol].

Les méthodes utilisées dans ces travaux font intervenir essentiellement
le caractère linéaire du laplacien et la décomposition de l’espace de Hilbert

en somme directe d’un sous espace vectoriel V engendré par les n
premières fonctions propres de -0 et de son orthogonale W (Wô’2(S2) -
V La caractérisation variationnelle de la valeur propre Àn+l :

permet d’établir la coercivité et l’anticoercivité de la fonctionnelle ~2 sur
W et V respectivement, ce qui conduit à l’existence d’une valeur critique de
type minimax de &#x26;2 en utilisant le théorème de point selle de Rabinowitz[Ra]
ou bien le théorème de liaison [Z].

Dans le cas où l’opérateur est non linéaire (p ~ 2), les résultats connus

de natures variationnelles sont démontrés lorsque les quotients , ’ et
s) 

se situent à gauche de la première valeur propre 03BB1 du p-laplacien

(-Ap) (voir [An,Go]). Ils utilisent la caractérisation variationnelle de ~1 :

Rappelons que les nombres définis par :

appartiennent au spectre du p-laplacien (voir [An2]), où est le

genre d’une partie F c {0~ fermée et symétrique, = {K c
S ; K compact symétrique et ~(A:) ~ ~,~ et S = {u E =

1}. Anane[Anl] a montré que Ai est simple et isolée, ensuite Anane et
Tsouli[An,Tsl] ont montré que À2 est bien la deuxième valeur propre, c’est-
à-dire Ai  À2 et )al, = Ø.

D’autre travaux ont été effectués dans cette direction utilisant une mé-
thode topologique (degré topologique). Citons par exemple :

- [Bo,Dr,Da,Ku] dans le cas N = 1, 1  p  +00 et pour



un certain b > 0 où et sont deux valeurs propres consécutives du

p-laplacien.

- [An,Ts2] dans le cas N > 1 1  p  +00 et

où al et ~2 sont la première et la deuxième valeur propre du p-laplacien.

Notons que les conditions que nous considérons sont plus faibles que
celles considérer par les auteurs précédents. Cette amélioration est due à
la méthode variationnelle utilisée lors de la résolution du problème. (C’est-
à-dire : L’hypothèse (Fa,,) est satisfaite dès que la fonction f vérifie la
condition ( f a, p ) en remplaçant  par  ~. Mais on démontre facilement que
l’inverse est généralement faux).

Il est clair que les méthodes utilisées dans le cas linéaire p = 2 ne

s’adaptent pas à notre situation, d’où la nécessité de l’établissement d’un
théorème de point critique adéquat.

Ce travail est organisé en trois parties :

Dans la première partie, nous démontrons un résultat abstrait de point
critique d’une fonctionnelle ~ définie sur un espace de Banach X (théorème 1,
section 2). Les valeurs critiques sont données par le principe de minimax :

où co(Ko) est l’enveloppe convexe d’un compact Ko de X, et r = {h E
C(co(Ko), X B 0 ) ; h(x) = x ‘d~ E Ko~, avec une condition de liaison
de la forme h(co(Ko)) n A ~ ~ pour tout h E r où A est une partie de X
non vide vérifiant : maxK0 03A6  inf A 03A6, et la condition usuelle de Palais-
Smale(PS).

Un corollaire de ce théorème est établi dans la section 3, il fait intervenir
une nouvelle fonction genre 8 «plus fine que ~y ». La condition de liaison

précédente sera satisfaite lorsque K n A 7~ 0 pour tout K vérifiant 8(K) >
8 (Ko ) + 1 (dans ce cas A et Ko sont symétriques). Ce corollaire constitue une
généralisation des théorèmes de liaison[Z] et de point selle de Rabinowitz[Ra]
(Remarque 1 ) .

Dans la 2ème partie (section 4), nous établissons quelques caractérisations
variationnelles du spectre du p-laplacien. Nous montrons que :



- ( an ( 9) ) C u( où 0 est la fonction introduite dans la section 3 et

03BBn(03B8) est donnée par ( 1.4) en remplaçant 03B3 par 8.

- Si N > 1 et 1  p  +00, alors = ~Z (8) _ ~Z (~y) pour i = 1, 2.

- Si p = 2 et N > 1, alors Àn = ~~, (6) - pour tout n > 1 où la
suite (An ) constitue le spectre du laplacien -,L~.

- Si N = 1 et 1  p  +00, alors = An(0) = pour tout

n > 1 où est la suite introduite dans [Ot1] où [Ot2] définie par :

= nP(p - 1){"" 1 qui constitue le spectre du p-Iaplacien.

Enfin, la 3e partie (les sections 5 et 6) est consacrée à l’étude de l’exis-
tence de solution pour le problème (1.1). Deux types de conditions inter-
viennent : La condition usuelle de (PS), que nous étudions dans la sec-
tion 5, qui n’est pas l’objet principale de notre travail, et les conditions
géométriques. Pour traiter ces dernières, nous appliquons d’une part le corol-
laire du théorème (1ère partie), et d’autre part la caractérisation variation-
nelle des valeurs propres ~ 1, À2 et pour tout n > 1 (2ème partie).

Nous établissons dans la section 6 des résultats d’existences de solutions
du problème (1.1) par un procédé de minimax appliqué à la fonctionnnelle
$p dans les situations suivantes (théorème 6) :

- N = 1, 1  p  +00, et Ce qui constitu une
amélioration du résultat établi dans [Bo,Dr,Da,Ku] .

- N > 1, 1  p  +00, ( f,,1,,,2 ) et avec k(x)  À2 p.p. x E H.
Ces conditions sont meilleures que celles considérées dans [An,Ts2].

- N > 1, 1  p  +00 et f(x, s) = où m une fonction

poids bornée qui peut changer de signe et tel que 03BB ~ 03C3(-0394p, 1) (Alternative
de Fredholme non linéaire).
- N > 1, p = 2, et où ~~ et an+1 sont deux valeurs
propres consécutives du laplacien. On retrouve ainsi le résultat de [Co,Ol]
par une méthode non-linéaire.

2. Théorème abstrait

Désignons par X un espace de Banach réel de dimension infinie et co(K)
l’enveloppe convexe d’une partie K de X. . Rappelons qu’une fonctionnelle
~ : : X --~ IR de classe C~ satisfait la condition de (PS) sur X si pour toute
suite (un) de X telle que la suite (~ (un ) ) est bornée, et 0 dans
X’, alors (un ) possède une sous suite convergente dans X. .



THÉORÈME 1. - Soient ~ E une fonctionnelle satisfaisant
la condition (PS) sur X, Ko un compact non vide tel que 0 ~ Ko et A c X
un ensemble non vide. Si les conditions suivantes sont vérifiées

(P1) h(D) n A ,-~ 0 Vh E r où r = {h E C(D,XB {0}) ; = id} et
D = co(Ko). 

(P2) a := maxK0 03A6  infA 03A6 := ,Q.

Alors la valeur

est une valeur critique de la fonctionnelle ~. De plus, on a

c > Q.

Pour justifier la bonne définition de la valeur c, on a

LEMME 1. 2014 T ~ ~ où r est défini dans le théorème 1.

Preuve du lemme 1. Si 0 ~ D, alors id E r, par suite le lemme est
démontré. Supposons maintenant que 0 E D.

lère étape. Montrons qu’il existe v E X B ~0~ tel que Dv n Ko = 0 où
Dv = {tv, t > 0~. 

_ _

En effet, soit r > 0 tel que B (0, r) n Ko = ~, comme dimX =_+oo et D est
compact, il est clair que 8B(0, r) B D # 0. Soit v E 8B(0, r) B D, nous avons
Dv n Ko = 0. En effet, si Dv n Ko 7~ ~, alors il existe t > 0 tel que tv E Ko,
puisque B ( o, r) f1 Ko = Ø, alors ~tv~ > r, = r, de sorte que t > 1 et
que v E [0, tv~, d’où v E D, ce qui est absurde.

2ème étape. Montrons que r ~ 0.
Soit b > 0 tel que Ko C B ( o, b) . Posons c = d ( Dv , Ko ) = min 
on a 0  e  +00. Posons a = 

2b 
et définissons h : D - X : h x =

x - ad(x, Ko)v. Il est clair que h est continue sur D et que h(x) = x pour
tout x E Ko. Pour terminer montrons que 0 Vz E D. Supposons,
par l’absurde, qu’il existe x E D tel que h(x) = 0, donc x = cxd(x, Ko)v, de
sorte que x E Dv. D’autre part, on a



donc ~ ~ B(0, b), par suite x ~ D, ce qui est absurde. D’où la preuve du
lemme 1. D

Preuve du théorème 1. - On peut supposer, sans perte de généralité,
que ~(0) = 0. En effet, écrivons ~(v,) _ (~(u) - ~(0)) + ~(0), alors c est
une valeur critique de ~ si et seulement si c - ~(0) est une valeur critique
de ~ - ~(0). _ _

Soit h E F, d’après (Pl) il existe uo E h(D) n A, donc la définition de
la valeur /3 implique ~(~)~ comme h est arbitraire,
on en conclut que c E IR et (~ ~ c.
Pour montrer que c est une valeur critique, supposons, par l’absurde, que
Kc = ; ~(u) = c et !~(~) = 0} _ ~ et choisissons ~ > 0 tel que

Puisque $ satisfait la condition de (PS) sur X, le théorème de déformation
(voir [Ra]) montre qu’il existe e E~O,~~ et r~ E C([0,1] x X,X) vérifiant :

(Di) Si ~c - ~, c + ~~, alors u) = u pour tout t E (0,1~.
(D2) u) est un homéomorphisme de X sur X pour tout t E (0,1~.
(Ds) r~(1, c où ~S = {v, E X tel que ~(u) ~ s~.

Par définition de la valeur c, il existe h E r tel que maxuEh(D) ~(t6) ~
c + e, donc h(D) c ~~+E, par (D3), on a C il vient que

où h : D -; X : : h(u) = h(u)) pour tout u E D. Si on montre que h E r,
alors on aura c ~ ~(u) ~ C - t, ce qui est absurde. Pour montrer
ceci, il suffit de vérifier que h(v,) ~ 0 pour tout u E D et que h(u) = u pour
tout u E Ko. En effet, si c ~ 0, alors par (2.1), on a &#x26;(~(t;)) ~ c - e  0

pour tout u E D, par suite h(v) ~ 0 pour tout u E D (car ~(0) = 0). Si
c > 0, alors $(0) = 0  c - ~, et par (Dl), on a ~7(1, 0) = 0, or h(u) ~ 0
pour tout u E D, donc par (D2) = ~(1, h(u)) ~ 0 pour tout u E D.
D’autre part, soit u E Ko, comme ~3 ~ c, et d’après l’hypothèse (P2) et le
choix de ~, on a

de sorte que ~(v,) ~ (c-é, c+~). Enfin d’après (Di), on obtient = u,
il vient que = ~7(1, h(u)) = ~(1, u) = u, il en résulte que h E r, d’où le
théorème 1. D



3. Corollaire du théorème 1

Nous allons établir dans cette section un corollaire du théorème 1 qui
donne une situation particulière et interéssante pour les applications.

Notons par Sym(X) l’ensemble des parties F de X fermées symétriques
telles que 0 ~ F et rappelons la définition du genre d’un élément F de

Sym(X) (dont on trouve les propriétés dans [Ze] par exemple).

Définition 1. - La fonction genre 7 : Sym(X ) -~ IN U {+oo} est définie
par

1) ?’~0) = 0,

2) si F ~ 0, alors ,(F) = k est le plus petit entier tel qu’il existe une
application

~ : : F -~ {0} impaire et continue,

3) ~(F) == +00 si une telle application n’existe pas.

Remarque 1. - Dans la définition 1 l’ensemble IR.~ B {0} peut être rem-
placé par

= {x E 1 ~x~IRk ° 1}.
En effet, si § : F --~ {0} est une application impaire et continue, alors
l’application g = h o 03C6 : F -> est impaire continue, où h {0} ~

: h(x) _ 
x ~x~IRk

.

Ceci nous conduit à introduire une nouvelle fonction genre 0 : Sym(X ) -
ILV U {+oo} :

Définition 2. - La fonction 8 : Sym(X ) --~ IlV U { +oo} est définie par

1) B(0) = 0,

2) Si F ~ 0, alors = sup{k E N ; il existe f E F) impaire }.

Remarquons que si F ~ 0, alors 1 E {k E il existe f E F)
impaire }, la définition 2 a donc un sens.

Nous ne savons pas si la fonction 8 coïncide avec le genre usuel ~y,

néanmoins, elle vérifie les propriétés suivantes qui sont déjà satisfaites par y.

PROPOSITION 1.- Soit K, Ki , K2 E Sym(X), on a

1) B(K) , -y(K).



2) 0(Sy) = dim Y où Y est un espace de Banach réel et Sy = ~u E
Y; 1 ~u~Y = 1}.

3) = 0 si et seulement si K = ~.

4) S’il existe 03C6 E C(K1, K2) impaire, alors 9(K1)  e(K2). . En particulier
si Ki C K2, alors 9(K2).

5) Si Ki et K2 sont homéomorphes par un homéomorphisme impaire, alors
8(Kl) = 8(K2).

6) Si K est compact, alors 9(K)  +oo.

Preuve de la proposition 1. 1 ) Si 8(K~) = l~ E IN* . Alors il existe

f E K) impaire, donc k = y(Sk-1 )  .

Si 0(K) = +00. Alors pour tout k E N* il existe f E K)
impaire, donc k = ~y(Skr 1 )  ~y(~), par suite = +oo, d’où le résultat.

2) Si 0  dimY  +00. Posons n = dimY et soit ~ul, ..., un ~ une
base de Y orthonormée. Définissons Il : : --> Sy : =

03A3ni=1 03B1iui E Sy . Il est clair que l’application fi est un homéomorphisme
continu impaire, donc n. D’autre part, supposons par l’absurde,
que 9 ( SY ) > n, donc il existe k > n et une application f 2 : - Sy
continue et impaire. Définissons g = f 1 1 o f2 ; Sk-1 ~ Sn-1, alors g est
une application continue impaire définie de vers avec k > n,
d’après le théorème de Borsuk, il existe x E tel que g(x) = g(-x),
donc g(x)=0, ce qui est absurde, d’où 9(SY) = n.

Si dimY = +00, alors pour tout n > 1 il existe Xn un sous espace
vectoriel de Y tel que dimXn = n. D’après le lèr cas, on a nXn) = n,
par suite il existe une application f : - Sy f1 Xn continue impaire,
donc n. Enfin, comme n est arbitraire, on a 8 ( SY ) = + oo .

La démonstration des assertions 3)...6) est similaire à celle du genre 03B3
(voir [Ze] ou [Ch]). C~

COROLLAIRE 1. - Soient ~ E une fonctionnelle satisfaisant
la condition (PS’) sur X, Ko E Sym(X) un compact et A C X un ensemble
symétrique non vide. Si les conditions suivantes sont vérifiées

(P~) Si K E Sym(X) compact tel que 6(K) > 8(Ko)+1, alors KnA ~ 0.

(P2) a := maxK0 03A6  infA 03A6 := 03B2.



Alors la valeur

où D = co(Ko) et F = {h E C(D, X B {0}) ; h = id sur Ko} est une valeur
critique de la fonctionnelle ~. De plus, on a

c 3 f~.

Preuve du corollaire 1. - D’après le théorème 1, il suffit de montrer que
h(D) n ~4 ~ 0 pour tout h E F. Soit h E f, posons K = h(D) U (-h(D)),
il est clair que K E Sym(X), compact et Ko c K. Ensuite, montrons
que B(K) ~ 0(Ko) + 1 . . En effet. Posons 0(K) = n. Alors Il existe une
application fi : ~ Ko continue et impaire. Soit 1 : Dn ~ co(K0) un
prolongement continu de fi où Dn = {~ E ; Définissons

l’application f : sn --> K par

Nous vérifions facilement que f est bien défini, continue et impaire, donc

8(K) > 9(Ko) + 1. L’hypothèse (Pi ) en_traîne que KnA # ~. Enfin, puisque
A est symétrique, il en résulte que h(D) n ~4 ~ 0, d’où le corollaire. D

Remarques 2.

1. Il existe dans la littérature plusieurs théorèmes de types minimax. Par
exemples : Le théorème de liaisons [Z] et le théorème de point selle
de Rabinowitz[Ra]. Ces théorèmes font intervenir la décomposition
V EB W = X où V est un sous espace vectoriel de dimension finie. Le

corollaire généralise ces théorèmes. En effet, soit V (B W = X où V
et W sont fermés et dim V  oo. On pose Ko = 8Q où Q = {u E
V tel que r} pour un certain r > 0, et A = W. . D’après la
proposition 1, on a d’une part 8(Ko) = dimV. D’autre part, on a le
résultat général suivant : :

PROPOSITION 2. 2014 K n A ~ 0 pour tout K E Sym(X) tel que
’ 03B3(K)  03B8(K0) + 1. .

Preuve de la proposition 2. Soient K E Sym(X) tel que >

8(Ko) + 1 et P la projection de X sur V. Supposons, par l’absurde,
que K n W = 0, alors 0 ~ P(K), par suite l’application f = :

K - V B ~ 0 } ^-r IR’~ B ~ 0 } est continue impaire, d’après la définition
de ~y, on a n = 8 ( I~o ) ce qui est absurde..



2. Les preuves du théorème de liaisons[Z] et du théorème de Rabi-

nowitz[Ra] utilisent d’une manière essentielle la projection de X sur
V afin de démontrer les conditions de liaisons. Ce qui n’est pas pos-
sible dans notre situation, d’où l’introduction des fonctions genre "y
et 03B8.

3. La démonstration du corollaire contient le résultat suivant : :

THÉORÈME 2. - Soit Ka E compact, on a

O(h(D) U -h(D)) ~ 0(Ko ) + 1 pour tout application h : D -~ X B {0~
continue telle que h = id sur Ko où D = co(Ko).

4. L’hypothèse : : dim X = +oo, intervient seulement pour démontrer
qu’il existe v E X B {0} tel que Dv fl Ko = 0 où Dv = {tv, t ~ 0}
et Ko est un compact non vide tel que 0 ~ Ko (voir la 1ère étape du
lemme 1). Si cette dernière condition est vérifiée, alors le théorème 1
reste vrai même lorsque l’espace X est de dimension finie.

4. Etude variationnelle du spectre du p-laplacien

4.1. Préliminaires et notations

Soient S2 un domaine borné de 1  p  +00 un réel,
Apu = le p-laplacien et m ~ M := {m E L_°°(S2) ; mes{x E 
Q ; m(x) > 0} ~ 0}.

Rappelons que le spectre du p-laplacien dans avec poids m est
l’ensemble cr(-Ap) des À E IR+ pour lesquelles il existe une fonction u (non
triviale) solution de l’équation

Ce spectre contient une suite (~~,(7)) croissante tendant vers +00 qui a la
caractérisation suivante :

est la fonction genre et = {K c S ; K compact, symétrique et
’Y(I~) ~ n} avec S’ _ {u E ; (f~ = 1}.

Des études particulières ont été faites sur la première et la deuxième
valeur propre. Citons par exemple le résultat de simplicité et d’isolation de
la première valeur propre [Anl], et la caractérisation variationnelle de la
deuxième valeur propre [An,Tsl].



4.2. Une autre caractérisation variationnelle

On considère la suite (Àn(0)) définie dans (4.2) en remplaçant 03B3 par B,
ona:

THÉORÈME 3 a) (a~,(B))n est une suite de valeurs propres du p-laplacien,
croissante et tendant vers +oo.

b) Ai := ~~ ~~i) 1 = sup / m(x)luIP.uES S2

c) Àn(y) pour tout n ~ 1.

d) À2 := À2(8) = ~2(~/) (la deuxième valeur propre du p-laplacien ).

e) Si p = 2, alors Àn := .~~,(B) = .~~,(y) pour tout n ~ 1 et a(-0) _
- n i 1~. .

Preuve du théorème 3. - a) et b) est une adaptation immédiate de la
méthode développée dans [An2], pour plus de détail voir [Ch].

c) Provient du fait que B ~ y.

d) D’après a) et c), on a ~2(B) E et ~2(~y) ~ À2(B). Il reste à

montrer que )al, = 0. Supposons, par l’absurde, qu’il existe _

À ~2(B)(nQ(-~~). Soit u une fonction propre associée à À, comme

En multipliant le problème (4.1) respectivement par u+, v,- et u, on

obtient respectivement

D’autre part, on désigne par F2 le sous espace vectoriel de engendré
par u+ et u!, d’après la proposition 1, on a ()(K2) = 2 où K2 = S n F2.
Finalement, soit au+ + bu- E K2, on a



combinée avec (4.3), donne

par conséquent

de sorte que ~2 (9)  À, ce qui est absurde.

e) Si p = 2, on a a~(-0) _ ~~n(y), n > 1}. ~n(-y) est comptée avec son
ordre de multiplicité (c’est-à-dire si  ~~ (~) = ... 

= 

(’Y) ~ alors dim E~,~ (,~~ = q + 1 où E~,n (,~) est le sous espace propre
associé à ~~ (~y) ) . Pour la preuve de ce résultat voir [Ch] ou ~Az~ . D’après c)
il reste à montrer que ~~ (9)  ~~ (~y).

En effet, soit ~ ~~ , n > 1} une base Hilbertienne de où ~~
est une fonction propre du problème (4.1 ) associée à la valeur propre ~~ (~y) .
Notons qu’on a aussi = 0 pour tout ~7~. Posons Kn = Fn n ,S’

où Fn = (~i~ ..., est le sous espace vectoriel de Wô’2(S2) engendré par les
fonctions ~1, ~2, ... et ~n. D’après la proposition 1, on a 9(I~~) = n, donc
Kn E An ( 9 ) il en résulte que

D’autre part, soit u = ~z 1 E Kn, on a



par conséquent

Ce qui prouve le point e). D

Dans le cas j!V = 1 et m - 1, Otani ([Otl] et [Ot2]) a déterminé
entièrement le spectre 03C3(-0394p) et a donné une caractérisation complète des
fonctions propres. Plus précisément, si on prend Q =]0,7r[, on a

PROPOSITION 3 ([Otl] et [Ot2]).

i) Le spectre est une suite de nombre réels 0  1  

...  k... où n = np 1 avec 1 = (p - 1){1 03C010dt (1 - tp)1 p}p.
ii) Pour tout n > 1, , la valeur propre n est simple et la fonction propre

associée un admet (n - 1) zéros distincts sur ]0, ~r ~.

Il est bien clair, d’après le théorème 3, que = ~1 (8) = ~~ (~) et
~2 = ~12(8) _ ~2(7).

Il est naturel de se poser la question de savoir si la suite donnée par (4.2)
coïncide avec le spectre 7(2014Ap). La réponse est affirmative, et nous avons :

THÉORÈME 4.2014 Pour tout n > 1, on a Mn = Àn(0) = ~~ (~y), de plus,
il existe Kn E ~r~)) compact tel que = = n et

1 = min " 
~ uEKn 0

Preuve du théorème 4. 2014 1re étape, montrons que an(9)  n pour

tout n > 1.

Soit n  3 et un une fonction propre associée à Désignons par
0, tl, ... , ~r les zéros de la fonction u~, tels que 0  tl  ...  tn- 1  7r,

puis définissons

pour tout i = 1, 2, ..., n où to = 0 et t~ = 7r. Il est clair que v2 E Wô’p(~0, 7r[)
pour tout 1  i  n. En multipliant l’équation (4.1) par Vi, on obtient



On pose Kn - Fn n S où Fn = (vl, ..., vn) est le sous espace vectoriel de
engendré par v1, ..., vn. Par la proposition 1 , on a 8(Kn) = n.

On sait aussi que = n. Enfin, soit u = E Kn, en tenant
compte de (4.4), il vient que

donc 1 = min / il en résulte (d’après (4.2)) que 1 ~  = ou
encore 03BBn(03B8)  n. Ce qui prouve la 1ère étape.

2e étape. D’après la 1ère étape et comme 03BBn(03B3)  03BBn(03B8), il reste à mon-
trer que ~n(~y) - Raisonnons par récurrence. Pour n = 1, 2 le résultat
est vrai. Ensuite, supposons que an(~) _ Jjn. Puisque les fonctions propres
sont simples (proposition 3), alors  ~~+I (~y) ([Ze]), or ~n (~y) 
et 0, donc par suite, la 1ère étape et
la proposition 1 impliquent que ~n+1 (8)  Ceci termine la
démonstration du théorème. D

5. Condition de Palais-Smale

Considérons le problème de Dirichlet

où f : Q x IR est une fonction de Carathéodory et h E W -1 ~~~ ( SZ ) .
Nous supposons dans toute la suite que la fonction f satisfait l’hypothèse

VR > 0, E Lp~ (SZ) tel que max s) ~  p.p. x E Q. (5.2)

Soient des réels tels que a  (3, on considère les hypothèses :

b’~ > 0, ~b~ E L~~ (S2) tel que p.p. x E SZ, Vs E IR, on a



(F03B1,03B2) a ~ l(x) := lim inf pF(x, s) |s|p , hmsup s p 
.- ~ 03B2

p.p.x E H et

Ve > 0, 3de E tel que p.p. x E S2, Vs E IR, on a

où F : S2 x IR ---~ IR est une fonction définie par s) = J 0 s f(x, t) dt. .

La notation ~~ signifie qu’on a une inégalité large p.p. sur S2 et stricte
sur un sous ensemble de Q de mesure non nulle.

Nous associons au problème (5.1) la fonctionnelle énergie .

Remarques 3
1. L’hypothèse ( f a,a ) signifie :

avec une certaine uniformité en x E H.

2. Si on suppose (5.2) et ( fa,~), alors il existe un réel a > 0 et une

fonction d E LP’ (Q) tels que

par suite la fonctionnelle ~ p est bien définie sur Wô ’r ( SZ ) , elle est de
classe C~ et sa dérivée de Frêchet en tout point u E est :

~p(u) = -Qpu - f(x, u) - h..

3. L’hypothèse est satisfaite dès que la fonction f vérifie la con-
dition (f03B1,03B2) en remplaçant  par ~. Mais on démontre facilement
que l’inverse est généralement faux.

Dans cette section, nous allons examiner des situations dans lesquelles
la fonctionnelle ~~ satisfait la condition de Palais-Smale (PS). .

LEMME 2.2014 On suppose (5.2), et Si la fonctionnelle
~~ ne satisfait pas la condition (PS), alors il existe rn(x) E L°° (SZ), v E



{0} et (un) C tels que v est une solution non triviale du
problème 

~ -

et

La démonstration est analogue à celle du cas linéaire p = 2 (voir par
exemple [Co,OI]) avec une légère adaptation, comme par exemple, dans le
passage à la limite d’une suite de (PS), on utilise le fait que l’opérateur -Ilp
est de type (5+). (Pour plus de détaille voir [Ch]).

Soit m E M où M est l’ensemble défini dans la section 4. S’il y a risque
de confusion on note par : an (m) = Àn, a,~ (o, m) = ~n (9), m) = ~n (~y)
et m) = 

Définition 3. On dit que le problème (Pm) satisfait la propriété de
la continuation unique (P.C.U), si pour toute solution u de (Pm) telle que
mes{x E 03A9 ; u(x) = 0 p.p} ~ 0, alors u = 0 p.p. sur SZ.

Il existe une large littérature traitant des problèmes de continuation
unique : voir à ce sujet par exemple [De], [De,Go], [Go,Lo] et [Lo].

Rappelons que dans le cas linéaire p = 2, le problème (Pm) satisfait la
condition (P.C.U) pour tout m E M (voir [Go,Lo] ou [De]).

Toujours dans le cas p = 2, De Figueiredo et Gossez ont montré dans
[De,Go] la proposition suivante :

PROPOSITION 4. - Si p = 2, alors le problème (Pm) vérifie (P. C. Il)
si et seulement si Àn(m) est strictement monotone par rapport au poids
m pour tout n (c’est-à-dire si ml, m2 E M tels que ml ~ m2, alors

> Àn(m2) pour tout n).

Une conséquence de cette proposition est que si An  ~ m(x) 
p.p. j- E SZ, alors le problème (Pm ) n’admet pas de solution non triviale.

Dans le cas général p 7~ 2, un résultat de stricte monotonie a été établi
par Anane et Tsouli dans [An,Tsl]. Il ont montré la stricte monotonie de

par rapport au poids et la stricte monotonie partielle de À2 (m) par
rapport au poids dans le sens que : Si ml, , m2 E M tels que mi  m2 p.p.
x E SZ, alors À2(m2)  À2(ml).



Comme conséquence de ce résultat, on a

PROPOSITION 5.- Pour tout 1  p  +oo, si 03BB1(1) ~ m(x)  03BB2(1)
p.p. ~ E 52, alors le problème (Pm) n’admet pas de solution non triviale.

Cette proposition est établie dans Nous avons aussi la propo-
sition suivante :

PROPOSITION 6. - Soit 1  p  +O0.

1) Si al(1) ~~ À2(1) p.p. x E S2 et u une solution non triviale
de (P",), , alors rrt(x) = ~2(1) p.p. sur {x E SZ ; ; v,(x) ~ 0} et u est une
solution du problème (Pa2~l~).

2) Si ai(1) ~~ m(x)  ~2(1) p.p. x E S2, ou si

( ~~ ~~ ~2~1), (5.5)
(Pa2~l~) satisfait (P.C. U) , 

’

alors (Pm) n’admet pas de solution non triviale et ~1(m)  1  a2(m). .

Preuve de la proposition 6. - 1) C’est un résultat établi dans (Cu,De,Go~.

2) Il est clair, d’après la stricte monotonie de al (m), que ~1 (m) 
y(y(1)) = 1. Si m(x)  À2(1) E S2, par la proposition 5, (Pm)
n’admet pas de solution non triviale, et d’après la stricte monotonie par-
tielle de ~2(m) (An,Ts2), on déduit ~ À2(À2(1)) = 1.
Finalement, si la condition (5.5) est vérifiée, alors d’après l’assertion 1 de
cette proposition, (Pm) n’admet pas de solution non triviale. Il en résulte
que 1  ~2(rn), car sinon, on aura 1 = .~2(7n), donc une fonction propre
associée à ~2(~n) = 1 est une solution non triviale du problème (P~,), ce qui
sera absurde. 0

Dans le cas N = 1, nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 7.- Supposons que N = 1, soient m E L°°(S2) et 1 

P  +oo.

1) Si ~,n ~~ ~~ p.p. ~ pour un certain entier n ~ 1,
alors le problème (Pm) n’admet pas de solution non triviale.

2) Si ~,~, ~~ m(x) ~~ p~p~ x E~O, ~r(, alors ~~, (9, m)  1 

~~.+1 (’Y, ~n). . Par suit  1  .

Preuve de la proposition 7. - 1) Voir (Pi,Ma).



2) Montrons que an(B, m)  1 (démonstration analogue pour
1  °

D’après (4.2), on a

Puisque, d’après le théorème 4, on a an(9,1), il en résulte que
~n (B, 1.

D’autre part, supposons, par l’absurde, que ~n(9, m) = 1, donc 1 E

u( - 0 p, m) par suite le problème (Pm) admet une solution non triviale, ce
qui est en contradiction avec l’assertion 1 de cette proposition. D

Dans la suite et s’il n y a pas risque de confusion, nous désignerons par
Àn = a~ ( 1 ) la n ième valeur propre du problème (4.1 ) avec poids m = 1.

THÉORÈME 5. - La fonctionnelle ~p satisfait la condition (P,S’) dans
les cas suivants :

1 ) N = 1, 1  p  et la fonction f satisfait et 

pour un certain entier n > 1. . 
~ ~ 

2) N > 1, 1  p  +oo, le problème satisfait la condition
(P. C. U.) et la fonction f satisfait et 

3) N > 1, 1  p  +oo et f satisfait et ( fal,~,z ) avec  ~2
p.p.x E S2 .

4) N > 1, 1  p  +oo et f(x,s) = où m EMet tel que
~ ~ ~(-0~, m).

5) N > 1, p = 2 et la fonction f satisfait et pour
un certain n > 1. .

Preuve du théorème 5. 1 ) Supposons, par l’absurde, que ~p ne satisfait
pas la condition (PS).

D’après le lemme 2 , il existe m E L°° ( SZ ) tel que le problème (Pm) admet
une solution non triviale et n ~ m(x) ~ n+1, ce qui est contradictoire
avec la proposition 7.



2) Si ~p ne satisfait pas la condition (PS), alors le lemme 2 entraîne qu’il
existe m E tel que ~1(1) ~~ ~~ ~2(1) et v E Wô’~’(S2) ~ {0~
solution du problème puisque nous avions supposé la (P.C.U), il
en résulte, d’après la proposition 6, que ~2(1) = m(x) p.p. x E Q, ce qui est
absurde, d’où l’assertion 2.

3) Si ~~ ne satisfait pas la condition (PS), alors il existe m(x) E 
v E Wô’~’(SZ) B {0} et (un) C vérifiant les conditions du lemme 2

(pour a = ~1(1) et /3 = ~2(1)). D’après la proposition 6, v est une solution
du problème donc

il vient, d’après ( Fa 1, a2 ) , que

Comme e est arbitraire, on déduit que (k(x) - a2(1))~v~~ = 0 p.p. x E S2.
Enfin, puisque k(x)  ~2(1) p.p., il en résulte que v = 0, ce qui est absurde,
d’où l’assertion 3.

4) Supposons, par l’absurde, que $p ne satisfait pas la condition (PS).
On peut, sans perte de généralité, supposer qu’il existe une suite (un) C
WJ’P(O) telle que a) +00 , b) (~~,(u~,)) est bornée, et c) ~~~2G.n~ -~
0. Posons vn = il existe une sous suite de vn (notée aussi vn) telle

que vn ~ v dans LP(Q) et dans En divisons par

on obtient

. n_2 
h 

p_2Il est clair que + + P 

p _ 1 
~ dans

~un~p-1l,p ~un ~p-11,p
W-1,p’ (03A9), puisque - 0394p:W1,p0 (03A9) ~ W-1,p’ ( SZ ) est un homéomorphisme,
il vient que
vn --~ v dans et -Opv = dans (SZ), de sorte que
v ~ 0 E ~(-a~, rra), ce qui est absurde.

5) Même démonstration que 1), dans ce cas on utilise le lemme 2 et la
proposition 4. 0



6. Applications

THÉORÈME 6. - Dans les situations suivantes, la fonctionnelle ~r ad-
met au moins un point critique dont la valeur critique est caractérisée par
un principe de minimax

1) N = 1, 1  p  +~ et la fonction f satisfait et 

pour un certain entier n > 1. .

2) N > 1, 1  p  +oo, le problème satisfait la condition
(P. C. U.) et la fonction f satisfait (Fa~,a2 ) et 

3) N > 1, 1  p  et f satisfait (F~,i,a2 ) et ( fal,~,2 ) avec  À2
p. p.x E Q.

4) N > 1, 1  p  et f(x, s) = où m EMet tel que
~ ~ ~(-L1 p, m).

5) N > 1, p = 2 et la fonction f satisfait et pour
un certain n > 1. .

Preuve du théorème 6. Ces résultats sont des applications du corol-
laire 1. Nous allons montrer que les hypothèses de ce corollaire sont satis-
faites.

1 ) D’après le théorème 5, la fonctionnelle ~r satisfait la condition ( PS ) .
Soient l (x) et les fonctions qui interviennent dans l’hypothèse (F~n,~,n+1 ) )
et posons

où an+1 (9, k) est la valeur propre définie par (4.2). D’autre part, soit ~ > 0,
d’après (4.2) et le théorème 3, il existe K’ E An (9) tel que

Montrons que : i) ~p(u) --~ -oo lorsque --~ +00 et u e 

ii) ~~ est coercive sur A (c-à-d ~p(t~) 2014~ +00 lorsque --~ +00 et

En effet : Pour tout u E Wô’~°(~0, ~r~), d’après on a



et

Si u e IRK’, alors par (6.1), (6.2) et le fait que / |u|p  ~u~p1,p 03BB1(1), on obtient

où  == (1 - .. + D’après la proposition 7, on a 1 - ..  0,

donc pour 6’ assez petit tel que   0, l’affirmation i) est vérifiée. D’autre
part, si u ~ A, alors (6.3) implique

où // == (1 - -201420142014-2014 - 2014T-r). D’après la proposition 7, on a 1 -

201420142014-20142014- > 0, donc l’affirmation ii) est vérifiée pour ~ assez petit tel

que // > 0. Finalement, d’après l’affirmation ii) la valeur /3 := inf 

est finie. Comme K’ est compact et par l’affirmation i), il existe t0 as-

sez grand tel que a := max  /?. Ensuite, posons ~o = 

on a ~"0 ~ ~o est compact et que ~~ donc

l’hypothèse (~) est vérifiée. Il reste à vérifier l’hypothèse (P~)- En effet,
soit ~ ~ un compact tel que 0(7~) ~ ~ + 1. Posons

= {u ~u~1,p, u ~ K}. L’application n ~ K ~ Tr2014,2014 ~  est continue
impaire, donc 03B8(K)  03B8(), de sorte que  e An+1(03B8). D’après (4.2), on a

min / 201420142014, puisque  est compact, il existe u0 ~ K tel
que

03C00 k(x)|u0|p 03C00 |u’0|p  1 03BBn+1(03B8,k), donc u0 ~ A, il en résulte que K H A ~ 0, d’où

(PD. .



2) et 3) D’après le théorème 5, la fonctionnelle ~~ satisfait la condition
(PS). Posons

et désignons par ~i la première fonction propre positive associée à ~1(l)
telle que = 1. Montrons que : i) lim ~~(t~l) _ -oo.

ii) ~~ est coercive sur A (c’est à dire ~p(u) --~ +oo lorsque ~~~~~1,~ -~ +oo

En effet : i) D’après on a

Comme J _ ~l~l~ et J on déduit que

. D’après la proposition 6, on a 1 201420142014  0ou = 1 - D’après la proposition 6, on a - 1 03BB1(l)  0,
donc l’affirmation i) est vérifiée pour e assez petit tel que Jl  0.

ii) D’après pour tout u E Wô’~’(S2), on a

Si u E A, alors

où // = (1 - A2~ - ~iH~ ). Sous les deux conditions 2) et 3) du théorème 6,
la proposition 6 entraîne que 1- A2(/c) > 0, donc p our ~ assez petit tel que
~c’ > 0, l’affirmation ii) est vérifiée.

Finalement, d’après l’affirmation ii) la valeur ~3 := inf ~p(u) est finie et
uEA

d’après i) il existe to assez grand tel que cx := 
{3. L’hypothèse (P2) est donc vérifiée avec Ko = et = 1.
Il reste à vérifier l’hypothèse (Pi). En effet, soit K E un



compact tel que 03B8(K)  2. Posons K = E K}, de sorte que

K E A2(O). D’après (4.2), on a min 03A9k(x)|u|p1 03BB2(k). Puisque K est
compact, il existe u0 E K tel que par suite uo E A,

il en résulte que K n A ~ 0, d’où (Pi).

4) D’après le théorème 5, la fonctionnelle ~P satisfait la condition (PS).
Si À  al (0, m), alors 03A6p est coercive, par suite elle admet un minimum.
Si al (B, m)  À, alors il existe n E IIV* tel que  ~  
Posons

D’autre part, soit e > 0. Il existe K’ E An (9) tel que

Montrons que : i) ~P(u) -> -oo lorsque --~ -t-oo et u E 

ii) ~~ est coercive sur A.
En effet : Pour tout u E on a

Si u E RK’, d’après (6.4) on a

L’affirmation i) est donc vérifiée pour c assez petit. D’autre part, si u E A,
alors 

_

d’où l’affirmation ii). La suite de la démonstration est identique à l’assertion
1) du théorème 6.

5) Cette assertion se démontre de façon identique à l’assertion 1) du
théorème 6. D



Remarques 4.
1. Grâce à la méthode variationnelle utilisée ici, l’assertion 1 du théorème 6

constitue une amélioration du résultat établi dans [Bo,Dr,Da,Ku].
De même, les assertions 2 et 3 du théorème 6 sont meilleures que le
résultat établi dans [An,Ts2].

2. On retrouve dans l’assertion 4 l’alternative de Fredholm non linéaire
par une méthode de minimax et remarquons que les hypothèses (Pl)
et (P2 ) du corollaire sont vérifiées seulement si ~ ~ pour
tout n E IN * .

3. L’assertion 5) du théorème 6 est établie par Costa et Oliveira dans
Nous retrouvons ce résultat par une autre méthode qui n’uti-

lise pas le caractère linéaire de l’opérateur
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