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Théoréeme de Brownawell-Waldschmidt
en caractéristique finie ®

SopHIE DioN (M

RESUME. — Le théoréme de Brownawell-Waldschmidt donne un résultat
d’indépendance algébrique concernant des nombres complexes et leurs
exponentielles. Une conséquence remarquable est la réponse au huitieme
probléme de Schneider, a savoir que e® ou e¢” est transcendant sur Q.
Soit k = Fq(T), koo son complété pour la valuation 1/T-adique, koo la
cléture algébrique de koo, que 'on compléte & nouveau pour obtenir C.
On montre ’analogue de ce théoréme dans le cadre de la caractéristique
finie ol k, ko et C jouent respectivement le réle de Q,R et C.

ABSTRACT. — The Brownawell-Waldschmidt’s theorem shows a result
of algebraic independence of complex numbers and their exponentials. A
remarkable consequence is the solution to the eighth Schneider’s problem,
namely the transcendence either of € or of e¢” over Q. Let k = F¢(T), koo
be its completion with respect to 1/T, and let koo be the algebraic closure
of koo, and C the completion of koo. We prove the analogue of this theorem
in the finite characteristic field where k, ks and C replace respectively Q, R
and C.

1. Introduction

Soit p un nombre premier et ¢ une puissance de p. On désigne par A =
F¢[T] ’anneau des polynémes a une variable & coefficients dans Fg, par
k = Fq(T) son corps des fractions, par ko = Fq((1/T)) le complété de k

pour la valuation 1/T-adique que ’on prolonge a une cléture algébrique k

(*) Regu le 16 avril 1999, accepté le 4 mai 2000
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(resp. Foo) de k (resp. de ko). On note C = koo le complété de koo. On sait
alors que C est algébriquement clos. La valuation précédente se prolonge &
C et la valeur absolue d’un élément de C est définie de la maniére suivante :

Va € C, |a] = ¢7¥® = g8 ayec deg(0) = —o0.

Par T-module de dimension n, de degré d défini sur un sous-corps L de C,
on entend la donnée d’un couple (G,", ¢), ou G," désigne le groupe additif
de dimension n et ¢: A — L{r} un homomorphisme injectif d’anneaux tel
que :

HT) = aor® + 17! + -+ + agr?

ou L{7} est ’algebre de Ore et les a; sont dans M,,(L) avec aq # 0 et T est la
seule valeur propre de ag et ou T est 'endomorphisme de Frobenius relatif &
g sur G,". Un sous-T-module H de (G,", ¢) sera un sous-groupe algébrique
connexe de G," vérifiant ¢(T)(H) C H. Un T-module est dit simple s’il
ne possede pas de sous-T-module non trivial. Un module de Drinfeld est
un T-module de dimension 1; dans ce cas, au lieu de degré du module, on
parlera de rang du module.

On considére donc ¢ un module de Drinfeld de rang d > 1 défini sur k.
@(T) =T+ o1 (T)T + -+ + pa(T)7%.
Il existe alors une unique fonction exponentielle e caractérisée par :
€'(0) =1 et Va € A, e(az) = p(a)(e(2)).

Le noyau de cette exponentielle est un A-module libre de rang d, c’est le
réseau des périodes noté A. On notera Rj I'anneau des multiplications de
A défini par :

Ry={yeC|yACA}L

C’est un A-module libre auquel on peut prolonger . Le corps des fractions
de R, sera noté kj; c’est une extension finie de k, de degré au plus d. Pour
~ € Ry, on écrit

o(1) =D e,
=0

On remarque que lorsque v parcourt Ra, les coefficients ¢;(y) de ¢(y)
restent dans une extension finie de k.

Des résultats concernant les petits degrés de transcendance des exten-
sions de Q ont été réécrits en caractéristique finie. Certains cas de degré de
transcendance au moins 2 (énumérés par R. Tubbs dans [10] et [11]) ont
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été démontrés en caractéristique positive, notamment par L. Denis dans [5],
[6] et [7] et par A. Thiery dans [8]. Notre but est d’obtenir ’analogue du
théoréme suivant prouvé indépendamment par W.D. Brownawell [3] et M.
Waldschmidt [12] en 1971 :

THEOREME. — Soient 1 et T2 (respectivement y1 et yz) des nombres
complezes linéairement indépendants sur Q tels que e*'¥2 et e*2¥2 sont
algébriques sur Q, alors deux au moins des nombres

T1,T2,Y1,Y2, €7V, €2V

sont algébriquement indépendants.

On se propose donc, de montrer un résultat analogue en caractéristique
finie, concernant toute fonction exponentielle définie comme précédemment :

THEOREME 1. — Soient z,...,z, € C,ky—linéairement indépendants,
sotent de méme y1,...,Y, € C, k-linéairement indépendants. On suppose
que pouri=1,...,u,e(ziy,) est algébrique sur k.

Sivp > v +dp alors deur au moins des nombres x;,y;, e(z;y;) (pour i =
1,...,puetj=1,...,v) sont algébriquement indépendants sur k.

On commencera, au paragraphe 2, par citer quelques lemmes utiles &
la démonstration du théoreme 1, que 'on développera en troisiéeme partie.
Enfin, on en donnera quelques conséquences.

2. Enoncés des lemmes

Soit a € C algébrique de degré 6y sur k, entier sur A, ; un élément
de C transcendant sur k(a) et 62 € C algébrique de degré 6 sur k[a](6:),
entier sur Ala, ,]. Alors un élément = de B = Ala, 61, 62] s’écrit de maniére
unique sous la forme :

T = Z aiTilai’0130§‘ = P(T,a,64,02)
ient
0<i2<p—1
0<iq<6—1

ou P € Fy[X1, X2, X3, X4]. Pour une telle écriture de z, on note :

degr(z)
deggl (z)

degx, (P)
degX3 (P)
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PROPRIETES 1. — Ces degrés vérifient les quelques propriétés suivan-
tes :

1) Soient x et y dans B, alors on a :

degr(z +y) < max{degr(x),degr(v)}
degy, (z+y) < max{degy, (z),degy, (¥)}

2) Pour tout x € A[6], et tout y€ B :

degr(zy) degr(z) + degr(y)
degy, (zy) = degp, () + degg, (v)

3) Il existe Cp € R (respectivement Cy € R) ne dépendant que de o et 0
(respectivement o, 0, et 02) tel que pour tout n € N et z1,z2,...,2, € B:

degr(ziz2---Tn) < degp(zy) +degp(z2) + - - - + degp(zy) + Co(n — 1)
degy, (T172---zTn) < degy, (x1) + degy, (x2) + - - - + degy, (Tn) + C(n — 1)

Preuve.— 1) et 2) sont évidents.
On montre I’assertion 3) tout d’abord pour le produit de deux éléments de
B. Soient z et y dans B :

i= T met w y= Y ued)

ien? jeN?
0<i1<60—1 0<j1<60-1
0<i2<6—1 0<j2<6-1

ou les z; et les y; sont dans A[f;]. Alors :

_ 31+371 gia+i2
Ty = § Tiy;o 1+.7102 J2
i,jen?
0<13,51<60~1

0<iz,j2<6—1

Lol ' Lol’
e Cp = max egr(a'l et = max {de a'f,)}.
On pose Co = max {degr(a'6;)}et Gy = max {degy (a'63)}
o<i’<2(6-1) ogl’/<2(6—-1)
Alors :

degr(zy) < degr(z) + degr(y) + Co,
degy, (zy) < degy, () + degy, (v) + Cp.

Par récurrence, on a facilement le résultat annoncé pour le produit de n
éléments de B. O
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Avec ces notations, on a le lemme de Siegel suivant :

LEMME 1.— Soient n et m deuz entiers tels que n > 6gdm, des réels
M; > 0 et Mz > 0. On se donne des (a;j){1<i<n,1<j<m) €Eléments de B
tels que degT(a1 §) < My, degy, (a:,;) < Ma. Alors il existe x; € A[6] pour
i=1,...,n non tous nuls tels que :

n
VjE{l,...,m} Zai,j:cizo,
i=1

vV (505111

degp(z;) < T = W—Ml +1,
degy, (z;) Som —_— Mo+ 1.

SV~ Voadm
Preuve.— On consideére 'ensemble suivant :
E={(@1,...,an) € (Alf1])" | degr(z:) < X, degg, (z:) <Y}
On a card E = ¢"(X+tD)(Y+1) D’autre part, si
F={(y1,..-,Ym) € B™ | degr(y:) < X + M1, degy, (vi) <Y + Ma},

alors card F = qméoé(X+Mi+1)(Y+M2+1) O considere ’application linéaire
de E dans F définie par :

n n
(T1y..0,Zn) +— (Z @i 1Tis- - -, Z QimTi).
i=1 i=1

Pour qu’il existe deux éléments de E ayant la méme image par cette appli-
cation, il suffit d’avoir card E > card F. Il suffit donc d’avoir :

n(X + 1)(Y +1) > mod(X + My + 1)(Y + My +1),

ce qui est vérifié par exemple pour

Vbodm Vbéoom
X = ———M let Y=———M+1.
T — ek L e /i — Voobm

Ainsi, la différence de ces deux éléments donne la réponse a notre pro-
bléme. O
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Rappelons pour la commodité du lecteur le lemme suivant :

LEMME 2.— Soit ¢ un module de Drinfeld de rang d, alors pour tout
a dans A, ¢(a) est un polynome de degré ddega en 7 :

p(a) =ar® + pi(a)rt + - + (pddega(a)Tddega'

La preuve de ce lemme se fait simplement, par récurrence sur le degré
de a.

Le résultat suivant est dii & L. Denis (c.f. lemme 1 de [4]) :

LEMME 3.— Soient Gq,...,Gy des T-modules simples deuz-d-deux
non isogénes. Alors, tout sous-T-module H de G = G}* x --- x Gpm est
un produit Hy x --- x Hp, ot chaque H; désigne un sous-T-module de G7*.

Désormais, nous nous plagons dans les hypothéses du théoréme 1. Nous
utiliserons un lemme de zéros di a4 J. Yu, dans lequel interviennent les
notations suivantes : on considére un T-module ® de dimension p + 1 véri-

fiant :
T 0 0

®(T) = 9 o(T)
|
0 ... 0 o)
Grace au lemme précédent, on montre que les sous-T-modules de &
sont de la forme G = G; x G2 oul G; et G5 sont respectivement des sous-

T-modules du T-module trivial de dimension 1 et de ¢*. On consideére
Papplication :

z — (2,e(z12),...,e(zu2))

{c — (et
€.

C’est un homomorphisme & un paramétre associé & ®, c’est-a-dire que :
Va € Ry, €(az) = ®(a)(e(2)).

Soit P € C[Xy,...,X,], on dira que P s’annule & un ordre > m en un point
~ € C#**1 le long de ¢, si P(y +¢(z)) n’a que des termes d’ordre > m dans
son développement de Taylor en 0. Soient wy, .. .,w, des éléments de C**1,
on définit :

[(s1,-..,57) = {®(a1)w1 + -+ - + ®(a,)wr | a; € A,deg(a;) < s;}-
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En reprenant la démonstration du lemme de zéros de L. Denis [6] (théoréme 1),
et en y changeant I'(s) en I'(sy, ..., s,), on obtient le lemme suivant :

LEMME 4. — Il existe une constante c(®) telle que si on a un polynéme
P(Xo,...,X,) non nul en p+ 1 variables de degré Dy en X, et de degré
total Dy en (X1,...,X,) qui s’annule sur T'(s1 +p+1,...,8, +u+1) a
Uordre supérieur ou égal 6 (u+ 1)M + 1 le long de I’homomorphisme & un
paramétre €, alors il existe G = G; X Gy sous-T-module propre de ® tel
que :

( M:Eé;G) ) card(T(s1, . .., 8;) + G/G) < c(®)Di*¥mGC: peodimGs

ot 7(G) est la codimension analytique de l’image réciproque de G par e.

On donne maintenant un lemme technique sur les réseaux, dont la preuve
n’est autre qu’'une méthode du pivot de Gauss adaptée :

LEMME 5. — Soit I'; un A-module libre de rang d, dont une base est
(v1,..-,Ya). Soit I'y un sous-A-module de rang d' de I'y. Alors, quitte a
réordonner les y;, on peut choisir une base (21,...,z¢) de T} telle que :

n
21 a(1,1) «(L,2) ... al,d) ... al,d) Y2
22 0 a(2,2) ... a(2,d) ... a2,d) :
2 R : v
Zq 0 0 a(d,d) ... a(d,d) :
Yd

les a(i, j) étant dans A et vérifiant :

deg(a(i, 5)) < deg(a(j,j)) pouri=1,...,j — 1.

On peut voir la preuve du lemme de Schwarz-Jensen suivant dans [13]
(lemme 2.3) :

LEMME 6. — Soient f : C — C une fonction entiére, o, le nombre de
zéros de f comptés avec multiplicité dans {z € C | deg(z) < r} et soit :

M(f,r) = sup{deg(f(2)) | deg(z) <r},

alors si R>r :
M(f,r) < M(f,R) — or(R—T).
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Soit k — FE une extension finie de degré D. On rappelle la notion de
hauteur projective d’un élément a = (ay, ..., an) de P™(E):

h@)= 5 3 fu max (~(e))
wEME o

ol Mg désigne ’ensemble de toutes les places de E et f, le degré résiduel
sur Iy en la place w normalisée par w(E) = Z U {+o0}. Si f(X1,..., X)) €
E[X1,..., X1, f(X) =3 axX? alors on appelle hauteur de f :

h(f) = h(1,ay).

La proposition 3 de [8] est démontrée pour ¢ € keo. Cependant, on a
encore le résultat pour ¥ € C :

LEMME 7.— Soient ¢ € C et (Py)neN une suite de polynémes non nuls
de A[X]. On note é, = degx(FPp), hn la hauteur de P, et s, = v(Pp(¥)) =
— deg(Pn(v)). On suppose qu’il existe un entier ng tel que :

Vn > no, Sn > maxX(hnbp + hnbns1 + Fnt16ns Bnbn + hnbn_1 + Bn_16,).

On suppose ausst que lim (ivl — hyp) = +00. Alors :
n—oo 6n

Vn = ng, Pn(’l/)) =0.

3. Démonstration du théoréme

3.1. Premiére étape : Construction d’une fonction auxiliaire

On se place sous les hypothéses du théoreme 1. Dans toute la suite log
désignera le logarithme en base g, to sera un entier arbitrairement grand et
les constantes C; > 0 ne dépendront pas de ty. Soit k; une extension finie
de k contenant e(z1yy), . .., e(ZuYy), ainsi que les coefficients ;(7y) de ¢()
pour v € Rp. Soit ks la sous-extension séparable maximale de k; (c’est-
a-dire la plus grande extension séparable de k contenue dans k;) et p*! le
degré d’inséparabilité de k; sur k. On sait alors qu'il existe o € k, entier sur
A tel que k; = k[a]. On note &, son degré. On choisit Ag un dénominateur
commun aux e(z;y,) pour ¢ = 1,..., 4 c’est-a-dire un élément Ay non nul
de A tel que :

Vi=1,...,n,  Dole(ziy,))"" € Alal.
On peut alors trouver A € A tel que A?™ soit un multiple de Ag. Ainsi :
Vi=1,...,n  (Qe(ziy,))”" € Ala).
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De plus, comme Alain Thiery dans [9], on peut trouver A € A tel que, quitte

a changer A en 3 on ait:

Ny
VYE€Ra, si p(7) =D @in)r alors (pi(1)P" € Ala).

i=0
Commencgons la preuve : supposons le théoréme 1 faux. Soit L = k;(z;, y;,
e(z;y;)) pour ¢ = 1,...,pu et j = 1,...,v. Le degré de transcendance de
L sur k est donc au plus 1, et d’apreés I'analogue du théoréme d’Hermite-
Lindemann en caractéristique finie c’est exactement 1; car 'un au moins
des nombres e(z1y;),z; et y; est transcendant sur k.

On peut donc écrire Ly = k4(61,02) ol 61 est transcendant sur k&, 65 est
algébrique de degré §, séparable sur k;(6;), entier sur Ala, 8], et L est la
sous-extension séparable maximale de L (c’est-a-dire la plus grande exten-
sion séparable de k;(61) contenue dans L). On pose p°? le degré d’insépara-
bilité de L sur k,(6:). Soit s = max{s;, sz}, alors les éléments de L élevés &
la puissance g° sont dans L,. Alain Thiery dans [9] conserve ces puissances
tout au long de sa preuve. Cependant ici, pour alléger la démonstration,
quitte a élever nos fonctions a la puissance ¢°, on supposera que tous les
nombres sont dans L, et que les Ae(z;y,) et les ¢;(y) sont dans A[a].

Si z € ks(61,62) il s’écrit :
T Qa, 91
T =
Z P&(T a, 91)
On en déduit alors des expressions pour xy,...,Z,,%1,-. ., Yy, ainsi que pour

les e(z;y;) pouri=1,...,pet j=1,...,v — 1. On prendra Ps(T,,6,) €
Ale, 61] un de leurs dénominateurs communs, ainsi par exemple :

$1P5(T, a, 01) € A[a, 01, 92]

On notera T} et T les maxima respectifs des degrés en T et en 8; de tous ces
nombres multipliés par Ps(T, o, 61). Soit to un entier arbitrairement grand,
on définit :
—1
mo = [t(, log to)"¥],
t1 = to(log to)— z ,
to = to(logto) = .

Gréce au lemme 1, on va construire une fonction F' entieére s’annulant au
moins a l'ordre mg en a;y; + --- + a,y, ou les a; sont dans A et vérifient:

lai|<t1 sit=1,...,v—1et |a,,| < to.
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Soit :
F(z) = Py (2,€(712), . . ., e(zTp2))

F(z)= Y petoe(m12) - e(@e)s
XENs+1

ou Py (Xo,...,X,) = Z Dy X0 - - X* est un polynéme en p + 1 va-

XENk+1
riables vérifiant :
degXO (Pto) < My, .
degx, (Pi,) < (Kto)» sii=1,...,pu.

La constante K sera définie ultérieurement.

Soit Y = Z a;y; ou les a; sont dans A. Alors :

i=1

F(Y+2) = pr(Zaiyi + Z)X"(e(xl(zaiw +2))) X
X i=1 =1

cox (e(zu() @iy + 2)))%,
=1
= Z(pran,x(al,...,a,,))zn,

neN  x

On veut donc résoudre le systéme :

pran,x(ala 9au) =

pour :
n < mp-—1,
la;i] < tisii=1,...,v—1,
|al,| < ta.

On a

Nombre d’équations: & < mo(q"t‘l"ltg) = ¢"mytg,
Nombre d’inconnues : Z > mo((Kto)*)*,

on choisit donc K de maniére & avoir Z > §p6€ : prenons K = g(6p6 + 1).

Soit Dy = 1. Pour % > 1, on notera D; = [i](D;—1)? ou [i] = T —T.
Puisque les coefficients du module de Drinfeld ¢ sont dans A[a], Dy est
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une suite de dénominateurs pour la fonction e. On peut montrer que si

+00
e(z) = Z emz? alors:
m=0

1) DheA
2) (Dnem) € Alo] pour m =0,---,h
3) ¢ +---+q" <q" = Dy, - Dy,|Dn.

La preuve de 2) se fait par récurrence comme dans 1] lemme 8.2, en
utilisant I’équation fonctionnelle de e.

Pour étre dans les conditions du lemme de Siegel cité, il faut se ramener
a Ala, 6y, 65]. Par le lemme 2, on a que pour a; dans A, e(aiz;y;) est un
polynéme en e(z;y;) de degré g®9%€ % De plus, les z; apparaissent avec un
degré total au plus mgp (ordre d’annulation de F) et les y; avec un degré
total au plus mg (car degyx, P;, < myp). On doit donc multiplier les équations
du systéeme par Ps(T,a,0,) a la puissance

[u(Kto) = td(log to) %] + 1 + mo + mo < Cymeo.

La présence des e(z;y,) nous conduit & multiplier les équations par A 4 la
puissance
x4 =1 %+d r=1

[u(Kto)»t5(logto) ™ | < Calty ™ (logto) ™ |
et celle des coefficients e;, & multiplier les équations par Diiog mo)+1; ON
aura alors : deg(D[]ogm°]+1e[logmo]+l) < Csmg logmp. On multiplie toutes
les équations par ces dénominateurs et, grace au lemme 1, on trouve une
solution non triviale du nouveau systéme telle que :

V0pbE

de L =M +1,
gT(px) \/T"\/m 1

degg, (py) < ——@S—Mz +1,

VI - \/6,8€

ou M; et M, sont respectivement des majorants des degrés en T et en 8, des
coefficients du nouveau systéme, c’est-a-dire des Qn.x(a1,...,a,) multipliés
par des dénominateurs.

Soient :

Ty = max {T}, degr(Ae(ziyy)), degr(A), degr(Ps(T,,61))}

1<isp
Tz = max{T;, degy, (P5(T,a,6;))}
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On a alors :
M, T1Cymy
l+d v—1
T Cg[t(',‘ (IOg to)TJ
Csmy log my
moT1
mo(2Ty + log(to(log tO)%))
s v—1
Tan(Kto)* (to(log tg) % ) 1
Co(mg + 1(Kto) % (to(log to) & )4 1)

+ o+t

et donc :
304 >0, M, < C4mo logmo.

On procede de méme pour M, :

M, < T>Cimy
m0T2
m0T2
Top(Kty) s (tg(lO% to) = )d
Co(mo + u(’Cto)F(to(logto)W%)d —-1)

+ 4+ + +

et donc :
305 >0, M2 < C5m0.

ConcLusion 1. — Pour ty entier naturel , on q construit une fonction
entiére F(z) = P, (2, e(z;2),..., e(z,2)) telle que P, ¢ A[&l][Xo,Xl, e X,
avec Py # 0 et :

degXo (Ijto) < my et si g ?é 0 degX,- ('Pto) < (K;to)ﬁ,
les coefficients Px de Py, vérifient -
degr(py) < Cemologmg et degy, (py ) < Crmy,

et F' s’annule gy moins 6 ’ordre Mo en ayy; +--. + WYy 0l a; € A tels
que :
la;| < ¢, Sii=1,...,0-1 ¢ la,| < t,.

3.2. Deuxiéme étape : utilisation dy lemme de zéros

Grace au lemme 4, on trouve une Mmajoration de ’ordre d’annulation de
F en les points QY1+ +a,y, introduits précédemment.

v
Soit 1"1(7'1,7“2) = {Zaiyi | a; € A,deg(a,-) <rysii = Lo..,v—1
=1
etdeg(a,) < T2},
our; = [logtl] —letry = [logt2] - 1.
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Soit ® le T-module de dimension g + 1 introduit au paragraphe 2,

vérifiant :
T 0 ... 0

&(T) = 9 o(T)

P |

0 ... 0 o@D
On note alors :

I‘(rl) 7'2) = {E(A) I Ae Fl('l‘l,rz)}
ol € est ’homomorphisme & un paramétre défini au paragraphe 2.
Alors, par construction de F, P,, s’annule au moins & I’ordre my le long

de € sur I'(ry,72). On applique alors le lemme 4 : si P s’annule & 'ordre
supérieur ou égal & (u+1)M+1 le long de € sur I'(ry, 72), alors il existe G sous

T-module propre de G, x ¢* qui, d’aprés le lemme 3, s’écrit G = G; x Ga,
tel que :

(M:(—égG)) card (T'(r1 —p— 1,12 — p— 1) + G/G)

< (@)mEhimG (u(Kto) ¥ )eodimCe,
c’est-a-dire :
M +r(G) card (I(r;1 —p— 1,10 — u - 1))
r(G) card (T(ri —p—1,72—p—1)NG)
< c(@)mgodimGl (ﬂ(’CtO)ﬁ )codimGz .

Or:
card (I'(r1 —p— 1,72 — p — 1))

card (P1(r1 —p—1,70 —pu—1)
q((7‘1—#)("—1)+("2—ﬂ-))

> Csty 'ty = Cgtd.
Et :
7(G) = dimC — dime~}(G) = dimC — dim(¢(C) N G)
7(G) =0 ou 1 donc :
M+r(G) ) M©
r(G) ~ r(G)

Dans tous les cas, on a donc :

=M™,

M™Ots < (@) card (T(ry —p— 1,79 — p — Hn G)mffdimclt(?mdimcz.

On regarde alors les différentes possibilités pour G.
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Premier cas : G = {0} x Gs.
G1 = {0} donc codimG; =1, €(C)NG = {0} (ce qui nous donne r(G) = 1)
et [(ry —p— 1,72 — u— 1) NG = {0} est de cardinal 1.
D’autre part, on a toujours codimG, < g, donc Mt§ < /() x 1 x motf.
Finalement, on obtient :

dCe >0, M < Cgmy.

Deuxiéme cas : G = G, X Go
On a donc codimG; = 0 et codimG3 < p. Comme G; = G, nécessairement,
Gy # ¢* et donc, comme Iécrit A. Thiery dans [9], G2 a au moins une
équation du type :

our) X1+ +p(up)X, =0
avec (u1,...,uu) € RR\{(0,...,0)}.
v
Soit A = Zajyj €li(ri—p—1,ro—p—1) tel que e(A4) € G.On a

=1
donc :

p(ur)(e(1A)) + - + p(uy)(e(@p ) = e((maz1 + - + uuzu)A) = 0.

v
Donc, A = Zajyj € (uiz1 +---+ uu:c“)'lA.

Jj=1 #0

Le réseau A/ = (u1z3 + -+ + u,x,) A est aussi de rang d. De plus
Y1, Yy sont k-linéairement indépendants et engendrent sur A un module
I'; de rang v > Y +d Leréseau I, = A’ NT; est de rang d' < d, sous-

A-module de T';, donc, d’aprés le lemme 5, on peut en choisir une base

(21, . -,2a) telle que, quitte a réordonner les y; :
n
z a(1,1) «(L,2) ... ol,d) ... al,v) Y2
22 0 a(2,2) ... a2,d) ... o2,v) :
: B : : : Yar
2ar 0 e 0 oad,d) ... a(d,v) :
%

les a(i, j) étant dans A et vérifiant :
deg(a('L’J)) < deg(a(]vj)) pouri=1,... »J— 1.
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Finalement, si A = bj2y + -+ byzg € Ty(r1 —p—1,re —p—1) N A/,
on montre par récurrence sur n que deg(b,) < ra. Pour cela, on regarde les
coordonnées de A dans la base (y1,...,4) :

- La premiére coordonnée (celle sur y;) de A est a; = a(1,1)b;.
Or, deg(a;) < 72, donc deg(a(1,1)b1) < r2 et comme a(1,1) € A, alors
deg(by) < 7o.

- La seconde coordonnée (celle sur y3) est az = a(1,2)b; + (2, 2)bs.
Comme précédemment, on obtient : deg(a(1,2)b; + (2,2)bs) < 73.

Si deg(a(1,2)b1) # deg(a(2,2)bz), alors :
deg(a(1,2)b; + a(2,2)b2) = max{deg(a(l,2)b;),deg(c(2,2)b2}. On a donc
bien deg(b2) < r2.
Sinon, deg(a(1,2)b;) = deg(a(2,2)b2) et comme deg(a(l,2)) < deg(a(2,2))
on a toujours : deg(bs) < deg(b;) < ro.

-Soitn € {1,...,v}. On suppose que pour i = 1,...,n—1, deg(b;) < 2.
En considérant la coordonnée en y,, de A, on obtient :
deg(a(1,n)by +--- + a(n — 1,n)by—1 + a(n,n)b,) < 7.

Si deg(a(1,n)by + - -- + a(n — 1,n)b,—1) # deg(a(n,n)b,)
alors on a deg(a(n,n)b,) < r2 et donc deg(b,) < 7.
Sinon,
deg(a(n, n)bn)
deg(a(n,n)by,)

deg(a(n,n)by)

deg(a(1,n)by + --- + a(n — 1,n)bp-1)
maxq{deg(a(i, n)b;}

i=1,...,n
re+ max {deg(a(i,n)}
i=1,....,n—1

N N

d’ott deg(by,) < 7o.

Ce résultat démontré, on peut maintenant majorer convenablement le
cardinalde I'(r; —p—1,ry —p—1)NG:

L(ri—p=1re—p—-1)NG C eli(r—p—1,re—p—1)NA")
- E(Fl(rl,rz) NN A’)
g E(Fl(’l”l,’l‘Q) N Pll)
dl
Or, tout élément A de I'y(r1,72) N T} est de la forme A = ijzj avec
j=1

deg(b;) < 2. On a donc :

cardl(r; —p— 1,12 —pu—-1)NG) < card(T1(r1,m2) NTY)
< g?@(r2+D)
< ¢l
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Enfin, puisque £™1(G) C (u1z1+- - - +u,z,) A, on a donc dim(e~1}(G)) =
0, d’oit 7(G) =1. Alors :

3C10 >0, Mt < Crothts

v—1
3C1 >0, MK Cmtg(logto)'_r.
Comme on est au moins dans un de ces cas, la condition la moins forte sera
vérifiée, a savoir :
3Cy1 >0, M < Ciimg.

CONCLUSION 2.— Si la fonction F s’annule & Uordre > (0 + 1)M + 1
sur I'y(ry,72), alors :

M < Ciymy.

3.3. Troisiéme étape : majoration du degré de F(z)

On utilise le lemme 6 pour majorer deg(F(z)) avec deg(z) < r ou r va
étre défini. On a clairement :

7 p(v +d)
v4+duy " dv+du)

On choisit donc des réels positifs B et By tels que :

p(v +d)
d(v +du)’

7]
<By< B
v+du 0 <

Soit so le plus grand entier tel que F s’annule & 'ordre so — 1 sur
T'1(r1,72). On a évidemment : so > mo et, par la deuxiéme étape:
so < (1 +1)Crimo + 2.
On applique le lemme 6 avec r = Bylog mg et R = Blogmy.

Si A € T'y(r1,72), alors deg(A) <72 + Imax {deg(yi)}. C’est-a-dire :

deg(A) < log(to(logto) ) + max {deg(ys)}

< Bglogmy,

.

pour to assez grand (car By > —
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Alors, pour tg assez grand, F' s’annule au moins Cjos¢t4 fois dans {z €
g 0

C | deg(2) <r}:
Or 2 Clgsotl(;.

D’autre part, e est une fonction entiére d’ordre < d, donc :
3C >0, deg(z) <r = deg(e(z)) < Cq%".
Si deg(z) < R, alors deg(z;z) < R+ deg(z;) et donc deg(e(z;z)) < C'q?R =

C"mgB.
De plus, les coefficients p, de P;, vérifient :

degr (px) Cemglogmg et deggl (px) < Cymg.
Et donc,
deg(py) < Cemg logmy + o, max ]{deg(ell)}.

9eeey

Alors, pour z € C avec deg z < 1, le lemme 6 nous donne :
deg(F(2)) < Cla(mologmg + um3B(Kte)» + Bmglog my)
—C12(B — By)sotg log mg.
Finalement, B et By ont été choisis de sorte que :
3C13 > 0,Vz € B(0,7) deg(F(2)) < —Cissotg log me.
CONCLUSION 3.— Sir = Bglogmg, on a :

Vz € C tel que degz <, deg(F(2)) < —Cizsotg logmye.

3.4. Quatrieéme étape : Critére de transcendance
Par définition du sp introduit & ’étape précédente, on sait que F ne
s’annule pas a l'ordre sg sur I'j(ry,r2). Donc il existe Y = Zazyz €

[1(r1,72) tel que le coefficient de Taylor de F(z + Y) a lordre s soit
non nul. On note X;, = prax,,o(al, ...,ay) ce coefficient. Sachant que

X
so < (1 +1)C11me +2, on le multiplie correctement par des dénominateurs,
afin d’obtenir un élément de Ala, 6;,65] :

Yiy = P5(T,, 01)Cimo ACHES " og10) 5]
D[‘°$((M+1)Cumo+2)]+1Xto € A[Ot, 61, 92]‘
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C’est-a-dire que :
Y Qu(T.61)a'6),
0<ig<ég—1
0gj<6—1

avec degr(Yz,) < Cramo logmg et degy, (Y3,) < Cismo.

Il est clair que I'extension k(6;) — k4(61)[f2] est finie et séparable. De
plus, comme k(6;) et k, sont hnealrement disjoints sur k, elle est de degré
606, et la famille {(c*63), 0 < i <8 —1, 0 < j < & — 1} est une base de
ks(61,62) en tant que k(6;)—espace vectoriel. Si on note N = Nr,(61,02)/k(62)
'application norme de k; (61, 02) sur k(61), alors N (Y;,) est le déterminant
de P’application linéaire :

ks(01,02) —  ks(61,62)
z — 2V,

Si on écrit la matrice de cet endomorphisme dans la base précédente, comme
a et 6 sont entiers, on obtient que N(Y;,) € F,[T, 61] et que :

degr(M(Yio)) < 606(Co+ max {degr(Qi;(T,61))}),
degs, N(Yia)) < 808(Ch+ max {degy, (Qis(T,61))}),

0<j<6—~1

’
aCy = deg('65)} et CL = deg, (a'65)}.
ou Cy = ngw _1){ gr(a'0s)} O(KM { go, (65 )}
0<l’/<2(6-1) ot/ <2(6— 1)

11 existe donc Py, € A[X] tel que Py, (61) = N (Y}, ). Ce polynéme vérifie :

hty, = h(Py,) < Ciemeologm,
bty = deg(Py,) < Cirme.

On pose s, = —deg(P,(61)) = — deg(N (Y3,))-
o0
Si on écrit F(z+)Y) = Z fmz™, les inégalités de Cauchy dans le cas non

m=0
archimédien (voir [2]), nous donnent :

Vp€R, sup{deg(F(z+))) | deg(z) < p} = sup{deg(fm) +mp | m > 0}

et donc en particulier :

deg(fso) < sup{deg(F(z +)) | deg(z) < p} — sop-
Avec p =1 = Bylogmg > 0, puisque deg Y < 7 :

deg(fs,) < sup{deg(F(z+Y)) | deg(Z) r},
< sup{deg(F(z)) | deg(z) <r},
< —Cizsety log my.
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On a donc, en tenant compte des dénominateurs, la majoration suivante :

3C5 > 0, Sty 2 ClSSth log myg.
Finalement :
Sto Clssotg lOg mg
— — hy, > —————— — C1gmo logmyg.
5 to Crrmo 16 108 Mo

En supposant que uv > v + du, on se place dans les hypothéses du lemme
7 et donc pour tp assez grand P;,(8;) = 0 ce qui contredit la transcendance
de 01. O

4. Conséquences

On a tout d’abord un analogue du théoréme de Brownawell-Waldschmidt.
On considere I'exponentielle de Carlitz e. associée au module de Drinfeld
#(T) = T7° + 7. Elle est définie par :

h

zq
ec(z) = Dy
h>0 ~h

ol Dy = 1 et Dy = (T9" = T)Dj_19. Alors, ici d = 1 et le théoréme 1
donne :

COROLLAIRE 1. — Soientxi, x2 (resp. y1,y2) € C, A-linéairement indé-
pendants. On suppose que e.(T1y2) et e.(z2y2) sont algébrigues sur k, alors
deur au moins des nombres T;, y;, ec(riy;) (pour i,j = 1 ou 2) sont
algébriquement indépendants sur k.

Ce résultat, en caractéristique 0, contient la conjecture de Schneider, a
savoir que :

2
€® ou € est transcendant sur Q.

En caractéristique finie, on en a aussi un analogue :

COROLLAIRE 2.— On considére ¢ un module de Drinfeld de rang d
défini sur k. Si a € Ry tel que a # 0, alors 'un au moins des nombres
e(e(a)), ..., e((e(a))®?) est transcendant sur k.

Preuyve.— On pose z; = 1, 22 = e(a), y1 = a,y2 = e(a),...,y2d4 =
(e(a))?4-1. D’apreés le théoréme d’Hermite-Lindemann, comme a € Ry C k
alors e(a) ¢ k, et donc x; et x5 sont linéairement indépendants sur kp et les

y; le sont sur k. Si les nombres e(e(a)?4~!) et e((e(a))?) étaient algébriques
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alors, avec p = 2,V = 2d on se trouverait dans les conditions du théoréme
1 et donc deux au moins des nombres suivants seraient algébriquement
indépendants :

L,

(1

2]
(3]

4]
(sl
(6]
(7

(]
(10]
(1]
(12]
(13]

(14]

a, e(a), e(ae(a)) = p(a)(e(e(a))), e(e(a)?), pour n=1,...,2d. O

On retrouve en particulier, avec I’exponentielle de Carlitz, que :

ec(ec(1)) ou ec(ec(1)?) est transcendant sur k.
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