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pp. 71-90

RÉSUMÉ. - Le théorème de Brownawell-Waldschmidt donne un résultat
d’indépendance algébrique concernant des nombres complexes et leurs
exponentielles. Une conséquence remarquable est la réponse au huitième
problème de Schneider, à savoir que ee ou ee2 est transcendant sur Q.
Soit k = Fq(T), k~ son complété pour la valuation 1/T-adique, k~ la
clôture algébrique de que l’on complète à nouveau pour obtenir C.
On montre l’analogue de ce théorème dans le cadre de la caractéristique
finie où k, koo et C jouent respectivement le rôle de Q, R et C.

ABSTRACT. - The Brownawell-Waldschmidt’s theorem shows a result
of algebraic independence of complex numbers and their exponentials. A
remarkable conséquence is the solution to the eighth Schneider’s problem,
namely the transcendence either of ee or of ee2 over Q. Let k = Fq(T), koo
be its complet ion with respect to 1/T, and let koo be the algebraic closure
of and C the complet ion of koo. We prove the analogue of this theorem
in the finite characteristic field where k, koo and C replace respectively Q, R
and C.

1. Introduction

Soit p un nombre premier et q une puissance de p. On désigne par A =
l’anneau des polynômes à une variable à coefficients dans par

k = 1Fq(T) son corps des fractions, par 1Fq ( ( 1 /T ) ) le complété de l~

pour la valuation 1 /T-adique que l’on prolonge à une clôture algébrique k
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Villeneuve d’Ascq.



(resp. de k ( resp. de On note C = k~ le complété de On sait
alors que C est algébriquement clos. La valuation précédente se prolonge à
C et la valeur absolue d’un élément de C est définie de la manière suivante :

Par T-module de dimension n, de degré d défini sur un sous-corps L de C,
on entend la donnée d’un couple ~), où désigne le groupe additif
de dimension n et ~: 4 2014~ un homomorphisme injectif d’anneaux tel
que :

où L~T~ est l’algèbre de Ore et les aZ sont dans Mn (L) avec ad ~ 0 et T est la
seule valeur propre de ao et où T est l’endomorphisme de Frobenius relatif à
q sur Un sous-T-module H de (Ga n, ~) sera un sous-groupe algébrique
connexe de vérifiant ~(T ) (H) c H. Un T-module est dit simple s’il
ne possède pas de sous-T-module non trivial. Un module de Drinfeld est
un T-module de dimension 1; dans ce cas, au lieu de degré du module, on
parlera de rang du module.

On considère donc cp un module de Drinfeld de rang d ~ 1 défini sur k.

Il existe alors une unique fonction exponentielle e caractérisée par :

Le noyau de cette exponentielle est un A-module libre de rang d, c’est le
réseau des périodes noté A. On notera RA l’anneau des multiplications de
A défini par :

C’est un A-module libre auquel on peut prolonger ~p. Le corps des fractions
de RA sera noté kA; c’est une extension finie de k, de degré au plus d. Pour
- y E RA , on écrit

On remarque que lorsque, parcourt R~, les coefficients de 
restent dans une extension finie de k.

Des résultats concernant les petits degrés de transcendance des exten-
sions de Q ont été réécrits en caractéristique finie. Certains cas de degré de
transcendance au moins 2 (énumérés par R. Tubbs dans [10] et [11]) ont



été démontrés en caractéristique positive, notamment par L. Denis dans [5],
[6] et [7] et par A. Thiery dans [8]. Notre but est d’obtenir l’analogue du
théorème suivant prouvé indépendamment par W.D. Brownawell [3] et M.
Waldschmidt [12] en 1971 : :

THÉORÈME. Soient x1 et x2 (respectivement yl et y2) des nombres
complexes linéairement indépendants sur Q tels que ex1y2 et sont

algébriques sur ~, alors deux au moins des nombres

sont algébriquement indépendants.

On se propose donc, de montrer un résultat analogue en caractéristique
finie, concernant toute fonction exponentielle définie comme précédemment :

THÉORÈME 1. - Soient xl, ... , x  E C, k-linéairement indépendants,
soient de même yl , ... E C, k-linéairement indépendants. On suppose
que pour i = 1, ... , ~C, est algébrique sur k.
Si + alors deux au moins des nombres (pour i =
1, ... , ~ et j = 1, ... , v) sont algébriquement indépendants sur k. .

On commencera, au paragraphe 2, par citer quelques lemmes utiles à
la démonstration du théorème 1, que l’on développera en troisième partie.
Enfin, on en donnera quelques conséquences.

2. Enoncés des lemmes

Soit ae E C algébrique de degré 60 sur k, entier sur A, 01 un élément
de C transcendant sur et 92 E C algébrique de degré b sur k ~a~ (8~ ),
entier sur A[a, 81 ~ Alors un élément x de B = A[a, 81, 92 s’écrit de manière
unique sous la forme :

où P E Pour une telle écriture de x, on note :



PROPRIÉTÉS 1. - Ces degrés vérifient les quelques propriétés suivan-
tes :

1) Soient x et y dans B, alors on a :

2) Pour tout x E et tout y E B :

3) Il existe Co E 11~ (respectivement Ci E ne dépendant que de a et 82
(respectivement a, 8~ et 82) tel que pour tout n E N et xi x2, ... , xn E B :

Preuve.- 1) et 2) sont évidents.
On montre l’assertion 3) tout d’abord pour le produit de deux éléments de
B. Soient x et y dans B : :

où les ~; et les y~ sont dans A[8l]. Alors :

Alors :

Par récurrence, on a facilement le résultat annoncé pour le produit de n
éléments de B. D



Avec ces notations, on a le lemme de Siegel suivant :

LEMME 1. - Soient n et m deux entiers tels n > des réels

Ml > 0 et M2 > 0. On se donne des éléments de B
tels que  M1, degei (aZ,3 )  M2. Alors il existe x2 E pour
i = 1, ... , n non tous nuls tels que :

Preuve. On considère l’ensemble suivant :

On a card E = qn~X+1»Y+1~. D’autre part, si

alors card F = q’’’zs~~~X +Mi+1)(Y+Mz+1) , On considère l’application linéaire
de E dans F définie par :

Pour qu’il existe deux éléments de E ayant la même image par cette appli-
cation, il suffit d’avoir card E > card F. Il suffit donc d’avoir :

ce qui est vérifié par exemple pour

Ainsi, la différence de ces deux éléments donne la réponse à notre pro-
blème. D



Rappelons pour la commodité du lecteur le lemme suivant : :

LEMME 2. - Soit ~p un module de Drinfeld de rang d, alors pour tout
a dans A, est un polynôme de degré d deg a en T :

La preuve de ce lemme se fait simplement, par récurrence sur le degré
de a.

Le résultat suivant est dû à L. Denis (c.f. lemme 1 de [4]) : :

LEMME 3. - Soient G1, ... , Gm des T-modules simples deux-à-deux
non isogènes. Alors, tout sous-T-module H de G = x ~ ~ x Gm est
un produit Hl x ~ ~ ~ x Hm où chaque Hi désigne un sous-T-module de .

Désormais, nous nous plaçons dans les hypothèses du théorème 1. Nous
utiliserons un lemme de zéros dû à J. Yu, dans lequel interviennent les
notations suivantes : on considère un T-module 03A6 de dimension  + 1 véri-
fiant : 

, - - - ,

Grâce au lemme précédent, on montre que les sous-T-modules de ~
sont de la forme G = Gi x G2 où Gi et G2 sont respectivement des sous-
T-modules du T-module trivial de dimension 1 et de . On considère

l’application :

C’est un homomorphisme à un paramètre associé à ~, c’est-à dire que :

Va E RA, = ~(a) (~(z)).

Soit P E C [Xo, ... , on dira que P s’annule à un ordre > m en un point
~y E le long de 6:, si P(-y + n’a que des termes d’ordre > m dans
son développement de Taylor en 0. Soient 03C91, ... , des éléments de 

on définit :



En reprenant la démonstration du lemme de zéros de L. Denis [6] (théorème 1),
et en y changeant r(s) en r(sl, ... , s,.), on obtient le lemme suivant :

LEMME 4. - Il existe une constante c(~) telle que si on a un polynôme
P(Xo, ... , non nul en ~. + 1 variables de degré Dl en Xo et de degré
total D2 en (Xl, ... qui s’annule sur r(sl + ~, + 1,..., sr + ~. + 1) à
l’ordre supérieur ou égal à (~c + 1)M + 1 le long de l’homomorphisme à un
paramètre e, alors il existe G = Gl x G2 sous-T-module propre de ~ tel
que :

où r(G) est la codimension analytique de l’image réciproque de G par ~.

On donne maintenant un lemme technique sur les réseaux, dont la preuve
n’est autre qu’une méthode du pivot de Gauss adaptée : :

LEMME 5. - Soit rl un A-module libre de rang d, dont une base est
(yl, ... , yd). Soit ri un sous-A-module de rang d’ de rl. Alors, quitte à
réordonner les yz , on peut choisir une base (z1, ... de ri telle que :

les a( i, j) étant dans A et vérifiant :

On peut voir la preuve du lemme de Schwarz-Jensen suivant dans [13]
(lemme 2.3) : :

LEMME 6. - Soient f : C --~ C une fonction entière, Q,. le nombre de
zéros de f comptés avec multiplicité dans {z E C ~ deg(z) ~ r} et soit :

alorssiR>r :



Soit k ~ E une extension finie de degré D. On rappelle la notion de
hauteur projective d’un élément a = (ao, ... , am) de 

où ME désigne l’ensemble de toutes les places de E et f~, le degré résiduel
sur 1F9 en la place c~ normalisée par (j(E) = Z U {+oo}. Si f (Xl, ... Xl) E
k[X1, ... Xl], J(X) = 03A3 a03BBX03BB alors on appelle hauteur de f :

La proposition 3 de [8] est démontrée pour ~ E Cependant, on a
encore le résultat pour ~ E G : :

LEMME 7. - Soient ~ E C et (Pn)nEN une suite de polynômes non nuls
de A~X~. . On note ôn = degx(Pn),hn la hauteur de Pn et s.~ = 
- On suppose qu’il existe un entier no tel que :

On suppose aussi que - hn) = +oo. Alors :
n

~n  no , = 0.

3. Démonstration du théorème

3.1. Première étape : : Construction d’une fonction auxiliaire

On se place sous les hypothèses du théorème 1. Dans toute la suite log
désignera le logarithme en base q, to sera un entier arbitrairement grand et
les constantes Ci > 0 ne dépendront pas de to. Soit ki une extension finie
de k contenant e (x 1 yv ), ... , e (x~, yL ) ainsi que les coefficients de 
pour E RA. Soit ks la sous-extension séparable maximale de k1 (c’est-
à-dire la plus grande extension séparable de k contenue dans kl) et ps 1 le

degré d’inséparabilité de ki sur k. On sait alors qu’il existe a E ks entier sur
A tel que ks = k (a~ On note ~o son degré. On choisit L1o un dénominateur
commun aux e(xiy03BD) pour i = 1,...,  c’est-à dire un élément Do non nul
de A tel que :

On peut alors trouver A E A tel que 0394ps1 soit un multiple de Ao. Ainsi :



De plus, comme Alain Thiery dans (9~, on peut trouver a E A tel que, quitte
à Changer l1 en 03BB on ait:

Commençons la preuve : supposons le théorème 1 faux. Soit L = kl (xi, y~ ,
pour i = 1,..., ~c et j = 1, ... , v. Le degré de transcendance de

L sur k est donc au plus 1, et d’après l’analogue du théorème d’Hermite-
Lindemann en caractéristique finie c’est exactement 1; car l’un au moins
des nombres et yi est transcendant sur k.

On peut donc écrire Ls = 92 ) où 91 est transcendant sur ks, , 92 est
algébrique de degré 6, séparable sur ks (91 ), entier sur A[a, 81~, et Ls est la
sous-extension séparable maximale de L (c’est-à-dire la plus grande exten-
sion séparable de contenue dans L). On pose p~z le degré d’insépara-
bilité de L sur Soit s = s2 ~ , alors les éléments de L élevés à
la puissance qs sont dans Ls. Alain Thiery dans [9] conserve ces puissances
tout au long de sa preuve. Cependant ici, pour alléger la démonstration,
quitte à élever nos fonctions à la puissance qs, on supposera que tous les
nombres sont dans Ls et que les De(xiyv) et les sont dans A[a].

Si x E 1~s (91, 82 ) il s’écrit :

On en déduit alors des expressions pour xl, ... , x~, yl, ... , yv, ainsi que pour
les pour i = 1, ... , ~ et j = 1,..., v - 1. On prendra a, 81 ) E
A~a, 81 un de leurs dénominateurs communs, ainsi par exemple :

On notera T1 et T2 les maxima respectifs des degrés en T et en 01 de tous ces
nombres multipliés par a, el ) Soit to un entier arbitrairement grand,
on définit : 

~ , ,

Grâce au lemme 1, on va construire une fonction F entière s’annulant au
moins à l’ordre mo en a1y1 + ... + a03BDy03BD où les aZ sont dans A et vérifient:



Soit:

où Pto (Xo, ... , , X ) = 03A3 p~X~00... X~  est un polynôme en  + 1 va-
i

riables vérifiant :

La constante 1C sera définie ultérieurement.

v

Soit Y = y~ où les ai sont dans A. Alors :
i= I

On veut donc résoudre le système :

pour :

Ona:

Nombre d’équations : ~  = qvmotô ,
Nombre d’inconnues : I  m0 ((Kt0)03BD ) ,

on choisit donc 03BA de manière à avoir I > prenons 03BA = q(03B4003B4 + 1 ) .

Soit Do = 1. Pour i ~ 1, on notera Di = où ~i~ = T.

Puisque les coefficients du module de Drinfeld ~p sont dans A[a], Dh est



une suite de dénominateurs pour la fonction e. On peut montrer que si
+ce

e(z) = ~ alors :
~.=o

1 ) Dh E A
2) (Dhem) E A[a] pour m = 0, ... , h
3) qhl + ... + qhi ~ qN ~ D hl ... Dhs I DN, .

La preuve de 2) se fait par récurrence comme dans [1] lemme 8.2, en
utilisant l’équation fonctionnelle de e.

Pour être dans les conditions du lemme de Siegel cité, il faut se ramener
à A[a, 81, 62 J . Par le lemme 2, on a que pour ai dans A, est un

polynôme en de degré qddegal. De plus, les xi apparaissent avec un
degré total au plus mo (ordre d’annulation de F) et les y3 avec un degré
total au plus mo (car degxo mo ) . On doit donc multiplier les équations
du système par a, 01 ) à la puissance

La présence des nous conduit à multiplier les équations par 0394 à la
puissance

et celle des coefficients e2, à multiplier les équations par on

aura alors : C3mo log mo. On multiplie toutes
les équations par ces dénominateurs et, grâce au lemme 1, on trouve une
solution non triviale du nouveau système telle que :

où Mi et M2 sont respectivement des majorants des degrés en T et en B1 des
coefficients du nouveau système, c’est-à-dire des ,av) multipliés
par des dénominateurs.

Soient :



On a alors :

et donc :

On procède de même pour A~ :

et donc ;

CONCLUSION 1. - Pour to entier naturel, , on a construit une fonctionentière F(z) = Pt0 (z, e(ri z) , ... , e(z, z) ) telle que Pt0 é A[03B81][X0,X1, ... , Xp ] ,
avec R~ # 0 et :

degX0(Pt0)  mo et si 1 # 0  (Àlto ) 5 ,les coefficients p~ de Pt0 vérifient:
degT(p~) x C6m0 logmo et deg03B81(p~) x C7mo, ,et F s’annule au moins à l’ordre mo en a1y1 + ... + awyw où aj e A telsque:

3.2. Deuxième étape: utilisation du lemme de zéros
Grâce au lemme 4, on trouve une majoration de l’ordre d’annulation deF en les points a1y1 + ... + a03BDy03BD introduits précédemment.

,=a



Soit 03A6 le T-module de dimension  + 1 introduit au paragraphe 2,
vérifiant :

On note alors :

est l’homomorphisme à un paramètre défini au paragraphe 2.

Alors, par construction de F, Pto s’annule au moins à l’ordre mo le long
de ~ sur r(ri, r2). On applique alors le lemme 4 : si P s’annule à l’ordre
supérieur ou égal à long de ~ sur r ( r 1, r2 ) , alors il existe G sous
T-module propre de Ga x qui, d’après le lemme 3, s’écrit G = Gi x G2,
tel que :

c~est-à-dire :

Dans tous les cas, on a donc :

On regarde alors les différentes possibilités pour G.



Premier cas : G = {0} x G2.
Gl = {0~ donc codimGi = 1, e(C)nG = {0} (ce qui nous donne r(G) = 1)
et 1, r2 - ~, - 1) n G = {0} est de cardinal 1.
D’autre part, on a toujours codimG2  J.t, donc Mt03BD0  c’(03A6) x 1 x moti.
Finalement, on obtient :

3C9 > 0, M x C9mo.

Deuxième cas : G = Ga x G2
On a donc codimG1 = 0 et codimG2  . Comme Gl = Ga nécessairement,
G2 ~ et donc, comme l’écrit A. Thiery dans [9], G2 a au moins une
équation du type :

donc :

Le réseau A’ = + ~ ~ + u,~x~ ) -1 A est aussi de rang d. De plus
yl, ..., y03BD sont k-linéairement indépendants et engendrent sur A un module

ri de rang 03BD 03BD  + d. Le réseau 0393’1 = A’ n Fi est de rang d’  d, sous-

A-module de 03931, donc, d’après le lemme 5, on peut en choisir une base

(~i,.... , zd~ ) telle que, quitte à réordonner les y2 :

les a(i, j) étant dans A et vérifiant :

deg(a(i, j))  deg(a(j, j)) pour i = 1, ... , j - 1.



Finalement, si A = bizi + ... + 1,r2 - ~C - 1) n A’,
on montre par récurrence sur n que deg(bn) ~ r2. Pour cela, on regarde les
coordonnées de A dans la base (yl, ... :

- La première coordonnée (celle sur de A est al = c~(l, l)&#x26;i.
Or, r2, donc r2 et comme a(l,l) E A, alors

- La seconde coordonnée (celle sur y2) est a2 = a(l, 2)bl + a(2, 2)b2.
Comme précédemment, on obtient : deg(a(l,2)bl + a(2, 2)b2) ~ r2.

Si deg(a(2, 2)b2), alors :
deg(a(1, 2)bl + a(2, 2)b2) = max{deg(a(1, 2)bl), deg(a(2, 2)b2}. On a donc
bien deg(b2) ~ r2.
Sinon, deg(a(l, 2)bl) = deg(a(2, 2)b2) et comme deg(a(l, 2))  deg(a(2, 2))
on a toujours : deg(b2)  r2.

- Soit n E {1, ... , v}. On suppose que pour i = 1,..., n-1, r2.
En considérant la coordonnée en yn de A, on obtient :

Si deg(a(1, n)bl + ... + a(n - 1, 7~ deg(a(n, n)bn)
alors on a r2 et donc deg(bn) ~ r2.
Sinon,

d’où deg(bn)  r2.

Ce résultat démontré, on peut maintenant majorer convenablement le
cardinal de 1, r2 - ~c - 1) n G : :

d’

Or, tout élément A de ri(ri,r2) n r 1 est de la forme A = ~ b j z j avec
j=i

deg(bj )  r2. On a donc :



Enfin, puisque (G) G (u1x1 + ’ ’ ’ on a donc =

0, d’où r(G) = 1. Alors :

Comme on est au moins dans un de ces cas, la condition la moins forte sera

vérifiée, à savoir :

CONCLUSION 2. - Si la fonction F s’annule à l’ordre > (tc + 1)M + 1
sur rl (ri r2), , alors :

3.3. Troisième étape : majoration du degré de F(z)

On utilise le lemme 6 pour majorer deg(F(z)) avec deg(z) ~ r où r va
être défini. On a clairement :

On choisit donc des réels positifs B et Bo tels que :

Soit so le plus grand entier tel que F s’annule à l’ordre so - 1 sur
On a évidemment : mo et, par la deuxième étape:

On applique le lemme 6 avec r = Bo log m0 et R = B log m0.

Si ,A. E r 1 (rI , r2 ) , alors  r2 + max ~ C’est-à-dire :
i=I,...,v

pour ~o assez grand (car J3o > 20142014-r-).



Alors, pour to assez grand, F s’annule au moins C12s0t03BD0 fois dans {z E
G ~ 1 r} : :

D’autre part, e est une fonction entière d’ordre  d, donc :

Si deg(z)  R, alors R + deg(xi) et donc -

C"mdB0.

De plus, les coefficients p~ de Pto vérifient :

Et donc,

Alors, pour z E C avec deg z x r, le lemme 6 nous donne :

Finalement, B et Bo ont été choisis de sorte que :

CONCLUSION 3. - Si r = Bologmo, on a :

3.4. Quatrième étape : : Critère de transcendance

Par définition du so introduit à l’étape précédente, on sait que F ne
v

s’annule pas à l’ordre so sur F 1 (rl , r2 ) . Donc il existe y - 03A3 aiyi OE

i=l

ri(ri,r2) tel que le coefficient de Taylor de F(z + y) à l’ordre so soit

non nul. On note Xto = av) ce coefficient. Sachant que
x

s0  (  + 1)C11m0 + 2, on le multiplie correctement par des dénominateurs,
afin d’obtenir un élément de A(a, B1, 82~ :



C’est-à dire que :

avec C14mo log mo et ClSmo.

Il est clair que l’extension k(91 ) ~ est finie et séparable. De
plus, comme J~(B~ ) et ks sont linéairement disjoints sur k, elle est de degré

et la 0 ~ i  bo - 1, 0  j  6 - 1} est une base de
03B82) en tant que k(03B81)-espace vectoriel. Si on note N = >

l’application norme de ks (81, e2) sur k(81 ), alors est le déterminant
de l’application linéaire :

Si on écrit la matrice de cet endomorphisme dans la base précédente, comme
a et 82 sont entiers, on obtient que N (Yto) E Fq [T, 61 et que :

où Co = max et Ci =  max {deg03B81 (a192 ) }.012(b~-1) 
0~1~ 2(b-1) O~I~ 2(b-1)

Il existe donc Pt0 E ] tel que Pt0 (81 ) = Ce polynôme vérifie :

on pose sto = - deg(Pt0 (81 ) ) = - deg(N (Yto )) 
00

Si on écrit F(z + y) _ ~ les inégalités de Cauchy dans le cas non
~=o

archimédien (voir ~2~ ) , nous donnent :

et donc en particulier :

Avec p = r = Bo log mo > 0, puisque deg y  r : :



On a donc, en tenant compte des dénominateurs, la majoration suivante :

Finalement :

En supposant que + on se place dans les hypothèses du lemme
7 et donc pour to assez grand = 0 ce qui contredit la transcendance

D

4. Conséquences

On a tout d’abord un analogue du théorème de Brownawell-Waldschmidt.
On considère l’exponentielle de Carlitz ec associée au module de Drinfeld
~(T ) = TT° + T. Elle est définie par :

où Do = 1 et Dh = . Alors, ici d = 1 et le théorème 1
donne :

COROLLAIRE 1. - Soient ri x2 (resp. y1, y2~ E C, A-linéairement indé-
pendants. On suppose que et sont algébriques sur k, alors
deux au moins des nombres xi, y~ , (pour i, j = 1 ou 2) sont
algébriquement indépendants sur k.

Ce résultat, en caractéristique 0, contient la conjecture de Schneider, à
savoir que :

ee ou ee2 est transcendant sur Q.
En caractéristique finie, on en a aussi un analogue :

COROLLAIRE 2. - On considère ~p un module de Drinfeld de rang d
défini sur k. Si a E RA tel que a ~ 0, alors l’un au moins des nombres

e(e(a)), ... , e((e(a))2d) est transcendant sur k.

Preuve. On pose ri = 1, , x2 = e(a) , yl = a, y2 = e(a), ... , y2d =
(e{a))2d-1. D’après le théorème d’Hermite-Lindemann, comme a E RA C k
alors e(a) ~ J~, et donc ri et x2 sont linéairement indépendants sur kA et les
y2 le sont sur l~. Si les nombres et étaient algébriques
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alors, avec = 2, v = 2d on se trouverait dans les conditions du théorème
1 et donc deux au moins des nombres suivants seraient algébriquement
indépendants :

On retrouve en particulier, avec l’exponentielle de Carlitz, que :

ou ec(ec(1)2) est transcendant sur k.
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