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Représentations » des groupes de Lie
compacts semi simples ¥

MoHAMED HousseM TwLiLi (V)

RESUME. — On construit par le produit de Moyal covariant sur M (E,C),
une représentation du groupe unitaire U(E) sur L?(M(E,C)); puis on
réalise une représentation pour un groupe de Lie compact semi simple G,
en utilisant le produit de Moyal défini sur le complexifié de I'algébre de
Lie de G.

ABSTRACT. — We construct by the covariant Moyal product on M (E, C),
a representation of the unitary group U(E) on L?(M(E,C)). We realise a
representation for a compact semi simple Lie group G, by using the Moyal
product defined on the complexification of the Lie algebra of G.

0. Introduction

La théorie des produits * introduite dans [3] trouve une de ses princi-
pales applications dans la détermination des représentations irréductibles
des groupes de Lie par la quantification de leurs orbites coadjointes. Les
approches utilisées pour la réalisation de ce programme sont étroitement
liées & la nature géométrique des orbites de chaque groupe et du bon choix
du produit * utilisé.

Dans le cas des groupes de Lie compacts, D. Arnal, S. Gutt et M. Cahen
réalisent les représentations irréductibles au moyen du produit * de Berezin
(1]. Dans le méme cadre, H. Zahir utilise le produit * de S. Gutt [5] sur
le fibré cotangent d’un groupe Lie compact pour décrire la représentation

(*) Regu le 8 juin 1999, accepté le 23 juin 2000
(1) Faculté des Sciences de Monastir, Département de Mathématiques, avenue de
Penvironnement, 5000 Monastir, Tunisie.
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réguliere a gauche[10]. Nous avons décrit dans [4] un produit * de Moyal
covariant sur TU(n) identifié & un ouvert du complexifié M(n,C) de u(n).

Dans le présent article, nous généralisons cette construction au cas d’un
groupe de Lie compact semi simple G. Plus précisément, on réalise le groupe
adjoint Ad(G) de G comme un sous groupe de U(dimG) et la construction
de [4] donne un produit * de Moyal G covariant sur le complexifié g€ de
Palgebre de Lie g de G. Ce produit permet de réaliser des représentations
unitaires irréductibles de G comme des sous-représentations de la repré-
sentation * sur L2(gC). Pour obtenir par une méthode semblable toutes
les représentations unitaires irréductibles de G, on agrandit I’espace de la
représentation * de la maniére suivante : on identifie d’abord G & un sous
groupe de SU(V), ott V est un espace hermitien, puis on plonge V dans
lalggbre extérieure E = AV En appliquant la construction de [4] au groupe
U(FE) on obtient alors un produit * de Moyal G covariant sur le complexi-
fié de l'algebre de Lie u(E) du groupe U(E). La représentation * associée
contient toutes les représentations unitaires irréductibles de G.

1. Produit * de Moyal sur un espace vectoriel complexe

On rappelle que sur une variété symplectique (M, w) le crochet de Pois-
son est défini par:

{u,v} = —w(Xy, Xy), u,veCPM),

ol X, est le champ de vecteurs vérifiant du = 3(Xy )w.

DEFINITION 1.— Un produit * sur une variété symplectique (M,w) est
une application bilinéaire :

NxN — N[
(u,v) +— uxv =ZVTCT(U,U)»

r>0

ot N = C®(M), N[[v]] est I'espace des séries formelles en v & coeffi-
cients dans N et les C, sont des opérateurs bidifférentiels vérifiant pour
tout (u,v,w) de N3

i) Cr(u,v) = (-1)"Cr(v,w).

ii) Co(u,v) = uv et Cy(u,v) = {u,v}.

iii) Cy(1,u) =0 pour r>0.

iv) ¥ Cr(u,Cs(v,w)) = 3 Cr(Cs(u,v),w).

r+s=t r+s=t
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Remarquons que N{[v]] est une algébre de Lie pour :

1 [o o]
[’U,,’U]* = 5 (u*v —v*u) = {u,v} +Zu2kC’2k+1(u,v).
k=1

L’exemple fondamental de produit * est celui de Moyal sur R2*, muni
de la forme bilinéaire w définie par :

k
w(év "7) = Z'ijk-i-j — Tk+jYj, (§ = (xlv ceeey $2k),77 = (yla ceeey y2k))~
j=1

Si on note A = (A¥) la matrice de w dans la base canonique de R?*, le
crochet de Poisson associé & w est alors:

2k  Bu du 2k
twvk= 2 A g, = 2 ATowdie
i,j=1 I dg=1

Le produit de Moyal sur R?* est le produit * défini par

[o o]

U*V = Zan(u,v), (1)

n=0

ol Popérateur bidifférentiel P™ est par définition :

Po(u,v) =uw, PP(u,v)= Y  AMLARRG  ud; v (2)

1150080, 1 500200

Maintenant on suppose qu’un groupe de Lie G agit sur la variété sym-
plectique (M,w) par symplectomorphismes.

DEFINITION 2. — S’il existe une application X : g — C®(M), X
Xx vérifiant:
X w=dXx, XEe€g,

= étant le champ de vecteurs défini par :
_ d
X7 u(€) = le=ou(ezp(~tX).€),
on dit que ’action de G est hamiltonienne. De plus

- 553 -



Mohamed Houssem Tlili

1) L’action du groupe G est dite fortement hamiltonienne si X est un
homomorphisme de I’algébre de Lie g dans ’algébre de Lie (C*(M),{,}) :

X[X’Y] = {XX,XY}’ X,Y €g.

2) Si M est munie d’un produit %, on dit que ce produit est covariant
si X est un homomorphisme de l'algébre de Lie g dans l’algébre de Lie

(c=Mv [, 14 :
X[X,y] = [Xx,Xy]* = %(XX % Xy - Xy * Xx).

Remarque. — Un exemple fondamental est celui d’une action fortement
hamiltonienne d’un groupe de Lie G sur un espace vectoriel symplectique
(V,w) telle que les fonctions hamiltoniennes X’y soient des polynémes ho-
mogenes de degré deux. Dans ce cas, le produit de Moyal sur V est g-
invariant (en particulier est covariant), c’est & dire :

[Xx,Fl. = {¥x,F}, VFeC®(V), VXeg,
puisque par définition des P2k+1,
P?*+l(xy F)=0, Vk>1.

Dans ce cas, on peut fixer la valeur du parametre formel v en %
L’expression de u * v est alors bien définie si u et v appartiennent & 1’espace
S(V) & S(V*), somme directe de I’espace de Schwartz des fonctions C*° &
décroissance rapide sur V' et de I'espace des fonctions polynomiales sur V

[10]. C’est le cas que nous avons étudié dans [4].

La covariance du produit * de Moyal sur V permet de définir une
représentation 7 (la représentation *) de g sur I’espace de Schwartz S(V)

par :
7(X)u=iXx*xu, X eg, ueSV). 3)

Rappelons d’abord les résultats de [4] et complétons-les.

2. Représentation * du groupe U(E) sur L?(u(E)®)

Soient E un espace hermitien de dimension p et (ey, ..., €p) une base her-
mitienne de E. On identifie I'espace des endomorphismes sur E, M(E,C),
a4 E ® E par 'isomorphisme d’espaces vectoriels £ définie par:

L(A) = Zaijei ®ej
i

si a;; sont les coefficients de I’endomorphisme A dans la base (e1, ..., €p)-
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On munit £ ® E du produit hermitien (.,.) défini par :
(£(X),£(Y)) = —tr(X6(Y)),X,Y € M(E,C),

ou © est l'involution de Cartan sur M(E,C) laissant fixe les éléments de
P’algebre de Lie u(E) du groupe unitaire U(E). On considére la base or-
thonormale (vy,...,vp2) de E ® E vérifiant:

Vi-1)p+s =€sQe, lse{l,..p}

et soit ¢ la paramétrisation de E ® E relativement & la base (vy, ..., vp2)
donnée par :

p2

@1 (@1 + i)V — (T1, oo Tp23 Y1, -ons Yp2)-
1=1

Pour X dans M(E,C), on désigne par Jmtr(X) la partie imaginaire de la

trace de X. Le produit de Moyal sur M(E,C) défini par la 2-forme sym-
plectique

2

P
w(X,Y) = -TJmtr(XO()) ou w= Z dz; A dy;
j=1

et noté *’ est covariant sous P’action du groupe U(E), définie par le produit
dans M(E,C). On associe & un élément X de u(E) la fonction polynomiale
Xx définie sur F ® E, par:

P2

p P’

~ 1 .

Xx(v) =— Y ayzy; - 3 > bj(mz; + ), v= > @i+ i) (4)
Li=1 Lj=1 1=1

ou ay; et by; sont respectivement les parties réelles et imaginaires des co-
efficients de la matrice de l’endgmorphisme X = X ® idg dans la base
(v1,...,vp2). Alors les fonctions X définissent une action fortement hamil-
tonienne de U(FE) sur E ® E. Comme on ’a indiqué plus haut, on définit la
représentation * p de u(E) sur l'espace de Schwartz S(E ® E) = S(u(E)C)
par : _
pPX)u=iXx ¥u, ueS(EQ®E), X cu(E).

(*' est le produit de Moyal sur £ ® E défini par la 2-forme w, avec v = :2—')
Soit R la représentation de P’algebre de Lie u(E) sur I'espace des polynémes

S(E ® E) réalisée par :
Rxf(z) = %|t=of(e:cp—t)~(.z), XeukE), ze E®QE, feS(E®E).
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PROPOSITION 1

1) II existe un isomorphisme U d’un sous espace M de S(E®E) & valeurs
dans S(E ® E) vérifiant :

Uop(X)=R(X)oU, VX €su(E).

2) p s’exponentie en une représentation du groupe U(E) sur L*(EQE) =
L2(u(E)©).

Preuve

1) Pour chaque m = (ma,...,my2) dans NP’ on désigne par Q. la
fonction de S(E ® E), définie dans [2] et qui s’écrit, relativement a la
paramétrisation ¢, par :

A (z,y) = (@1 +iy1)™ * oo H (T2 +iyp2)"7* * Q,

avec .
¥ 4 2 2
Q=¢ E:‘=1 z5+Y;

Soient H le sous espace de S(E ® E), des combinaisons linéaires finies des
Q,., et U I'isomorphisme de H dans S(E ® E) défini par :

U(Qm) =Py, =(z1+ iyl)ml...(:l:pz + iypz)mpz.
On vérifie par récurrence sur s que
(z1 — i) ' (1 +iw)® = (@ +iw)* ¥ (2 — iw) + 2s(z + i) 7Y,

D’autre part on a :
(T —iy) ¥ 2 =0,

donc
(1 — i) ¥ Q= 2L, (5)

avecm — [I] = (my,...,my — 1,...,myp).
Pour tout couple [, j d’entiers naturels différents on a :
1 . . . .
Ty — Ty = 'QZ((J;’ +1iy;) ¥ (T — iy) — (T + iy1) * (z; —1y;)),
et
1 . ! . . ! .
zix; + Yy = 5 (25 +iy;) ¥ (@ — ) + (1 + i) ¥ (x5 — 1y;5))-
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Par conséquent, si X est dans su(E) et si a;; et b;; sont respectivement
les parties réelles et imaginaires de la matrice de ’endomorphisme X ® idg
dans la base (vy,...,v,2), alors de (4) et (5) on obtient :

(X)) = - Z ay;(mu(z; + 1y;) ¥ Qg — my (@1 + i) * Q)
<l
Z. . ¥i . l4
-3 Z bij(mu(z; + iy;) ¥ Qg +mj(z1 + ign) ¥ Q)
il
-2 Z bu(zi® + y®) ¥ QO

= - Z(au + ibij)mu(z; + iy;) ¥ Qg — = Zbu (i + u) ¥ Q.
J#l

Mais :
D bu(@® +y) ¥ Q= D buzi+ i) ¥ (w1 — i) ¥ Qe + (3 )2
l l l

=2 bumu(zi + igr) ¥ Qumpy,
!

donc
PX) Q= = > (a5 + ibygymu (s + i) ' Q-
lj
Il s’ensuit alors
U(p(X)m) = = > (a1 + ibis)mu(z; + iy;) Py
lj
= R(X)Pn,
= R(X)U(Qm).
Donc pour tout v dans H, on a :
U(p(X)v) = R(X)U(v), VX € su(E).

2) Pour s élément de N, on desxgne par H; le sous espace de S(E ® E)
engendré par les vecteurs Qy, *' Q. tels que

Im| +|m'| =mi + ...+ mp +m] + ...+ m, =s.

Le sous espace H, est invariant sous l'action de la représentation p de
l’algebre de Lie u(E). D’autre part on a :

LE®E)=PH. [2],
seN

donc p s’exponentie en une représentation du groupe U(FE) sur L?(E ® E).
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Dans le paragraphe suivant, on va réaliser une construction de ce type
pour un groupe de Lie compact semi-simple connexe quelconque.

3. Représentation * d’un groupe compact G sur L2(gc)

On considére un groupe de Lie G compact, connexe et semi simple,
d’algebre de Lie g, de dimension n. On désigne par g€ le complexifié de g,
par B la forme de Killing sur gC et par 0 une involution de Cartan laissant
fixe les éléments de g. Sur g€, on définit la 2-forme symplectique w par :

w(X,Y) =ImB(X,0(Y)), X,Y g,
et on consideére le produit * de Moyal défini par w.

Le groupe G agit sur gc par la représentation adjointe. A tout élément
X de g on associe le champ de vecteurs X~ défini sur g€ par :

d
X_Z = Et-ltzoexp —tX.Z = _[Xa Z]y Ze gC

PROPOSITION 2
1) L’action de G sur g€ est fortement hamiltonienne.

2) Le produit * de Moyal sur o€ est covariant.

Preuve. — Les résultats découlent immédiatement du fait que :
C~g@g,
ol g* est le dual de l'algebre de Lie g.

Soit 7 la représentation * de 1’algebre de Lie g sur I’espace de Schwartz
S(gC), définie par (3). Nous allons prouver que 7 est le générateur in-
finitésimal d’une représentation L du groupe compact semi simple G sur
L2(g®). Pour cela, on considére Pouvert G, des points réguliers de G et
I'ouvert € de g tel que ’application exponentielle soit un difféomorphisme
global de € dans G, (voir [6]) et on commence d’abord par résoudre 1'équation
différentielle suivante :

%ft = iXx * fi, fo=ue S8(@g°). (6)

Si on considére une base orthonormale (X3, ..., X,,) de g relativement &
(—B), alors on identifie g€ 3 R2" par la paramétrisation :

n
D (@ +iye) Xr — (@3Y) = (T1 0 Tni Y1, -3 Un)

r=1
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et on désigne par F; la transformée de Fourier partielle relativement a la
variable z :

Fi(w)(E,y) = (—2%)— /1R (e y)da.

LEMME 1.— Pour tout u dans I'espace de Schwartz S(R?") et X dans
g, I’équation différentielle (6) admet une unique solution FX qui vérifie les
propriétés suivantes :

(i) Si on considére ’homomorphisme de groupes de Lie 0 de G dans
SO(n) défini par :

o(k) = (0(k)rs)ocrscn ot o(k)rs = —B(Ad(k) X, X5),
alors pour tout v dans S(R?*) on a :
FLUEX (Fa(v)))(€,m) = v(Alezp — tX).(€,m)),
avec

olezptXOH  G(egp — tX) — I)

A(e:z:p - tX) = ( o-(ea:p-?tX)—l o(exp—tX)+1
4 2

(ii) Si X et Y sont deux €léments de € tels que expXexpY appartient &
G, alors :

FX(FY1(u) = D(X Y)(u) si expD(X,Y) = expXexpY.

(iii) L’application de g dans L?(R?") définie par :
X — le (u)

est continue.

Preuve
(i) On vérifie que pour tout u dans S(R?") et pour tout X dans gon a :

Ys Ou _ﬁau +£ 0%u
2 6y 2 0rs 40z,0y,

m(X)u = Z ars(X)(Zrysu + =

T8
oll  ope(X) = —B([X, X,], X,).

Maintenant, si on pose Vx = F; "} o 7r(X) o Fy, alorson a :

== Xl @) +ulg + (T an(0(F + 1)
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Cela prouve que Vx est un champ de vecteurs linéaire, donc complet, et
si on désigne par .
+
A o(g) - I)

40) = (o Sl
on vérifie alors que ’
exptVx .£ = Alexp —tX).£, VEeR™
et que A(g) est une action isométrique de G sur R?".
Ainsi FX(u) = Fi(exptVx.F1 ™ (u)) est Punique solution de (6).

(ii) Soient X et Y deux éléments de € tels que expXexpY soit dans G,.
Si D(X,Y) est 'élément de € tel que

expXexpY = expD(X,Y)

alors expVx(ezpVyu) = ezpVp(x,y)u et par conséquent Fy*(FY (u)) =

FPEY) (),

(iii) Soit < .,. > le produit scalaire sur L?(R?") alors pour tout couple
de fonctions u et v de S(R?") ’application :

g—C, X —<expVx.u,v>
est continue. D’autre part, on a :
| () — FY (w)||3areny = llezpVx F7 ' (u) — ezpWy 7t ()|[72Rany
= 2(““”%2(R2n)_Re <e:z:pVX..7:1_1(U),
expVy . Fi 1 (u)>).

A(g) étant isométrique, Fi* s’étend en un opérateur unitaire défini surL?(R?").
Cela prouve la continuité de I’application

g — L*(R>™), X — F(u).
PROPOSITION 3. — La représentation 7 de I’algébre de Lie g s’exponentie
en une représentation L de G dans L?(R?") vérifiant :
FrULE)(F1(0))(€) = v(AKRTY).(6)), VkeG, €€R™ veSR™).

Preuve. — Pour tout élément X de € et pour tout u dans S(R*"), on

pose :
L(expX)u = F{(u) et L(ezp— X)u = Fy *(u).
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On déduit du lemme 1 que L vérifie les propriétés suivantes :
(i) L’application 3 de G, & valeurs dans L%(R?") définie par
k — L(k)u
est continue.
(ii) si k, k' et kk' sont dans G, alors L(kk'} = L(k) o L(K').
(iii) L’opérateur L(k) est unitaire.

Comme conséquence immédiate de la propriété (ii), on déduit que si k,
k' et kk’~1 sont dans G, alors

L(k) o L(K'"Y) = L(kk'™Y).

On prouve maintenant que L est prolongeable d’une maniére unique en
une représentation de G dans L?(R?"). En effet soient u € S(R?*"), g € G
et k € G, tels que kg € G, si (kp)r est une suite dans G, convergente vers
g, alors & partir d’un certain ordre, kk, est dans G, et par conséquent :

1L (k) — L(kmYul| 2oy = L)L (kn)u = L) L(Em)ul| 2 rony
= ||L(kkn)u — L(kkp)u|| 12 R2n)-

Mais 'application 3 est continue, on en déduit alors que la suite (L(ky,)u),
est convergente dans L?(R?"), de plus, sa limite est indépendante du choix
de la suite (k) dans G, car si (k},)n est une autre suite dans G, con-
vergente vers g, alors pour n assez grand, kk, et kk,, sont dans G, et on
a:

|IL(kn)u — L(ky)ull 2 zn) = [1L(k)L(kn)u — L(k)L(Kp Jull L2 ®3n),
ce qui implique nli»Too [|L(kn)u — L(ky)ul|L2(R2n) = O.
On pose alors L(g)u = nErwa(kn)u. Maintenant si k et k' sont deux
éléments dans G, alors L(kk') = L(k) o L(K').

En effet, soit (ky ) une suite dans G, convergente vers kk’, alors (k= 1k, )p,
converge vers k', donc pour n assez grand, on a k~ 1k, € G, et donc on a
L(k,) = L(k) o L(k™'k,). Par conséquent L(kk') = L(k)o L(k').

On prouve par un raisonnement similaire que cette égalité s’étend pour
k et k' dans G.
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Soit R la représentation quasi régulitre du groupe SO(n) sur L?(R"™)
définie par :

Ryf(2) = f(g7'.2),g9 € SO(n), f € LER™).

Alorson a :

PROPOSITION 4.— La représentation R o o du groupe G est une sous
représentation de L.

Preuve. — Soient f, une fonction radiale de I’espace de Schwartz S(R™)
vérifiant || fo||r2(rn) = 1 et S Popérateur de S(R™) & valeurs dans S(R?")
défini par :

(S(R) = F1(#)),

ou ¢ est la fonction de S(R?") donnée par

o(&,m) = h( +mfoln — ).
L’opérateur S s’étend en une isométrie de L?(R™) dans L2(R?"?). Soit main-
tenant h une fonction de S(R™) alors :

a(k)-1I

olk)+1
4 n

2

F ) sm)Em = o ZE ey o)~ 1yn, e

= (e 1 ok fotn - 5)

= F7 (S(Roge-1yh)) (&, m).-

D’ou
L(k) oS=So Ro.(k), Vk € G.

Remarque. — La représentation L contient donc une classe bien deter-
minée de représentations unitaire irréductibles de G. Si G est SO(3), par
exmple, on trouve la quasi réguliere de G dans L2(R3) qui contient toutes
les représentations unitaires irréductibles de G [9]. Cependant si G est de
dimension n supérieure & 3, la quasi réguliere de SO(n) est loin de con-
tenir toutes les représentations unitaires irréductibles de SO(n), L ne con-
tient & priori pas toutes les représentations unitaires irréductibles de G.
De plus o n’est pas toujours injective. Dans le but de retrouver toutes les
représentations irréductibles de G par une méthode similaire, on change
donc ’espace de la représentation L en un espace plus grand.
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4. Représentation * de G sur L?(u(E)C).

Le groupe de Lie compact semi-simple G s’identifie par une représen-
tation fidele & un sous groupe de SU(V) ol V est un espace hermitien
[8]. Posons E = AV. Considérons la représentation L¢ du groupe G sur
L*(E ® E) = L*(u(E)®) définie par la restriction & G de la représentation
* p du groupe U(E).

PROPOSITION 5.— Toutes les représentations irréductibles de G appa-
raissent dans LC.

Preuve. — Soient yj,...,u4q les poids dominants fondamentaux de su(V).
La représentation irréductible fondamentale associée & pj est définie par
Paction de su(V) sur A¥V. Désignons par wy, le vecteur de plus haut poids
ux et appelons zi la variable de E correspondante & wg. Soit A = nyju; +
. + ngpg OU Ny, ...,ng, sont dans N, on considére ’élément de I’espace des
polyndémes sur E, Py = 27*...25*. Alors Paction de su(V) sur P engendre
la représentation irréductible de plus haut poids A [11]. Maintenant si on
étend I'action de su(V) sur E® E en posant :

X(wev)=Xv®v, XesuV), veveEQE,

alors le su(V) module S(E ® E) contient toutes les représentations irréduc-
tibles de su(V). En vertu de la proposition 1, on en déduit que la restric-
tion de la représentation * p du groupe U(FE) & SU(V), que I'on note p,
contient toutes les représentations irréductibles de SU(V'). Soient T' une
représentation unitaire irréductible de G et o une sous représentation irré-

ductible de indSU(V)T, alors d’apres le théoréme de réciprocité de Frobenius
G
[7], si n(a, ) désigne la multiplicité de o dans 7, on a :

n(a,indf;U(V)T) =n(T,alg)
et par conséquent n(T, L¢) # 0, puisque

n(T,alg) < (T, flg) = (T, LP).
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