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Représentations * des groupes de Lie
compacts semi simples(*)

MOHAMED HOUSSEM TLILI(1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. IX, n° 3, 2000
pp. 551-564

RÉSUMÉ. - On construit par le produit de Moyal covariant sur M(E, C),
une représentation du groupe unitaire U(E) sur L2(M(E, C)); puis on
réalise une représentation pour un groupe de Lie compact semi simple G,
en utilisant le produit de Moyal défini sur le complexifié de l’algèbre de
Lie de G.

ABSTRACT. - We construct by the covariant Moyal product on M(E, C),
a representation of the unitary group U(E) on L2(M(E, ~)). We realise a
representation for a compact semi simple Lie group G, by using the Moyal
product defined on the complexification of the Lie algebra of G.

0. Introduction

La théorie des produits * introduite dans [3] trouve une de ses princi-
pales applications dans la détermination des représentations irréductibles
des groupes de Lie par la quantification de leurs orbites coadjointes. Les
approches utilisées pour la réalisation de ce programme sont étroitement
liées à la nature géométrique des orbites de chaque groupe et du bon choix
du produit * utilisé.

Dans le cas des groupes de Lie compacts, D. Arnal, S. Gutt et M. Cahen
réalisent les représentations irréductibles au moyen du produit * de Berezin
[1]. Dans le même cadre, H. Zahir utilise le produit * de S. Gutt [5] sur
le fibre cotangent d’un groupe Lie compact pour décrire la représentation
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régulière à gauche[10]. Nous avons décrit dans [4] un produit * de Moyal
covariant sur TU(n) identifié à un ouvert du complexifié M(n, C) de u(n).

Dans le présent article, nous généralisons cette construction au cas d’un
groupe de Lie compact semi simple G. Plus précisément, on réalise le groupe
adjoint Ad(G) de G comme un sous groupe de U(dimG) et la construction
de [4] donne un produit * de Moyal G covariant sur le complexifié g~ de
l’algèbre de Lie g de G. Ce produit permet de réaliser des représentations
unitaires irréductibles de G comme des sous-représentations de la repré-
sentation * sur L2(gC). Pour obtenir par une méthode semblable toutes
les représentations unitaires irréductibles de G, on agrandit l’espace de la
représentation * de la manière suivante : on identifie d’abord G à un sous
groupe de SU(V), où V est un espace hermitien, puis on plonge V dans
l’algèbre extérieure E = AV. En appliquant la construction de [4] au groupe
U(E) on obtient alors un produit * de Moyal G covariant sur le complexi-
fié de l’algèbre de Lie u(E) du groupe U(E). La représentation * associée
contient toutes les représentations unitaires irréductibles de G.

1. Produit * de Moyal sur un espace vectoriel complexe

On rappelle que sur une variété symplectique (M, c~) le crochet de Pois-
son est défini par:

où Xu est le champ de vecteurs vérifiant du = i(Xu)w.

DÉFINITION 1. - Un produit * sur une variété symplectique (M, w) est
une application bilinéaire :

où N = C°°(M), N[[v]] est l’espace des séries formelles en v à coeffi-
cients dans N et les Cr sont des opérateurs bidifférentiels vérifiant pour
tout (u, v, w) de N3



Remarquons que est une algèbre de Lie pour :

L’exemple fondamental de produit * est celui de Moyal sur ]R2k, muni
de la forme bilinéaire 03C9 définie par :

Si on note A = (Aij) la matrice de f.J) dans la base canonique de ]R2k, le
crochet de Poisson associé à 03C9 est alors:

Le produit de Moyal sur ]R2k est le produit * défini par

où l’opérateur bidifférentiel P’~ est par définition :

Maintenant on suppose qu’un groupe de Lie G agit sur la variété sym-
plectique (M, w) par symplectomorphismes.

DÉFINITION 2.2014 S’il existe une application X : g --~ X ~---~

Xx vérifiant:

X - étant le champ de vecteurs défini par : :

on dit que l’action de G est hamiltonienne. De plus



1) L’action du groupe G est dite fortement hamiltonienne si X est un
homomorphisme de l’algèbre de Lie g dans l’algèbre de Lie (COO(M), ~, ~) :

2) Si M est munje dm produit *, on djt que ce produit est covariant
si x est un homomorphisme de l’algèbre de dans l’algèbre de Lie

f ~ J*) ~

Remarque. - Un exemple fondamental est celui d’une action fortement
hamiltonienne d’un groupe de Lie G sur un espace vectoriel symplectique

telle que les fonctions hamiltoniennes Xx soient des polynômes ho-
mogènes de degré deux. Dans ce cas, le produit de Moyal sur V est g-
invariant (en particulier est covariant), c’est à dire :

puisque par définition des p2k+l ,

Dans ce cas, on peut fixer la valeur du paramètre formel v en ~.
L’expression de u * v est alors bien définie si u et v appartiennent à l’espace
S(V) ® ,S(V * ), somme directe de l’espace de Schwartz des fonctions C°° à
décroissance rapide sur V et de l’espace des fonctions polynomiales sur V
[10]. C’est le cas que nous avons étudié dans [4].

La covariance du produit * de Moyal sur V permet de définir une
représentation 7r (la représentation *) de g sur l’espace de Schwartz S(V )
par :

Rappelons d’abord les résultats de [4] et complétons-les.

2. Représentation * du groupe U(E) sur L2(u(E)C)
Soient E un espace hermitien de dimension p et ( e 1, ... ep) une base her-

mitienne de E. On identifie l’espace des endomorphismes sur E, M(E,C),
à E (8) E par l’isomorphisme d’espaces vectoriels rC définie par:

si aij sont les coefhcients de l’endomorphisme A dans la base (ei, ..., ep).



On munit E 0 E du produit hermitien (.,.) défini par :

où e est l’involution de Cartan sur M(E, C) laissant fixe les éléments de
l’algèbre de Lie u(E) du groupe unitaire U(E). On considère la base or-
thonormale (v1, ..., vp2 ) de E ® E vérifiant :

et soit p la paramétrisation de E ® E relativement à la base (vl, ..., Vp2 )
donnée par :

Pour X dans M(E,~), on désigne par Jmtr(X) la partie imaginaire de la
trace de X. Le produit de Moyal sur M(E, C) défini par la 2-forme sym-
plectique

et noté *’ est covariant sous l’action du groupe U(E), définie par le produit
dans M(E, C). On associe à un élément X de u(E) la fonction polynomiale
Xx définie sur E ® E, par:

où alj et b~~ sont respectivement les parties réelles et imaginaires des co-
efficients de la matrice de l’endomorphisme X = X ~ idE dans la base
(vl, ..., v~2 ). Alors les fonctions X définissent une action fortement hamil-
tonienne de U(E) sur Comme on l’a indiqué plus haut, on définit la
représentation * p de u(E) sur l’espace de Schwartz S(E ~ E) = S(u(E)C)
par : 

-

(*’ est le produit de Moyal sur E ® E défini par la 2-forme c~, avec v = ~).
Soit R la représentation de l’algèbre de Lie u(E) sur l’espace des polynômes
S(E (g) E) réalisée par :



PROPOSITION 1

1) Il existe un isomorphisme U d’un sous espace ~-( de à valeurs

dans S(E ~ E) vérifiant : :

2) p s’exponentie en une représentation du groupe U(E) sur =

L2(u(E)C).

Preuve

1) Pour chaque m = (ml, ..., mp2 ) dans Np2 on désigne par S2",, la

fonction de S(E ~ E), définie dans [2] et qui s’écrit, relativement à la

paramétrisation p, par :

avec

Soient ?-l le sous espace de E), des combinaisons linéaires finies des
nm, et U l’isomorphisme de ~-l dans S(E ~ E) défini par :

On vérifie par récurrence sur s que

D’autre part on a :

donc

Pour tout couple l , j d’entiers naturels différents on a :



Par conséquent, si X est dans su(E) et si aij et bij sont respectivement
les parties réelles et imaginaires de la matrice de l’endomorphisme X Q9 idE
dans la base (t;i, ..., vp2 ), alors de (4) et (5) on obtient :

Mais :

donc

Il s’ensuit alors

Donc pour tout v dans ~-l, on a :

2) Pour s élément de N, on désigne par le sous espace de S(E Q9 E)
engendré par les vecteurs Qm *’ f2m, tels que

Le sous espace est invariant sous l’action de la représentation p de
l’algèbre de Lie u(E). D’autre part on a :

donc p s’exponentie en une représentation du groupe U(E) sur L2(E 0 E).



Dans le paragraphe suivant, on va réaliser une construction de ce type
pour un groupe de Lie compact semi-simple connexe quelconque.

3. Représentation * d’un groupe compact G sur L2(gC)
On considère un groupe de Lie G compact, connexe et semi simple,

d’algèbre de Lie g, de dimension n. On désigne par gC le complexifié de g,
par B la forme de Killing sur g~ et par 0 une involution de Cartan laissant
fixe les éléments de g. Sur g~, on définit la 2-forme symplectique par :

et on considère le produit * de Moyal défini par w.

Le groupe G agit sur gC par la représentation adjointe. A tout élément
X de g on associe le champ de vecteurs X- défini sur g~ par :

PROPOSITION 2

1) L’action de G sur gC est fortement hamiltonienne.

2) Le produit * de Moyal sur gC est covariant.

Preuve. - Les résultats découlent immédiatement du fait que :

où g* est le dual de l’algèbre de Lie g.

Soit ~r la représentation * de l’algèbre de Lie g sur l’espace de Schwartz
définie par (3). Nous allons prouver que 1r est le générateur in-

finitésimal d’une représentation L du groupe compact semi simple G sur
Pour cela, on considère l’ouvert Gr des points réguliers de G et

l’ouvert C de g tel que l’application exponentielle soit un difféomorphisme
global de ~ dans Gr (voir [6]) et on commence d’abord par résoudre l’équation
différentielle suivante :

Si on considère une base orthonormale (Xi, ..., X~) de g relativement à
(-B), alors on identifie g~ à par la paramétrisation :



et on désigne par J=i la transformée de Fourier partielle relativement à la
variable x :

LEMME 1. - Pour tout u dans l’espace de Schwartz et X dans

g, l’équation difFérentielle (6) admet une unique solution FX qui vérifie les
propriétés suivantes :

(i) Si on considère l’homomorphisme de groupes de Lie ~ de G dans
SO (n) défini par :

= où = -B(Ad(k)Xr, ,

alors pour tout v dans on a :

avec

(ii) Si X et Y sont deux éléments de  tels que expXexpY appartient à
Gr alors :

(iii) L’application de g dans LZ (1I~2’~ ) définie par :

est continue.

Preuve

(i) On vérifie que pour tout u dans et pour tout X dans g on a :

Maintenant, si on pose Vx = ,~’1-1 o o alors on a :



Cela prouve que Vx est un champ de vecteurs linéaire, donc complet, et
si on désigne par _ _ -

on vérifie alors que

et que A(g) est une action isométrique de G sur 

Ainsi est l’unique solution de (6).

(ii) Soient X et Y deux éléments de C tels que expXexpY soit dans GT. .
Si D(X, Y) est l’élément de C tel que

alors expVX(expVYu) = et par conséquent =

(iii) Soit  .,. > le produit scalaire sur alors pour tout couple
de fonctions u et v de l’application :

est continue. D’autre part, on a :

A(g) étant isométrique, Fi s’étend en un opérateur unitaire défini 
Cela prouve la continuité de l’application

PROPOSITION 3. - La représentation 7r de l’algèbre de Lie g s’exponentie
en une représentation L de G dans L2 (II~2’~) vérifiant :

Preuve. - Pour tout élément X de  et pour tout u dans on

pose : --



On déduit du lemme 1 que L vérifie les propriétés suivantes :

(i) L’application (3 de Gr à valeurs dans définie par

est continue.

(ii) si k, k’ et kk’ sont dans Gr alors L(kk’) = L(k) o L(k’) .

(iii) L’opérateur L(k) est unitaire.

Comme conséquence immédiate de la propriété (ii), on déduit que si k,
k’ et sont dans Gr alors

On prouve maintenant que L est prolongeable d’une manière unique en
une représentation de G dans En effet soient u E g E G

et k E Gr tels que kg E Gr, si (kn)n est une suite dans Gr convergente vers
g, alors à partir d’un certain ordre, kkn est dans Gr et par conséquent :

Mais l’application /3 est continue, on en déduit alors que la suite (L(kn)u)n
est convergente dans L2(It~2’~), de plus, sa limite est indépendante du choix
de la suite (kn)n dans Gr, car si est une autre suite dans Gr con-
vergente vers g, alors pour n assez grand, kkn et sont dans Gr et on
a :

On pose alors L(g)u = lim Maintenant si k et k’ sont deux

éléments dans Gr, alors L(kk’) = o L(k’). .

En effet, soit (kn)n une suite dans Gr convergente vers kk’, alors 
converge vers k’, donc pour n assez grand, on a k-1kn E Gr et donc on a
L(kn) = L(k) o Par conséquent L(kk’) = L(k) o L(I~’).

On prouve par un raisonnement similaire que cette égalité s’étend pour
k et k’ dans G.



Soit R la représentation quasi régulière du groupe SO(n) sur L2(Rn)
définie par :

Alors on a : :

PROPOSITION 4. - La représentation R o cr du groupe G est une sous
représentation de L.

Preuve. - Soient fo une fonction radiale de l’espace de Schwartz S(Rn)
vérifiant = 1 et S l’opérateur de S(Rn) à valeurs dans S(R2n)
défini par :

où cp est la fonction de S(]R2n) donnée par

L’opérateur S s’étend en une isométrie de L2(Rn) dans L2(R2n). Soit main-
tenant h une fonction de alors :

Remarque. La représentation L contient donc une classe bien deter-
minée de représentations unitaire irréductibles de G. Si G est SO(3), par
exmple, on trouve la quasi régulière de G dans L2 (1f~3 ) qui contient toutes
les représentations unitaires irréductibles de G [9]. Cependant si G est de
dimension n supérieure à 3, la quasi régulière de SO(n) est loin de con-
tenir toutes les représentations unitaires irréductibles de SO(n) , L ne con-
tient à priori pas toutes les représentations unitaires irréductibles de G.
De plus a~ n’est pas toujours injective. Dans le but de retrouver toutes les
représentations irréductibles de G par une méthode similaire, on change
donc l’espace de la représentation L en un espace plus grand.



4. Représentation * de G sur L2(u(E)C).

Le groupe de Lie compact semi-simple G s’identifie par une représen-
tation fidèle à un sous groupe de SU(V) où V est un espace hermitien
[8]. Posons E = AV. Considérons la représentation LG du groupe G sur
L2 (E ® E) = définie par la restriction à G de la représentation
* p du groupe U(E) .

PROPOSITION 5 . - Toutes les représentations irréductibles de G appa-
raissent dans LG. .

Preuve. Soient les poids dominants fondamentaux de 
La représentation irréductible fondamentale associée à est définie par
l’action de sur Désignons par wk le vecteur de plus haut poids

et appelons zk la variable de E correspondante à wk. Soit A = n1 1 +

... + nd d où ni .--, nd, sont dans N, on considère l’élément de l’espace des
polynômes sur E, PA = zi 1.. -zâ d Alors l’action de 5u(V) sur P~ engendre
la représentation irréductible de plus haut poids A [11]. Maintenant si on
étend l’action de sur E @ E en posant :

alors le 5u(V) module S(E ~ E) contient toutes les représentations irréduc-
tibles de .5u(V). En vertu de la proposition 1, on en déduit que la restric-
tion de la représentation * p du groupe U(E) à SU(V), que l’on note p,
contient toutes les représentations irréductibles de SU(V). Soient T une
représentation unitaire irréductible de G et a une sous représentation irré-
ductible de alors d’après le théorème de réciprocité de Frobenius

[7], si n(a, 7r) désigne la multiplicité de a dans ~r, on a :

et par conséquent n(T, LG) ~ 0, puisque
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