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sur des réseaux polygonaux
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DENIS MERCIER (V)
REsuME. — Nous étudions des problémes de transmission pour des

systémes elliptiques du type Agmon-Douglis-Niremberg sur les réseaux
polygonaux avec des conditions de bord et de transmission générales. Nous
généralisons ainsi le résultat de [22, 23] dans le cas deux-dimensionnel
et pour des opérateurs qui peuvent étre d’ordre différent: la solution
se décompose en une “partie réguliere” augmentée d’une combinaison
linéaire finie de fonctions “singuliéres”. Nous présentons des exemples de
calcul pour les exposants singuliers qui interviennent dans la régularité de
la solution.

ABSTRACT. — We study transmission problems for elliptic systems in the
sense of Agmon-Douglis-Niremberg on polygonal networks with general
boundary and interface conditions. We generalize the result of {22, 23] in
the two-dimensional case when the operators may be of different order:
the solution admits a decomposition into a “regular part” and a finite
linear combination of “singular” functions. For some mechanical examples,
we give some results about the singular exponents and so we obtain the
regularity of the solution.
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1. Introduction

L’ étude de systémes d’équations aux dérivées partielles sur des multi-
structures a fait récemment P'objet de nombreux travaux, voir par exem-
ple [11, 10, 12, 4, 8, 5, 19]; ces multistructures sont composées d’un nom-
bre fini d’éléments flexibles interconnectés tels que cordes, poutres, co-
ques, plaques... ou une combinaison entre elles. Des résultats d’existence
et de régularité pour de tels problémes ont été établis pour chaque modéle
et possédent clairement des similarités. Le but principal de ce travail est
de présenter un cadre aussi large que possible incluant les modéles deux-
dimensionnels précédents.

Pour cela nous traitons des problémes de transmission pour des systémes
elliptiques d’équations aux dérivées partielles sur des réseaux polygonaux
deux-dimensionnels avec des conditions de bord et de transmission assez
générales. Nous introduisons des conditions de recouvrement vérifiant des
conditions de type Agmon-Douglis-Niremberg (voir [2]). Nous considérons
une classe d’opérateurs de bord et de transmission (basée sur une condition
du méme type que la condition (19) de [18]) pour laquelle nous pouvons
associer une formulation variationnelle par I'intermédiaire d’une formule de
Green. En fait, en se donnant pour chaque fonction inconnue et chaque
cOté du réseau polygonal un systéme d’opérateurs de Dirichlet, on fait cor-
respondre un systéme d’opérateurs que I'on peut qualifier de “normal”, 3
I'instar de [13], ce qui nous permet de considérer des conditions de bord et
de transmission non homogenes sous la forme d’une relation linéaire liant
ces deux systémes. Nous étudions ensuite la régularité de la solution vari-
ationnelle. Cette étude se fait de maniére plus ou moins classique (voir [7]
par exemple) en considérant d’abord un probléme homogene & coefficients
constants et un second membre dans des espaces de Sobolev & poids. Les
résultats généraux montrent que la régularité est optimale loin des sommets
du réseau polygonal, ainsi il suffit d’analyser la régularité prés de chaque
sommet S. Le probléme est alors transporté dans le cone infini qui corre-
spond au sommet S et, utilisant la technique de [9] pour p = 2 et de [17]
pour p # 2, la solution variationnelle se décompose en la somme d’une partie
“réguliere” (c’est-a~dire possédant la régularité optimale) et d’une combinai-
son linéaire finie de fonctions singuliéres qui ne dépendent que du domaine et
des opérateurs. Les coeflicients de cette combinaison linéaire dépendent con-
tiniiment des données. Chaque fonction singuliére qui intervient dans cette
décomposition est déterminée de fagon explicite et sa régularité dépend de
la partie réelle d’'un parameétre complexe A qui appartient au spectre dis-
cret de opérateur obtenu aprés transformée de Mellin du probléme modéle
dans le cone infini. Quelques calculs de ces valeurs propres (ou exposants de
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singularités) sont présentés pour des exemples tirés de la mécanique (voir
[11, 19, 21]). Enfin, dans le cas général ol le second membre se situe dans les
espaces de Sobolev usuels et ol les opérateurs sont & coefficients variables,
la résolution polynomiale et la technique employée dans [7] (moyennant une
hypothése sur les opérateurs de bord et de transmission lorsque les ordres
des opérateurs sont différents) donnent un résultat de décomposition en
partie “régulieére” augmentée d’une partie singuliére. Finalement ’influence
du choix de I’espace variationnel sur la partie singuliére de la solution est
illustrée sur un exemple.

Pour terminer cette introduction précisons le plan et les principaux
résultats de ce travail.

Dans la section 2, nous présentons le cadre général des problémes con-
sidérés: dans les sous-sections 2.1 & 2.3, nous rappelons la définition de réseau
polygonal 2-D dans I’espace IR® (suivant la définition plus générale d’espace
ramifié de G. Lumer [14]). Nous considérons des problémes elliptiques [;
(ou des systémes proprement elliptiques) sur chacun des sous-domaines ;,
et en chaque point O du squelette formé par les arétes des sous-domaines,
nous imposons des conditions de bord ou de transmission qui recouvrent le
systeme elliptique formé par la juxtaposition des systémes l; associés aux
polygones Q; adjacents en O; en fait cette condition de recouvrement sig-
nifie que les conditions de Shapiro-Lopatinski sont satisfaites (voir [22]).
Puis, dans la sous-section 2.4 nous présentons quelques exemples tirés de
la littérature qui entrent dans notre cadre [11, 21, 15, 19]. Il s’agit de cou-
plages entre 'opérateur de Laplace, le systéme de ’élasticité et 'opérateur
biharmonique. Ces exemples seront ultérieurement utilisés pour illustrer les
résultats abstraits obtenus.

La section 3 a pour but de rechercher des conditions de bord ou de trans-
mission les plus générales possibles, qui permettent de mettre le systéme
global sous une forme variationnelle. De fagon générale, 1’espace variation-
nel V' considéré est un sous espace de H!™ () ou 7 est le vecteur des
demi-ordres m; des systémes elliptiques I; définis sur chaque sous domaines
Q; et H™(Q;) est Padhérence dans H™:(;) des fonctions C™ dont le sup-
port évite les sommets de §2;. Dans la sous-section 3.1, nous considérons
d’abord des systémes normaux de Dirichlet (notés Fr) pour chaque c6té T’
du domaine et nous associons par l'intermédiaire d’une formule de Green
des systémes d’opérateurs “normaux” ®r de fagon un peu analogue & la
définition de [13], ceci afin d’établir un résultat de relévement de trace
permettant de considérer des conditions de bord et de transmission non
homogenes. Dans la sous-section 3.2, nous considérons une sous-classe de
conditions de bord et de transmission qui est une relation linéaire entre Fr
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et ®r; nous montrons ensuite que le probléme précédent s’écrit alors sous
la forme

a(u,v) + b(u,v) = f(v), WevV,

ol a est définie & l'intérieur des ; et b sur le squelette. Cette relation
entre Fr et ®r est analogue 4 la relation nécessaire et suffisante rencontrée
dans [18] dans le cadre 1-dimensionnel. Notons que cette condition imposée
sur les opérateurs de bords recouvre en fait beaucoup de situations réelles
comme le montrent les exemples de la sous-section 3.4.

On s’intéresse ensuite a la régularité de la solution variationnelle (dite
aussi “faible”). Dans la section 4, nous mettons en ceuvre la théorie déve-
loppée initialement par Kondratiev (voir [9, 17, 7]) en établissant d’abord
un résultat pour des opérateurs homogenes & coefficients constants et des
seconds membres dans des espaces de Sobolev & poids du type Kondratiev.
Dans les sous-section 4.1, nous supposons d’abord au voisinage de chaque
sommet S que les opérateurs sont égaux & leur partie principale gelée en ce
sommet, puis en considérant le probléme dans le cone infini C's qui coincide
avec le domaine, nous associons au probléme modeéle, en utilisant les coor-
données locales polaires et la transformée de Mellin, un opérateur Ag())
elliptique au sens de Agranovitch et Visik [3], agissant sur des espaces
de Sobolev définis sur le réseau 1-D sous-jacent au cone et dépendant du
parameétre complexe A . Les fonctions singuliéres du probléme s’obtiennent
alors & partir des chaines de Jordan associées aux valeurs propres A de
cet opérateur. Pour un second membre situé dans des espaces & poids
différents les solutions correspondantes différent d’une combinaison linéaire
finie de ces fonctions singuliéres. Ce ré sultat nous permet dans la sous-
section 4.2 d’établir que la solution variationnelle du probléme (supposé
pour l'instant homogéne et & coefficients constants) se décompose en une
partie régulié re et une partie singuliére (combinaison linéaire finie de fonc-
tions singuliéres) lorsque le second membre est dans un espace & poids.
Dans la sous-section 4.3, nous donnons, pour les exemples présentés dans
la section 2, des résultats concernant le calcul des exposants de singularités
obtenus par la méthode de Newton.

Enfin, dans la section 5, nous considérons le cas général pour des opérateurs
a coeflicients variables. Dans la sous-section 5.1 nous mettons en ceuvre la
résolution polynomiale (voir [21] par exemple) qui permet de passer des es-
paces de Sobolev a poids aux espaces de Sobolev usuels. Sous une hypothése
(notée H1) sur les opérateurs de bord et de transmission nous montrons que
la résolution polynomiale est possible dans 1’espace variationnel. Notons que
cette hypothese permet également d’établir une équivalence entre les con-
ditions de recouvrement et la coercivité (faible) de la forme sesquilinéaire
associée & notre probléme (voir aussi [1, 22]). Via cette résolution polynomi-
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ale nous obtenons encore avec un second membre dans les espaces classiques
la décomposition en partie réguliere augmentée d’une partie singuliere. En-
fin dans la sous-section 5.2 nous étudions le cas général ou les opérateurs
sont a coefficients variables. En chaque sommet S, I’opérateur est décomposé
en “série de Taylor”, ceci afin de définir les fonctions singuliéres en utilisant
la technique développée dans [7]. Par des arguments de perturbation com-
pactes, nous montrons que la solution variationnelle est constituée d’une
partie réguliére augmentée d’une combinaison linéaire finie de ces fonctions
singuliéres. Finalement, dans la sous-section 5.3, nous montrons & 1’aide
d’un exemple 'incidence du choix de ’espace variationnel sur la partie sin-
guliere de la solution. Dans cet exemple, ’espace variationnel naturel est
H™ () alors que I'utilisation (permise) de ’espace va(ﬂ) introduit une
singularité supplémentaire artificielle car nous montrons que le coefficient
de cette singularité de la solution dans H th) est nul.

2. Formulation du probléme.

2.1. Les domaines.

Nous allons considérer des problémes d’interface dans les domaines deux-
dimensionnels suivant dont nous convenons de la

DEFINITION 1.— € est un réseau deuz-dimensionnel polygonal topolo-
gique (noté en abrégé réseau 2-D) dans IR® si et seulement si Q est un sous-
ensemble borné de R® formé d’une union finie de K sous-espaces ouverts
Q; tels que

(i) Q; est une surface plane de IR®, ouverte (pour la topologie induite) et
conneze. Plus précisément, on suppose que la frontiére de Q; est un polygone
droit: on écrit cette frontiére sous la forme

Qi
8% = | 7,
g=1

ou les cotés Yiq sont des segments. Les sommets de Q; sont les intersections
de 2 cités consécutifs.

(ii) 0 =UE, T est conneze,

(iii) pour chaque i,5 € {1,2,...,K},i # ],Q_,HQ_J est soit vide ou con-
tient un sommet commun, ou encore un cété commun.

Voir les Figures 1 et 2 comme exemples de réseau polygonal 2-D.
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On note A I’ensemble de tous les c6tés v;, et pour I' € A, on note
Ir={ie{1,2,--- K}:3¢g €{1,2,.,Qi},7ig =T}.

S représente la famille des sommets de Q et pour S € S, Ig représente
Pensemble des i tels que S soit un sommet de Q;.

Remarque 2.— Un réseau 2-D est un espace ramifié au sens de G. Lumer
(voir [14], voir aussi [21] pour la définition d’un réseau deux-dimensionnel
polygonal topologique). O

2.2. Espaces fonctionnels.

Pour chaque i € {1,..,K}, fixons N; un entier strictement positif.
L’espace fonctionnel des solutions de notre probléme considéré ci-dessous
sera un espace de fonctions vectorielles

u: x — u(z),

qui pour chaque face ©; est de longueur N;; autrement dit pour tout i =
1,..., K, la restriction u; de u & §2; est une fonction vectorielle de 2; dans
IRY:, notée

u; 2 Qy — RYN:
z; — (uin(T3), wia(Z5), -or win, (T3))-

RN
Pour alléger 1'écriture, si chaque u;; € W*P(Q;), on écrira u € W k P(Q)
N =4
ou k = (kir,kiz, ..., ki, )ie{1,....k}-

Enumérons maintenant les définitions des espaces de Sobolev (sans ou
avec poids) qui seront utiles par la suite.

DEFINITION 3.— Soit p > 1, p € IR, alors on note

'y
WEP(Q) = {u: ug € WraP(Q,)}

qut est un espace de Banach pour la norme

1
el 0= z,: luslinao o)
1

-
Sip = 2, c’est un espace de Hilbert noté H k () dont le produit scalaire
sera noté (.,.)—E» .
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Figure 1
Q,
Q Q3
91 / QZ
S Qg
Figure 2

DEFINITION 4.— Introduisons ’espace (voir [22])

C () := {u € C®°(%) : u = 0 dans un voisinage des sommets de Q;}.

_ , .
Alors pour k = (kit)1<i<k,1<i<N;, on définit

-

—_
HF (@) = {ue H¥ Q) : uy € HE ()},
ot H¥4 () est la fermeture de C°(8);) pour la norme de H*(S;).
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N
Remargue 5.— Notons que u € Hvk () satisfait pour tout S € S,i €
Ig,l e {1, ...,Ni},

D%u;(S) =0, pour tout & : |a| < ky — 1. (1)
De plus d’aprés [7] (Propriétés (3.1)), nous avons
* Pt
HY () = {ue H" (Q) satisfaisant (1)}. O
DEFINITION 6.— Sim € IN, V5"?(Q;) est la fermeture de C5°(S2;) pour

la norme
Iflvre@y= D )

| |€m

rf_mHQID"‘f

LP(Q") ’

ot r; = ri(z) est la distance de z; auz sommets de Q;.

—_
Vﬂk POQ)={u:uy € V;i"p ()} est muni de la norme
el 2 = Nwitlly xae gy -

Nous définissons l’espace de trace sur chaque y;q comme ’espace quotient
(m—l),p o™,P
Vs P (1) = V5 P()/ Vg (Qis%ig)
o™m,p
0t Vg (4,7iq) est la fermeture de

Cso () = {u € C° (), supp u Ny = 0}

pour la norme (2).

2.3. Opérateurs.

Décrivons tout d’abord les opérateurs différentiels considérés sur Q: pour
chaque i € {1, ..., K'} soit

li(zi, D) = (¥ (24, D)) 1<tv<nss

un systéme de N; x N; opérateurs différentiels & coefficients dans C*°(€);).
Nous supposons que chaque opérateur I s’écrit sous la forme divergentielle

W= Y (-1DPgi D),

|elsm | Blsma
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avec aZh € C° (), pour tout || < may, |8 < ma.

Pour les degrés des opérateurs nous introduisons aussi les notations de
[2]: on considére des entiers s;; et t;; tels que

/
degll < sy + tar,
oll, sans restreindre la généralité, on peut supposer que s;; < 0,V3,1.

Avec ces notations, nous pouvons définir la partie principale de I = (I)
de deux fagons différentes.

Premiére fagon: la partie principale de I notée ly est définie par

lo = (o)),

ol (I%')g est la partie principale de Popérateur I’ dans le sens ot1 (1), est
le terme d’ordre m;; + m;; de lﬁ".

Deuxiéme fagon: la partie principale de [ notée [y est définie par

o = (" )o)uw)9),
olt (I¥) est la partie principale de I!¥' dans le sens ol (I¥') est le terme
d’ordre sy +t;, de I¥.
Nous ferons I’

Hypotheése : les deux parties principales définies précédemment coin-
cident.

Remarque 7.— Cette hypothése est vérifiée dans les exemples qui vont
suivre. D’autre part, dans la littérature & notre connaissance on prend tou-
jours

sit + tar = mg + map, Vi, L1,
ce qui dans certains cas nous oblige & prendre des seconds membres plus
réguliers (car dans la suite, les seconds membres volumiques seront pris dans

—_
H= 3 (), voir sous-section 3.3). Illustrons cela avec 'exemple suivant:
Prenons K = 1, et sur €2 considérons le systéme d’opérateurs

l_(—A 0 )
1% el

avec les conditions de bord suivantes
Uy = ug = Oy ug = 0 sur 892,
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ou 0, désigne la dérivation par rapport & la normale extérieure et v est un
réel et p un réel positif. De plus on choisit v suffisamment petit de sorte
que l’on puisse associer aux équations précédentes la forme sesquilinéaire

0
sur V =H! (Q)x i () suivante

a(u,v) = /Q(Vul.VTJ‘f-kvg—::W)dw
_ 62UQ 62W
+ p/(;(A’U:zA'UQ—(l—U){a—m%—'aT%
4 32U2 32W 82u2 8272_

dz2 022  *Or,0r, Ox,0r, hdz,
qui sera fortement coercive.
Ici M = (m1, m2) = (1,2); si on fait le choix
t1 =3, =4,8 =—-1,52 =0,

pour étudier la régularité de la solution variationnelle, nous serons amener 3
prendre un second membre dans H!(2) x L?(f2). Tandis que si on souhaite
étudier la régularité pour un second membre dans L?(2) x L%(Q) il serait
préférable de choisir

t1 =2,t2=4,81 =0,82=0,
mais dans ce cas sg +t; < my + mo. O

Nous passons maintenant aux opérateurs de bord et de transmission:
pour chaque I' € A, on désigne par mr le nombre mr = 3, Z{Y__l mi.
Les opérateurs de bord que nous considérerons peuvent étre exprimés sous
la forme suivante:

N;
Br‘h(u) = Z ZB}‘Ih(a"7 D)(u‘ll)’ Vh = 1’ cce,mr.
i€lr I=1

ot B¥, est un opérateur de bord avec coefficient dans C®(T") de degré
rrh + ta, 'ra < —1 (voir les notations de [2]).

Le systéme d’EDP que nous considérons est donc:

N;
Z lgl,(xiaD)uil = filaVi = ]-a’ . 7K’VZ = 17" 'aNia (3)
=1

Brp(u) = orp, I € A,Vh=1,---,mp. 4)
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On notera [L, B] opérateur associé a (3)-(4). On impose aux opérateurs L
et B de satisfaire les 2 conditions suivantes:

Condition I: Chaque /; est proprement elliptique (voir par exemple
[13, 21] pour la définition d’un systéme proprement elliptique).

Condition II: Les conditions de bord et de transmission recouvrent [,
autrement dit pour chaque z € T', si on envoie grace & un difféomorphisme x;
un voisinage 6; de x dans 2; sur un voisinage 6 de O dans ]R?,_ les conditions
B écrites dans 6 recouvrent au sens de [2] le systéme (I;);er. écrit dans 6 au
point z = O.

2.4. Exemples.

Pour illustrer les problémes que nous voulons considérer, citons quelques
exemples de systémes d’équations aux dérivées partielles avec des conditions
de bord et de transmission vérifiant les conditions I et II. Pour simplifier,
sauf pour l’exemple 10, nous formulerons ces problémes uniquement prés
d’un point conique nommé S. Pour chaque i € Ig, nous décrirons unique-
ment le cone noté C; qui coincide avec €2; dans un voisinage de S. Dans cha-
cun de ces exemples nous exprimerons les opérateurs dans chaque polygone
Q; (i € Ig) et les conditions de bord et de transmission sur les c6tés ' € Ag.
Nous noterons ici chacun de ces c6tés sous la forme I'; I';;, I'ijx, ..pour in-
diquer qu’il s’agit respectivement d’un c6té de €2; uniquement, d’un cété
commun 3 {); et {2;, d’'un c6té commun & ;, ;, et Q. Nous appellerons
w; langle formé par C;.

Ezemple 8. — Couplage avec I'opérateur de Laplace

Considérons ’opérateur de Laplace sur 3 polygones ;,7 = 1, 2, 3 possédant
un c6té commun. Les cones C; et C2 sont dans un méme plan, le cone Cs
est situé dans le plan perpendiculaire (voir la Figure 3).

Pour ¢ = 1,2,3 nous choisissons p; > 0 et v; représente le vecteur
unitaire normal sortant du c6té I" de €2;. Le probléme d’interface que nous
envisageons est:

piAu; = f;dans Q;,Vi=1,2,3, (5)
U1 = ug = ugsur I'yo3, (6)

3 ou,
;Pi% = gsur I'1a3, (7
uy = OsurIy,i=1,2,3. (8)
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Figure 3

Les opérateurs dans les équations (6)-(8) sont & prendre au sens des
traces.

Ezemple 9.— Mouvement de deux corps élastiques interconnectés.

Cet exemple est tiré de [11] ou les auteurs étudient le mouvement d’un
corps constitué de plusieurs membranes élastiques interconnectées. Ici nous
supposons que le corps est composé de 2 membranes rectangulaires formant
un angle o dans I’espace. On choisit pour chacun de ces 2 éléments un repére
orthonormé direct comme sur la Figure 5 et nous posons u* = (u¥,u¥) le
déplacement dans le plan de ; et uX le déplacement dans la direction
orthogonale (k = 1,2). Les équations du mouvement aprés linéarisation
donnent:

2
Oo.: (uk
Z%‘l = f¥ dans Q, i,k =1,2, (9)
j=1 J
prAut = fF dans Qp,k=1,2, (10)
u¥ = OsurT,i=1,2,3 k=1,2, (11)
W =
u} = cosau?+sinau? sur T'yo, (12)

—sinauj + cos a u}

I3
@
I
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e3
el’/]\
e
Q
Q
e3
€2
e @ o
S
Figure 4
o12(u') = —012(u?)
1 Y
o22(u') = —cosaga2(u®) — pgsina By sur 12, (13)
2
p,lgu—% = Sinaa'22(u2) — M2 cosa%
31/1 61/2

ol Ar et yp désignent les coefficients de Lamé du matériau constituant
Q, k=1,2 et 0;j(u*) est le tenseur linéarisé des contraintes donné par

our  Auk ) .
Uij(uk) = ﬂk(ax; ‘5‘5’:) + /\kd’w(uk)(sij,Vz,J,k =1,2.
Ezemple 10.— Vibrations hydroélastiques (interaction fluide-structure)

Cet exemple est tiré de [19] ou I'on étudie les vibrations en mode har-
monique d’une structure élastique contenant un liquide incompressible pré-
sentant une surface lisse (voir la Figure 5). La fonction ¢ représente un
potentiel de déplacement pour le liquide Q2 et u représente le champ de
déplacement de la structure élastique (2g.

Ap = 0 dans Qp, (14)
p =0 sur T, (15)
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Figure 5
dp
o = unosur %, (16)
a,-j(u)nf = prwpn; sur I, n
0ijyi (W) + pgw?u; = 0 dans Qg, (18)
oij(uyn = F? sur 9Qg\X. (19)

Les constantes pr et p, sont positives et représentent respectivement les
masses volumiques des structures fluides et solides, F'¢ représente un champ
de force agissant sur la structure solide.

Ezemple 11. — Couplage “Laplacien-biharmonique”.

Ici nous considérons des opérateurs dont ’ordre est différent sur chaque
face. Nous étudions un probléeme modele de la mécanique qui est le couplage
entre une plaque et une membrane (voir [15],[21]). Le domaine est donné
par la Figure 6. Pour E > 0 et o €]0, 1] (respectivement le module de Young
et le coefficient de Poisson du matériau constituant la plaque ), on pose
p= T—E-a!- et nous introduisons les opérateurs frontieres définis sur I':

0%u
Mu = plcAu+(1- U)W), (20)
vy
dAu 83y
Nu = p( 61/2 +(1_0)6V26T22), (21)
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Q

Q T2

I
Q)
I

Figure 6

ol (vg,T2) est une base directe orthonormale, v, étant le vecteur unitaire
sortant de €29 normal 4 T.

Les équations sont:

Au1 = f1 dans Ql, (22)
A2’LL2 = f2 dans Qz, (23)
up = 0 sur I'y, (24)
6U2

Uy = 51;; =0 sur I, (25)
u; = wug sur I'yg, (26)
M’LL2 = h1 sur F12, (27)

Ou
N’U;2+8—V; = hg sur I'ys. (28)

3. Formulation variationnelle.

Le but de cette section est de donner une formulation variationnelle
pour une classe de problémes (3)-(4), par 'intermédiaire d’une formule de
Green. Ceci nous ameénera a imposer une condition supplémentaire pour les
équations de bord (4) analogue & la condition (19) de [18].

3.1. Formule de Green.

Dans cette sous section nous établissons la formule de Green correspon-
dant & notre probléme (& comparer avec le Théoréme 2.1 de [13] pour le cas
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scalaire, le Théoréme 22.6 de [7] et le Lemme 2.3 de [22]) et de plus nous
écrivons un résultat de trace valable pour les systémes faisant intervenir
les opérateurs frontiéres qui interviennent dans cette formule et que nous
utiliserons ultérieurement.

On fixe pour chaque 7v;, de §; et pour chaque le {1,2,---,N;} un
systéme de Dirichlet d’ordre my : {Fig;}j%5 ! avec, sans restreindre la
généralité, deg F;q; = j (voir [13], Deﬁmtlon 2 2.1).

LEMME 12.— Soit I! € {1,2,...,N; }, pour chaque coté ;g de €, il
existe un systéme d’opérateurs {(I>,qu:,} 0 tsur Yig GvEC coefficients dans
C™(Wiq), Vordre de ®iqur; étant au plus my +mqy — 1 — j tel que:

/ 1Y (2, D)uipTadz = > / oy D*uiy DPudz (29)
Qi lal<myy,|Blsma
Qi mg—1

+ 3N / @iqujuir FiqrjVarde,

g=1 J=0 Yiq

pour tout uy € Hbv (Q;),vy € H™ ().
Preuve. — Arguments analogues au Théoréme 22.6 de [13] O

Si on note pour chaque 74,1 € {1,2,...,N;},j € {0,1,...,my — 1},

N;
Bigrj(ws) = D Piqurjuar, (30)
r=1
L= d lll
EX = e vy 48

nous obtenons, avec les notations du Lemme 12, le

COROLLAIRE 13.— Pour chaque i € {1,2,...,K}, et chaque | € {1,
2,...,N;}

Ng " Nz‘
J (3 W (z, Dyuyy)ogdr = [ a8 D*uy DPdz
Q; =1 V=1 |a|<m;;,|Bl<ma
Qt mi—1
+ E > | ®igi(wi) Fiqijvads,
g=1 j=0 Yiq

(31)
pour tout uy € HX#(Q,),vy € HM ().
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De plus, étant données, pour chaqu.e Viq €t chaque l € {1,2,...,N;}, deuz
familles de fonctions {g;’.ql ;-";6—1 et {h;-ql ;”;{{'1, indéfiniment différentiables
avec support dans v;q, alors il existe une famille de fonctions {uil}{i"l dans
CP(§%) telle que

Figjua = g,
Bigj(us) = h,
pour tout viq,! € {1,2,...,N;},j € {0,1,...,my — 1}.

Remargue 14.— Par la définition des t; et x; nous avons t; > Xi.

O
Maintenant posons successivement
N; N;
a;(us, v;) = Z/ Z Z ang"uufDﬁmdx,
1=1 7% U=1 |al<myy, | Bl<ma
puis
K
a(u,v) = Z ai(ui, ;). (32)
i=1

a(u,v) est la forme sesquilinéaire définie sur H m (€2) associée a 'opérateur .
Immédiatement nous avons la

PROPOSITION 15.— Pour tout u,v € D(Q2), on a

K N; N; ,
(l(u)’U)O,2,Q = ZZL(Z lﬁ‘ u,-l)ﬁiida:

i=11=1 "% =1
a(u,v)

—_
Maintenant, pour u € H* (Q) et v € Hﬁ(ﬂ), grace au Lemme 12, on a

K N; N; ,
(@, oze = 23 [ (1 wyode

=1 l=1 =1
K N; N; Qi mu—1

+ Z Z Z Z Z L .- Q;qu juir Fiqi0sdo

i=1 =1 lI'=1q=1 j=0
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= a(ua v)
K Qi N; my-1 N;
+ ZZZ Z / (Z Piqu juir ) Fiqijvado.
i=1¢=1 =1 j=0 v "Via ['=1
Si on utilise (32) et (30), alors il vient

N,' mu—l

((w),v)0,2,0 = alu,v) + Y /r Y3 N (Rigyws) FigjTado,

reA i€lr =1 j=0

ou dans le membre de droite ci-dessus ¢ est défini par v, =T.

3.2. Une classe d’opérateurs de bord et de transmission.

Dans cette sous section nous déterminons une classe d’opérateurs de bord
et de transmission de sorte que 'on puisse associer & notre probléme une
formulation variationnelle.

On considére maintenant le vecteur colonne avec mr composantes, noté
et défini de la fagon suivante:

Fr(v) = (Figrj (v))ieIr vig=T {1, Ni},jE€{0, - ma—1} -

Les composantes étant rangées par exemple par rapport a i,l,j dans
Pordre lexicographique. Fr-(v) est donc un opérateur de trace sur I' défini

pour v € H m (Q).
De méme on définit le vecteur colonne avec mr composantes :
@r(u) = (Pigtj (wi))icrr pig=T {1, Ni},j€ {0, msy 1}
—_
®r(u) est bien défini pour v € H t(Q).

Avec ces notations, il vient:

((u),v)02,0 = a(u,v) + > _ [ *®r(u).Fr(v)do, (33)
rea”T

T i
pour tout u € H ¥ (Q),v € H(Q).

A ce stade, nous allons traiter les conditions de bord et de transmission
(4) particulieres suivantes: on considére pour chaque I' € A deux matrices
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carrées By r et Bor d’ordre mr a coefficients constants et 'on considére les
conditions de bord et de transmission (4) sous la forme générale suivante:

B]_,p@p(u) — B2’rFr'(u) = r,VI' € A, (34)
ol ¢r = (¢rh)r=1,...,mr-

Nous sommes en mesure d’imposer la (& comparer avec la condition (19)
de [18])

Condition III: On suppose que pour chaque I' € A: KerB;r C Ept,
ou Er est 'espace B, (R(Bir) N R(Bar)).

Apres quelques combinaison linéaires et permutations de lignes, les con-
ditions de bord et de transmission (34) s’écrivent aussi (voir la condition

(39) de [18]):
(8, )o- (B )mon(4).

ol Bf 1., B? . sont des matrices my. X mr, Bj p est une matrice (mp —mp) x
mr et rang B? . = rang Bir = my, rang Bjr = mp — mp; o} sont les
mr —m}. premiéres composantes de ¢r tandis que ¢Z sont les m}. derniéres.
L’écriture matricielle précédente (ainsi que les suivantes) sont des écritures
par blocs.

La condition III se traduit matriciellement par
B%,r-(B%,r)* =0. (36)
On considere alors I’espace V:
V = {ue HP(Q)/NT € A, B . Fr(u) = 0}. (37)

‘s . Bl
On désigne par blocs la matrice Mr = ( B%’F ) qui est donc inversible,
1r

puis on pose F'(u) = MpFr(u) et ®r(u) = (M7 1)*® 0 (u).

Les conditions de bord et de transmission deviennent:

0 . Bl - 1
M dr(y) = 2, )M_]'F +( Pr >,
(s, )it = (g7 )+ (2

- - 1
(o Beses )or@=(g g )Ew+(%).
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I=1, mp—m?, étant la matrice identité d’ordre m;, — m/.. En posant main-
tenant Np = 31 rB¥r, Nr est de rang m}. donc inversible, la condition III
implique donc que

5 Fri(u) = —pk
{ Or,2(u) = QpFra(u) + Ny ok (38)

ol ’'on a posé
% or 1(v) ) i ( Fr 1 (u) )
Or(u)=( 2 et Fr(u)=| =" ,
= (i ) o Fo= (50
<I>r 2(u) (tesp. Fr 2(u)) étant les m}. derniéres composantes de ®r(u) (resp.
Fr(w)) et Q. = Ny Q. Notons que la premiére identité de (38) correspond
aux conditions aux limites dites stables (voir [13] pour le vocabulaire), tandis

que la deuxieme identité de (38) correspond aux conditions aux limites dites
tranverses, ou ici il y a un couplage entre dérivées hautes (qui n’ont pas de

sens dans H™ (€2)) et basses (qui ont un sens dans H i (Q)).

Ainsi nous avons :
/F &0 (u).Fp(T)do = /F @ (u) ML M Fo(@)do
- /r t§ 0 (u). B (0)do
= /Ft@r,g (v).Fr 2(v)do (car v € V)
= /r B o(u).tQp.Fr o(T)do + /F YNy L pR).Fr 2 (v)do.
On considére alors la forme sesquilinéaire b qui est définie sur H m(Q) X

H™(Q):
b(u,v) =3 / t Fp g ().t Q. Fra (5)do. (39)
T T

On notera a3 (u,v) = a(u,v) + b(u,v) la forme sesquilinéaire définie sur
V associée au probléme (3)-(4).

3.3. Probléme et formulation variationnelle.

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat qui associe a notre probléme
une formulation variationnelle. Définissons d’ abord ’espace

V = {ue H™(Q)/VT € A, B} 1. Fr(u) = 0}. (40)
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THEOREME 16.— Sous les conditions I & III, pour § € H-F(Q),

Yrn € H"P"‘%(F),Vl" € Ah=1,.,mp, sive H? @ n V est une
solution de

a(u,v) + b(u,v) = (f,v)o,2.0 — Z /r YNF'e}).Fra(@)do, Yo €V, (41)
T

alors u satisfait

l(u) = f sur(},
{ B((::)) =y .:u: o, (42)

avec o} =0, pour tout T € A.

Preuve. — On applique (41) pour v € D() (ce qui signifie v; € D(;)
pour chaque il) et on voit que !(u) = f. Remplacant f par [(u) dans (41)
et utilisant la formule de Green (33) on obtient

; fr tFF,i’(“)-tQ;*-FFﬂ(E)dU = ; fr t‘i’r,l(u).ﬁ'r,l (¥)do
+ ZI‘: fl“ tér,z (u).ﬁp,g(ﬁ)da
-k YNy 1pR).Fr 2 (T)do, Yo € V.
T

Par définition de Fr et de ﬁr, et avec ’aide des théorémes de trace, on
obtient

®r1(u) =0 et Qp.Fr2(u) = dra(u) — Ny 'pd, VI € A.

Mais ceci signifie B(u) = ¢ sur 9. O

Remarque 17.— Dans la suite, nous nous bornerons 4 ’étude de u € V
solution de (41), qui sera appelée solution faible de (42). Ceci ne restreint
pas la généralité car si u € V est solution de

a(@,9) +b(@9) = (F, Doz - 3 /F H(N1g2). Fro(@)do, V5 € 7,
r

alors en définissant u par

u=u-) ®sTsi,
Ses

ou (Tsu)q est le développement de Taylor de %y en S & 'ordre m;; — 2 et
®s est une fonction de troncature valant 1 dans un voisinage de S et de
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support suffisamment petit, cette fonction u est dans V et est solution de
(41) avec

[ = f—sé:sl(‘DsTsm et
¢ = §~— ) B(®sTsu).

Ses

Des lors, si u admet une décomposition en partie réguliére et singuliere,
alors u admet elle méme une décomposition en partie réguliére (celle de u

augmentée de Y, PsTsu) et singuliere (identique & celle de u). ]
Ses

3.4. Illustration.

Nous terminons cette section en montrant, pour un exemple introduit
dans la sous-section 2.4, pourquoi les conditions I & III sont satisfaites (la
vérification pour les autres exemples se fait de fagon analogue). De plus
pour cet exemple nous donnons les formes bilinéaires a et b ainsi que les
espaces V et V qui interviennent dans le Théoréme 16.

Ezemple 18.— Couplage avec 'opérateur de Laplace (voir Exemple 8).

Dans cet exemple {2 = U?=1 Q;, donc K = 3. Pour chaque i = 1,2,3,
nous avons N; = 1 et l;(z;,D) = A. Pour ¢ = 1,2,3, nous choisissons
si1 =0, tih = 2, mj = 1l,w;; = p;. Il est facile de vérifier que chaque
opérateur [; est proprement elliptique, ainsi la condition I est satisfaite.

Vérifions la condition II de recouvrement pour le ¢c6té I' = I'y23 com-
mun aux trois domaines Q;,7 = 1,2,3. Fixons o un élément quelconque
de I'; par définition de la condition II, on considére les transformées par
les difféomorphismes x; (correspondant & x,) des parties prmc1pales des
systemes (I;)icrr et (Bra)n=1,2,3 dans un voisinage 6 de 0 de IR’ Notons
R} = {(:cl,wg) € R? : 5 > 0}, l(zo, D) et B(zo, D) ces deux systémes
(obtenus aprés transformation par les difféomorphismes ;) écrits au point
z =0 de IR?. Les équations (5) nous donnent

_ A 0
l(.’l)o, D) = 0 0
0

opbo

A

tandis que les équations de transmission (6) et (7) nous donnent

E(wo,D) = 0 1 -1
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Nous avons det Rzo,ﬁ) = |¢|°. Pour tout couple de vecteurs linéairement
indépendants £,£' de IR?, le polyndme det I(zo,& + 7¢') de la variable
complexe 7 posséde exactement 3 racines de parties imaginaires stricte-

ment positives: 73 (zo,&,&),k = 1,2,3 (en fait dans ce cas 77 = 7 =
—6.£' +4/(6.£)2-I€1%|¢ . .
= i (E|€€|2) lej¢'| ). Soit le polynéme P* (xo,&,£')(7) = [To, (T—

7+ (20,&,¢)) et A(zo,£) la matrice adjointe de (o, &) (C’est 3 dire la
matrice satisfaisant I(zo,£)A(zo,£) = det (o, &)I3). Nous rappelons que
la condition de recouvrement au sens de [2] est satisfaite si pour tout
&1,& € IR*, les lignes de la matrice B(zo,(&1,7€2))A(zo, (€1, 7€2)) sont
indépendantes modulo le polynédme P*(zq, (£1,0), (0,£2))(7). 11 est de plus
clair qu’il suffit de vérifier la condition précédente dans le cas particulier oi
&1=1 eté=1.

_ Désignons pour simplifier par Q(7) = (Qk;(7))k,j=1,2,3 la matrice
B(zo, (1,7))A(zo, (1,7)). Les calculs donnent

(1 +72)2 —(1+7%)2 0 B
Q(r) = 0 (1+ 72)2 —(1+7%)? = (1 —1)2Q(7)
(1 + 722 por(1+7%)2 por(1 +72)2

et P+(.’l:0, (1’ 0)7 (0’ 1))(T) = (T - i)a'

L’indépendance des lignes de Q(7) modulo (7 — i)3 signifie que si on a
pour 3 complexes ¢, ¢, c3 €t 3 polyndémes Py (7), P2(7), P5(7) les relations

3
D ekQui(r) = Bi(r)(r —9)%, i =1,2,3, (43)
k=1

alors ¢; = cp = c3 = 0. Aprés simplification de (43) par (7 — i)? et prenant
T = i, on obtient le systéme homogéne

Q)| c2 | =0. (44)
c3

Apres calcul, on obtient que le déterminant de la matrice Q (2) vaut —64i(p1+

p2+p3). 1l est non nul puisque les coefficients p; (i = 1,2, 3) sont strictement
positifs. L’unique solution de (44) est donc ¢; = ¢ = ¢ = 0. Ceci permet
de conclure que la condition II de recouvrement est satisfaite pour tout zg
appartenant au c6té I' = I'193. Pour les autres c6tés, 'opérateur étant le
Laplacien et la condition de bord étant la condition de Dirichlet, il est bien
connu que les conditions de recouvrement sont satisfaites dans ce cas.
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Vérifions maintenant la condition III uniquement pour le c6té I' =
T'123 (la vérification pour les autres cotés étant analogue). Le systéme de
Dirichlet correspondant au coté I' est donné par Fr(u) =*(u3,uz,us) et le
systéme d’opérateurs associé par la formule de Green (33) est donné par
®r(u) =t(g—';:, g—:jf, —g—:jia). L’écriture des conditions de transmission sous la
forme (35) donne

0 0 O 1 -1 0
Bir= 0 0 0 et Bor = 0 1 -1
b p2 P3 0 0 0
Puisque
pp 0 O
Myr={ 0 po 0 |,
0 0 ps

la matrice Bf:r donnée par la formule (36) est égale a:
Bir=(11 1),

Tandis que la matrice B; . donnée par (35) est vaut:

1 -1 0
Bé,r:(o 1 —1)'

On voit que Bf,lr-(B%,r)* = 0, c’est & dire que nous avons (36), ce qui montre
que la condition IITI est vérifiée.

La forme sesquilinéaire associée & ce probléme est

3
a1 (u,v) = a(u,v) = Zp,v /Q Vu;Vodz.

i=1

Notons que la forme b définie par (39) est nulle. L’espace variationnel V
est:

V=V={UGH1(Q) T U = ug = ug sur I'yo3
et u; = 0 sur viq, Vi € {1,2,3},q € {1,..., N;} tel que ~iq # I'123},

Iégalité de V avec 1% provenant de la Remarque 5. La forme sesquilinéaire

ay définit une semi-norme équivalente & la semi-norme de H(f); a; est
donc V-strictement coercive d’aprés I'inégalité de Poincaré.
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4. Un résultat de décomposition.

Nous voulons nous intéresser maintenant & la régularité de la solution
faible de (42). Par exemple, pour une solution u € V de (41) avec un sec-

ond membre donné par le Théoréme 16, nous voulons savoir si u € H T (),
autrement dit est-ce que u posséde la régularité optimale? L’opérateur [L, B]
satisfaisant les conditions I et II, nous pouvons déja dire grace & la théorie
générale (voir [2]) que u posséde la régularité optimale loin des sommets de
Q. Il nous suffit donc d’analyser la régularité prés des sommets. Nous com-
mencerons par établir un résultat de décomposition avec un second membre
pris dans des espaces de Sobolev & poids.

4.1. L’opérateur As()).

L’étude des problémes aux limites pour les opérateurs elliptiques dans
des domaines & points coniques est bien adaptée aux espaces de Sobolev &
poids; elle a été introduite par Kondratiev [9]. Nous étudions donc notre
opérateur [L(z), B(z)] dans les espaces & poids pour revenir par la suite
dans les espaces ordinaires.

[L(z), B(z)] transforme

-_ — _ _
V;+ t () dans Vﬁ— S P(Q) x H V; Lo NN 1/1719(1-1) — Y;’p(ﬂ).
T'eAh=1,---;mpr
(45)

On fixe S € S et nous appelons pour chaque i € Ig,C; le cone qui
coincide avec {2; dans un voisinage de S et nous notons Cs = | J C;. Les
espaces définis dans €2 sont définis de fagon analogue dans Cs.

i€lg

Nous considérons d’abord un probléme particulier dans Cg qui est généré
par le probléme (3)-(4) en prenant la partie principale de [L, B] avec coef-
ficients gelés en S.

N;
Zluos(D)uil = f‘il dans C’i)Vi=1a"'aKaVl=17"',N‘i’ (46)

=1

Bfho(D)u = ¢rpsuwrI,VT € A VA =1,---,mpr. (47)

On note [Lo(S), Bo(S)] I'opérateur associé au probléme (46)-(47). (Ici,
par abus, la notation I" € A signifie que A représente ’ensemble des cotés
de Cs)
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On suppose pour chaque i € Is que chaque opérateur l"0 et Bz Th,o inter-

venant dans les équations (46)-(47) est écrit dans IR et que le repére choisi
est tel que S soit 1'origine. On introduit ensuite les coordonnées polaires
(,0;) avec 0; € [0;w;]. Posons 8 = (6;);=1,..x et s = Cs N S?%, ol S?
représente la sphére unité de IR?; 6 est alors un paramétrage du réseau 1-D
Qgs. Par la transformée de Mellin

+00
\/% / =2 Lu(r, 0)dr = a(), 6),
T Jo

les équations (46)-(47) deviennent un probléeme de transmission-frontiére
dans le domaine g avec le paramétre complexe A donné par les équations
suivantes:

N;
> L8 (6i, Doy, A+ tir Vi (A + ta, 05) = fa(A — sa,6;),  (48)
l'=1

pour tout 0; €]0;w;[,Vi=1,--- | K,VI=1,---,N;, et

Z Z le S(wq,quev A+ tzl)ull()‘ + tzl,w,,) = <pph()\ - ’f'r‘h,wiq)’ (49)
i€lr I=1

pour tout I' € A,h = 1,---,mr, et ol wiq = 0 ou w; selon que (r,0) ou
(r,w;) € vig =T et o on a posé

Eil’,s(ei, Do,' 9 1”61") = 311 +it, lu S(D) et
B{-{;’LS (wiq, DO, 7‘37‘) = r"'I‘h+tu le S (D)

Notons Ag(A) = [Ls(A), Bg(A)] I'opérateur généré par (48)-(49), défini dans
Qg et qui transforme contintiment

—_
Wkt 2(Qg) dans Wk'?’p(Qs) b Hw =Y*P(Qs) (50)
Tk

De Pellipticité de I’opérateur [Lo(S), Bo(S)] dans Cs, on en déduit Pellipticité
de Ag(A) au sens de [3]. Ainsi, pour tout A € €, sauf pour un ensemble de
points isolés, Ag(\) est un isomorphisme dans les espaces cités dans (50). Si
Ag(Ao) n’est pas inversible, on dira que Ao est une valeur propre de Ag(A).
Comme Ag(A) — Ag(Ag) est un opérateur compact, dim ker 4g(A) est fini
pour tout A € €. Pour montrer que le nombre de valeurs propres est fini
dans toute bande h < Re()) < h; nous avons besoin d’établir le
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LEMME 19.— Sous les conditions I et II, il existe 6 > O,N > 0 et
C > 0, tels que pour tout A € 35 v = {§ €@ :|argf+ 3 |< 4 et |€| > N},

et pour tout u € H*+ T (Qs) = Wkt T 2(Qs), nous avons:

Wy Paaun < CUSSOWh o
+7 B y G

k—rpp—%,wr.lAl

0l MOUS QUONS POSE:
lelles 2 aen = Z Nwitlli e Jowirn avee
1
||uil"k,]o,w'-[,|>‘| = (W |luil|l0,]0,w¢[+ | ua |k,]0,w,-[)"’
(voir [7], Définition AA.17 ) et

HBI- h(u)”k een et/ ZZP"k—rrh—l/z

i€lr l=1

B’l Su,z (wiq)‘ .

Preuve. — Arguments analogues au Lemme 5.11 de [21]. g

Nous précisons maintenant les définitions de valeurs propres, de fonc-
tions propres et de chaines de Jordan associées pour 'opérateur Ag(A) qui
interviennent dans la régularité de la solution variationnelle prés de S.

DEFINITION 20. — Le compleze A = A\g est une valeur propre de As()),
—

si il eziste une fonction mon triviale ¢Sro0 € Wkt1 P(Qs) avec
As(Xo)p5 00 = 0. La fonction ¢S200 est appelée solution propre de As()\)
pour A = Ag.

Soient ¢S*o#0 =1, ... IS*0 des fonctions propres indépendantes, on
introduit NS:Ao:# fonctlons propres associées qui constituent une chaine de
Jordan définie de la facon suivante:

DEFINITION 21.— La famille systéme {¢5 4%}, Nsagupuei, . 1520
est un systéme de chaines de Jordan si

k
) %(3/ ON)TAs(N)p5 20 ka |5y, = 0
q=0 *’

pour k =0,..., NSAor NSAo:k étant décroissant par rapport d pu.
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On démontre les théorémes qui suivent de fagon analogue a [9] pour
p =2, et [17] pour p # 2.

[L, B] défini
par (45) est un opérateur de Fredholm si et seulement si Ag()\) n’a aucune
valeur propre sur la droite ReA = —3 — 2/p + k, pour tout S € S.

THEOREME 23.— Sous les conditions I et II, supposons que [Lo(S),
By(S)] = [L(z), B(x)] dans un voisinage de S et que les droites Rel =
—B1—2/p1 + ki = h1,Rel = =5 — 2/ps + ko = hy nont pas de valeurs
propres de Ag(\) avec hy < hy; alors pour u € Vk1+ T () solution du

probléme (3)-(4) tel que pour [f,¢] € Ykll’p )N Yk”’2 (R2) nous avons le
développement suivant dans un voisinage de S:

u=w+ Pg Z c,g,)‘,u,ka'S’A’“’k,
Ak

ot w € Vk2+ T (Q),cs,a,u,k € C,Ps est une fonction de troncature égale
a 1 dans un voisinage de S, la somme étant étendue aux valeurs propres A
de As(€) dans la bande ReX €]hy, ho[,p = 1,...,I5* k = 0,..., NS0k et
les fonctions singuliéres sont données par:

oSk AT Z ((ln r)? ) FSNmk—a.

q=0
Les coefficients cgzux €tant des formes linéaires continues de [f, ).

4.2. Décomposition dans les espaces de Sobolev a poids.

Pour étudier la régularité de la solution faible du probléme (41), nous
avons besoin de montrer que cette solution faible est dans un certain espace
a poids. Pour cela nous nous plagons dans un cas particulier o I’on suppose
que Popérateur [L, B] est homogéne avec coefficients constants.

LEMME 24. — Sous les conditions I a II£ soit u € V une solution du
1
probléme (41) avec un second membre f € W= $P(Q), o, € W™ ™*"2P(T)
avec 1 < p < 2, alors

T
ueV,” P(Q) (52)
avec T = (tg),a =~ — % +n+1,Vy €]0; 1], ot n = sup(ty — my)-
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Preuve. — On suit la méme démarche que le Lemme 5.21 de [21] (voir
aussi [7]). Les conditions de recouvrement et les résultats classiques pour

les systémes impliquent que u € V T loin des sommets de (2. II suffit donc
de prouver (52) prés des sommets.

Appliquant la proposition AA.29 de [7] & uy € HJ**(£2;), on obtient que

ug € V02 (Q), Vy €]0;1[ Vi, Vi. (53)
Grace & I'inégalité de Holder, on obtient quand p < 2
ug € ij__m 1 (), vy €]0; 1], V4, V. (54)

On fixe maintenant un sommet S de Q et on considére un recouvrement
diadique de
CP ={z € Q:r(r) <2ro}

pour rg > 0 et assez petit tel que Cg° C §: pour tout v € IN*, on pose

={zeQ: —< ()<2T°

S={ze: 2 <r(a ) < 0y,
On pose u, = (V™*uy(;)). Les estimations d’Agmon-Douglis-Niremberg

pour les systémes assurent 1’existence d’une constante C' > 0 telle que

Z”Vm“uil(i) ) gc(z Z l:’l,(l/ .
il

P, S1 il |lren;

—8.

tl,p,Si
cThm,, )
Z () o,p,s;)
il
On fixe i = i et | = ly, 'inégalité précédente conduit &

> vmetor | Druig |y, o <O 3

|kl<tigug il |kl<—sa

’
DS )| )
ll

il

~Si1,p,5,,

On multiplie chaque membre de cette inégalité par v571=7 et on obtient

Z V;_1“7+m"010—|k| ”Dkuiolo“()p S, S C(Z Z

Ikl<tigg il |kl<—su

2 _1—~—lkl—m.: 4 2_1-— .
vs 1-7—lkl-ma pk Z lﬁ’l (ui) pe1-rtma
ll

uil“ )7

0,p,S,

~8i1,p,5],
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et par suite

Z 1/ —1—v4+m;g—| k]| “Dkuzolouo

'k|<t"0l0

e ¥ 2 |prE wa)

il |k|<-—sa v

P, Sy

3,8,

2_1- :
] Zam™ N
i 0,p,5],

En sommant cette derniére inégalité sur v € IN*, et utilisant le fait que
r(z) est équivalent & v~ sur S, et S/, et aussi (54), on obtient u;y, €

tiglgsP
7_?_" 2 it —Miato +1(€;) et finalement (52). a

Nous donnons maintenant un premier résultat de régularité pour un
second membre dans un espace & poids:

THEOREME 25.— Sous les condtions I a III, soit ki € IN et supposons
que k1 — B > 0 et aussi que la droite Re\ = —(3— % + k1 ne contienne aucune

valeur propre de Ag()) pour tout S € S. Alors pour tout [f,¢] € Y;l’p Q)

avecy satisfaisant o = 0, pour tout T, toute solution u € V du probléme
[L,Blu = [f,¢] (L et B étant homogénes a coefficients constants) admet le
développement suivant:

u=ug+ Z s aukPsaSMHk (55)
SE€S,(Apk)eAL (k1.p.8)

—
ou up € V;1+ t ’p(Q),Cs,A,u,k €C et

AL(k1,p,8) = {(A, 1, k) : X est une valeur propre de As(£) telle que
Rel €] —n—1; kl—- ﬂ[u—l GI8A k=0,.., NSMH,
oS ik € H (o)}
(56)
1 étant défini dans le Lemme 24.

De plus, il existe une constante C > 0 ne dépendant pas de u qui vérifie

luoll , .7, @+ > les Akl < C I IF ¢l llybar g, -
B S€S, (A p,k)EAL (k1,p.8)

(57)

P'reuve — Dr’aprés [21], Corollaire 1.25, il existe r €]1, p|, tel que fe
W=F7(Q) et orn€ W™ Trh=37 (), VT, h; par le Lemme 24 u € V,, T ()
avec @ = v — 2 + 7+ 1,Vy €]0;1[. Puisque a > 0, on obtient [f,cp] €
Yor(Q)n Y;l"’ (©). En utilisant le Théoréme 23 de comparaison dans les
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espaces de Sobolev & poids dans chaque céne Cs & ®su avec y assez proche
de 0, on obtient le résultat. O

En vue de considérer un second membre ¢ quelconque, nous donnons
maintenant un résultat de relevement de traces.

+k1-1, _—
LEMME 26. — Pour tout ¢ € [[re 4 p=1,....mp Vﬂrr’h T p(I‘) , il existe

—_
u€ Vﬂk‘+ t P(Q) tel que B pFr(u) = of, VT

Preuve. — Considérons I'opérateur linéaire

—_
G: V;H' t P(Q) — H t'l+k1__-]’p( Yig)s

u— (

oui € {1, ey K},l € {1, veey Qi},l € {1, very Ni},j € {0, ceey miz—l}, sim; =1
et oll v;4 représente la normale extérieure en ;4. D’apres le Théoréme 1.31 de
[21], G est linéaire et surjectif. Considérons maintenant ’opérateur linéaire

F- Vk1+ T ,p(Q) N H t:l+k1 ',P(%q),
iqlj

U+ (Fiquuil)a
ouni € {1,.,.K}l € {1,..,Q:},l € {1,...,N;},j € {0,...my — 1}, si
myg = 1. Montrons que comme G, F est surjectlf Soit donc (hiq;) €
T k 9.
Hiqu ;ﬁ " Jp(%q),on veut trouver u € Vk1+ T () tel que (Figrjug) =

(hig)- {Fiqij };n_"o'l étant un systéme de Dulchlet pour chaque j € {0, ...,my—
1} nous pouvons écrire d’aprés le Lemme 2.2.1 de [13]

quJ E 9"[1 asuzl E A 17 qus
slj 8 8lj ]
aui

s=0

ol pour s < j, les 0.91 ; et A . sont des opérateurs tangentiels d’ordre au
plus j — s avec coefficients mdeﬁmment différentiables sur v;, et, pour

= j, des fonctions indéfiniments différentiables et différentes de 0 sur
i
%Yiq- Posons alors (piq;) = (5_: Al hiqis) et, par surjectivité de G, soit

iq 0%uy
slj EY s

ue Vgt T (Q) tel que ( tl) = (#iqts)- Alors, Figijua = E 0
ov},

Z 981] Z A%, hiqis = hiqi; et ceci montre la surjectivité de F.
8=0 8’=0
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D’autre part, par définition des B%,r on peut trouver des fonctions giq;

ti+k -1_ B .
dans Vﬁ,l e ”(’Yiq) telles que si Fu = (giqi;)iq; alors B%’FFp(u) =

ep, V. O

Nous pouvons énoncer maintenant un résultat analogue au Corollaire
4.4 de [22]:

COROLLAIRE 27.— Supposons que les hypothéses du Théoréme 25 soient
vérifiées alors pour tout [f,y] € Y;l‘p (), toute solution faible u € Hﬁ(ﬂ)
du probléme [L,Blu = [f,¢] (L et B étant homogénes & coefficients con-

—_

stants), dans le sens suivant: pour v € Vit te() gl que B} +Fr(v) =
B 2,

—h VT, @ = u — v appartient a V et est solution de
a(ii, w) +b(id,w) = Y [ fuwade
'i,l - (58)
- X (N YR)Fra(@)do, Yw €V,
T

~ N:
ot lon a posé fa = fu— Y, Wow et Y} = ¢} — B} 1®r(v) + B} 1 Fr(v).
r=1
De plus cette solution u admet le méme développement que (55), avec la
méme estimation que (57). Cela est équivalent & dire queu € Vo =v+V

et satisfait
a(u,w) +b(u,w) = Y [ fuwydz
ol ;
- > YN 1pR).Fr 2 (W)do, Yw € V (59)
T

Preuve. — On tire du Théoréme 25 que la solution @ de (58) admet le
développement

@ =dp + Z k(W) BgaSMHk (60)
SES,(A,u,k)EAL (k1,p,8)

N
ol g € Vﬁk 1+ (©). Cela implique directement le développement (55)

N
pour u = U + v puisque v € V;1+ ¢ P ().

L’hypothese Ig — B 2 0 et les théorémes sur les injections de Sobolev
impliquent V;”’ t Q) — va(Q) et H™ (Q) = LY() (on -11;+% =1). Ces
deux injections montrent que la formule de Green (29) est toujours vraie
pour u € V;”’ t Q) etve H,Z_ﬁ(ﬂ) Remplagant alors f,ii, 42 par leur
définition, on obtient I’équivalence entre (58) et (59). O
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Remarque 28 Dans le cas K = 1, pour retrouver les résultats du § 7
de [7] il faut choisir s; = m; — m et t; = m + my,Vl = 1,..., N, lorsque
m = max; m;. Cependant ’ensemble des valeurs propres au sens de [7] et le
notre est translaté de —2m, autrement dit

Al = A2 - 2m,

ol \; (resp. A2) désigne une valeur propre de Ag(\) au sens de [7] (resp. au
sens de la Définition 20).

D’autres choix de s; et t; conduisent & d’autres valeurs propres puisque
les espaces impliqués sont différents. O

4.3. Exemples de calcul d’exposants de singularités.

Dans cette partie, nous représentons les valeurs propres de ’opérateur Ag ()
pour les exemples introduits dans la sous-section 2.4 avec le choix des
parametres 3;;,t;; précisés dans la sous-section 3.4. Ces valeurs propres sont
calculées avec la méthode de Newton. Pour d’autres méthodes nous ren-
voyons & [22, 6]. La description des domaines ayant été faite dans la sous-
section 2.4, nous rappelons uniquement la valeur des angles en S des cones
C; et nous précisons pour le calcul des exposants de singularités le choix des
valeurs des constantes affectées au matériau qui constitue chaque §2;.

Ezemple 29.— Couplage avec I'opérateur de Laplace (voir I’'Exemple
8).

A est valeur propre si et seulement si il existe une solution non triviale
u=(u;),t =1,2,3, des équations ci-dessous:

ﬁ'i(Av
277
W FOA+2%mO\w) = 0,i=1,2,3 (61)
u;i(A,0) = u;(A0),4,5=1,2,3 (62)
3 .

6ui()\, 0)

Sp—>~ =0 (63)
~ Ow

G(A\wi) = 0,i=1,2,3 (64)
Nous choisissons ici p; = 1,7 = 1,2,3. Un calcul rapide montre que A\ = —2

n’est pas valeur propre. Si A # —2, les solutions de (61) sont u;(A\w)=
A;etfM 2w 4 Be—iO+2w 4 — 1 2 3. Remplagant ces fonctions dans les
équations (62)-(64), on obtient un systéme linéaire homogene de 6 équations
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vérifiées par les A; et les B;. Il existe au moins une solution non triviale si
et seulement si le déterminant de ce systéme est nul. Ce qui conduit a:
A (# —2) est valeur propre si et seulement si A vérifie:

3
3_ Z e2O+2wi _ Z 2O (Witw;) 4 3,2i0+2) e 0.
j=1 i<j

D’apreés [20] on sait que les valeurs propres sont réelles puisqu’elles peu-
vent étre définies comme des valeurs propres d’un opérateur autoadjoint. La
Figure 7 représente les valeurs propres pour w; + ws = 7 et w3 = 5. L’axe
des abscisses w représente les différentes valeurs de w; en degré tandis que
Paxe des ordonnées représente Re()\) +2 = A + 2.

4t ]
3t i
(3]
+
<
2F
1 L
O L 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
®
Figure 7

La Figure 8 représente la répartition des valeurs propres pour w; =
we = § et w3 compris entre 0 et 27. L’axe des abscisses w représente les
différentes valeurs de w3 en degré tandis que 1’axe des ordonnées représente
Re(A)+2=A+2.

Ezemple 30. — Mouvement de deux corps élastiques interconnectés (voir
Exemple 9).

Les coefficients de Poisson pour les corps €2, et {22 sont notés respective-
ment v; et vo. Nous rappelons que P’angle entre les deux plaques est noté o

— 140 -



Problémes de transmission sur des réseaux polygonaux

A+2

0 25 50 75 100 125 150 175
(0]

Figure 8
(voir la Figure 4) tandis que les angles intérieurs au sommet S sont notés
w1 et wa.

Dans chaque céne Cy, k = 1,2, nous fixons S comme origine et en coor-
données polaires nous introduisons la base locale

cosw —sinw
e, = ( . ) et e, = ( )
sin w cosw
et nous écrivons le vecteur de déplacement dans le plan de ) sous la forme

uf = uk(rw)e, + uk(r,w)e,.

Les équations vérifiées par les fonctions propres associées & Ag(A) ont la
forme suivante.

Equations différentielles:

PuENw) o A\ w)
Co—p— T (A" =DE A w) +[(A = 1) = Ck(A +1)]—5~— = 0 (65)
0*a5 (M, w) 2 ek ouF(\w)
w2 + Ck(/\ - 1)uw()\,w) + [()\ + 1) —Cr(A— 1)]—80.) =0 (66)

A Ok (\,w)
Nk w) + —-—-—§w2 =0. (67)
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ol k = 1,2 et ol nous avons remplacé A + 2 par A. De plus nous avons posé
= gt
Les conditions de bord extérieur sont:

i\ wy) = 17&,()\,«11) =3\, w1) =0

ﬁf()\,wg) = ﬂf,()\,wg) = ’ﬁ%()x,&&) =0.
Les conditions de transmission sont:
(A, 0) = T2(X,0)
2L()\,0) = cosa @; ()\ 0) + sina 42(A, 0) (68)
u3()\,0) = —sina 42,(A,0) + cos a u3(A, 0)

53,(1,0) = —=52,(),0)
2
GL,(A,0) = —cosa 52,,(),0) — 2 Sinaaua(;\m (69)
. 2
D — im0 52,(0,0) - ip cosa PG

ou
A"(/\ w)

Fro(Aw) = e + (A= DEEA W),

0wk (\,w) ok (\,w)
Ow

+ (A, w)] + Mel(A + DEF(A, w) + b

(A w) = 2 [—22—
Ak et py étant les coefficients de Lamé correspondants.

Les équations (65) et (66) ont pour solutions quand A # 0 et
3+A-4y #£0

e\, w) = c1x(A — 1) cos(A + V)w + cox(A — 1) sin(A + Dw+
cakdi(A + 1) cos(A — Dw — capdr(A + 1) sin(A — 1w,

8k (A, w) = c1e(A = 1) sin(A + 1)w + cor(A — 1) cos(A + L)w—
cak(A+ 1) sin(A — 1w + c4x (A + 1) cos(A — Nw,

3—A—4Vk
3+A—-4vy *

avec dy, =
Les solutions des équations (67) ont la forme
z’i’?f()\, w) = ¢5k €OS Aw + Cgf SIn Aw.

Remplagant ces solutions dans les conditions de bord et de transmission,
nous obtenons un systéme linéaire homogeéne de 12 équations et 12 incon-
nues. Ce systéme linéaire admet une solution non triviale si et seulement si
le déterminant correspondant est nul.
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Nous calculons les valeurs propres de Ag()) pour dans différents cas:

Premier cas. La Figure 9 représente la partie réelle (augmentée de 2)
des exposants singuliers pour w; = wz = § . L’angle entre les deux plaques
est noté o et nous faisons varier o de 0° & 360°. Les coefficients de Poisson
pour les corps §2; (fonte malléable) et Q2 (acier) que nous avons choisis
sont respectivement 14 = 0.17 et v, = 0.29 et le module de cisaillement
est ﬁﬁ = 4. Sur cette figure et sur les suivantes notons que les exposants
singuiiers qui sont réels sont représentés par un point plus fin tandis que
les exposants singuliers possédant une partie imaginaire non nulle ont leurs
parties réelles représentées par un point plus épais. Remarquons dans ce
cas que les valeurs propres sont les mémes pour a et 2 — o (symétrie par
rapport a 180°),ce qui est logique du point de vue géométrique.

Re(A) +2

1iF
0 L i L 1 i L 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
[0]
Figure 9

Deuziéme cas. Comme dans le cas précédent nous fixons w; = wp = §
et faisons varier a de 0° & 360° mais nous supposons que les deux plaques
sont constituées du méme matériau (14 = v = 0.17). Les parties réelles des
exposants singuliers sont représentées dans la Figure 10. Notons que pour
a = 180° les exposants singuliers sont entiers. Cela s’explique par le fait
que dans ce cas le corps peut étre considéré comme un seul corps et que le
domaine est régulier en S.

Ezemple 81.— Vibrations hydroélastiques, interaction fluide-structure
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Re(A) +2

0 50 100 150 200 250 300 350
Figure 10

(voir Exemple 10)

Nous considérons les valeurs propres en un sommet S ol le céne corre-
spondant est représenté sur la Figure 11.

Les équations vérifiées par les fonctions propres sont (ot dans les équations
(70)-(76) A + 2 est remplacé par A)

Equations différentielles:

~ o\ w

AP0\ w) + L{;(z—) = 0. (70)
%éw) + (A2 = 1)a,(\w) + [(A=1) — C(A +1)] Do) a“w(’\ “) _o (r1)

8%, (\,w) 9 ~ Bur()\,w) _
w2 T CN -1u,( A\w)+[(A+1)—-C(A— 1)]6—w = 0. (72)

Conditions de bord extérieur:

condition de Dirichlet, (A, w1) 0 (73)
condition de Neumann, &, (A, 7) = o,,(A,7)=0. (74)
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Cs
S
[0}
Cz Cy
Figure 11
Conditions de transmission:
00 _
w0 (75)
O,0(A0) = 7,,(10)=0. (76)

On voit ici que le probléme est “découplé” lorsqu’on consideére la partie prin-
cipale, ce qui implique que le calcul des valeurs propres se fait séparément.
Néanmoins il faut bien comprendre que ce découplage n’a plus lieu pour
le calcul des fonctions singuliéres dans le cas général (voir section 5); en
effet les conditions de transmission interviennent dans le calcul de ces fonc-
tions singuliéres. Une valeur propre pour le Laplacien pourra engendrer une
fonction singuliére qui vit sur le domaine entier.

Les valeurs propres provenant du Laplacien (équations (70),(73) et (75))
sont données par
0y

A+2= o

+ kl, k entier. (77
w1

Les valeurs propres associées au systéme de 1’élasticité (équations (71),
(74) et (76)) sont données par la formule

(A +2)sin? (A + 2)7 =0, (78)

autrement dit A est entier. Ceci est justifié par le fait que I’angle choisi est
7 et que les conditions de bord et de transmission sont les mémes pour
la partie principale (conditions de Neumann). Le domaine Q3 a donc une
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frontiére réguliere en S et la théorie générale implique que les fonctions “o>”
correspondantes sont réguliéres: les fonctions “c*” sont donc des polynomes
dans la variable z, ce qui se vérifie aisément, et A est obligatoirement un
entier.

Ezemple 32.— Couplage “Laplacien-biharmonique” (voir Exemple 11).

A est valeur propre si et seulement si il existe une solution non triviale
u=(u),i=1,2,de

8

(,\+3)2al(,\w)+ —— (Aw) =0,

A+ 42\ +2)%T( A, w)+(A+2)2‘9”2(,\ )+34”2(A w) =0,

ul( )\,0) —0,

ﬂl( A,w1)=0,

& ZIN0) + (@ +47 + (1 - 0)A+4)&(0) = 0,

83“2( 2,0)+ (2 a)(/\+4)2—3(1—a)()\+4)+2(1—a))8u2( A,0) = 0,
Uz( Awz) =0,

311,2()\’ 2) _ 0

Le choix est £ = 10 pour le module de Young et ¢ = 0.17 pour le
coefficient de Poisson (ce choix correspond pour €22 & du béton compressé).

La Figure 12 représente les valeurs propres pour w; +ws = 3"' : axe des
abscisses w représente wo tandis que I’axe des ordonnées represente Re()\)+3.
Le probléme étant découplé on voit sur le graphique la superposition des
exposants singuliers provenant du Laplacien seul avec ceux provenant de
I’opérateur biharmonique.

5. Cas général.

5.1. Résolution polynomiale.

Pour revenir 4 la résolution de notre probléme dans les espaces de Sobolev
ordinaires il est nécessaire de résoudre le probléme quand le second membre
est constitué de fonctions qui sont des polynémes.
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Re(A) +3

Figure 12

Introduisons d’abord une notation que nous utiliserons par la suite. Pour
chaque cotéI'et h € {1, ..., mr}, posons -, = sup(tq—ma) pour les indices
i et | tels que v;; =T et tel que (BE,)o # 0.

Pour des raisons qui apparaitront plus tard, nous faisons I’ Hypothése
H1. Pour chaque I" € Ag et h € {1,...,mp}, supposons que

tit — my = cste = nry,
pour les indices ¢ et [ tels que v;; =T et tel que (BE,)o # 0.

Une premiére conséquence de cette hypothése et qui la justifie partielle-
ment est que P’espace des u tels que thu = 0 est invariant par le change-
ment

wy = (V™ (?))' (79)
ot BY, représente la partie principale de Bry,.

Remarque 33.— L’hypothése H1 est vérifiée quand les opérateurs sont
du méme ordre ou bien quand le probléme est “découplé” (c’est-a-dire que
la partie principale est découplée). A noter que cette hypotheése est vérifiée
par les exemples de la sous-section 2.4. 0
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Nous rappelons maintenant la définition des fonctions singuliéres duales
et des chaines de Jordan associées (voir [16] pour les justifications).
Considérons A%(\) 'opérateur adjoint de .Ag(X) et soit Ao une valeur propre
de As(\) a laquelle correspond un systéme de chaines de Jordan

k=0,...,N 5130k k=0,...,N 5204 5
{gS 0wk }u—-l “Isao - Alors notons {¥% '\0”‘”"} e le systéme

de chaines de Jordan de A? %(A), correspondant au nombre Qo tel que

NSAQ;A

Z k), (AS™ (Ao)u, TSAomly = (80)

—_
pour tout u € Wkt 2(Qg) et tout k =0, ..., NSAok =1, ... IS avec
les conditions d’orthogonalité:

k Ns,)\o,pl_kl
4+ +1 — IR
z Z (l + l' + 1)' (.A( )(A0)¢5,>\0,#,k l, PSiro.n’ k' + ) —_ 6kk’6p,u’7
1=0 =0

(81)
pour tout k = 0,..., NSk k' = 0., NSron's y y = 1,... ., I5%_ ((¢,7)
représentent le crochet de dualité (Y22(Q2s), Y2(Qs)*) relatif au produit
scalaire Lj).

Maintenant, nous définissons des espaces de polynémes en posant pour
J entier:

P;(Cs) = {p,p= (pa) :
chaque p;; est un polynéme homogene de degré J + t;; défini sur C;},

ol nous avons posé p; = 0 quand J +¢; <0,

X5(Cs) ={lp,dl,p = (Par),q = (gra) :
chaque p;; est un polynéme homogene de degré J — s;; défini sur C;,
et grp, est un polynéme homogeéne de degré J — rrp, défini sur I'},

avec p;; =0siJ—s;;<0et qrp =051 J —rpp <O0.
Avec ces notations nous pouvons énoncer le

LEMME 34.— Fizons S € S et J un entier. Alors pour tout [p,q] €
X (Cs), il eziste une solution wg € L%, (Cs) de

[Lo(S), Bo(S)]ws = [p, 4] (82)

Preuve. — Si J n’est pas valeur propre de Ag il existe une solution sous
la forme r7t T p(w) = (rT* ey (wa))a-
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Si J est valeur propre on cherche une solution sous la forme

IS,J

—_
rT+ U ow) + Z culnr oSN (0 ),
p=1

—
On pose avec les notations simplificatrices habituelles p = p(r,w) = r’/~  g(w),q =
(r?="™qrn)rh, ¢ = (grn) € [Ir 1€ et finalement p’ = (g,¢’). Si on calcule

IS,J

[Lo(S), Bo(S)] (1‘J+_t)<p(w) + Z Cu Inr US,J,#,NS,J,;‘ (r, w))’
p=1

on montre (comme dans [21], Lemme 4.16) que le probléme (82) est équivalent

a
IS,J NS,J,;A+1

1 ; S\ g
As(Dp+3 cu 3 GADSIN" I =g (83)
p=1 j=1
Si on pose f(l‘) — Z;\;si-l,#-l-l %Ag)(J)¢S,J7IJ7NSJ,F-+1—]', avec le choix (81)’
les fonctions f®) satisfont (f),¥5%#'0) = §,,. (voir [16]). Choisissant
cu = (p', U5 7#90) pour tout p = 1,...,I57, on peut trouver ¢ solution de

83) puisque p’ — IiJ ¢, f®™ est dans 'image de As(J). O
pu=1"~p

Maintenant nous définissons l'injectivité modulo les polynémes comme
dans [7] ou [23]. D’abord, pour tout A € €, notons S*(Cs) I'espace des
fonctions de la forme

— @
Pt E Cq(w)In?r, (84)
q=0

_—
o1 chaque fonction vectorielle ¢, est dans H ¢ (Qg).

DEFINITION 35.— Fizons S € S et J un entier. On dit que l'opérateur
[Lo(S), Bo(S)] est injectif modulo les polynémes sur S’ (Cs) si et seulement
si chaque solution wg de (82) de la forme (84) avec un second membre dans
X;(Cs) est dans P;(Cs).

Si [Lo(S), Bo(S)] n'est pas injectif modulo les polynémes sur S7(Cs) ,
alors on considére une base {q,}, de lespace X;(Cs)/Ys(Cs), ot Y7(Cs)
est l’image de Pj(Cs) par [Lo(S), Bo(S)]. Grice au Lemme 34, on fize une
fois pour toute, pour chaque v € {1, ..., M}, une solution €5’V de la forme
(84) du probléme (82) avec comme second membre q,. Ces fonctions sont
indépendantes et ne sont pas dans P;j(Cg).
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Pour k; € IN et p €]1,+00], on introduit 1'espace de Banach dans lequel
sera le second membre:
X*P = {[f,g] : f = (fu),g = (grn) tels que les fonctions f; € Wk —2u:2((;) et
kl""l"h—l » [} _T'I‘h"rl‘h_%
grn €W »P(T)NH M}
et ot nous prenons l'intersection si —rp, — rrp = 1.

Soit J = [k1 — 2] la partie entitre de k1 — 2. Pour [f,g] € X*12(Q)

on note []5[f,g] l'élément [p,q] tel que p = (pu), o les py correspondent
au développement de Taylor & l'ordre J — s;; de f;; dans les coordonnées
euclidiennes centrees en S, tandis que grh, est celul de grp, & l'ordre J —rrp,.

On peut écrire HJ[f, g9l = Z]<J (HJ[f’ g)); ou (HJ[fa g]); est dans X;(Cs).

D’aprés le Lemme 34 et avec la Définition 35, il existe wg € L?,(Cs)
solution de

[Lo(S), Bo(8)lws = [[ 51/, 9], dans Cs (85)
et cette solution admet le développement
J M,
wg= Y Y dsrweSt +gs, (86)
k=—nv=1

oll gs = (gs,it) avec gs,q; est un polyndme sur Cj, et les coefficients dg .
sont des combinaisons linéaires des D*f;(S) pour | a |< J — s; et de
D%grp(S) pour a < J — rrp.

LEMME 36.— Sous l’hypothése H1, une solution wg de (85) peut étre
choisie telle que wg soit localement dans va (Cs).

Preuve. — Montrons que wg se décompose en une somme d’un élément
du noyau de Popérateur [Lo(S), Bo(S)] et d’un élément localement dans
H (C’s) Pour cela, fixons ’entier j tel que j < J et posons [p,q] =
(H S1f,4]);j; notons que [p,q] € X;(Cs). Soit wh = (wd) une solution de
[Lo(S), Bo(S)]w = [p, q] donnée par le Lemme 34. w}, s’écrit sous la forme
(84). Pour chaque indice i € {1,...,K} et l € {1,...,N; } deux cas sont pos-
sibles: j + t;; < my ou j + t;; = my. Dans le second cas, il est clair que wy
est localement dans H["*(Cyg). Ceci nous améne & la décomposition

w{;=w1 + wao,

ol wy = (w}), wh =w} sij+ty < my, sinonw} =0, et wy = (w2), w2 =
w’ si j +ty > my, sinon w3 = 0. Pour obtenir le Lemme montrons que
[LO(S),BO(S)]wl =0.
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Vérifions d’abord que Lo(S)wy = 0. Pour i € {1,...,K}, l € {1,...,,N;},
deux cas sont & considérer:

Premier cas. Il existe I’ € {1,..., N;} tel que w}, # 0 et (%o # 0. D’apres
I’hypothése sur la définition de (I4')o (sous-section 2.3), puisque (I¥')g # 0
nous avons

sip + tiy = mq + map.

Ce qui implique
J+ma+mi =j+ su+ta <mar + sa
et en simplifiant par my-, on obtient
J—sa<-my<0.

On en déduit alors p; = 0. De plus, pour I” € {1,...,N;} et I” # I', on
ne peut avoir a la fois (I")o # 0 et w2, # 0. Sinon, en calculant comme
précédemment on aboutirait & 1'inégalité j — s;; > 0.

Dans ce cas, nous en tirons

N,‘ i Ni
D U owh =D (W )owh =0.

r=1 r=1
Deuxiéme cas. Quelque soit I’ € {1,...,N;}, w}, = 0 ou (I¥)e = 0. Nous
avons immédiatement N
Z(li")owh/ =0.

r=1
Finalement, nous avons bien Lo(S)w; = 0.

Montrons maintenant que By(S)w; = 0.

Fixons I € Ag et h € {1,...,mr}. Supposons d’abord qu’il existe i € I
et!l €{1,...,N;} tel que (Bl';’h)o #0et w}, # 0. Nous avons donc j+t; < my,
ce qui implique j < my — t; = —nrp et, d’aprés H1, pour tout ¢ € I et
' € {1,..,N;} tel que (Bi)o # 0 nous avons w2, = 0. Dans ce cas nous
obtenons

(Bra)ows = Y (Bii)o(why +why) = (Bra)ow,.
V€I, :(BE}Y Y070
. , , . o~mra=Tra—3% .
Si h € {1,...,my}, Pappartenance de grp & H (") et le fait
que j — rrp < —Npp — rrp impliquent grp, = 0. Donc (Brp)ow;, = 0. Si
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h ¢ {1,...,mp} alors rrp + tiy > my et nous en déduisons d’aprés H1 que
Trh 2 —7Nrh - Puisque aussi j < —npp, alors j — rpp, < 0. Par conséquent
gr» = 0 et nous avons aussi (Brp)ow; = 0.

Supposons maintenant que pour tout ¢ € Ir et I € {1,..., N;} on ait
(B&,)o = 0 ou w}; = 0. Dans ce cas il vient immédiatement (Brp)ow; = 0.

En conclusion, on a toujours By(S)w;, = 0. O

THEOREME 37.— Soit p €]1,+00[\{2}. Sous les conditions I & III,
supposons que l’on a Uhypoté se H1 et que la droite Re\ = kl—g ne contient
aucune valeur propre de Ag(\) pour tout S € S. Soit [f,g] € X k1p(Q) et
u € H (Q) une solution faible du probléeme (3)-(4), en ce sens qu’il existe
v E H,, (Q) satisfaisant B} pFr(v) = —gf, VT tel queu € Vo =v+V et
u est solution de (59), alors cette solution admet le développement suivant:

u=1ug+ Z s kg0 oMk (87)
S€S,(\,p,k)EAL (K1,p,0)
+ > ds B>

SeS,(k, V)GA (k1,p)

_
ot ug € Whkitt P(Q),csauk €C et nous définissons:
A%(k1,p) = {(k,v) : kEZ—n—1<k<k1——1/—1 o My,
Slc Ve Hm(ﬂ)}

1 étant le nombre défini au Lemme 2.

(88)

De plus nous avons l’estimation

Nwoll .. .2, a ¥ > les,xukl (89)
SGS,(I\yMk)GA}g(kl ,D,O)

+ > lds,k.| < C(I [£:9] llx%2(0))-

Se8,(k,v)eAL(k1,p)

Preuve. — Posons w = Y 5. Psws, avec ws € va(Cs). En util-
isant (85) et les inégalités de Hardy, nous avons [f,§] = [f,9] — [L, Blw €
YO""" (€). Alors, par le Corollaire 27 il existe une unique solution @ €

va(Q) du probléme (3)-(4) avec [f,§] comme second membre qui admet
le développement

~ ~ '~ SyAy 7k
@ = dip + > Cs Ak (B) 2507,
S€ES,(Au,k)EAL (k1,p,0)
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—_
ol ilp € VPt ¢ () et cs,a,u,k (%) est une forme linéaire continue de 4. On
pose u = i + w et puisque w € va (€2), alors u est I'unique solution du
probléme (3)-(4). Finalement, w dépendant continiiment de [f, g] et utilisant
Pestimation (57 ) pour @ on obtient (89). a

Pour p = 2, on utilise un argument d’interpolation comme au Théoréme
5.27 de [21] ou dans [23].

THEOREME 38.— Soit p = 2. Sous les conditions I & III, supposons
que [L, B) est injectif modulo les polynémes sur S¥1=1(Cs) et que la droite
Re) = k1 —1 ne contient aucune valeur propre de Ag(\) sauf peut-étre pour
A=k; -1, pour tout S € S.

Sous les mémes hypothéses que le Théoréme 37, alors la conclusion de
ce Théoréme 37 reste valable.

Preuve. — La démonstration est analogue au Théoréme 7.4 de [23].
(]

5.2. Opérateurs a coefficients variables.

Dans cette partie on considére le probléme (3)-(4) avec coefficients dans
C*(2). Comme cela a déja été dit nous savons que la solution faible posséde
la régularité optimale loin des sommets. Pour étudier la régularité prés d’un
sommet nous utiliserons les résultats précédents et des arguments de per-
turbation, il sera donc nécessaire de supposer ici que chaque m;; est non
nul.

Considérons tout d’abord I’opérateur de trace-transmission

F: va(ﬂ) =Y =Ilrpu, . m
u — (Bra(u))rn

p— -1
. H-Trr—3% (l")
ol nous rappelons que les conditions Brs(u) = 0, pour h € {1,...,m}},

correspondent aux conditions stables.

Etablissons maintenant une équivalence entre les conditions de recou-
vrement et la coercivité faible de la forme a;.

Etablissons d’abord la

PROPOSITION 39.— Supposons que l’on a ’hypothése H1 et qu’il existe
une constante C > 0 telle que

lull3 0 < C(Re ax(u,u) + llully 5o + |Full?),vVu € HF(Cs)  (90)
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alors pour tout T' € A et pour tout x € T, il eriste une constante C; telle
que

N; N; N;
ZZ'uilﬁ]"‘u(Ri) < CI(Z Zwﬂz Z

i€lp I=1 i€lsl=1  V=1|a|l=my,|Bl=mq

Re [ agp(@)D*ua )DPwa(y)dy  (o1)

my N; ]
+ Y 1>0 5 B (z, Dyua

h=1 lli€lp =1

H™™h= 3 (R)
pour tout uy € H’"“(Ri),‘v’i € Ir,Vl=1,...,N;, o |.|i,-m,., (R2) représente
la semi-norme de H™: (IR?)

Preuve. — On utilise des arguments analogues & la Proposition 8.1 de
[7] ot on obtient d’abord le résultat pour une fonction u ayant un support

dans une boule de centre z et de rayon assez petit, le terme Re b(u,u) étant
absorbé par une inégalité d’interpolation comme les termes non principaux

de a. Ensuite le changement de variable u, = (v™uy (;)) et ’hypothése

H1 donnent ( 91) pour des fonctions & support compact et enfin on conclut
en raisonnant par densité. O

THEOREME 40. — Sous I’hypothése H1, la forme sesquilinéaire a, vérifie
lully 20 < C(Re a1(w,u) + ull .0+ IFully), Vu € B Q) (92)
si et seulement si le probléme (3)-(4) associé & a; vérifie les conditions I, I1.

De plus si l’image de F est fermée dans Y, (90) est équivalente d

2 2
lullm 2,0 < C(Re a1(u, u) + [lullgg,0), Vu €V (93)
Preuve. — Avec I’aide de la proposition 39, on utilise les mémes argu-
ments que dans le Théoréme 2.6 et la Proposition 2.7 de [23]. O

Pour étudier la régularité de la solution faible & chaque sommet de €,
nous fixons S € S et nous considérons l'opérateur [Lo(S), Bo(S)] qui est
la partie principale de [L, B] gelée en S. On note F*° I'opérateur égal & la
partie principale de F gelée en S:

FSu = (B%? (w))ra, e As,h=1,...,mp.
Considérons maintenant I’opérateur [Lo(S), Bo(S)] défini sur Cg et définissons
Ws={ue va(CS) : satisfaisant FSu =0 }.
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Notons a° la forme sesquilinéaire définie sur va (Cs) par

a®(u,v) = Z Zwu 2 Z / a2y (S)D%uy DPugdz. (94)

i€lg I=1 V=1 |a|=my,|Bl=ma

Supposons que la condition III est vérifiée par l'opérateur [Lo(S), Bo(S)].
Dans la démarche de la sous-section 3.2 et avec I’hypothése H1, a° est la
forme sesquilinéaire associée a 1'opérateur [Lo(S), Bo(S)]. Nous avons le

LEMME 41.— Sous les conditions I et II, supposons que l’opérateur
[Lo(S), Bo(S)] vérifie la condition III et que Uon & Uhypothése H1, alors
nOus avons

Re a®(u,u) > C |uf? , Vu € Wg. (95)

HT(Cs)”

Preuve. — Gréce & (90) et aussi en procédant comme dans la Proposi-
tion 8.1 de [7] on obtient (95) en utilisant le méme changement de variable
que dans la Proposition 39. ]

THEOREME 42. — Avec les hypothéses du Lemme (41), supposons que
[Lo(S), Bo(S)] est injectif modulo les polynémes sur S*¥1—1(Cs) et que la
droite Rel = k1 — 1 ne contient aucune valeur propre sauf peut-étre pour
A =k, — 1. Alors Uopérateur

[Lo(S) + I, Bo(S)] : H¥* E (Cs) n H(Cs) — X*12(Cy)

est de Fredholm d’indice > —Ng ot Ng = #Ag, + #A%(k1,2), ou Ay =
{ k) € AL(k1,2,0) : oS5MH* nlest pas un polynome} et A%(k1,2) est
donné en (88)

Preyve. — On suit la méme démonstration que le Théoréme 8.2 de [23].
a

Nous définissons maintenant les fonctions singuliéres associées & notre
probléme (voir le paragraphe 5.9 de [7]) avant d’énoncer le résultat de
décomposition: écrivons les opérateurs I qui constituent L(x) sous la forme

lﬁll (z,Dz) = E aq(z)DS.
|a|€8u+tﬂ/
Pour j € IN,S € S, posons
11 S(z D(II) Z Z D a(,(S) Da.
s+t —j<|al<sa+ty |Bl=i+|a|—(sa+t)
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De méme si les opérateurs de bord et de transmission B, (z, D,) s’écrivent

sous la forme .
Bll"lh(x’ Dz) = § : aa(z)D:’
le|<ren+ta

on pose

, B
B, ; (@, D) = Y «C X Dﬂaa<s>%1>:>.

reatta—j<lal<ron+ta |Bl=j+|c|—(rrr+ta)

Finalement on note

N; N;
[L(z), B(2)l.s = (D U 52, D2))at, (3 S BE, ; 5@, Da))ral. - (96)

U'=1 i€lr l=1
L’opérateur [L(z), B(z)]o,s est donc égal & [Lo(S), By(S)).
DEFINITION 43.— Si oS ¥ est une fonction singuliére de [Lo(S), Bo(S)],
on construit par récurrence sur j:

O-OS’A’#’,C SiAy”"k

=0 )

af’)"”’k est une solution de

i—1
[LO(S), BO(S)]afv)\,u,k - _ JZ[L(JJ),B(-'D)]j—p,sa'g’}"“’k-

p=0
De fagon analogue, nous définissons les fonctions ef’k ¥ pour (k,v) € A%(k1,2).
Enfin on pose (pour lentier ky donné)

TS,A,MJC — Z U.;.S"A)l-‘vk’
ReA+j<k1—1

ES,k,u — Z eS,k,u

2
k+j<k1—1

L’existence de ces fonctions provient du fait que sur @, As(\)~! est
méromorphe (voir [7], Lemme 4.17).

Pour notre probléme avec coefficients variables, nous introduisons une
hypothese sur les opérateurs de bord et de transmission qui ont un sens

dans H;": cette hypothése traduit le fait que I’on prend le second membre
encore dans X"%(Cs).
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Hypothése H2. — Pour chaque T'n,h € {1,...,mp} et chaque indice 4
et | tel que B¥, soit non nul et de degré inférieur strictement & t + rr,,
on suppose que 7ry, > deg(B¥,) — rr, — my. Ainsi si uy € H™#(C;), alors

—‘m‘h—"‘rh—%

B, u est dans H (1).

THEOREME 44. — Avec les hypothéses du Théoréme (42) et Uhypothése
H2, alors il existe des opérateurs [L(:c) B (.’E)] qui coincident avec [L(z), B(z)]
dans un voisinage de S et chaque solution u € H"*(Cs) de

[L(z), B(z)]u = [f,0], avec f € H*~F (Cy), 97)

admet la décomposition en partie réguliére et singuliére suivante:

u=10+ L uhens, CSAumkdsTIVHE (98)
S,k,
+ Z(k,u)eAg(kl,z) dS ko BSEZEY.
T
ot ug € Ho+ ' (Cs), les coefficients csa uk €t ds, étant dansC.
Preuve. — On construit tout d’abord pour p > 0 Popérateur Q, =

[I + Lo(S) + Ly(x), Bo(S) + B,(x)] défini par
Ly, = ()Y avec (I,)¥ = n(r(z))(p™ ™ ¥ (pz, p~1 D,) — ¥ (z, Dy)) et

B, = ((B})rn) avec (B} )ra = n(r(z))(p™** By, (pz, p~" D)~ B (2, Dz)),

ol 77 est une fonction définie sur IR, indéfiniment différentiable égale & 1 sur
I'intervalle [0,1] et nulle sur [2;+o00[ et r(z) représente la distance de = au
sommet S. Utilisant les mémes arguments que [7], section 10.C, on montre
que l'opérateur [L,, B,| est une petite perturbation de [I + Lo(S), Bo(S5)]
pour au moins un p assez petit et donc @), a les mémes propriétés d’indice.
Il en est de méme pour 'opérateur Q déduit de Q, par le changement de
variable £ — pz. Enfin 'opérateur ' composé de @) avec I'isomorphisme
u— (p~™#uy) a aussi les mémes propriétés d’indice que [Lo(S) + I, Bo(S)]
et grace a H1, il coincide avec 'opérateur [L(z)+1, B(z)] dans un voisinage
de S. On pose alors [L(z), B(z)] = Q' — I. Finalement pour une solution
de (97), on obtient la décomposition ( 98) en raisonnant comme dans le
Théoréme 10.1” de [7]. O

On peut finalement énoncer le résultat pour le domaine Q, pour des
opérateurs a coefficients variables dont la démonstration est analogue & celle
du Théoréme 8.6 de [23].
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THEOREME 45. — Supposons que U'opérateur [L(z), B(x)] vérifie les con-
ditions I a III et I’hypothése H2, supposons aussi que [Lo(S), Bo(S)] vérifie
la condition III, Uhypothése H1 et soit injectif modulo les polynémes sur
S*1—1(Cy) et que la droite ReX = k; — 1 ne contient aucune valeur pro-
pre de As(\) sauf peut-étre pour A = k; — 1. Soit u € V une solution du
probléme [L(z), B(z)] = [f,0] avec f dans H k-8 (), alors cette solution
admet dans un voisinage de S la décomposition suivante:

u=tup+ 2:()\ mk)EAL | CS A,u,kQSTS Atk (%)
+2 ok, v)EAZ (k1,2) ds kp@sESEY.

—_
ot ug € Hat't (), les coefficients csx i €t dsk, étant dansC.

Remarque 46.— Dans le théoréme précédent, nous avons considéré les
conditions de bord et de transmission homogéne (c’est & dire ¢ = 0). On
peut considérer le cas ¢ # 0, en établissant les Théorémes 42 et 44 pour
p # 2. Ensuite procédant comme au Corollaire 27, on conclura par un
argument d’interpolation. O

5.3. Fonction singuliére duale égale 4 une constante

Le choix de V comme sous espace de H,,m(ﬂ) est justifié par la formule
de Green (33) et dans les exemples de la section 2.4 ce choix est naturel. Une
question intéressante est de connaitre I'incidence sur la solution lorsque 1%

est pris comme espace variationnel a la place de V sous espace de H ()
quand ce dernier est 1’espace naturel.

Montrons cela sur un exemple.
Soit =] — 1,1[x]0, 1] et notons S le point (0, 0).

Posons '™ =|-1,0[x{0},T't =]0,1[x{0}, I‘1 = {~1}x]0,1[,T'2 = {1}x]0, 1
et I3 =] — 1,1[x{1}. Ainsi 8Q = T'- UT+ U}, T;. En fait, on assimile Q2
4 un polygone avec 5 cOtés ot S est I'un des sommets et ol ’angle en ce
sommet est plat.

Les équations considérées sont

pA%u = f surQ, (100)
My = Nu=0surI~, (101)
My = Nu=0surI'", (102)

Ou
= 7. = %) = 9Ly Iy 1
u E» OsurT';,i=1,2,3 (103)
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oll les opérateurs frontiéres M et N sont définis par ( 20) et (21).

Posons maintenant V = {u € H2(Q) / u(S) =0 et u = &% = 0 sur
Ii,i=1,2,3} et V= {ue H*(Q) / u= —g% =0 sur I';,i =1,2,3} (notons
ici que V et V sont différents) et considérons a la forme bilinéaire définie
sur H%(Q) par

_ 8%u 8%
a(u,v) = p/Q(Au.A v- (-3 502
0%u 8% u 0%

t 520 25u0y 5a0y) TW

Soit f €~L2(Q), le probléme associé aux équations (100-103) est de
trouver u € V solution de

a(u,v) = / £ dady, Yo € 7. (104)
Q

Appliquant la Remarque 17 et prenant V' comme espace variationnel la
solution u obtenue apres calcul possede la décomposition

ol Upeg posseéde la régularité optimale prés du sommet S (nous avons inclus

les si arités provenant des autres sommet dans u,.,) et o° est I'unique
. 9

fonction singuliére correspondant au sommet S donnée par

2
o5(r,0) = r?(—c+ % - gcos 20 — 05in20) + rInr(c + cos26), (106)
_ 1-0c
avec c = ifo"

D’autre part par un calcul direct nous avons le
LEMME 47.— La fonction urey donnée par (105) vérifie
ov
fAZuregﬁ = a(u,v) + /(Murega—z — Nuv)dr + /(Mu,eg(;—az — Nuw)dr,
Q r- T+
pour tout v € V.
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La formule de Green vérifiée par la fonction singuli¢re ®5o° est donnée
par le

LEMME 48.— La fonction 0° donnée par (106) vérifie
J8%(@s0%0=a(@50%,0) I (M(@50%)3 ~ N (@50 o)ir
+ f (M(®505)% — N(®s0°)0)dr
+ kv(O),

pour tout ve V, ot k = 42 £ 0.

Preuve. — Notons D, le demi cercle de centre S inclus dans 2 de rayon
€. En appliquant la formule de Green sur 2 — D, et en faisant tendre ¢ vers
0, nous obtenons

[ A%2(@505)0 = a(®g05,v) + f (M(®50°5)2 — N(250°)0)dr
Q
+ f (M(®505) 2 — N(250°)0)dr
+ Timg | MoS(e,0)(~ G2, 0)edt

+ lim.o f —Na5(g,0)v(e, 6)edd,
8D,

M et N étant des opérateurs d’ordre respectifs 2 et 3.
A cause de la forme de 0¥, il est clair que lim._,o | Mo5(e,0)(—Z (e, 0))edd =

€

Maintenant grace aux injections de Sovbolev nous avons pour a €]0, 1]
fixé P’estimation suivante
lv(e, 8) — v(0)| < cste e*
ki3 —_—
Ainsilim.,o [ —No5(e,0)v(e,0)edf = lim. ¢ [(h1(8)+lnehs(6))do v(0),
aD. 0

ott nous avons posé —N a5 (e,8)e = hy(0) + Inehz(6).

Un calcul donne f(h1 (6) = 4(2)w = k et ha(6) =0, d ot le résultat.

Notons que la fonction v = 1 est la fonction duale de o et ainsi le fait
d’avoir k # 0 provient du Théoréme 3.1 de [16] O
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Nous pouvons maintenant conclure: puisque u = ureg + cs®Pso® est
solution de (104), u satisfait les équations (100)-(103). Appliquant alors le
Lemme 47 et le Lemme 48 nous obtenons

a(u,v) = /f vdzdy = /Azu vdzdy = a(u,v) + cskv(0),Yv € V.
Q Q

Ainsi ¢cg = 0. En conclusion nous voyons sur cet exemple que la résolution
du probléme dans I'espace V' introduit une singularité qui n’apparait pas
lorsque que I’on résoud dans ’espace V.

Dans le cas général, cette situation peut se présenter lorsque ’exposant
singulier A = 2 est de multiplicité algébrique au moins égale & 2 (ca~s
extrémement rare). Dans ce cas la décomposition (99) de u solution dans V/
n’est pas incorrecte mais seulement imprécise.

Bibliographie

[1] AGMoON (8.). — The coerciveness problem for integro-differential forms, J. d’ Analyse
Math., 6, 182-223,1958.

[2] AcMon (8.), DouGLis (A.) and NIRENBERG (L.). — Estimates near the boundary for
solutions of elliptic partial differential equations satisfying general boundary condi-
tions I, II, Com. on Pure and Applied Math., 12, 1959, 623-727; 17, 1964, 35-92.

[3] AcranNoviTcH (M.S.) and VisHISK (M.L.). — Elliptic problems with a parameter and
parabolic problems of general type, Russian Math. Surveys, 19, 1964, 53-157.

[4] CiamrieT (P.G.). — Plates and junctions in elastic multi-structures, RMA 14, Mas-
son, Paris, 1990.

[5] Conca (C.), PLANCHARD (J.), THOMAS (B.) et VANNINATHAN (M.). — Problémes
mathématiques en couplage fluide-structure. Applications auz faisceauz tubulaires,
Ed. Eyrolles, Paris, 1994.

[6] CosTABEL (M.), DAUGE (M.) and LAFRANCHE (Y.). — Fast semi-analytic computa-
tion of elastic edge singularities, Preprint, Univ. Rennes, 1998.

[7] DAUGE (M.). — Elliptic Boundary Value Problems in Corner Domains. Smoothness
And Asymptotics of Solutions, Lecture Notes in Math., Vol.1341, Springer, Berlin
1988.

[8] DAUGE (M.) and NICAISE (S.). — Oblique derivative and interface problems on polyg-
onal domains and networks, Comm. PDE 14, 1147-1192, 1989.

[9] KONDRATIEV (V.A.). — Boundary value problems for elliptic equations in domains
with conical or angular points,Trans. Moscow Math. Soc., 16, 1967, 227-313.

[10] LAGNESE (J.E.). — Controllability of systems of interconnected membranes, Disc.
Cont. Dynamical Syst., 1, 1995, 17-33.

[11] LAGNESE (J.E.), LEUGERING (G.) and SCHMIDT (E.J.P.G.). — Modeling, analysis and
control of dynamic elastic multi-link structures, Birkhiuser, Boston, 1994.

[12] Le DRreT (H.). — Problémes variationnels dans les multi-domaines. Modélisation
des jonctions et applications, RMA 19 , Masson, Paris, 1991.

- 161 -



(13]
[14]

[15]

[16]

(17]

(18]

[19]
[20]
[21]
[22]

(23]

Denis Mercier

Lions (J.-L.) and MAGENES (E.). — Problémes auz limites non homogénes et appli-
cations, T. 1, Dunod, 1968.

LuMER (G.). — Espaces ramifiés et diffusions sur les réseauz topologiques, C. R.
Acad. Sc. Paris, Série A, 291, 1980, 627-630.

MAGHNOUJI (A.) and NICAISE (S.). — On a coupled problem between the plate equa-
tion and the membrane equation on polygons, Annales de la Faculté des sciences de
Toulouse, Vol. 2, n°2, 1992.

Maz’vAa (V.G.) and PLAMENESKII (B.A.). — Coefficients in the asymptotics of the
solutions of elliptic boundary value problems in a cone, J.of Soviet Math., 9, 1978,
750-764.

Maz’va (V.G.) and PLAMENESKII (B.A.). — Estimates in Lp and in Hélder classes
and the Miranda-Agmon magzimum principle for solutions of elliptic boundary value
problems in domains with singular points on the boundary , Amer. Math. Soc.Trans.,
123 , 1984, 1-56.

MERCIER (D.) et NICAISE (S.). — Existence results for general systems of differential
equations on one-dimensional networks and prewavelets approzimation, Discrete and
Continuous Dynamical Systems, Vol. 4, N°2, 1998, 273-300.

MORAND (H. J.-P.) et OHAYON (R.). — Interactions Fluides-Structures, RMA 13,
Masson, Paris, 1992.

NICAISE (S.). — Problémes aux limites sur les réseauxr deuz-dimensionnels polygo-
nauz topologiques, J. Math. Pures et Appl., 67, 93-113, 1998.

NICAISE (S.). — Polygonal interface problems, Series “Methoden und Verfahren der
Mathematischen Physik”, 39, Peter Lang Verlag, 1993.

NicAisE (S.) and SANDIG (A.M.). — General Interface Problems-I, Mathematical
Methods in the Applied Sciences,17 ,1994,395-429.

NicAISE (S.) and SANDIG (A.M.). — General Interface Problems-II, Mathematical
Methods in the Applied Sciences, 17, 1994, 431-450.

- 162 —



