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Inverses et propriétés spectrales
des matrices de Toeplitz
a symbole singulier ¢
JEAN-MARC RINKEL (1)
RESUME. — Ce travail concerne le développement asymptotique des

valeurs propres extrémes des matrices de Toeplitz & symbole singulier. 11
est fondé sur une géométrie hilbertienne, consistant & interpréter I'opérateur
de Toeplitz comme un projecteur : cette idée est développée et appliquée.

ABSTRACT. — This work is about asymptotic expansion of the extremal
eingenvalues of Toeplitz matrices. It is based on hilbertian geometry: we
interpret Toeplitz operator as a projector. This idea is developed and
applied.

1. Introduction

Donnons tout d’abord quelques notations utiles pour la lecture de cette
introduction.

e T désigne le tore de dimension 1.

e On notera x la fonction complexe 8 — € et Py le sous-espace de
L?(T) engendré par

{17 X Xza"'axN}'

(*) Regu le 17 avril 2001, accepté le 27 septembre 2002
(1) Université de Paris Sud, batiment 425, 91405 Orsay cedex, France.
E-mail : Jean-Marc.Rinkel@math.u-psud.fr
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e Pour f € L*°(T) (& valeurs réelles dans ce travail), on désignera par
Tn(f) Vopérateur de Toeplitz tronqué associé au symbole de f et
défini pour tout ¢ € Py par

In(f)(p) = py(fo)

olt Ip,, est le projecteur orthogonal de L?(T) dans Py.

Le symbole f étant réel, Tn (f) est représentable dans la base canonique

de Py par la matrice hermitienne : (f(m—n))o<m,n<n, ou f(k) est le k-iéme
coefficient de Fourier de f, k € Z.

Dans [2], U. Grenander et G. Szegd citent le résultat suivant : si f €
L°°(T), f étant essentiellement bornée par m = inf f et M = sup f, alors

e Les valeurs propres de Tn(f) sont dans I'intervalle [m, M].

e SiAg(N) <A (N) <--- < An(N) sont les valeurs propres de T (f),
alors A}im M(N) =my et Nlim AN(N) = Mjy.
—00 — 00

Ce résultat a été établi par G. Szego en 1917. 1l est I’initiateur d’une série
de travaux sur le comportement asymptotique des valeurs propres extrémes
des matrices de Toeplitz. Je vais tenter d’en décrire un aspect afin de mettre
en perspective les méthodes exposées dans ce travail. En fait, cet article a
pour origine la lecture de deux articles de H. Widom et S. Parter, cités en
[12] et [7]. S. Parter, dans son article, énonce un théoréme donnant une
évaluation asymptotique des valeurs propres extrémes d’un opérateur de
Toeplitz Tn(f) associé & un symbole f vérifiant les hypotheses

f est une fonction réelle, continue de période 27 dont le minimum m
est atteint au seul point 0;
la dérivée f(2@)(0) = o2 est la premiere dérivée non nulle, o > 1.

(1)

Sous ces hypotheses, on a :

THEOREME 1 (S. PARTER). — Considérons les hypothéses (1) avec
o = 2. Alors si \p(N) est la k-iéme plus petite valeur propre de Tn(f),

ona: Ak(N)Zm_F‘;(W)ZinO(%).

Ey. est déterminé par

2 1 E
tan (W) = (—l)k tanh ((k__*_i.m) et |Eg| <.
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On peut considérer que les idées aboutissant & la méthode mise en ceuvre
par S. Parter remontent a larticle de M. Kac, W. L. Murdock et G. Szego
[4], datant de 1953.

Ces auteurs traitent le cas ou a = 1 et démontrent qu’avec les hypotheses
(1) on obtient 1’équivalence
o?n? k?

Ak(N)_m—Tﬁi’ pour N — oo. (2)

Dans tous ces travaux, ’idée qui permet d’aboutir aux résultats précédem-
ment rappelés est la suivante : on démontre la propriété pour une classe
de symboles plus restreinte (par exemple les polynémes trigonométriques
de degré 1 ainsi que les inverses de ces polynomes, chez M. Kac, W.L.
Murdock et G. Szegd) et on conclut en utilisant un argument de Courant-
Weyl. Rappelons précisément le principe de cette extension de classe. Le
théoréme de Courant-Weyl fournit I’estimation suivante des valeurs propres
d’une matrice hermitienne 7;, d’ordre n : si A\; < A2 < ... < A, sont les
valeurs propres de T},, alors :

Ay = _ min max(TX|X)
{r1,....Yo 1} X€vect{Y1,...,Y.,_.1}l
I x1=1

ou (|) est le produit hermitien standard de C". De ce théoréme on déduit
que si les 3 symboles f, fi1, fo vérifient fi < f < fo, les k-iémes plus petites
valeurs propres correspondantes de respectivement Tn(f1), Tn(f), Tn(f2)
vérifient : (A1)x(N) < (A)r(N) € (A2)k (V). Lorsque dans cet encadrement,
les deux valeurs propres extrémes sont du méme ordre, on en déduit un
développement asymptotique de la valeur encadrée.

Remarquons que le probleme de ’évaluation asymptotique des petites va-
leurs propres est équivalent & celui des grandes valeurs propres, quitte
a changer le signe de f. En 1958, H. Widom dans [12] améliore, pour
les grandes valeurs propres, ’approximation (2) en renforgant légérement
Phypothese (1). Celle-ci, en termes de petites valeurs propres, est remplacée

par (3) :

o f est une fonction réelle, continue de période 27

e f(0) = m est 'unique valeur ou le minimum de f est
$ atteint (3)
e f(0) est paire et dérivable jusqu’a 'ordre 4 avec 02 =

| @ #o.
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Alors, si k est fixé, on a

Ae(N) —m = 2(0137”?12)2 (1 + Ni 1) +o (%) : (4)

ou a est une constante dépendant de f que I’on peut calculer (cf. [12]).

H. Widom reprend de [4] Iidée qu’il suffit de montrer (4) pour une classe
particuliere de symboles, en 1'occurrence pour les polynémes trigonomé-
triques f vérifiant (3) et dont les zéros complexes (non réels) de f(6) —m
sont simples. Par des encadrements de fonctions vérifiant (3) au moyen des
polynémes précédents, et avec I’argument de Courant-Weyl, il en déduit (4)
pour la classe de symboles vérifiant (3).

Mais I’idée nouvelle de H. Widom est de remarquer que les valeurs pro-
pres A\ix(N) de T (f) vérifient

Ae(N) = f(0k)

ol 8 € [m, M] et puis de caractériser les i pour lesquels f(6x) est valeur
propre. Précisons rapidement ce point.

Si f est un polynéme trigonométrique vérifiant (3)

k
fe) = Z cne™ avec ¢, = c_p,

n=-—k

on forme le polynéme caractéristique

k
P(z, \) = 2* ( Z cn2" -—/\> .

n=-—k

Alors il existe § > 0 tel que pour A €]m, m + §,[, les racines 6;,j €
{1,...,2k}, de f(8) — X et les racines correspondantes p; = €*% de P(z, \)
sont simples. De plus A est une valeur propre de Tn(f) si, et seulement, si
les p; satisfont &

D(pl,...,pzk)zo avec D(Xl,...,ng)

(X;, - X, )t N+L H \
= Z (Xs — X4)?,
XiﬂXizv'-in P,(X“) o P,(sz) s<t

k

ol la sommation est étendue & toutes les parties & k éléments de {X;,...,
Xok}-
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En améliorant la condition D = 0 de H. Widom, S. Parter donne une
équation aux valeurs propres valable pour tout a € N et dont I’exploitation
permet le développement asymptotique des petites valeurs propres pour
a = 2, donné par le théoreme 1 énoncé au début de ce chapitre.

Nous proposons dans cet article un point de vue radicalement différent
basé sur une idée géométrique. Cette idée est que I’on peut interpréter
Twn(f), sous certaines hypothéses de régularité de f, comme un projecteur
d’un espace de Hilbert (& un facteur multiplicatif pres). Elle conduit &
une formule géométrique d’inversion de Tn(f). Des formules d’inversion
des opérateurs de Toeplitz apparaissent dans [8], [6] ou [13]. La formule
d’inversion établie dans cet article, en section 2, permet 'estimation asymp-
totique des valeurs propres extrémes et ’on retrouve ainsi, en section 3, le
théoreme de S. Parter. Les hypothéses que doit vérifier le symbole dans la
formule d’inversion concernent sa factorisation. Elles permettent, non seule-
ment de retrouver le théoreme de S. Parter, mais également de s’affranchir
d’une hypotheése que mettent en avant tous les auteurs cités précédemment
a savoir 'unicité du point réalisant le minimum du symbole. Ce que nous il-
lustrerons, en section 4, par un théoréme donnant les petites valeurs propres
de I'opérateur T (|1 — x2|2). Ce théoréme est lui méme une conséquence de
théorémes de structure concernant le symbole plus général 1 — cospf, (p €
N). Nous montrons, pour finir cet exposé, comment cette géométrie est
adaptée au calcul des perturbations : ’exemple, traité en section 5, est celui

du symbole Tlll—_%xil—;;, |3] < 1, qui est en quelque sorte le symbole |1 — x/|?

perturbé par le facteur multiplicatif “_—éxlf L’idée est que la mesure de

la perturbation des opérateurs intervenant dans l’inversion (opérateurs de
Hankel) permet d’estimer la perturbation des valeurs propres de |1 — x?|.

2. Structure géométrique : une formule d’inversion
2.1. Notations générales et hypothéses fondamentales

Afin de mettre en ceuvre la structure géométrique annoncée, il est nécessaire
de préciser quelques notations. On pose :

e H = {h € L*(T); h(s) = 0 pour s < O}.

e H~ désigne le supplémentaire orthogonal de H* dans L?(T).

e 7, et m_ désignent les projecteurs orthogonaux de L?(T) respective-
ment sur H+ et H™.

o H® = H*NL>(T)

- 75—



Jean-Marc Rinkel

e Pour f € L*°(T) on définit ’espace L?(’JI‘) = {h Borel-mesurable;
Jp|h2f db < oo}
Dans ce qui suit le symbole f a la propriété suivante :

11 existe deux fonctions g; et go de H™ tel que f = g1g>. De plus g; et
g2 ne s’annulent en aucun point et g; Let 9 ! appartiennent aussi & H.

Sous les hypothéses précédentes, poursuivons la liste des définitions et
notations.

Oy = QXN+1 et &)N = g—2)ZN+1.
92 g1

o Les opérateurs de Hankel He, et Hy  sont définis par :

{ V¢ € HY Hgy(¥)=m_(2nY) (5)
Voe H™ Hg (p)=m4(®np)

Sous les hypotheses précédentes, on a selon ([10]) 'inégalité : “Hq, ~Hs, “
< 1 et le théoreme suivant.

THEOREME 2. — Tn(f) est inversible etV € Pn, on a :

Ty($) o) = om (£)

1 -t ¢ v
- <<I>N (I-Hg Hey) 7 (‘DN“ (E)» '

COROLLAIRE 1.— Soit [T (f) Y|k, Uélément d’indice (k,1) de la ma-
trice Ty (f)™1, alors :

TN () ks = <”+ (2_:)’“ (:_11)>
(= o (3 (2)).
(o (3)

ol (, ) désigne le produit scalaire de L?(T). Cette géométrie de 'inverse
a déja été développée, en dimension 2, dans [5]. Nous en donnons ici une
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version adaptée au calcul spectral, en dimension 1. La démonstration du

théoréme nécessite les deux lemmes techniques suivants, dont on trouvera
la démonstration dans [9] :

LEMME 1.— Posons Ky = fPy (de sorte que Ky C L3, 4(T)) et Il

le projecteur orthogonal de L2 / f(’JI‘) sur Kn pour ¢ € Py, il existe up € Pn
tel que

g, () = fro-
De plus
(i) Tn(f) est inversible ;
(i) po =Tn(f)" (p) et Tn(f)7' = Mk,
LEMME 2. — Pour toute fonction ¢ de Py, on a :
g, (p) = — 01— x" 6,

ot 0, € H™ et 6, € HY sont déterminés par le systéme :

QL+71-_ (ZCN_+1_92) =7_ 3‘0;)

1 02 __ ©
Ty (virg 01 ) + g =1 x”“m)

Démonstration du théoréme 2.— D’apres le lemme 2, on a

N+1
01 = —gom_ (X 92) + gom_ (ﬁ) )
g2 g2

ce qui permet d’avoir I’expression de 6, & partir de ’autre égalité du systéme
donné dans le lemme 2 :

02

1 ®
i = () o ()
N+1
i X i @ !
= 74| PyT_ 7] — e | Oym_ | — + (——————)
+( N < 9 2)) +( v (92)) Mg ”

Par calcul direct on a :
N+1
= X 02
e | Py (7] = Hz; H. —
M ( N ( g2 2)) Sy iEN (91)
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7)) = (e (2)
I —-Hz H. — = - Oy | —
( 3y ‘I’N) <g1 T+ 7 Y NT %

(o (2))
g2
On obtient ainsi

02 =0g1 (I— Hi),vH@N)—l 7T+ (i)NW.‘_ <§—9—>) .
2

Posons Hy = (I - H@A,qu.)_l et X = 7r+<i>N7r+ (—g%); en réutilisant les

d’out

lemmes 2 et 1, on obtient
919N (f)(@) = o+ gom_ (BNHNX) — gomr_ <g%) —xNtlg Hy X
soit

_ 1 1 N+1
Tn(f) " (¢) = — (—"—9- —m_ (f)) + —m_ (BnHyX) - X—HyX
g1 \ 92 g2 g1 g2

que 'on peut écrire encore sous la forme
_ 1 1
Tn(f)p) = =74 (2) - —m4 (PNHNX)
{51 92 9

qui est la formule annoncée. o

Démonstration du corollaire 1.— Elle est immédiate si 1’on remarque
que
[T ()" = Tn (DX

O

Remarque :  Estelle Basor m’a communiqué une démonstration générale
qui permet de retrouver la formule d’inversion utilisée dans ce travail &
partir d’une formule diie & Kozak [1, proposition 7.15].

3. Un théoréme de S. Parter
Nous allons démontrer le théoréme 1 de la section 1.

Rapelons que f(6) désigne une fonction réelle, continue de période 27 dont
le minimum m est atteint au seul point 0 (mod 27). On suppose f de classe
C2® sur un voisinage de 0 et f(23%)(0) = o2 > 0 est la premiere dérivée non
nulle en 0.
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En reprenant & notre compte ’argumentation de S. Parter, basée sur le
principe de Courant-Weyl rappelé dans I'introduction, il suffit de considérer
le symbole f(6) = 4(1 —cosf)? = |1 —x|*. D’aprés un théoréme de G. Szegd
[2, paragraphe 5-2], si A désigne une valeur propre de T (|1 — x|*), alors

A€ [n¥n|l — x4, m’ngx|1 —x|*| = [0,16]. Le but de ce qui suit consiste
donc & évaluer le polynome caractéristique de T (|1 — x|* — A) pour A €
[0, 47].

3.1. Factorisation du symbole

PROPOSITION 1.— Soit A € [0, 4?].

1 Onall—x|*~A=¢2 (X2—(2—\/X)x+1) (X2-(2+\/X)x+1).

1

2. La fonction |1 — x|* — X admet les racines {Xo, X0, @, 5} ouxo €T

et a €]0, 1] vérifient

X0=73 2—\/X+i)\%\/4_\/x):ewo
0 =1 (24 VA MVITVA) =t

3. Onall—x|*—X=g1g2 ou

{ g=%(x0—-x)(1-ax)
92 =Xo(xo — X)(1 — ax)

Démonstration de la proposition 1.— On a (X? — p2) = (X — u)(X + p).
En remplagant X par |1 — x|? et u par v/, on obtient

L=x"-A = @-VA-x-0E+VA-x-%
= B(-C-VAx+1) (- @+VAx+1).
Les deux derniers points sont tout aussi immédiats. m}

On remarque que g; et g2 ne vérifient pas I’hypothése du théoréme
d’inversion. C’est pourquoi nous appliquerons dans les calculs le théoreme
d’inversion avec le symbole régularisé : f) » = 91,792, 000 <7 < 1, et ol

{ g1r=2(x0 —mX)(1 - ax)
92, =Xo(xo — x)(1 — aXx)
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On vérifie que g1,r, G2,r, Ell_r et =1 appartiennent 3 H*. Pour alléger,

g2, r
on écrira fy au lieu de fy ,.

3.2. Equation caractéristique de T (f»)

La formule d’inversion nécessite dans sa mise en ceuvre le calcul de 'opéra-

-1 . .
teur (I —Hz He N) . Nous allons pour cela faire plusieurs remarques,
énoncées sous forme de propositions.

PROPOSITION 2.— On a Xy = 74 ((i)mu ('g'l;)) € vect {eg,€1} ou
- _1 -1
Eo = Evp—— etel = T—ax”
o _ S 1 N _ 1
De méme Xog = 7y (@Nﬂ'+ (gl)) € vect {eq, €1} ot gg = et

Cette proposition est une conséquence du lemme suivant.

LEMME 3.— Soit P(X) le polynéme compleze défini par P(X) = Z?:o
anj, alors pour tout n € N, on a

(i) my <)2n51(>2)) = —aaXO (r"*t'xe P(rX0)e0 — ™' Pa)ey) .

.. X"P(x) axo +1.n n+1
= " P P .
(i) w4 ( % ) —— (r"*txg P(rxo)ez — a (a)e1)

Démonstration du lemme 8 :

(1) Soit n € N, on a

() == (e (5) - (253))
y|l—)|=——\|rrp | ———— | —a7m4 )
9 T — axo Xo — TX 1-ax
on ) n L] n
M( X >= (TXo) etm( X )= a
X0 — TX Xo — TX 1—-ax 1—-ax

Xn a ,,.n+1>—<6z an+1 )
e — = - .
+<91) T — axo (XO—TX 1—-ax

Comme Y¥"P(X) = Z?:o a;jX"*7, la formule associée résulte de la

linéarité de la projection.

or

D’ou

(i) se démontre de la méme maniere. o
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Démonstration de la proposition 2.— On a :

~ ~ 1 ~
2

91
or
™ (gi) T (<xO—r>z;(1—a>z>)
- 25 (- (w5e) ()
= T_Xioa(rio—a)
= 1.
D’ou

On applique la formule (i) avec P(x) = Xo(xo — ™x)(1 — ax). En effet
g2 = P(x). On obtient pour n = N + 1

XO = a (’l‘n+l)_(g+l(X0 - 7‘2)20)(1 - a’f‘)—(o)é'o

r—axo

—a"x0(x0 — ra)(1 — a?)ey) .

De la méme maniere, Xy = 7 (@NW+ (511-)) , se récrit :

XO = a (TTL+1>—<’6L+1(1 _ T2X(2))(1 _ GTX0)€2

T—axo

—a™1x0(Xo — ra)(1 — a?)ey) .
O

PROPOSITION 3. — Le plan compleze P = vect {eo, €1} est stable par
I—Hg Hg,. Ainsi (I- H@NH%,)'P est un endomorphisme de P, et se

représente dans {€o, €1} par la matrice

A= < 1-Aa+py) —(va+ov) > ©)
— (A8 + wo) 1—(v8+0d)
ol
a=ar¥+3 —K—lrj_‘;rx_o v N+3 B=—aV*ig, rl__Tf,%
v = 7.N+3a>zé\/+3 xTo_—-a?;(XOo § = —CLN+4)20 TL?__;_:E
>‘=LA:_BIT}:>%>Z(I)V+1 N=—0N+2Xorlfa—‘;%
u=r1~:3&3i%__év+1 U=—aN+2xO§g—;%.
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Démonstration de la proposition 3 :
Elle nécessite le lemme suivant.

LEMME 4. — Soit P(X) = Z;izo a; X’ un polynéme compleze; alors,
pour tout n € N :

np
. <x (X)) = X0 (nR25r 4 P(ryg)eo — a™ T2 P(a)er)

g2 T —axo
ou _ _
€y = — eter = =
Xo —TX 1 —ax
Démonstration. — La démonstration est analogue a celle du lemme 3. O

Evaluons Hg, (£0) et Hg, (€1),0n a:

1 T
Hgy (20) = m- (g;xhﬂé‘o)

- (_L (xo —rx)(1 —ax) xV*! )
“ \axo (xo —rX)(1 —ax) xo —rx

(G
!

- 1_Xo (rNJ“?’)‘(éVH(l —arxo)eo — a3 (1 - az)el) ,
ar—axo

d’apres le lemme 4 et donc
Hy, (60) = Aep + pe,

avec N43 0
r 1—arxo _nit1 N42 1—a

= —Xo+ et p=—a +Xo .
a T —axo r —axo

De méme,

H’?N (51)

_ (_Q_IXN+161>
92

— . (L (xo =mXx)(1 —ax) xN** )
“\axo (xo —rx)(1 —ax) 1 —ax
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1 ( 1 (xo—rx)x¥t! )
-\ — = =
a Xo (xo —mX)(1 — ax)
1 (i (xo0 — rx)x”“)
a  \Xo g2

1

e (TN+3>23I+2(X0 —1%%0)e0 — a™ 3 (x0 — raey),
ar —axo

d’apres le lemme 4. Ainsi

Hg,, (e1) =veo + o€y

avec N+43 2
—Tr°X —ar
v = r Xo —7T"Xo Xé\/-f-l o= __aN-f-QXOXO )
[# T —axo T —axo
De méme évaluons Hg (e0) et Hg  (c1),0ona:
H; (e) = = 92 GN+1g
&y \€0) = T4 glx 0
- (XO(XO -l —ax) xM? )
9 Xo — TX
_ 1—ax) _
= XoT+ (——( XN+2)
91
axo I+3 _
= X (7_1\:+3X(1)V+2(1 — ar¥o)eo — aN+3(1 _ a2)51) :
T —axo
d’otr
Hg . (e0) = ago + fei
avec )
1—aryo _ _1—-a
o= arN+3———XO Xév+3 8= —aN+4X0———-—.
T — axo T —axo

Par un calcul analogue, on obtient :
H&,N (61) = y&o + de1

avec _
7 - 0 —7"Xo /+4_ X0 —ar
:7_1V+3axév+3x X , 5= —gN+tig X .
T — axo T —axo
Des deux points précédents, on déduit immédiatement que

{ (I - H&,NH4>N) eo=(1— (Aa+ uy)eo — (A8 + ud)er)
(I - Hy Han) c0 = (—(aw + 02)e0 — (B + 60)en)

Y

Rappelons que A est la matrice définie par I’équation (6).
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PROPOSITION 4. — Le polynome caractéristique de Tn(f) est det(A).
Démonstration de la proposition 4 :
Notons par T3 1 le terme [Tn(f3)~!]1,1. On a d’une part

T _ cof [Tn ()11

BT Tdet (Tn ()
_ det (Tn-1(fy)) )

det (T (f»))

Par ailleurs, d’apres le corollaire 1, T7 ; est de la forme

1 .
T,=T, - m(AXO, Xo) (8)

ot A est la transposée de la comatrice de A. Par conséquent, det (T (f»)) et
det (T —1(f»)) n’ayant pas de racines communes, I’équation caractéristique

det (Tn(fx)) = 0 équivaut & % = 0, ce qui revient d’apres (8) a det(A4) = 0.
=

COROLLAIRE 2. — Avec les notations de la proposition 1, le polynéme
caractéristique de T (fa) s’annule si, et seulement si, 'une ou Uautre des
deuz conditions suivantes est vérifiée :

_ oN+3

—N+3
(’L) )—<N+2 - X0 —a Xp
0 Xo—a Xév+3—aN+3

SN+3 _  N43
(i) _N+2 _ _Xo—aXxy ~—a *
X T e a XT3 —aN+3

Démonstration du corollaire 2. — Par un calcul immédiat, avec les nota-
tions de la proposition 3, on a

det(4) =1 —vB — 06 — Aa — wy + (ad — By)(\o — pv) (9)

Par un argument de continuité, en faisant tendre r vers 1, on obtient
I’équation caractéristique recherchée ; un calcul direct montre qu’elle s’écrit

N
1 —
1+ a2“"+3)>2§(”+3) 2 (1 Zio) (a2(N+3) + )Z(Q)(N+3))
—axo

1-a*)(1-x3)
2N+ o) — 0. (10
Xo (1 _ aXO)2 ( )
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On remarque alors ’identité :
(1-a)(1-x) _ (1-a%)" _ o
(1 —axo)? 1 —axo 0
& partir de laquelle on obtient pour (10) la forme
_ 2
_ \N+3\2 _ [(1—=aXo N
(1 - (aXO)A+3) - (Xo (m) (aN+3 - Xéw—s)) =0. (11)

qui aboutit aux équations annoncées. m]

3.3. Démonstration du théoréeme de Parter

D’aprés 1’équation (i) du corollaire 2, on obtient pour la partie réelle :
cos(N + 2)6, [(cos o —e®1) sin(N + 3)0, — (cos(N + 3)90—6(N+3)61) sin 00]
—sin(N + 2)6, [(cos 6o —e) (cos(N + 3)90—6(N+3)61) sin O sin(N + 3)00]

= —(cos By — €% ) sin(N + 3)8; + sin <cos(N +3)0 — e(N+3)9‘) .

Donc
cos(N + 2)6, (sin(N +2)8p — €% sin(N + 3)8p + N +3)% gin 00)
—sin(N + 2)6p (cos(N +2)8p — €% cos(N + 3)6,
—eV43)01 oq 0o + e(N+4)61)
= —sin(N 4 2)8p + €% sin(NV + 3)6p — V1301 5in 9.
Donc

(- 09%) - (1 ()

+2e(N+3)61 gipy (N;- 4) 6y cos (-—]\7—;—2) 6o =0.

De cette derniere égalité on déduit :

(#') [sin (252) 6o cos (%)] sinh & cosh (2526, — cos (222) 6 sin (%)
cosh & sinh (%£26,) = o.
De la méme maniére, on obtient pour la partie imaginaire :

(i") [cos (%32) 6o cos (% )] sinh & sinh (2326, ) + sin (25F2) 6y sin (%)
cosh & cosh (&£26,) = o.
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S. Parter obtient les formules (i) et (i”). Le reste de la démonstration
est alors détaillé dans [7, pages 166 & 168)]. Donnons-en le principe :

e De (¢') et (i) on déduit que fp = {55 ot = O(1)

e Il en résulte que (i') et (z”) sont asymptotiquement équivalentes 3

{ tan N—;—Sao =tanh ﬂ2+—300

tan %00 = —tanh N—2+?300 (12)

e Or les solutions non nulles de tan(y) = + tanh(y) forment un ensem-
ble discret entierement déterminé par les relations

. <(2k + 1i7r + Ek) — (<1)* tonh <(2k + liw + Ek>

ou k € N* et ou les Ej, sont des constantes (petites).

e Un développement asymptotique de cos(fy) = 2_2\/;‘ (voir proposi-

tion 1) donne alors le développement asymptotique annoncé de Ag (V).

4. Spectre d’un opérateur de Toeplitz & minima multiples

4.1. Deux théorémes de structure

LEMME 5.— Soit A € [0, 4], x = €°, p € N alors il eziste xo € T tel
que :
11— X" = X = x59192

ol
g1= H (uxo — X)
ueUyp
g2= [l (uxo—X)
u€Up

Up désigne le groupe des racines p-iémes de [’unité dans C.

Démonstration du lemme 5.— On a :
1-xPP =X = = (X -(2-M)x"+1)
= —xP(xF = x0) (X’ — Xo)

(2=X\)+i 24—(2—>\) alors,

et si xj =
11— xP|? = A=x5(x6 — x*)(x6 — X*)
=Xb & go-
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Remarque : On a donc: cospfy =1 — % =1]1- XSIQ-

En suivant la démarche de H. Widom, nous donnons un théoréeme de

structure permettant, a ’aide de ’équation précédente, de travailler sur les
valeurs propres inférieures du spectre de Tv(1 — cospf), p € N.

Avec les notations précédentes, on a :

THEOREME 3.— Soit fi, = g1,,92., ou T € [0,1],

91,r = H (U'XO - TX)? 92,r = ]___[ (uXO - 7")2)

u€Up ueUyp

Posons &y = QLT-XNH et Oy = &XN“.
92,r 91,r
On a alors,

(i) E= vect{ux()l_rx }ueU,, est stable par (I — H&,NH(I)N)‘E.
On note Ay la matrice représentant (I — Hg Hs,) ‘E dans la base

1
{5 e, % 2

(1) Soit X € [0, 4] tel que A = |1 — xb|?, alors X est une valeur propre de
Ty (|1 — xP|?) si, et seulement si,

xo = €% et lim det(4,) = 0.

r—

Démonstration du théoréme 3. — On remarque tout d’abord que le sym-
bole f, vérifie les hypotheéses du théoréme d’inversion. Afin de le mettre
en application, nous utilisons le lemme suivant.

LEMME 6. — Soit P(X) = Z}i—_-o a; X7 un polynéme sur C et n € N.
Ona:

; X"P(X)\ _ A
(@) 7 (BE2) = ©er, w2

e X"PO) Y _ X
(’LZ) T4 ( 92.,r ) - ZueUP Hu uxo—7X’

ou A, et p, sont des constantes ne dépendant que de P, xo et n.
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Démonstration du lemme 6 :

(i) 1l suffit de montrer la formule pour 7 ﬁi), s € N*  alors (i) s’en
déduit par linéarité. Le calcul est alors analogue & celui du lemme 3.

(ii) se démontre de la méme fagon. m]

On en déduit pour tout s € N¥,
Haon(x®) = m_(onx"H)

- 1 (&XN+3+1)
92,r

= Z auu__x——'r—: d/aprés (ZZ)
wel, X0 X

. (X ) = g2.r EN+2Y — _ X danres (i
et Hg (uxo—ri) =Ty (glrrx ) = ZuGUp ’S“uxO—rx d’apres (i).

Notons alors A, la matrice qui représente 'endomorphisme I—Hg  Hg ‘ .
Un calcul simple montre que les vecteurs ko = 74 (<i> NT4+ (521—)) et ko =

T (@ NT+ (ﬁ)) appartiennent au sous-espace E. Notons s et 5 leur

2 . . . 1

représentation matricielle dans la base {UXO"X }uGUp.

En raisonnant comme dans la proposition 4, la formule d’inversion de la
section 2 donne :

1 -
T, - ——— (A,
N(f/\,’l‘) 1 det(Ap) < P%O’ ;{0>

ol fip est la transposée de la comatrice de A,. Le méme argument montre
alors que 1’équation caractéristique s’écrit det(A,) = 0.

Par un argument de continuité, on obtient les valeurs propres de |1—x?|?
en faisant tendre r vers 1, ce qui achéve la démonstration du théoreme 3.
O

Remarque: On régularise le symbole |1 — xP|2 — A par fx, = Xhg1,+92, A
toute valeur propre A de T (f: \,r) correspond une valeur propre de Tn(fxr),
= Xf)’j\). De plus, si p est pair, on a alors une factorisation o X}
n’intervient pas.

LEMME 7.— Ona :
I1=x*P)? = A= —gi192
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{ 91=(x" + x5) (xb + xP)
g2 =(Xb — X*)(x — XP)

Démonstration du lemme 7.— En partant du lemme 5, on a :

1—x*|-X = —x*( = x0) (" +x5)(x" — x5) (xX* + X0)
= —(1=xBx8)(x? + x6)(1 — x6x0) (X" + X6)
= —(x6 — X")(xP + x0) (xb — XP)(x6 + xF)
= —9192-

Le théoreme de structure utile dans le cas out f = |1 — x?P|? est :

THEOREME 4. — Soit fa, = g1.,92, our € [0, 1],

?

91,0 =[luen, (uXo — rx)(uxo — 7x)
92,0 = [luev, (wXo — %) (uxo — rX)

ot N, est l’ensemble des racines p-iémes de —1 et U, est le groupe des
racines p-témes de 1. Posons comme précédemment,

oy = &XN_H et &)N = &)ZN‘H.
92,r 91,r

Alors :

(i) on a

1 1
F = vect{ — , }
UuxXo —TX UX0o —TX) yuen,

est stable par I — Hg Hsg, .
(1) On note Agy, la matrice représentant (I — Hj ., HQ)N)‘ dans la base
F
{m, u_Xol—Tx}ueNp‘ Un réel A € [0, 4] tel que A = |1 — x2|2
est une valeur propre de Tn (|1 — x?P|?) si et seulement si xo = €%
vérifie :
lim1 det(Ag,) =0 et A = 2(1 — cos 2pbp).

Démonstration du théoréme 4.— Elle est identique & celle du théoréme 3.
o
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Les deux théorémes de structure permettent de travailler avec les valeurs

propres inférieures des opérateurs T (1 — cospf). Pour p > 3, les calculs
sont importants.

Illustrons ces théorémes pour p = 2 en utilisant le théoréme 4.

THEOREME 5. — Soit A\p(N) la k-iéme valeur propre de Ty (|1 — x?|?),
on a:

Me(2N) = Me(2N — 1) = (2T LN,
k - “\N+1 2\ N+1 °\n3 )
Nous utilisons le lemme suivant.

LEMME 8. — Conformément au théoréme 4, on pose : g1 =
—X _ SoitneN;ona:
Xo—TX

1 —
Totrx ©2

1 — X —
Xo+7x’ €1 = Xo—7%’ €2 =

g ”+(< X )‘ D" (o)er — <2 (o)

Xo+7X)(Xo+7X)/  Xo— Xo Xo — Xo
(x=mX)(Xo — TX) Xo — Xo Xo — Xo

Démonstration du lemme 8.— On a pour (i) :

() " wes )~ (555
* (xo +7x)(Xo +7X) X0 — Xo Xo +7X Xo +7X

1 1
= — —1)" % n
Xo — Xo [( )"(r¥o) Xo +TX
—(=1)" u
V"0 |

Il en va de méme pour (ii). m]
PROPOSITION 5.— La matrice Ay du théoréme 4 s’écrit :

1 — (611 + pape) 0191 + 192

Ay = (13)
O201 + p2p2 1+ (621 + p2tp2)
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ol
4
p1= J—*xo —(rXo YNH2(1 4 72)
2 = — 22 (rxo)V2(1 4+ 1x3)
U1 = 520 (r%0) V(1 + r2%3)
Yo =— 2% (rx0) VA (1 +77)
61 = (~1)¥ o (rx0) VH2(1 4+ 12)
b2 =(-1)V % = (rx0)V*2(1 + 7%x0)
p = (1) -5 (rxo) V(1 + r%X0)
| e = ()Y 22 (o) V(1 4 12)
Démonstration de la proposition 5 :
(i) On a:
= N+1
Hey(e1) = m- [(XO+T>E)(>§O+T>E) X J
(xo = %) (Xo — %) (xo +7X)
N+1 N+2
_ X X
= XoT— ——— — +'I‘7T_l: ——— —
[(Xo —7X)(Xo — rx)] (xo = rx)(Xo — TX)
X 1
= (R ™) «
Xo — Xo — Xo
- <_ X_O (rxo)¥ 2 +r— (TXO)N+3> )
X0 — Xo X0 — Xo

en utilisant le lemme 8. On a donc :
Hg, (€1) = p1e1 + paea.
On a de méme :
Hgy (e2) = ¥1e1 +¥ea, Hg (e1) = 6161 — Oae
et
Hj  (€2) = pie1 — poea.
(ii) On déduit les formules :
[ - Hz, Hay) (e1) =[1 — (0101 + prp2)] €1 + [O2¢01 + paoles
{ [I - Hg, Hsy| (e2) = [ (0191 + pah2)] €1 + [1 + (0221 + pavb2)] €2

Ce qui achéve la démonstration.
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PROPOSITION 6. — L’équation caractéristique de T (|1 — X2|2) est :

(DM [2 (6™ + V) + (R0 + %002 = (o~ %0 (14)

Démonstration de la proposition 6 :

D’apreés (ii) du théoreme 4, I’équation caractéristique s’écrit det(As) = 0.
Avec les notations de la proposition 5, on obtient :

lim [L+ 102 + opz — 0161 — papy + (O2p1 — O12) (P12 + @2¢1)] = 0.
Les formules donnent quand r tend vers 1
(=¥ [2 (XS(N+3) - )—6(2)(N+3)) + (Xo + X0)2] = (Xo — X0)°
qui représente I’équation caractéristique de Ty (|1 — x?|?). o

Démonstration du théoréme 5 :
On distingue les cas N pair et N impair.
e Si N est pair, (i) s’écrit :

cos 2(N + 3)8y — cos? 6y = —sin’ by

soit
cos 2(N + 3)6p = cos 26,. (15)
On a que
4—(2—N)?2

est positif, donc pour N grand et 6y voisin de 0, ce §y est un nombre
positif, ce qui exclut la solution (N +3)0y = —0y+km, k € N (k étant
fixé pour N — oo tel que (N + 3)8p — km > 0 et 6o > 0). On a donc

km
o= —"_ keN.
=N €

On obtient alors :

2k
)\k(ZN)=2<1—cos T )

2N +2

que ’on peut exprimer par le développement asymptotique

ke \° 1 ( kx \* 1
)\k(2N)—(N+1) —E(NH) +°(‘J\ﬁ)‘
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e Si N est impair (i) s’écrit :
cos2(N +3)6p =1
d’ou

km

0o = — |
°TN+3

keN.

Ainsi

2km
M(2N+1)=2 (1 — cos 2N+4)

que ’on exprime par

kr \°> 1/ kr \* 1

On retrouve le résultat de [4] sans ’hypothése d’unicité du minimum
([4, Ch. 111, p. 785]).

On peut étendre ce résultat au cas d’un symbole positif ou le zéro est
atteint o fois : on montrerait qu’il correspond & un opérateur de Hankel
dont la partie “utile” est une matrice carrée de rang a.

5. Etude spectrale d’une perturbation

Dans ce qui suit nous montrons sur un exemple que la méthode utilisée
permet d’évaluer la perturbation des valeurs propres d’un opérateur de
Toeplitz associé & un symbole perturbé.

Concrétement, notons Ag(N), pour k fixé, la k-iéme valeur propre de la
matrice de Toeplitz associée au symbole |1 — x|? (voir [12], [4]).

[1—x/?

Le symbole perturbé sera ici : f = T 18] < 1.
THEOREME 6.— Notons A\x(N) la k-iéme plus petite valeur propre de

Tn (J1—x]?) et /\ff)(N) la k-iéme plus petite valeur propre de l’opérateur
perturbé T (ﬁ%) ou 0 < |8] < 1. Alors il existe un réel € €]0,1[ tel
que, st |B| < e,

AP (N) = M(N)pi(N, B)
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ot
(o +ozv<6>(> - )<—— 4
1 —cos 37117;
1+32 - QﬂCOS(JV+2)
avec
a(N,2k)  =(-1)¥2sin (kn%i‘;)
(N, 2k +1) = (- 1)’“2005((2]64“1)%1\ )

6] < |8228 1 ox(5)| { zgﬁﬁii;’((;ff @ﬁ;i;.

Conformément & ce qui précéde, nous allons factoriser le symbole
[1—x|? 4 [1—xI?
W —/\, pour A€ [O, m], (Vu que mf.X (H—B_XP’ m

5.1. Factorisation du Symbole

PROPOSITION 7.— Pour X\ € [O, uﬁg—)] , il existe By € R tel que

11— xI
I TN E 9192C(N)
avec o — X X _
0 0~ X i0
= y t = 0
9 1- By 92 = ,8‘ €l Xo =¢€

Remarque :  Bien entendu, 6y est une fonction de A.

Démonstration de la proposition 7.— On a
PR ESGEP Y X
11— Bx|?
Y(\8 — 1 2—- A1+
_ I (0, 2N,y
11— 8x| (A8 -1)
La fonction f) s’annule sur T puisque, d’apres le théoréme de Szegd cité

en introduction, A € [miny f, max f]. Il en résulte l'existence de xo € T,
xo = €%, tel que

— 2
2 g‘(‘,\i\,‘e(_l_‘tljﬁ‘lXJrl: (x = x0)(x — Xo)-
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Ainsi,
_ Xo(AB-1) _
h= TeENE (x = x0)(x0 — %)-
On pose alors :
C(/\) = )20()\/3 - 1)7 91 = %%a g2 = %- a

Afin d’étre sous les hypothéses du théoréme 2, nous appliquons le théo-
réeme d’inversion au symbole régularisé fy , = g1, g2,r, avec : g1, = Kl"_;;)?,

— Xo—rX
et g2, = 5

Remarques :

(i) Les valeurs propres de Tn(fx,r) = Tn(g1,rg2,r) sont, pour N grand,
les mémes que celles de T (C(A)g1,r92,r); C’est pouquoi nous travail-
lons avec le symbole f ,.

(ii) Par souci de simplification, dans ce qui suit on écrira g; pour gy, et
g2 pour gz ». De plus on posera :

1-08x _
1-8x

Z 7uXua Y-1= _ﬂa Yu = /Bu(l - 32) siu € N.

u>—1

Notons maintenant Hg, 'opérateur de Hankel pour le symbole (xo—7)

(xo — TX) et Hgg l'opérateur de Hankel pour le symbole fy, ou encore
I’opérateur de Hankel perturbé.

5.2. Evaluation des Opérateurs de Hankel Perturbés

On rappelle que xo = %0 ol1 §; est une fonction de .
PROPOSITION 8.

VseN, HP () =Hoy(x") 3 vulrio)™

u>—1

Nous aurons besoin du lemme suivant pour la démonstration de la propo-
sition précédente.

LEMME 9.

Vs € N*, Ho\(x") = (xo0 - T2)20)(T)20)N+2+5___X

X0 —TX
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Démonstration du lemme

Vs € N He o (X°) = =

D’ou

TX N+s+l
— TX

Z TXO u u (N+s+1)
u>0

_ Z(rxo)u+1)zu—(N+s+2)
u>0

_ N+4s+2-N+s+2 . N+4st+d—N+s+d X
= (r Xo - Xo ) ———=-
X0 —TX

_ X
o)V 2t

Hs, (x°) = —r?x —.
o () = (0 = r50)( o

Démonstration de la proposition 8. — On a

or

D’ou

B8
Hy) (x°)

s 91
HY (") = - (g—2xN+s+1>
- 1 Xo—TX Z -~ Xu+N+s+1
X0 — Xu> 1
—TX_ w s
= X e (RS yeen),
u>-—1 X

. _
o (X_> S
Xo —TX Xo —TX

_\N - X
— Z Yuu (XO(TXO)A +uts+2 _ T(TXO)N+u+3+3) S S
u>—1 X0 —TX
- \N+4u+s+2 2= X
= > wl(rxo) (xo = 7"X0) ———
u>—1 X0 —TX
= Hoy(X%) Z Yu(TX0)"

u>-—1
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Avec une démonstration analogue, on a de méme.

PROPOSITION 9.

Vs e N Hf_j(xs) = Hz, (X°) Y Aulrxo)®:

u>—1
Remarque :  On démontrerait comme pour le lemme précédent que

¥seN, Ha (¥°) = (xo—r’¥Xo)(r¥o)V 2t —X—.
X0 —TX

5.2.1. Evaluation de I - H HY)
N N

PropPOSITION 10.— On a :
fomm (vme () vt {55 )
=T NT. — vect { —— .
T U e Xo — X

Démonstration de la proposition 10.— On remarque tout d’abord que

d
poursc Net P= 3 ajx’,a;€C,ona:
i=1

P 1
T4 (-———————X (X )) € vect {—} .
Xo —TX Xo —TX
Par un calcul direct, on a en effet:

- (X"P(X“)) _ (rXo)"P(rXo)
* X0 —TX X0 —TX

. 1) _ 1-3 = 1-3 — =
Par ailleurs, 7 (gQ) =7y (JXO_W) = XoT+ <—X_1“""XOX = Xo-
Ainsi,

Y. — < (xo=rx)(1=Bx) —N+1
Xo = Xom+ (w(m—rx)u—mz)x )

— Ps3(x — —
= XoT+ (ﬁ%rﬁ)’ avec P3(x) = —Bx" + rBxox¥ ! — rxoxV+2.
D’ou :

= x°Ps(X _ s Pa(rx Ps(rx 1
Xo = 218877-1— (X _@(X)) — Z(ﬂrxo) ;3( XO) — »3( X(i) )
e Xo = TX = Xo—=7Xx 1=0rX0 xo—rx

[m]
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PROPOSITION 11.— On a :
-8 HS)| <__1 > - A——
X0 —TX Xo —TX

ou

1—Brxo 2
—1_ — \N+2
Ar=1 <————1 e (r%o0) ) .

Démonstration de la proposition 11.— On a, :

] 1 Xo —TX 1
B () = (2R e

Xo — TX Xo =X £ Xo —TX

u+N+1
- T (o)
u>—1 Xo = TX
—\u - X
= Z Yu(rXo) (TXO)N+2T-
u>—1 Xo —TX
Or
= TN+2
X
(0)(—) = m [ D wx*] =—=] weR
Xo —TX us—1 Xo —TX
Z -u+N+2
= YuT+ ( )
u>—1 X0 —TX
- \u = \N+2 1
= Z Yu(rXo)* | (TXo) o —
u>—1 X0 X
La proposition s’en déduit immédiatement. u}

Démonstration du théoréme 6.— En utilisant la formule d’inversion et
I’argument de la proposition 4, ’équation aux valeurs propres s’écrit:

A, =0.

En utilisant un argument de continuité on obtient alors les valeurs propres
2
de Ty (Till_;g‘)[(p) comme solution de

lim A, = 0.
r—1
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Ceci nous conduit aux deux équations :

7 1 - BXo
N+2 AU 16
Xo 1- Bxo (16)
1 - 8%o
N+2 _ _ 1~ PXo 17
XO 1 _ /BXO ( )

En égalant les parties réelles (ou imaginaires) de (16), on obtient :

N +4 N+2
Bsin + 6o | —sin X 6o ) =0. (18)
2 2
De méme 1'équation (17) conduit a :
N +4 N+2
,Bcos( + 00> —cos< ;_ 00> =0. (19)
Etudions I’équation (18). Pour 3=0o0n a:
2km
Oy =
°TN+2

qui correspond au symbole |1 — x|? non perturbé. Cette valeur de 8y conduit
pour le symbole non perturbé & la valeur propre (non perturbée)

) =3 (1 o (25)).

En effet, la factorisation du symbole entraine que

2201+
X0+ Xo = — M1
d’on . .
A= P (20)

1+ 82 —2Bcosby

et par conséquent pour 3 = 0, on obtient A = 2(1 — cosby).
On peut écrire I’équation (18) sous la forme
Fn(B,60) = 0.

On a dans ce cas

OFN 2km =(_1)k+1N+2.
06y "N +2 2
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L’équation (18) définit donc localement, au voisinage de 3 = 0, le réel
0o comme une fonction fx de 3 et de plus :

OFN 2k

dfn 0) = — B (0’ N+2)
d - a T ’

g 2 (0, 25)

Ceci s’écrit encore :
di & N+4
-1 .
(O) (-1) N sn(kN+27r)

En notant fy = 0(()'3 ) (6o perturbé), on a :

05 = 6, +/3 (0>+ o(8)

Soit : okn oV, K)
(8) _

bo N+2+’6N+2 +on(8)

avec A
N (1 ke o +

@(N, k) = (—1)"2sin <k—N+2 )

De plus
1
on(B)=o0 (ﬁ) a f fixé, et on(B) = o(B) & N fixé.

En effet,

a) a N fixé, on () est le reste d’un développement limité en S;

b) a g fixé, lim(NV + 2)0(()‘6 ) = 2kn. Cela résulte de l’équation (18) que
Pon peut écrire asymptotiquement :

3 sin (N 00) =sin <N;_200)

ce qui montre que (N + 2)6p — 2k7 et on(8) = o (7)

En écrivant 6, = on obtient :

N+2’

wjffl\il;) + oN(/ﬁ’)] sin (;ﬁi} + §> (21)
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avec

k
€] < 6% +on(B)]-

En combinant (20) et(21), on obtient une formule de perturbation pour Agy :

Aé‘,? = Aorp2r (NN, B)
avec
(6258 + ox(8)] sin (35 +¢)
1 —cos (]%,sz)
243 (ﬂ% + o(,@)) sin (% +§)

1+ %2 —28cos (1'\“,2;'2>

1+

ka(Na IB) =

1+

L’étude est analogue pour ’équation (19).

L’équation de perturbation est remplacée par :

8 _ 2k+1 Y(N, k)
0" = N2 PN T
avec :
1k N+4 ™
Y(N,k) = (-1) 2005<N+2(2k+1)2>

et on obtient :

)\éi)ﬂ = Aok41P2k+1(V, B)

ol por+1(NN, 3) s’obtient en remplagant dans por(IV, 3), respectivement

@(N, k) par (N, k) et %’:{52- par—————(zﬁfgﬂ.

En conclusion, on a :
AP (NY = A (N) pr (N
K (N) =X (N)pi (N, B)
ol px (N, B) est défini par ce qui précede. m]
Remarque :  Pour N fixé, py (N, ) tend vers 1 quand (3 tend vers 0. De
plus, pour g fixé, px (N, 3) tend aussi vers 1 quand N tend vers +oo .
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6. Conclusion

Dans cet article, une approche géométrique nouvelle (notre formule d’in-
version) permet de choisir les classes de symboles différemment de M. Kac,
W.L. Murdoch, G. Szegd, H. Widom et S. Parter. Leur choix n’a pas
comme origine la compatibilité avec ’application du théoréme de Courant-
Weyl, mais dépend d’hypothéses de régularité, autorisant une factorisation
adéquate (on parlera de classes de factorisation). On retrouve des théorémes
existants (comme le théoréme de Parter), mais on traite également certains
symboles exclus des classes traditionnelles définies dans ([4], [12], [7]). On
montre de plus la souplesse de cette approche géométrique pour une théorie
de perturbations des symboles. Pour conclure, signalons que I’exemple de
perturbation étudié laisse entrevoir un phénomeéne intéressant. Quand le
symbole est de la forme |1—x|?® f; ou |1 —xP|?f1, avec fi > 0,a € N,p € N,
c’est une hypothése de régularité sur f; qui déterminera la classe de fac-
torisation. Le choix de f; dans une telle classe ne perturbe pas I'ordre du
terme principal dans le développement asymptotique des valeurs propres
extrémes : celui-ci ne dépendrait que de ’ordre du zéro en 1.
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