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Solutions ¢~ d’une classe de problemes de Cauchy
quasi-linéaires hyperboliques du second ordre
sur un conoide caractéristique *

MARCEL Dossa (V)

RESUME. — Nous décrivons un résultat d’existence et de régularité C>
pour le probleme de Cauchy associé & une classe de systémes d’équations
aux dérivées partielles hyper quasi-linéaires hyperboliques du second or-
dre, les données initiales étant portées par un demi-conoide caractéristique.

ABSTRACT. — We describe an existence, uniqueness and C°° smoothness
result for the Cauchy problem linked to a class of systems of second order
hyperbolic hyper quasi linear partial differential equations, with Cauchy
data given on a characteristic conoid.

1. Introduction

Le résultat qu’on se propose de présenter ici est un résultat d’existence
et de régularité C*° portant sur ’étude d’une classe de systémes d’équations
aux dérivées partielles hyper quasi-linéaires hyperboliques du second ordre
et pour des données initiales prescrites sur un conoide caractéristique. 11
s’inscrit dans le cadre d’un programme d’études mathématiques portant
sur les problemes de Cauchy caractéristiques non linéaires et dont ’ultime
étape serait la résolution sous des hypothéses de différentiabilité minimales
sur les données du probleme de Cauchy sur un conoide caractéristique pour
les Equations d’Einstein. Ce résultat relativement ancien de [5], malgré son
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applicabilité évidente (cf [7], [8], [11], [12], [13]) n’a fait ’'objet jusqu’a main-
tenant d’aucune publication détaillée (en dehors de la bréve note [6]). Il nous
parait donc important de combler cette lacune dans le présent travail.

Considérons donc dans le domaine Y intérieur & un demi-conoide C de
R"*1 de sommet 0 et d’équation

le probléme de Cauchy pour un systéme de N équations aux dérivées par-
tielles (E,) de N fonctions inconnues (w,) de n + 1 variables réelles z* de
la forme suivante :

A)\#(:L-Ot, ws)DAuwr + fr(xaa Ws, Duws) =0
1

2
rns=12,..,.N;o,\u,v=0,1,...,n; D, = agv’DAu = %%W
de type z*—hyperbolique avec A% > 0 et la forme quadratique A¥X;X;
définie négative (z,j = 1,2, ...,,n), avec des conditions initiales de la forme
suivante :

wy = Wy sur C, C étant un demi-conoide de sommet 0,
caractéristique pour l'opérateur différentiel 9
AM (2%, W, (z*)) Day, et les données de Cauchy w, étant définies (2)
dans un voisinage de 0 dans R*+!

Sous des hypothéses de classe C*° sur les données (A*, w,, f,.), on
se propose de montrer qu’il existe un voisinage (Y') de 0 dans Y dans
lequel le probléeme (1), (2) possede une solution unique (w,) de classe
C* dans (Y) (y compris au sommet 0 du conoide C).

La démonstration de ce résultat reposera sur une combinaison conve-
nable de deux résultats antérieurs dus respectivement a F.G. Fried-
lander [9] et & F. Cagnac [1].

Le résultat de Friedlander dit, grosso modo, que lorsque les équations
(Er) sont linéaires et les données sont C*°, le probleme (1), (2) pos-
séde une solution unique définie et de classe C*° dans Y (y compris
au sommet 0 du conoide C).

Décrivons maintenant le résultat de Cagnac. Dans [1], sous des hy-
potheses de différentiabilité finie sur les données (A, w,, f,), il traite le
cas n = 3 du probleme de Cauchy (1), (2) en transformant ce probléme
en un probléme & données initiales nulles qu’on peut résoudre a I’aide de
la théorie de Leray [10]. Plus précisement, recherchant des solutions du
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probléme (1), (2) dans l’espace de Sobolev hilbertien classique H**1(Y)
(t > 6), F. Cagnac montre d’abord, sous des hypothéses de différentiabilité
de classe C?, C%*=2 C% sur les données (A, f,,w,) et moyennant la
condition supplémentaire suivante notée (O;) :

« les Wy vérifient au point 0 les équations (E,) et toutes les équations

dérivées jusqu'a l'ordre t — 2 » que (cf. propositions 3.2, 3.4) :

1) la donnée de w, |¢ = W, |¢c permet de déterminer de facon

unique les fonctions w,@ (1 < £ < t) égales aux restrictions

au conoide C des dérivées Dgwr des fonctions inconnues w, 3)

2) le polynéme de Taylor & ’ordre ¢ en 0 de la fonction

inconnue w, est égale au polynéme de Taylor d’ordre ¢ en 0,

w?, de la donnée de Cauchy ;.

Posant alors w, = v, + w,, F. Cagnac introduit de nouvelles fonctions in-
connues (v;) vérifiant un probléme de Cauchy & données nulles (D§v, = 0
surC (0<4< t)), qu’on peut résoudre dans H*+1(Y) 4 I’aide de la théorie
de Leray ; cela impose aux fonctions (w,) de vérifier les conditions :

wr € H*2(Y); Déw, = v® sur € (0< €< t).

Tenant compte de (3), F. Cagnac construit finalement sous la condition (O;)
et les hypotheses de différentiabilité de classe respective C3¢+2, C3t, C3t+2
(t > 6) sur les données (A, f,,w,), les (w,) sous la forme :

wr(z® 2zt 2%, 2%) = W0, 2,22, 2%)

t
+Z (z° - S(ml,x2,x3))ka£k)
k=0

+ (2 - S(z?, a:z,J,'?’))t+1 R,
ot : 0¥ (z',2%,2°) = p¥ (2, 2% 2°) — Dfw? (8", 2", 2%, %),

le facteur R, du reste étant choisi de fagon que, malgré le point singulier 0,
sommet du conoide C, w, appartienne & H*t2.

Utilisant les résultats de [1] et [9] décrits ci-dessus, notre méthode de
solution du probleme (1), (2) consiste, dans un premier temps, & construire,
sous la seule hypothése que les données (A, £,., 1, ) sont de classe C*°, une
nouvelle donnée initiale (@,) de classe C*, telle que :

Wy le =Wy e

. (W,) vérifient au point O les équations (E,)
et les équations dérivées de tout ordre.
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On en déduit d’apres [1] :

(?) la détermination unique des fonctions wﬁ’“’) (£ € N) égales
aux restrictions au conoide C des dérivées D§w;.
des fonctions inconnues w,

(2) la coincidence de la série de Taylor au point 0 de @,
avec celle au point 0 de la fonction inconnue w,

Comme dans [1], on pose ensuite
Wy = Vp + Wy

et on transforme le probléme (1), (2), en un probléme (%) d’inconnues (v,)
a données initiales nulles sur C :

Dfv, =0surC ¥ €N (4)

Comme dans [12], en utilisant un argument de domaine de dépendance

de solution de systémes hyperboliques, on réduit le probléeme (%) en un
probléme de Cauchy ordinaire & donnée initiales nulles portées par ’hyper-

surface spatiale d’équation z° = 0 qu’on peut résoudre & I’aide de méthodes
classiques (cf. [4], [10], [3])-

Cela impose aux fonctions auxiliaires w, de vérifier, vu (3) :
Diwr e =9 ¥ eN (5)
On choisit les w;, sous la forme :
Wy = Wy + wﬁ (6)
Les w} sont alors astreintes aux conditions :
Déwlle = 0@ =9 — Déw, |c VL eN

Leur construction se fait au moyen d’une variante du lemme classique de
Borel (cf. proposition 2.8).

Le plan du travail est :

2. Quelques préliminaires techniques pour les chapitres suivants.

2.1 Notations, définitions, hypotheses.
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2.2 Représentation paramétrique des conoides caractéristiques C déterminés
par les données (A, ;).

2.3 Le résultat d’existence C*° de F.G. Friedlander [9].
2.4 Quelques variantes du lemme classique de Borel.

3. Détermination des restrictions au demi-conoide C des dérivées suc-
cessives de la solution (w,) du probleme (1), (2).

3.1 Quelques résultats utiles de [1].
3.2 Quelques notations et définitions.
3.3 Les résultats obtenus.

4. Résolution du probléeme de Cauchy (1), (2).
2. Quelques préliminaires techniques pour les chapitres suivants

2.1. Notations, définitions, hypothéses

HYPOTHESE ¢, (p > 2)

Les AM (2, w,) sont définies et de classe C? dans un domaine U x W
ot U est un ouvert de R™*! contenant 0, o W est un ouvert de R¥.

Dans U x W les AM (2%, w;) déﬁnissent une forme quadratique définie
de signature + - ... - ; A% > 0, AY X, X; définie <0 (3, j = 1,...,n).

Il existe un point (a,) € W tel que :
A%(0;a,) =1, A%(0;a,) =0, A¥(0;a,) = -0t

(3 un changement de variables linéaires prés, ces dernieres hypothéses sont
toujours vérifiées).

HYPOTHESE 3, (p > 0)

Les fonctions f,.(z%,ws,ws, ) sont définies et de classe CP dans un do-
maine U x W x W’ ot W’ est un ouvert de R+ . sip =0, les f, sont
lipschitziennes par rapport aux wsg,,. .

HYPOTHESE v, (p > 2)

Les w, sont des applications de U dans W de classe C? et telles que :
Wy(0) = a, , le point (a,y) = (Dw,(0)) € W’.
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Notation.— On note respectivement A®), a(®, ) 1’ensemble des déri-
vées jusqu’a l'ordre ¢ par rapport a toutes leurs variables des fonctions
respectives A, 1,, f. aux points respectifs (0;a;), 0, (0;a,;a,y).

2.2. Représentation paramétrique des conoides caractéristiques C
déterminés par les données (A, ;).

DEFINITION 2.1.— Une hypersurface () de U (C R**1) d’équation :
2% = Sz, ..., z")

est dite caractéristique relativement a l'opérateur différentiel AM (z®,w,)
D, si S est solution de l’équation aux dérivées partielles du premier ordre :

) g a9s |
AOO + 2A°’q¢ +A”qz~q]~ =0 (Qi = _5}7, 1, ] = 1v'~-’n) (7)

les AM étant pris pour les arguments
2% = S(zl,...,z") et w, = Ws(S(2?), 2%) (¢ =1,...,n).
Une hypersurface caractéristique est engendrée par des bicaractéristiques.
Les bicaractéristiques passant par 0 admettent des représentations paramé-

triques (A1, q7), projections sur U, des bandes caractéristiques de (7), qui
sont solutions du systéme intégral :

l’a (/\la q?) = fo)\l Ta(mua q])dAl

(8)
%M, ) = @@ + [ Ri(z¥,¢5)d\
ou :

T*(z#,q;) = A*° + A*q;, Ri(a#,q;) = 5 [8% — s Bsv]
F(z®,q;) = A% 4 2A%g; + A% g;q; ©)
les AM étant pris pour les arguments w, = W (%)
les @0 étant choisis de fagon que :

F(z*,¢)) =0 (10)

On appelle demi-conoide caractéristique de sommet 0 déterminé par les
données (AM ), la réunion C des bicaractéristiques issues du point 0
(A1 20).
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Sous les hypothéses (ayp, ) (p > 2) sur les données (AM,w,.), il existe
un voisinage (C) du point 0 dans C, qui admet une représentation par une
équation

2% = S(zt,...,z") (11)

ou S vérifie les propriétés suivantes :
— S est définie et continue dans un voisinage D de 0 dans R™
— S est de classe C? dans D— {0} et g—f; = —g;

— S admet un développement limité en f.r.h de ¢, s (fractions ration-
nelles homogenes en z?, s de dénominateur s¢) de la forme :

p+1
S(z*) = s+ZSk+o(sp+1) (12)
k=2

ol Sj est une fonction universelle des arguments z¢ , s , Ak—1),

a®*=1), f.r.h de degré k en z* , s et polynomes en A*=1 qk=1),

Les dérivées de S admettent aussi des développements en f.r.h de z¢, s
dont les parties réguliéres s’obtiennent & partir de (12) par dérivation terme
a terme.

Notations géométriques
Y={(z*) € U/S(z*) <2°} , Yr =YNn {2 < T}, Cr=Cn{z® < T}
D = projection sur l'espace des (z%) de C (i = 1,2, ...n)

Dr = projection sur I’espace des (z*) de Cr.

2.3. Le résultat d’existence C* de F.G. Friedlander [9].

Dans ce paragraphe, on va rappeler un résultat de F.G. Friedlander
[9], qui servira dans la suite .Il s’agit d’un théoréeme d’existence relatif
au probleme de Cauchy linéaire hyperbolique du second ordre avec des
données C*° sur un conoide caractéristique. Mais auparavant, on va in-
troduire quelques notations et définitions utiles pour la formulation de ce
résultat.

Dans tout ce paragraphe, on considére un espace-temps (M, g) constitué
d’une variété C*>° M de dimension n+1, munie d’une métrique g de signature
(+ - .... -). On notera V la dérivation covariante dans la métrique g.
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DEFINITION 2.2.— On appelle domaine géodésiquement conveze de
(M, g) tout ouvert conneze Qo de M telque deuz points quelconques p et q
de Qo sont reliés par une unique géodésique entiérement contenue dans €.

DEFINITION 2.3.— Soit Qo un domaine géodésiquement conveze de
(M, g).

Soit q un point de Qy. On appelle demi-conoide isotrope futur issu de
q et on note C*(q) l’ensemble de tous les points p € Qo qui peuvent étre
atteints par des géodésiques isotropes, orientées vers le futur et issues du
point q.

On appelle demi-conoide isotrope passé et aboutissant & q et on note
C~(q) Uensemble de tous les points p € Qo qui peuvent étre atteints par des
géodésiques isotropes, orientées vers le passé et aboutissant au point q.

On appelle domaine de dépendance futur Dt (q) l’ensemble de tous les
points p € Qo qui peuvent étre atteints par des géodésiques temporelles,
ortentées vers le futur et isssues du point q.

On appelle domaine de dépendance passé D~ (q) l’ensemble de tous les
points p € $dy qui peuvent étre atteints par des géodésiques temporelles,
orientées vers le passé et aboutissant au point q.

On appelle émisssion futur de q et on note J*(q) la fermeture de D*(q)
dans Qo : J*(q) = Dt (q).

On appelle émisssion passée de q et on note J~(q) la fermeture de D~ (q)
dans Qg : J7(q) = D~ (q)

Un ouvert conneze Q2 de (M, g) sera appelé un domaine causal si :

(i) : il existe un domaine géodésiquement convexe Qy de (M, g) tel que
Q C Q.

(ii) : pour tout couple (p,q) € Q2, J*(q) N J~(q) est un sous-ensemble
compact ou vide de S2.

PROPOSITION 2.4 (cf. théoréme 4-4-1, page 147, de [9]).— Tout point
d’un espace-temps (M, g) posséde un voisinage qui est un domaine causal.

PROPOSITION 2.5 (cf. théoréme 5-4-2, page 194, de [9] et aussi Chapitre
6 de [9]). — Soit Q@ un domaine causal de (M, g).

Soit po un point de Q.
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Sotent :

. B un champ de vecteurs C* sur
. C, ug, f des fonctions C*° sur §)

Alors :
(3) : il existe une unique fonction u telle que :
. u e C®(JI* (py))
. (E) : g°PVaVpu+ B*Vu+ Cu= f dans D (po)
. u=1ug sur C*t(pp).

(i) : comme J*(po) = Dt (q), u vérifie donc au point py, sommet du demi-
conoide C*(pg), l'équation (E) et toutes les équations dérivées de tout
ordre.

Remarque 2.6.— L’examen de la démonstration de la proposition 2.5
telle qu’elle est exposée dans [9], montre qu’en fait, u est définie et de classe
C® sur ) tout entier.

2.4. Quelques variantes du lemme classique de Borel.

PROPOSITION 2.7.— Lemme de Borel généralisé
Soit n un entier > 0.
Soit (an)acnn+1 une famille de nombres complezes.

Alors il existe une fonction f € C®(R™*1) telle que, D*f(0) = a,,
Va € N*+1,

PROPOSITION 2.8. — Soit (0¢)eeN une suite de fonction C*®° sur Dr,
nulles au point 0 ainsi que toutes leurs dérivées de tout ordre. Soit 0 une
fonction C* sur R, a support compact, telle que

1
0(t) =1 pour |t| < 3 et 0(t) =0 pour |¢| > 1.
Alors il existe une suite (ky) d’entiers naturels croissant suffisamment vite
de fagon que
. Ix 1 . N .
v(2°, %) =)  —oe(z?) (2% — S(z%)) 8 [ke (a° — S(2P))]

= £

soit une fonction de classe C™ sur Qp = [0, T[xDr telle que : (gb;;’)g ler =
og VL eN.

De, plus V3 € N**1, on a DPv(0) = 0.
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Remarque 2.9.— La proposition 2.8 est une variante du lemme classique
de Borel.

Preuve de la proposition 2.8.— Soit (k¢),cN une suite d’entiers naturels.
Ve € N, soit vy la fonction de classe C* sur Qp = [0,T[ x D définie par :

; 1 i i) ¢ i
ve(xo,xz) = EU@(.’L‘ ) (.’120 — S(:c )) 7] [kg (SL‘O — S(.’I) ))] (13)
On se propose de montrer que si on prend la suite (k¢)yen croissant

+o0

suffisamment vite et tendant vers 'infini, alors la série Y v, définit une
¢=0

fonction v de classe C* telle que :

v
(—3;67|CT =0Vl eN.

Montrons d’abord qu’il existe une suite (k;),cny d’entiers naturels telle
que pour tout £ et tout multi-indice 3 de longueur < £ —1, on a :

Sup |Dﬂv¢(x)| <27* (14)
TEQT

En effet, pour tout multi-indice 3 de longueur < £ — 1 on a, grace a la
formule de Leibniz :

1 ! U —_ U
Dﬂvg(x) = E Z Z C%C%_5D504D6 'u,gD’B 6-6 Wyp (15)
8<B §'<B~8
avec :

up(z) = (2° - S(zi))[ et we(z) = 0 [ke (z° — S(2*))] (16)

Pour tout v = (y0,71,...v») € N**1 posons 4 = (m,... %) € N*; 0n a
alors :

' o
D'w(z)= >, F———ur-g—p(@)(-1)’PD"S..D*S  (17)
ti4.+t, =5 (2—60 —p)
1T-.. p=
0<p<|3’|

Dﬁ—a—é'w(x) _ Z §(Bo—80—85+7) [kg (xo _ S(xi))] ,‘50—60—63“

tit..+t.=3-8-§
o<r<|B|-|8]-|%|

x (-1)"D"S..D' S (18)

Posons K|g| = os;cup |0 ()] .
<k<igl
R
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D’autre part on peut associer & tout t; € N™ une constante K;, > 0
indépendante de k; et z, telle que :

|D* S| < Ky, s7#*1 sur D7 (19)
De plus on a :
0 [ke (2° — S(z%))] =0si ke |2° — S(z*)| > 1 (20)

on déduit alors de (15),(16),(17),(18),(19) et (20) :

K o L g | KT
3 18] S (O ' 74
Dru@| < S5 W5, —p) eCB~s \D "“ %P
0<ps<|é| ¢
0<r<|3-6-4/|
5'<B—6,6<8
x My Mp_s_g,5~ 1P1+3l+p+r (21)
avec : »
M;, = Z I1 K., ete...
tit.. 4t =5 =1
o<p<|8’|
Posons : My, = Sup Mg,
18’]<e~1
(21) entraine alors :
]_ 7 S 1
3 2 5 S B
|DPue(a)| S KjpyME ) mcﬂcﬂ—ép | T PoTho T
o<p<|| ¢
0<r<|B—8-4|
§'<B—6,6<B
x s~ [Bl+|6]+p+r (22)
oromna:
Ci<BI<(e—1) 93
Cl, < (B-o)N<(C—1) (23)
! <1 (24)
(0= -~
1 1
< —sik>1car (25)

kﬁ—ﬂo+5o —-p—r ke
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C—Bo+do—p—1 > e—ﬁo+50—|8'—‘ﬁ“j+‘8‘+ §
= £=po+do— ||+
> €—|ﬂ|+60+’3’ ze-181 21
Posons : [|o¢]|e-1cpy =  Sup  s7%|DPoy(z)|
T€EDT
k+|Bl<e-1
ona o i
s~ |Bl+[8|+p+r D5aei < ||‘7€”Kl—1(cT) sur D car (26)
(8|~ [s| -p-+ 3| = |8| - - < |3 < lBI< £ -1
Posons :

A=Y > ¥ > 1 (27)

si<e-1558 5'<5=5 ocpelf|o<reld]-I5]-15

Alors en substituant (23),(24),(25),(26) et (27) dans (22) on obtient si
£>1:

1 .
| DPue(z)| < K|ﬁ|k—ZM[2A[ [(€ = D lloell ge-1(cpy si ke >1 (28)

Si ’on choisit alors k; de fagon que :

ke > max {1,20Ke 1 MEA (€~ D ol geseny ) (29)
Ona:
Sup|Dng(x)I <2°¢ VB avec |B]|<€-1 (30)
z€QT

+o00
La série > vs(x) est alors normalement convergente et définit une fonc-
¢=0
tion continue

+o00

v(z) = 2 ve(x).

¢=0
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+o0
De plus, si B € N**1 la série Y. DPv,(z) est normalement convergente
=0
sur Qr car :

18l

ZD%(:C) ZD%(wH Z DPuy(z) (31)

£=|B]+1

La deuxiéme somme du membre de droite de (31) est normalement
convergente sur Qp d’aprés (30).

Donc v est C* sur Qr et V3 € N**! on a : DPy(z) = Z DBy, (x)

m=0
+o0
En particulier pour tout £ € Non a : D§v(z) = Y. Dfvm(z)
m=0
Or on a pour tout m € N

Don(z) = iam(xi)

Z Celm—nr (m —1 (@ = SE@) ™ k76 [k (a° - 5(Y)]

r=0

Comme 6(t) = 1 pour |¢| < 3 ona:

0= [k (2° — S(2%))] =0si2° — S(z') =0et £—7 >0

donc :
Din(@ler = mgom(e) = (2 = 5",
Um(xi)ﬁ (.’1:0 _ S(xi))m—l o

Il

{ 0simse

om(zt) sim=1¢

Donc V¢ € N on a : D§v(z) |c, = oe(x?).

+o0 +o0
De plus V3 € N**1 on a : DAy(0) = Y. DPv,,(0)= 3. 0=0 O

m=0 m=0
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3. Détermination des restrictions au demi-conoide C
des dérivées successives de la solution (w,)
du probléme de Cauchy caractéristique

AM (2%, ws)Dyjwr + fr(z®,ws, Dyws) =0 (E,)
w, = w, sur C
A propos de ce probleme, F. Cagnac a établi les résultats suivants :

3.1. Rappels de quelques résultats utiles de [1]

PROPOSITION 3.1 (cf. [1], pages 26, 27, et 28).— Si les AM, f,., 0,
vérifient les hypothéses aa, Bo, 2, il existe un domaine (C') C (C), voisinage
de 0 dans C, sur lequel sont déterminées de facon unique les dérivées Dow,
des fonctions w,

- qui sur (C') prennent les valeurs [w,]

- qui sur (C') — {0} ont des dérivées premiéres continues et bornées,
des dérivées secondes continues, et vérifient les équations (E).

Si Uon pose xr = [Dowy] la restriction de Dow, a (C'), les fonctions
xr sont de classe C° sur (C') — {0} ; les x, admettent des développements
limités au voisinage de 0, en A1, ou en f.r.h de x¢, s jusqu’a lordre 1 ; la
partie réguliére du développement limité de x, coincide avec celle [Dow,| @
Uordre 0 : x(0) = Doyw,(0).

PROPOSITION 3.2 (cf. [1], pages 31-32)

I) Siles AM, f., Wy, vérifient les hypothéses oy, Bp—2, Vp (P > 2),5i
les Ala=3) £(a=3) o(a=1) (24 < p) vérifient au point O les équations
(E,) et toutes les équations dérivées jusqu’a l’ordre q — 3,
alors sont déterminées de facon unique sur (C'), les dérivées jusqu’a
lordre q des fonctions w, telles que :

- les w, sont définies dans un voisinage de (C') ou dans un do-
maine ayant (C') pour frontiére.

— dans ce domaine les w, ont des dérivées jusqu’a l’ordre q + 1
qui sont des fonctions localement sommables et y vérifient les
équations (E,.).

- Sur (C') — {0}, elles ont des dérivées jusqu’a l’ordre q qui sont
bornées.

— Sur (C') elles prennent les valeurs @, = 0, |c .
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Si lon pose ) = = [Dfw,|, restriction de D§w, & (C') 1 < €< g, les
fonctions Y9 sont de classe CP=2¢ sur ¢y —{0} :

— les ng) admettent des développements limités au voisinage de 0
en A1, ou en f.r.h de x*, s jusqu’a Uordre p — ¢, et leurs dérivées
admettent les développements limités dérivés ;

— la partie réguliére du développement limité de wﬁe) coincide avec
celle de [Dgu‘)r] Jusqu’a Uordre ¢ — 1 — ¢.

II) Si en outre pour ¢ < r' < p, les A(T,‘z), f(’"/'z), a(rl), vérifient au
point 0 les équations dérivées des (E,) jusqu’a l’ordre v’ — 2, alors

il y’a coincidence des développements limités de 1&9 et de [ Owr]
jusqu’a Uordre v’ — £.

Remarque 8.8.— Dans [1], les propositions 3.1 et 3.2 ont été, en fait,
énoncées sous les conditions plus restrictives n = 3, v’ = ¢ ; mais leurs
démonstrations, dans [1], montrent qu’elles sont aussi vraies dans le cas
plus général n > 1, v’ < p.

PROPOSITION 3.4 (cf. [1], page 36). — Sous les hypothéses de la partie I
de la proposition précédente, si des fonctions w, sont telles que

~ elles sont définies dans un voisinage de (C) ou dans un domaine ayant
(C) pour frontiére,

- Sur (C) elles prennent les valeurs [w,],

- Sur (C) — {0} elles ont des dérivées jusqu’a 1 ordre g+ 1 localement
sommables, et telles que : [ Owr] w(e) 1<4<q

Alors sur (C) — {0}, les fonctions w, vérifient les équations (E,) et les
équations dérivées par rapport ¢ x° jusqu’a l’ordre q — 1.

On se propose de montrer, dans la suite de ce Chapitre que les condi-
tions de type algébrique qu’on a dii imposer dans les deux propositions
précédentes aux A@—3), f(a=3) 4(e=1) pe sont pas nécessaires pour la
détermination des dzg), 1<£<9).

3.2. Quelques notations et définitions

Soit p € N, p > 2. Considérons des données (A, f, ., ) vérifiant les
hypotheses a,, Bp—2, 7p -
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On note :
Ai‘:) = le polynéme de Taylor d’ordre p de A* au point (0, a,).
fr(p = lepolynéme de Taylor d’ordre p — 2 de f. au point (0, a,, as,).
(P, = le polynéme de Taylor d’ordre p de @, au point 0.

On notera aussi : Aé‘o‘;) = AM; fr (00) = fr; W, = W,
11 découle des hypotheses (o) et (vp) que :

Ap (®) EP.V7)
A (0.9 0,(0)) = A
ot (n**) est la métrique de Minkowski sur R**! :

n® =1, 7% =0, nif = —6i

(0, @, (0)) = ™

on en déduit que la métrique C°°(A2‘:) (a:a,(p) w,(z*))) hyperbolique au
point 0, est aussi hyperbolique dans un voisinage D de 0 dans U.

On notera (P)C le demi-conoide de sommet 0, orienté vers les z° > 0, car-
actéristique par rapport  ’opérateur différentiel AZ\:) (2%, @, (z%)) Dap.

D’aprés les résultats du Chapitre 2, le demi-conoide P)C de sommet 0
admet une représentation paramétrique de la forme :

20 =) 5(z%)

. (P S est définie et continue dans un voisinage D de 0 dans R".
. (P)S est de classe C* dans ®?)D — {0}.

. S admet un développement limité en f.r.h de z?, s

p+1
P g(z}) = s+ Z Sy, + o(sPT1h) (32)
k=2

dont la partie réguliere coincide avec celle de S (z° = S(z?) est ’équation
du demi-conoide caracréristique C, de sommet 0, orienté vers les z° > 0
déterminé par les données (AM,w,))

~ Les dérivées de ®)S admettent aussi des développements en f.r.h de
z%, s dont la partie réguliere s’obtient & partir de (32) par dérivation terme
a terme.

On notera Y Pintérieur du demi-conoide (P)C.
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PROPOSITION 3.5.— Soit p € NU{+00}, p = 2. On suppose que les
données (AM, f.,w,) vérifient les hypothéses oy, Bp—2, Yp-

Alors il existe deur suites (décroissantes) (Di)ren, (Dk)ren de voisi-
nages de 0 dans U et une suite ((p)wryk)keN de fonctions (p)wr,k définies et
de classe C™ sur Dy, telles que :

. Dy=Dy =D, ®)y,, o =) @,

.pour k > 1 : Dy est un voisinage de 0 dans Dyi_idans lequel la
métrique

(A?:) (22, wrk—1(x%))) est hyperbolique ;

_ Dy est un voisinage de 0 dans Dy, qui est de plus un domaine causal de
Dy pour la métrique (A?:) (2*,® wyk_1(2)));

((p)wr,k) est la fonction C* définie sur Dy, et solution du probléme de
Cauchy caractéristique linéaire.

A?;; (xa,(p) ws,k—l(xa)) Dg\z;)wr,k"'
Irv) (:L'a,(P) wsyk_l(x"‘),D,(,p)ws,k_l(:va)) = 0 dans PYND; (33)
(p)wr’k :(p) w’r,k—l =(p) wr sur (p)CﬂDk

Preuve.— La construction de la suite (D, D,® wrk)keN Se fera par
récurrence sur k.
Pour k£ = 0, on prend, par définition :

Do =Dy =D, Pu, o =P @,

Soit k > 1. Supposons que les (f)s, D,,®» wr,s) sont construits pour 0 < s <
k — 1. construisons maintenant (Dy, Dy, ® Wr k)

D’apres les hypotheses (a;), (7,) on a :
A _
A(:) (0,(”) wr,k_l(O)) = AM (0,(”) wT(O)) = 1?)‘“
o1 (n**) est la métrique de Minkowski sur R"*!,

On déduit que la métrique C> (Af‘;‘) (2%, w,. k_1(z*))) est hyperbolique

dans un voisinage Dy, de 0 dans Dy_;. D’apres la proposition 2.4, il existe
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Dy un voisinage de 0 dans Dy, qui est un domaine causal de D pour la
métrique (AE\;) (2%,P wyk-1(2%)) ).

D’apres la proposition 2.4 et la remarque 2.6, il existe une fonction
(Pw, ) € C=(Dy,) solution du probleme de Cauchy caractéristique linéaire
(33).

PROPOSITION 3.6.— Les hypothéses et notations étant celles de la propo-
sition précédente, on a les assertions suivantes :

(i) pour tout entier naturel k, 1 < k < p, les polynémes de Taylor a
lordre k en O des fonctions (p)wr,k et (p)wnk_l coincident.

(i4) pour tout entier naturel k, 1 < k < p, la fonction Pw, ;, vérifie au
point O les équations (E,) et les équations dérivées jusqu’a l’ordre
k—1.

Preuve. — Elle se fera par récurrence sur k.

Introduisons d’abord quelques notations. On notera :

. pour toute fonction v, [v] désigne la restriction de v au demi-conoi-
de ¢,

. pour tout k € N, (Eﬁk)) les équations aux dérivées partielles linéaires
(d’inconnue Pw, x41) :

M (o (p) (») a (p) (p) =
’ b b p b ’
A(p) (I ) Ws k) DAMU.)S k+1+fr( ) (JJ 3P ws ks D ws k) 0

Preuve de (i) pour k = 1.— D’apres la proposition 3.1, la fonction
((p)wryl), comme solution du probleme de Cauchy linéaire caractéristique :

(”)wryl est solution des équations (Eﬁo)) dans D,
(34)
(p)w’l‘,l =(P) Wr,O =(P) w’l‘ sur (p)CﬂDl

vérifie au point 0 sommet du sommet demi-conoide (®)C les relations sui-

vantes :
(P)wnl(o) —(») Wr,o(o) (35)

Do (p)wr,l(O) = DO (”)wno(O) (36)

D’autre part, on a les égalités suivantes pour tout ¢ € {1,...,n} :
[Di (p)wr,t] = D; [(p)wr,t] -D; g [Do (p)wr,t] t=0,1) (37)
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Les égalités (35) et (36) entrainent que les parties régulieres des dévelop-
pements limités en f.7.h de x%,s & I’ordre 0, en 0 des membres de gauche des
égalités (37) pour t = 0 et pour ¢t = 1 coincident ; on en déduit que :

D; P, 1(0) = D; P, 0(0) (38)

Preuve de (ii) pour k = 1.— Par définition la fonction ((Pw, ;) vérifie

les équations (Eﬁo)) au point 0. Compte tenu des égalités (35), (36), (38),
elle vérifie donc, aussi, au point 0, les équations non linéaires (E,.).

HYPOTHESE DE RECURRENCE. — Supposons que les assertions (i) et (ii)
sont vraies pour k.

Montrons qu’elles sont aussi vraies pour k + 1.

D’apres ’hypotheése de récurrence , la fonction ((”)wr, k) vérifie au point 0
les équations (E,) et les équations dérivées jusqu’a l’ordre k — 1 ; donc elle
vérifie aussi au point 0 les équations (Eﬁk)) et les équations dérivées jusqu’a
Pordre £ — 1. On en déduit en utilisant la proposition 3.2, que la fonction
((”)wr,kﬂ), comme solution du probleme de Cauchy caractéristique linéaire :

(p)wnk.{.l est solution des équations (Eﬁk)) dans Dgy1 Ny

(39)
(p)wr’k+1 =(P) wr’k =(17) wT sur (p)ank+1
vérifie la propriété suivante :
pour tout s’ € {0,1, ...,k + 1}, les parties régulieres
des développements limités en f.r.h de 2%, s des fonctions (40)
40

[DSI (p)wr,k.,_l], [Dﬁl (”)wr,k] coincident jusqu’a l'ordre k£ + 1 — &’

Considérons maintenant un multi-indice o = (m,uy, ..., u,) tel que |a| <
k+1.Pourte{k,k+1},0ona:

[D"‘ <P>wr,t] - > D [D6”+s' <P>w,,t] Dt g, Dt M5 (41)

v+t14..  Hts=u
0<s'<lul,m+s<| |

La propriété (40) entaine que les parties régulieres des développements
limités en f.r.h de z*, s & ordre 0 en 0 , des membres de gauche des égalités
(41) pour tout t = k, k + 1 coincident. On en déduit que :

D (p)wr,k+1(0) = D (p)wnk(o)
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pour tout multi-indice o tel que |a| < k + 1 ; cela achéve la preuve de (i)
pour k + 1.

Preuve de (i) pour k + 1.— Comme solution C* sur le domaine
Dj+1 N®) Y (contenant le point 0 sommet du demi-conoide ®)C ) des

équations (Eﬁk)), la fonction (Pw, x41) vérifie au point O les équations
(Er (k)) et toutes les équations dérivées de tout ordre. La fonction (Pwy. x41)
vérifie donc, en particulier les équations dérivées de (Ey (k )) jusqu’a ’ordre k.

Comme D* (P, 11 1(0) = D™ ()i, 1 (0) pour tout multi-indice o tel que
lo| < k+1 cela signifie aussi que ((Pw,. x+1) vérifie au point 0 les équations
non linéaires (E,.) et les équations dérivées jusqu’a ’ordre k. cela achéve la
preuve de (ii) pour &k + 1.

PROPOSITION 3.7.— Les hypothéses et notations étant celles de la propo-
sition 8.5, soient k un entier naturel < p et (p)dzr,k le polynome de Taylor
a lordre k +1 en 0 de la fonction (p)wr,k,.

Alors :

(i) la fonction polynéme P @, ;. vérifie au point O les équations (E,) et
toutes les équations dérivées jusqu’a l'ordre k — 1.

(i) Il existe une fonction (w,) de U dans W, de classe C**+1, telle que :
1) le polynéme de Taylor & lordre k + 1, en 0 de w, est égal &
(p)c;,r k-

2) W, = w, surC.

Preuwve de (ii).— Comme (®)S et S sont continues au voisinage de 0 et
) §(0) = S(0) = 0, il existe un voisinage ouvert D, de 0 dans D tel que :

(z*) € D, =P S(z') est défini et ((”)S(zi),xi) € D,, (S(z*),2") €D

Notons :

P = {v:D, — RY/ v est de classe C**! dans D, et D*v(0) =0,
Vo, |la| < k+1}

P={5:D — RN/ 7 est de classe C**! dans D et D*%(0) = 0,
Vo, |al < k+1}

Rappelons que :
@, (P S(z),2¢) =P w, . (@ S(2?),z?), Y(z') € D. (42)
) P

- 370 -



Solutions C* d’une classe de problémes de Cauchy quasi-linéaires hyperboliques

Pour tout (z°) € D,, la fonction P w, (S(z¢),z') admet compte tenu de
(42), la décomposition suivante :

®p, (S(z*),2*) =P @rk (S(@*),2%) + v (@) + P (2°) + 0P () (43)

avec ' o o
v (z) =P w, (S(z?), ") =P @,k (S(z°),2*) (44)

v (2%) =P W, ((”)S(aci),xi) —® . (S(x’),x’) (45)

v (a') =0 @, (S(z'),a") =@ @, (P5("),a") (46)

Si p = 400, les fonctions S et (P S sont égales.

Si p < 400, les fonctions S et (P)S sont de classe CP dans D, — {0} et
les parties régulieres de leur développement limité en .f.r.h de z%, s, en 0, &
Pordre p + 1, sont égales. On en déduit que :

v® eP, VLe{1,2,3} (47)

Soit K un voisinage compact de 0 dans D,.

Soit o une fonction définie et de classe C* sur D, égale & 1 sur K et a
support compact contenu dans D,,.

Alors V (S(z%),z*) €C,on a :

o

Pw, (S(@'), ") =P @k (S(@),2) + > 59 () (48)
Z:

avec @ ] )
5O () = (a.vf.‘)) (%), Vee{1,2,3} (49)
¥ (z%) = (0 — 1)(2%).P @,k (S(z%), %) (50)
78 (z") = (1 - 0)(2%).Pw, (S(z?), 2?) (51)

11 est évident, vu le choix de o, que :
79 eP VLe{1,2,3,4,5) (52)

Soit @, la fonction définie sur le domaine U’ = UN(RXxD) ( U= domaine
de définition de w, ) par :

5
wr(xo,z,i) —(») erk(mo, .’L‘i) + Z,&S‘é)(xZ) + ('u_)r _(® 'U_J‘r) (IL'O,.’I,‘i)
=1

-371 -



Marcel Dossa
Alors :

1) il découle de (52) que le polynéme de Taylor & ’ordre k + 1 en 0, de
W, est égal a (p)(DT,k.

2) il découle de (48) que W, = w, sur C.

La fonction w, ainsi définie prend ses valeurs dans RY, mais comme
W, = Wy, sur C et w,.(U) CW, on peut en modifiant si nécessaire la définition
de W, en dehors d’un voisinage convenable de C dans U supposer que w0,
prend ses valeurs dans W.

Ce qui achéve la preuve de (ii).
Preuve de (i).— Elle découle immédiatement de la proposition 3.6.
Il découle immédiatement des propositions 3.2, 3.4 et 3.7.

Les théoremes suivants qui améliorent les propositions 3.2 et 3.4.

THEOREME 3.8.— Si les AM, f,, W, vérifient les hypothéses ap, Bp—2,
Yps (P = 2), alors sont déterminées de fagon unique sur (C'), les dérivées
jusqu’a Uordre q (2q < p) des fonctions w, telles que :

- les w, sont définies dans un voisinage de (C') ot dans un domaine

ayant (C') pour frontiére,

— dans ce domaine les w, ont des dérivées jusqu’a l'ordre g+ 1 qui sont
des fonctions localement sommables et y vérifient les équations (E.),

- sur (C")—{0} elles ont des dérivées jusqu’a l’ordre q qui sont bornées.

- sur (C') elles prennent les valeurs ¢, = W, |c .
Si lon pose P = [Déw,] restriction de Dfw, & (C'), 1 <L < q=
[2] =partie entiére de &,
les fonctions Y9 sont de classe CP~2¢ sur (¢ —A{o};

— les fonctions 1/)9 admettent' des développements limités au voisinage
de 0 en A1, ou en f.r.h de x*, s jusqu’a Uordre p— € si p < +o0 et de

tout ordre si p = +00 ; leurs dérivées admettent les développements
limités dérivées.

Si € < k < p la partie réguliere du développement limité de wﬁ") coincide
avec celle de [DS (P>w,n,k] Jusqu’a Uordre k + 1 — £.
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THEOREME 3.9.— Sous les hypothéses du théoréme précédent,si des
fonctions w, sont telles que :

- elles sont définies dans un voisinage de (C) ou dans un domaine ayant
(C) pour frontiére

— sur (C) elles prennent les valeurs [w,]

- sur (C) — {0}, elles ont des dérivées jusqu’a l’ordre q + 1 localement
sommables et telles que

[Dfw,] =9{?, 1<€<q

Alors sur (C) — {0}, les fonctions w, vérifient les équations (E,) et les
équations dérivées par rapport ¢ x° jusqu’a lordre q — 1.

4. Résolution du probléeme de Cauchy (1), (2)

4.1. Enoncé du résultat obtenu

THEOREME 4.1.— Si les données AM, f,., W, vérifient les hypothéses
Qoo Boos Yoo, alors il existe un réel Ty > 0 tel que le probléme de Cauchy
(1), (2) posséde, dans le domaine Yr,, une solution unique (w,) € C®(Yg,).

Remargue 4.2.— Sile systéme (E,.) est linéaire, la solution est bien siir,
globale et appartient & C°(Y).

Preuve du Théoréme 4.1.— Considérons les fonctions (“)wr,k associées
aux données (A | f,, ,) et introduites & la proposition 3.5.

D’apres la proposition 3.5, il existe une fonction w? de classe C* sur
R™*! telle que Vk € N, VB8 € N**! de longueur k, on a :

DPWR(0) = DP (), 1.(0). (53)
Pour tout £ € N, posons alors :
o) (%) = P (a*) - Dfwp(S(a?), (). (54)

D’apres le théoréme 3.8, oﬁk) est une fonction C* sur ® dont les dérivées

de tout ordre sont nulles au point 0.

Soit maintenant 6(t) une fonction C*°, & support compact telle que

0<6<1, 6=1pour |t|< = et § =0 pour [t| > 1.

N
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D’apres la proposition 2.8, il existe alors une suite (k¢) d’entiers naturels
croissant suffisamment vite de facon que :

+o0

1 i i £ i
wi(z®) = ﬁaﬁe) (2*) («° — S(2)) 0 [ke (2° — S( )] (55)
=0

soit une fonction C*° telle que Vk € N :

[D(’fwi] = surC (56)
Posons :

wr = w? +w} (57)

Il découle de (54) et (56) que, Vk € N :
[Dgwr} =" sur ¢ (58)

D’apres le théoréme 3.9 :

{ la fonction (w;) vérifie sur C les équations (E,) et (59)

toutes les équations dérivées de tout ordre.

Introduisons maintenant pour le probléme de Cauchy (1),(2), les nouvelles
fonctions inconnues (v,) définies par :

Wr = Wy + Vp (60)

Le probléme de Cauchy (1), (2) se réduit alors au probleme & données nulles
sur C suivant :

AM (2%, v) Dy v, + fr(x®,vs, Dyv,) = 0 dans Y

(61)
sur C , D§v, = 0 pour tout £ € N
avec :
A*"(x"‘,vs) = A’\“(x"‘,ws(x"‘) + v)
fr(x"‘,vs, Dyvg) = AM (2%, w,(z®) + Vs) Dy pwr (%) (62)

+fr(xa’ws(xa) + vs, Duws(l‘a) + D,,vs)

Soit T7 un réel > 0 tel que [0,71] x D C U.

Soit R, la fonction définie par :

0sixz®*e YTl
R.(z%) = (63)

fr(22,0,0) si z* € ([0, T1[ x D)
D’apres (59) et (62), R, € C* ([0,T1[ x D).
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Considérons maintenant le probléeme de Cauchy & données initiales nulles
sur ’hypersurface spatiale z° = 0, et & coefficients C* :

AM (@, us) Daytir + fr(2®, tta, Dyus) = Rr
dans [0,T3[ x D. (64)
sur % =0, Du, =0 pour 0 < £ < ¢t
D’apres la théorie de Leray [10]- Dionne [4]- Choquet -Bruhat [3],

il existe Tp (0 < Tp < T1) tel que le probléme (64) posséde une solution
unique (u,) € C*® ([0, To[ x D) et de support contenu dans Y (a cause du
choix de R,) ; cette solution vérifie donc Dgur = 0 sur 2° = 0, pour tout
feN.

Posons alors :
’UT = uT IYTO (65)
11 est évident que (v,) est 'unique solution du probléme (61),(62). La fonc-

tion (w,) = (wy + v,-) est alors 'unique solution de classe C*° du probleme
(1), (2) dans le domaine Y, O

Remarque 4.3.— Un théoreme de Cauchy-Kovalewska sur un conoide
caractéristique

Il serait intéressant d’obtenir, pour le probléeme de Cauchy (1), (2), un
résultat de régularité analytique. Il faudrait pour cela, montrer que lorsque
les données (A*), (f,), (,) sont analytiques, alors la série entiere

+o00 1
Z Z BfDﬁ (°°)wr7k(0)a:'8

k=0 |B|=k

wy

(avec 2° = (z%)Po..(z")P, B! = Bol...0.! si B = (Bo, ..., Bn) € N*t1)
a un rayon de convergence non nulle.

(w,) est alors la solution analytique du probléme de Cauchy (1),(2).
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