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Optimisation de forme et probléme a frontiére libre :
cas du p-laplacien *

Iprissa Ly (D ET DiaraF SEck ¢

RESUME. — Dans ce travail, nous étudions D’existence et l'unicité de
solution du probléme extérieur & frontiére libre de type Bernoulli avec
Popérateur p-laplacien, 1 < p < oo. A partir de 'optimisation forme
et de la notion de dérivée par rapport au domaine, nous établissons une
méthode séquentielle pour obtenir un résultat d’existence au sens clas-
sique avec des domaines non nécessairement convexes. Nous prouvons au
préalable un résultat de monotonie qui est la clef pour cette méthode
séquentielle.

ABSTRACT. — In this paper, we study an existence and uniqueness results
of the Bernoulli-type free boundary problem for the p-laplace equation,
1 < p < oo. Using the shape optimisation theory, the derivative with
respect to the domain, we prove the existence an uniqueness results by
a sucessive approximation method in the classical sense with non convex
domains. Before proving the existence and uniqueness results, we state a
monotony result which is the basis of existence theorem.

1. Introduction

Dans ce papier, nous étudions le probleme extérieur a frontiere libre avec
Popérateur p-laplacien.

Soient K un domaine connexe compact de RY de classe C2, une constante
¢ strictement positive, le probléeme est de trouver un domaine Q contenant
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K et une fonction wug tels que

—Apug = 0 dans Q\K, 1 <p< o0

UuQ = 0 sur 9N

uQ = 1 sur 0K (1.1)
Ougq

5, = ¢ sur 00

ou v est la normale extérieure.

Ce probleme a déja été étudié tout d’abord par A. Acker et A. Meyer
[1]. Sous les hypothéses géométriques naturelles, c’est-a-dire K étoilé par
rapport & la boule B(o,4), ils ont montré 'unicité de la solution. La con-
vexité aussi a fait 1’objet d’une étude. Ils ont montré en plus des résultats
de convergence de leur méthode appelée méthode des approximations. Mais
le résultat d’existence n’a été obtenu que pour p = 2.

A. Henrot et H. Shahgholian [16] ont montré ’existence et I'unicité de
la solution dans le cas ou ’ensemble admissible de domaine n’est composé
que de domaines convexes. Ils ont utilisé la technique des sous-solutions et
sur-solutions de A. Beurling [4].

Ces types de problemes ont plusieurs interprétations physiques et indus-
trielles. On en citera quelques uns, mais pour une bibliographie compléte
cf [10] pour p = 2. Les interprétations les plus citées sont la loi de Darcy
pour un écoulement d’un fluide dans un milieu poreux, la loi d’Ohm pour
le courant électrique et la loi de Fourrier pour le transfert de la chaleur
cf [1].

Dans ce travail, nous établissons un résultat d’existence de domaine non
nécessairement convexe pour p € |1, 0o[ & partir du probléeme d’optimisation
de forme que nous allons étudier en premier. En effet habituellement, on
n’arrive pas, pour une constante quelconque donnée c strictement positive,

a établir la solution du probléeme a frontiére libre & partir du probléme
d’optimisation de forme.

Ce qu’on rencontrait dans la littérature est la formulation suivante :

Soit Q solution du probléme d’optimisation de forme
min{J(w), w € O}, O, étant un ensemble admissible de domaines et J
une fonctionnelle de forme, si © est un domaine de C?, alors Q est solution
d’un probléeme & frontiére libre ou la condition surdéterminée est vérifiée
pour une constante qu’on calcule explicitement qui s’écrit en fonction d’ un
multiplicateur de Lagrange. Mais il faut noter que cette constante n’est pas
forcément égale & la constante ¢ mentionnée dans le probleme (1.1).
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En combinant une approche variationnelle et une méthode séquentielle,
nous arrivons & donner une réponse positive au probleme (1.1).

Le travail est scindé en deux parties.
e Dans la premieére partie nous étudions un probléeme d’optimisation
de forme associé au probléme aux limites de (1.1) sous plusieurs hy-

pothéses en rappelant quelques résultats connus que nous adaptons
au p-laplacien.

e En deuxiéme lieu nous établissons un résultat de monotonie qui est
la clef pour la démonstration du résultat d’existence du probléeme
extérieur a frontiere libre.

2. Résultats d’optimisation de forme

On fixe une boule D de RY et tous les domaines ouverts w avec lesquels
on travaille seront contenus dans D. Soit K est un compact de RY de classe
C? contenu dans D.

Soit G une fonction définie par

Gas) = [ o),
0
g:wxR — R et
g(.,O) = 0,

g est une fonction continue en s et croissante sur R. On définit I’ensemble
fonctionnel noté Uy par

Up={v € WoP(w); G(,v(.)) € L*(w)}.

Soit O un ensemble admissible de domaines ouverts vérifiant soit la
propriété du e-cone soit la proprieté géométrique de la normale.

On considére 'opérateur p-laplacien : A, : Wy P(D) +—s w1 (D) avec
1 1
- + - = ].
p p

Dans ce paragraphe, nous étudions le probleme d’optimisation de forme
min{J(w), w € O},
ou J est une fonctionnelle définie sur O par

J(w) :=%/ ||Vuw||pdx+/G(x,uw(x)) de, 1 <p < o
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ol u,, étant la solution du probléme de Dirichlet suivant :

—Apuy + g(., Uy) 0 dans w\K,1<p<oo
Uy = 0 sur Ow (2.1)
U 1  sur oK.

If

2.1. Etude de D’existence de solutions
sous la contrainte de la propriété du e-cone

Tout d’abord définissons quelques notions

DEFINITION 2.1.— On dit qu’ un owvert Q de RN posséde la pro-
priété de e-cone si pour tout T appartenant ¢ O, il existe une direction
¢ appartenant & RN telle que C(y,(,€,€) C Q, pour tout y appartenant
a B(z,e)NQ. Soient €, mg > 0, on note par O l’ensemble :

O={w C D, K C w,w ouvert vérifiant la propriété du e-cone

et vol(w) = my.

DEFINITION 2.2.— Soient K, et Ky deux compacts inclus dans D.
On pose :
, K = inf d(z,
de, K1) = inf d(@)
d(z, K. = inf d(z,y).
@K) = it d@y)
On note :
p(KlaKZ) = sup d(maKI)
z € K2
p(K2, K1) = sup d(z,K2)
z € Ky

On pose : dy (K1, K2) = max[p(K1, K2), p(K2, K1)].

On appelle distance de Hausdorff, une distance sur [’ensemble des com-
pacts de D qu’on note dg(Ki, Ks).

DEFINITION 2.3.— Soient (), c N €t 2 des ouverts inclus dans D.
On dit que la suite d’ouverts (), e N converge au sens de Hausdorff vers
Q si

lim dg(D\Q,, D\Q) = 0.
n—oo

On notera ), A Q.
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DEFINITION 2.4.— Soient (Qn)(n ¢ N) une suite d’ouverts et @ un
ouvert de RN. On dit que la suite d’ouverts () (n e Ny converge au sens
de LP, 1 < p < 00 st xq, converge vers Q.

DEFINITION 2.5.— Soient (Q)(n ¢ Ny une suite d’ouverts de D et Q
un ouvert inclus dans D. On dit que la suite d’owverts (Q,)(r, ¢ Ny converge
au sens des compacts vers ) si

1. Pour tout compact G inclus dans 2, on a G C Q, & partir d’un
certain rang ;

2. Pour tout compact Q inclus dans Q°, on a Q@ C QS & partir d'un
certain rang.

DEFINITION 2.6.— On dit que h est une fonction de type Carathéodory
si pour tout s appartenant & R la fonction h(.,s) est mesurable sur Q p.p
en ¢ qui appartient 6 § et la fonction h(z,.) est continue sur R.

Enongons tout d’abord quelques résultats préliminaires trés utiles dans
ce domaine et qui peuvent étre retrouvés dans [8], [5] et [24].

LEMMA 2.7.— Soient (Q,),, ¢ N une suite d’ouverts et Q inclus dans D
tels que $2,, converge au sens de Hausdorff vers € alors :
Pour tout compact Q inclus dans 2 il existe ng € N tel que pour tout
n = ng, on a Q inclus dans .
En particulier si ¢ appartient ¢ D(Q) il existe ng € N tel que pour tout
n > ng, on a ¢ appartient ¢ D(,).

LEMMA 2.8.— S0it (), ¢ N une suite d’ouverts inclus un compact F
de RN alors il existe ng, Qn,, et Q inclus dans F tels que Qn, converge
au sens de Hausdorff vers (.

LEMMA 2.9.— Q a la proprieté du e-cone si et seulement si Q) est a
bord lipschitzien avec une constante de Lipschitz uniforme.

LEMMA 2.10. — Soit (Q,), ¢ N une suite d’ouverts de RN possédant la

propriété du e-cone, avec ), C F C D , F un compact. Alors il existe
€ . .
vérifiant la propriété du §—c6ne et une suite extraite Qi tels que
L! H

XQn, T X an —

o, L oq, 0., L Q.

- 107 -



Idrissa Ly, Diaraf Seck

LEMMA 2.11.— Soit Q un domaine lipschitzien avec u appartenant a
WLP(RN), siu=0 p.p sur Q° alors u appartient & Wy ().

Enongons & présent le théoréme d’existence du probleme d’optimisation
de forme.

THEOREME 2.12. — Le probléme : «trouver Q appartenant @ O tel
que
J(Q) = min{J(w), w € O}»

posséde une solution.

St de plus, il eziste une fonction de Carathéodory h croissante en s
appartenant ¢ R telle que pour tout s, t appartenant ¢ R, on a
lg(z, s+t)—g(s,t)| < h(z,t) p.p surQ et que pour tout s appartenant & R,
h(., s) appartient a Llloc alors il existe uq appartenant ¢ Uy et qui est so-
lution du probléme

—Npua+9(,ug) = 0 dans D' (Q\K) (2.2)
uQ = 1 sur oK. ’

Preuve du théoréme 2.12

J(w) :=%/ ||Vuw|lpdx+/G(x,uw(a:)) dz, 1 <p <

Soit a =inf{J(w), w € O}, remarquons comme g est croissante sur R
et g(z,.) =0, ona G(z,s) est convexe et positive par conséquent Up
est convexe et Uy # 0 car D(w) C Up.

On a inf{J(w), w € O} > —oo donc il existera une suite mini-
misante telle que
Q) eN C O telle que J(£2,) converge vers inf{J(w), w € O}.
(2)n eN C O, donc bornée, il existera un compact F tel que
Q, C F C D,daprés lelemme (2.10), il existe ny,  qui vérifie ’hypothe-

se du e-cone tel que Q,x Ho et XQ, PP Ya.

On note @(resp ¢) la fonction u (resp ¢) prolongée par 0 dans D.

. Ju stz e Q
““10 si z € D\@

@_Vusixeﬂ
YV o si ¢ € D\Q
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<l~5={¢ si x € Q

0 si 2 € D\Q

Comme G est positive, il est facile de voir qu’il existe ¢ > 0 tel que
/ [V, ||Pdz < ¢ pour tout n.
D

Sinon pour tout s, il existe @, € WyP(D) telle que/ [IV@||Pde > s
D

[ ivazipae
D
/HVﬂlepd:c / [|Vi,|[Pde car Vi, =0 sur D\Q,
D Qn

/ IV [[Pde + / |1V, Pd
Qn D\

n

\Y

S

[ Ivairde
c’est-a-dire que J(2,) convergerait vers +oco donc

inf{J(w), w € O} =400 ce qui est absurde.

W, P (D) réflexif donc il existe u* et un, tels que u,, converge faiblement
vers u* dans Wy*(D) .

Montrons que u* appartient a WO1 ().

Comme uy,, converge faiblement vers u* dans W, *(D) donc il existe
une sous suite de u,, quitte a la noter encore u,, telle que u,, converge
fortement vers u* dans LP(D) cf [5] et u,, converge p.p vers u*.

Or on sait que

X s ELN xo donc

XD\K — XQ.:\K 25 XD\K — XQ\Kk Or

s
=

U, —— u* donc
(Xp\K — X 1 \K ) Un 25 (XD\K - XQ\K)U* p-p.
Siz € D alorsz € 2 ou z € Q° donc
si x € Q alors (xp\k —Xo\k)u" =0 pp.etsi z € Q° ona
u*(z) = 0 dans tout les cas (xp\x — Xa\x)u" =0 p.p.
c’est-a-dire que

u* = 0 sur D\K\(Q\K)

v = O0sur DNK°N(Q°UKS)

v = Osur DNKNQUDNKNK
u* = 0sur DNK°NQS,
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Or K C Q donc K°NQ°=Q° Dou
u* = 0 sur D\Q

*

= O0sur Q° p.p.

Puis que 2 posséde la propriété du e-cone et d’apres le lemme (2.11) donc
ut e WpP(Q).

La norme est semi-continue inférieurement pour la convergence faible
1,
dans W,"?(D), on a

/HVu*de:v < hminf/ [|Vun, ||P dz,
Q Q
Par le lemme de Fatou on a :
/XQG(x,u*(x)) dr < liminf/ xe,. G, un, (z)) dz < 1+ o, donc
D k—oo Jp "k
on au* € Uy.
On a

/Q||Vu*||p dx+/DG(:c, u*(z))dr < lgri%g(/I)G(x,unk(z))+/Qn]k|Vunk[|"dm)

OnaJ() € a dou J?)=a.

Montrons & présent que u* est solution du probléme (2.1) avec I’hypo-
theése supplémentaire sur g, c’est un exercice classique cf [17] de montrer
que —Apu* + g(z,u*) =0 dans D (Q\K).

Montrons que u* = 1 sur 9K. On sait que wu,, converge vers u*

dans Wy'P(D) donc u,, converge vers u* p.p.

On sait que la convergence p.p n’est pas suffisante pour passer a la limite
car le bord 0K est de mesure nulle , on va prendre un ouvert  de classe
C? contenant K dont le bord 9 est de classe C2.

On a uy,, est une suite appartenant & WyP(Q') donc il existe 8 > 0
tel que wu,, appartientda CLA(Q') cf [20].

On applique le théoréme d’Ascoli, on obtient u,x converge uniformément
vers u* sur K, or unx =1 sur 0K donc u* =1 sur OK.

La question qui se pose est : peut-on affirmer que ug = u* 7

Comme J est strictement convexe pour 2 fixé, elle atteint son minimum
en un point unique , donc J(ug) = J(u*) = min{J(v), v € Up}. 0O
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Etudions le méme probléme d’optimisation de forme sous Phypothese de
la propriété géométrique de la normale.

2.2. Etude de lexistence de solutions sous la contrainte
de la propriété géométrique de la normale

Tout d’abord nous signalons que la propriété géométrique de la normale
n’est pas due aux auteurs ; pour des informations exhaustives cf [13], [2] et

3].

Dans le souci d’étre complet donnons la définition de ce concept. Soient
D un ouvert convexe de RV et C un ensemble convexe compact de RY,
un ouvert de RY. On définit

No={z € 00: v(z) existe}
ol v désigne la normale extérieure définie en z si elle existe.
D(z, v(z)) désigne la demi droite issue de z et de vecteur directeur v(x).
CN,={y ¢ R, (y—2).(2—2) < 0,Vz € C}

est le cone normal & C en z. On appellera demi normale & C en x toute
demi droite issue de z et contenue dans le cone normal CN,.

On appellera normale a C en z une droite contenant une demi normale.

On supposera dans toute la suite de ce paragraphe qu’on fixe une bonne
fois pour toutes, pour tout x appartenant & OC, une normale particuliére
qu’on note A;. On appelle ces normales, les normales selectionnées.

DEFINITION 2.13.— On dit qu’un ouvert Q vérifie la propriété géomé-
trigue de la normale relativement & C (ou plus briévement posséde la C-
PGN) si :

1. IO\C est lipschitzien

2.V € Ng\C, D(z,v(z))NC # 0

3. Pour toute normale A sélectionnée ¢ C : AN est connexe.

Dans toute la suite on considérera que D est la boule dans RY, B(O, R),
avec R aussi grand que 1’on veut et K un compact de classe C2.

Soit Oy = {w ouvert de RV vérifiant la C-PGN, inclus dans D, connexe}.
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Soit mg un réel strictement positif. On définit maintenant O par :
O = {weOy; K Cw et Vintérieur de C est inclus dans w avec vol(w) = mq}.

Il ’agit dans ce paragraphe d’étudier ’existence d’un ouvert 2 appartenant
a O tel que
J() = min{J(w), w € O}.

Tout d’abord signalons que les auteurs ne sont pas au courant de la générali-
sation des résultats sur la proprieté géométrique de la normale. Rappelons
une série de résultats trés intéressants obtenus par M. Barkatou et A. Henrot
of [2], [3]-

a) Le bord d’un ouvert qui posséde la C-PGN est composé de deux parties
IONC et INANC.

o IO\C est uniformément lipschitzien.

e 90N C peut comporter des points de rebroussements.

b) Soit (2n)(n ¢ N) une suite d’ouvert de D, on suppose que {2, possede la
C-PGN. Soit Q un ouvert inclus dans D.
Si 2, converge vers ) au sens de Hausdorff alors €2 possede la C-PGN.

c) Si la classe des ouverts vérifie la propriété géométrique de la normale,
les convergences de domaines au sens de Hausdorff, des fonctions
caractéristiques et au sens des compacts sont équivalentes.

Le résultat d’optimisation de forme di & M. Barkatou et A. Henrot se
généralise dans notre cas de la maniére suivante :

THEOREME 2.14. — Soit la fonctionnelle définie par :
J(w) == %/ ||Vuw||pd:c+/ G(z,uy(x)) dz, pour tout, w € O.

On définit l’ensemble fonctionnel
Up={v € WyP(w), G(,,v(.)) € L*(w)}.

Alors il existe Q@ appartenant a O tel que
J(Q) = min{J(w), w € O} posséde une solution.

St de plus, il existe une fonction de Carathéodory h croissante en s ap-
partenant ¢ R telle que pour tout s, r appartenant ¢ R, on a |g(z,s +
t) —g(s,t)| < h(z,t) pp surQ et que pour tout s appartenant ¢ R,
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h(.,s) appartenant a L}

est solution du probléme

alors il existe ugq appartenant ¢ WYP(D) qui

-Dpuag+9g(hue) = 0 dans D_'(Q\K)

un = 0 dans  Q° q.p. (2.3)
uQ =1 sur oK.
Preuve du théoréme 2.14.— La démarche de la preuve est identique a

celle du théoreme 2.12 .Nous insistons seulement sur les particularités. Soit
(Q)nen C O telle que J(w,) converge vers a = inf{J(w), w € O}.

Il existe 2 et une suite extraite 2,,, contenus dans D tels que Q,, Za.
On a Q,, appartenant a O et Q,, H, Qdonc Q € O.
LP (RM)

loc

Onaxq, “—  Xxea
On a xq,, 2P xq pp et donc J(Q) = lim J(Q,,)=a.
N ——r 00

On a aussi ug, converge faiblement vers u* qui appartient a Wol’p (D) et

Il

—Apu* + g(.,u*) 0 dans D (Q\K)
u* sur 0K (2.4)
u* 0 dans QF° p.p.

I
—_

i

Comme §2,,, converge vers ) au sens des compacts, on a :

soit L un compact quelconque de ¢, la convergence au sens des compacts
entraine que L est dans f_lflk et par suite ug,, = 0 sur L & partir d'un
certain rang. Donc toute combinaison convexe des ug,, sera nulle sur L. Or
le lemme de Mazur entraine ’existence d’une suite de combinaison convexe
de la suite ug, qui converge fortement vers u* dans LP(D) et donc quitte
a en extraire une sous suite, on a ugq, converge quasi partout vers u* et

donc u* =0 ¢.p sur Q°.

On montre de la méme maniére qu’au théoréeme 2.12 que u* =1 sur 9K
et que ug = u*. ]

Remarque 2.15.— La difficulté dans le théoreme 2.14 est de montrer
que u* = 0 ¢.p sur Q° en vue d’obtenir la stabilité de Q. c’est-a-dire u*
appartenant a Wol’p (). En effet, comme 99 N C peut contenir des points
de rebroussements on ne peut se prononcer de facon systématique sur la
stabilité du domaine Q c’est-a-dire wuq appartient & WO1 "P(Q). Pour plus
d’informations sur la stabilité nous renvoyons le lecteur a [14].
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2.2.1 Un cas d’existence de solution de classe C? du probléme
d’optimisation de forme

THEOREME 2.16.— Soit L un compact de RN. Soit (fn)(n € Ny une suite
de fonctions de classe C3 sur L avec :

Ofn 0 f

33y

< Met |7——m———
¢ 0z;0x 0y,

< M,

=~ ’

ou M est une constante indépendante de n et strictement positive.

On définit une suite (Qn)m eny, U ={r € L/ fa(z) > 0}.
On suppose qu’il existe o > 0 : |fo(z)| + |Vin(z)] = o pour tout x
appartenant ¢ L.

On suppose en plus €, vérifie la propriété géométrique de la normale et
contient K le compact. Alors il eziste Q de classe C? tel que Q,, converge
vers 2 au sens des compacts et J(Q) = min{J(w) /w € O}.

On montre d’abord le lemme suivant :
LEMME 2.17.— Soit ( fn)(n € N) une suite de fonctions définie comme
dans le théoréme (2.16). On suppose que Q est un owvert définie par

Q = {z € L/ f(x) > 0} avec de plus
N = {r e L/ fx) =0}

ou f est un fonction continue sur L et L est un compact de RY.

Alors st f, converge uniformément vers f sur L, on a §, converge vers
Q au sens des compact.

Preuve du lemme 2.17

1. Soit K un compact contenu dans €2, on pose a = i%f f etona

a > 0.1l existe ng appartenant & N, n > ng entraine que
|fn — flLe(x) < « donc pour tout z appartenant & K on a f,(x) >
f(z)—a = 0 donc K est contenu Q.

2. Soit Lo un compact de Q¢ par hypothése on a
Q=QuUoN ={z € L/ f(z) > 0} donc B := max f < 0,
par conséquent il existe n; appartenant a N tel que pouz? tout n >
ny entraine que |f, — flre(r,) < —6-
On a fp(z) < f(z) — B pour tout z appartenant a
Lo donc f(z) — B < O ceci entraine que fr,(z) < 0 donc Lg est
contenu dans Q¢ car {x € L/ f(z) < 0} C Q¢. O
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Preuve du théoreme 2.16.— Pour ce faire, on applique le théoréme
d’Ascoli dans C?(L) pour 'ensemble B = {fn},, ¢ n-
On munit C?(L) de la norme

dg
8l‘i

0%g
31‘,’3$j

N
g = lglze +
=1

N
+ > :
Lee y5=1 Lee
On vérifie facilement que {f,} est bornée et fermée. Par I'inégalité des
accroissements finis, on montre que B est équicontinue de méme que pour

Ofn ot 02 fn
i Jhen Oxidz; |, N

B est compact donc il existe ny, € N et f € C%(L): fn, converge
vers f. Soit Q = {x € L/ f(z) > 0},onaQ C Lo. On a |fu(z)| +
|Vf.(z)] > « pour tout z appartenant a L.

Montrons & présent que 92 ={ € L/ f(z) =0}.
Soit z € L tel que f(z) =0 on adonc |[Vf(z)] = o > 0.

On considére

¢:R — R
t — flx+tVf(z)) avec
#0) = 0,6'(0)=|VF(@)|* > o.

Pour 2, =z + 2V f(z), #(1) > 0 a partir d’un certain rang donc z,, €
Q,, a partir d’un certain rang et z,, converge vers x donc x € £ et par
suite x € 99, c’est-a-dire

{z e L/ f(z)=0} C 89, et 2 C {z € L/ f(z) =0} est toujours
vrai. Il est évident que  est de classe C2.

D’apreés le lemme (2.17), on a €, converge vers 2 au sens des compacts
et avec ’hypothése de la C-PGN, on a 2, converge vers {1 au sens de
Hausdorff. Par un raisonnement identique & celui du théoreme (2.12),
on a J(Q) =min{J(w) /w € O}. O

L’intérét de ce théoréme est de pouvoir faire une hypothése sur la régular-
ité C? de 2 solution du probléme d’optimisation de forme en vue de procéder
& la dérivation par rapport au domaine et de montrer un résultat de mono-
tonie qui nous sera trés utile dans la démonstration du résultat d’existence
du probléme extérieur a frontiére libre (1.1).
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3. Existence du probléme extérieur a frontiére libre

3.1. Résultats de monotonie

Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons d’abord & I’étude de la
monotonie de la relation qui & Q associe Aq ol Aq est un multiplicateur
de Lagrange qui apparait en recherchant une condition d’optimalité vérifiée
par le domaine réalisant le minimum de la fonctionnelle J.

On suppose une bonne fois pour toute que  est de classe C? et O
représente les ensembles admissibles déja considérés.

On suppose de plus que —-a%g(.,u) < 0 dans Q.

Remarque 3.1.— Par un résultat du principe de comparaison du maxi-
mum di & Peter Tolksdorf cf [27],ona 0 < u < 1.

PROPOSITION 3.2.— Si Q est de classe C? et solution du probléme
d’optimisation de forme min{J(w), w € O} alors il existe un multiplica-

liplica
o)

teur de Lagrange strictement négatif noté Aq tel que —-a—u =
14 p
sur 9.

Preuve de la proposition 8.2.— La technique utilisée pour démontrer
cette proposition est la méthode des vitesses qui est un des principes de
dérivation par rapport au domaine développé par J.P. Zolésio et J. Sokolowski
cf [26]. Pour les caculs cf [21]. O

A Déquilibre le domaine Q solution du probléme d’optimisation de forme
min{J(w), w € O} vérifie le probléme & frontiére libre.

—Dpu+g(,u) = 0 dans O\K
u =0 sur onN
u =1 sur OK (3.1)
6‘u —p 1
= = H on.
5 (p — 1/\9) sur
PROPOSITION 3.3.— Soient 21 et Qo deuxr domaines bornés, distincts,

étoilés par rapport & Uorigine, si Q1 C Qo alors il existe to < 1 tel que
1o C Q1 et 0N NN # 0.

Preuve de la proposition 3.8.— cf [21]. O

On a le résultat de monotonie suivant.
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PROPOSITION 3.4. — Supposons que nous avons deur domaines Q; et
Qo, de classe C?, étoilés par rapport a l’origine solutions du probléme d’opti-
misation de forme J(Q) = min{J(w), w € O} tels que Q1 C Q3. On
suppose que le compact K est étoilé par rapport ¢ Uorigine alors Uapplication
qui & §) associe Aq est strictement croissante, c’est-a-dire que Aq, > Aq,-

Preuve de la proposition 3.3.— Q; C Qa2 donc par la proposition (2.1)
il existety < 1 tel quexg € tdN2 N 0.
€ Q\K et Q= toa.

On pose ug, (z) = u2(E), i

uy, Vérifie
—Dpug, + g(@,ug,) = 0 dans  to(Q\K)
U, = 0 sur t08s (3.2)
Ut = 1 sur t0K.

Or on a tp€da C Qq, on pose wp = Ul o0, donc wo vérifie

—DApwa + g(z,w) = 0 dans  toQ\K
wa = Ul SUr 102 (3.3)
wo = 1 sur OK.

Considérons le probléme
-Apv+g(z,v) = 0 dans  toQ\K

v =0 sur o0 (3.4)
v = wu, sur OK.

On voit que uy, est solution du probléme (3.4). Par le principe de compa-
ratson [27/, oma0 < u; < let 0 < uy, < 1doncona
uy = ug, sur te00\K.

On applique le principe de comparaison [27] ¢ wuy et uy, donc u; =
ug, dans Qo \K.
xo € 3§2t0 noQy, on a

ui(zo — vh) — ui(z0) S Yo (zo — Vh) — uy (o)

5 > 5 , donc on a
lim w1 (2o — vh) — w1 (20) > lim o (0 — Vh) — o (Zo) , ceci donne
h—0 h h—s0 h
_9u > _ dus,
v v
Oruy etuy sont solutions (8.1) donc il existe Aq, et Aq, tels que
6u1

= (p:pl)\gl)il; sur O
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_%1:_2 = (I_):_%AQZ)% sur, 0.
Posons
Moo= (o)
Ao = (p;_p—IAQQ)E

D’aprés ce qui précéde on a

_Oug(mo) __Ow(i)
ov v
= 10wz
- to Ov “to
1
= Ez\z.

A . . .
Done A1 > t_2 ce qui entraine \; # Mg sinon to = 1 ce qui est

tmpossible.

Finalement on obtient

1
_p -
M= (p_l)\gl)p sur Oy
1
_p -
A2 = (p—l)\%)p sur 0
A2
A 22
1 > %
A2

> A2 cartyg < 1
to

donc \y > X2, c’est-d-dire que

1 1
-p » —P D
Aq. )P 2o )P d
(p_l 91) > (p__l Qz) onc
/\92 > AQI
donc Uapplication qui ¢ Q@ associe Aq est strictement croissante. O
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C’est cette partie qui nous permet de nous prononcer sur l’ezistence de
solutions du probléme a frontiére libre. Dans toute la suite on prend g iden-
tiquement nulle.

La question qu’on se pose est de savoir s’il existe (ugq,) tel que Q
appartienne & un ensemble admissible que Uon définira, solution de

—Apug = 0 dans Q\K

uQ = 0 sur 00N

uQ =1 sur 0K (3.5)
Ouq

- —87 = C sur 8 Q.

ou ¢ est une constante quelconque strictement positive.

3.2. Résultat d’existence du probléme a frontiére libre

Partant des résultats d’ezistence d’optimisation de forme et du résultat
de monotonie, nous étudions dans ce paragraphe le probléme & frontiére
libre (3.5). Mais avant d’énoncer le théoréme d’existence, on a besoin d’une
définition qu’on peut retrouwver dans [1].

DEFINITION 3.5.— Un ouvert §) est une solution classique du probléme
(3.5) siug appartient & C2(Q)NCYH(Q) et vérifie la condition surdéterminée
du probléme (3.5).

THEOREME 3.6 (CONDITION SUFFISANTE D’EXISTENCE). — S Q) solu-
tion du probléme d’optimisation de forme J(2) = min{J(w), w € O} est
de classe C? alors le probléme a frontiére libre (3.5) admet une solution
classique, unique Q contenant K ot K est un compact de RY  de classe
C2?, étoilé par rapport a l'origine.

Preuve du théoréme 3.6.— On choisit B(0, R) contenant K et B(0, )
ol R est assez grand, r < R, avec K, contenant B(0,7).
On cherche une solution ug tel que

—Apug = 0 dans Bg\B,

U = 0 sur OBpg
Ug = 1 sur 0B,
ug est déterminé explicitement par
In|jz|| - InR
it Lind | bl = N
Inr—InR tp
uo(z) = p=N =N
el 3 — REY
e xS p # N

re—1 — Rp-1
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On a
T

ePmr-mg S P =%

Vuo(z) = _N—
0( ) lpz—_‘,;{ ||x|| 1\;—21+2
= —x— ¢ si p # N.
re1 — Rp1

En particulier on a ||Vug|| < c¢ sur 8Bg pour R suffisamment grand.
Considérons le probleme suivant

—Apu = 0 dans Bg\K
u = 0 sur OBgr (3.6)
U =1 sur OK.

L’existence de solution du probléme (3.6) s’obtient en minimisant la fonc-

tionnelle , )
J:min{J(v), v € V'}ou V ={v € WyP(Bg), v=1sur K},

1

J(v) = —/ [|Vv||P dz.
PJa

D’aprés la premiére partie, il existe ug solution du probléme (3.6).

Considérons maintenant le probléme

—Ay,y = 0 dans Bgp\K
v = 0 sur OBg 3.7
v = wuy sur OK.

On voit que pour v = ug est solution du probléme (3.7). Par le principe de
comparaison [27],ona 0 < up < let 0 < ug < 1 donc sur (Bgr\K)
on augr > ug et d’aprés le principe de comparaison [27], on a ur = up
dans B\ K, d’ou ||Vugr|| 2 ||Vuo|| sur dBg.

Casoup=N

Si Ri < Ro,on a ||Vulliaes, 2= ||VuolljsBr, donc I'application qui
a tout R associe ||Vuol||ap, est décroissante.

Pour initialiser on prend un rayon trés grand R, ensuite on calcule
[IVuolliaBr, €t si |c — |[Vuolliopa,| > 0, 6 > 0fixé et trés petit, on
continue en prenant R; < Rp jusqu’a ce qu’ il existe N € N tel que

[IVuolljoBr, — ¢l < 6, 0 fixé, trés petit.

Soit Vp un réel strictement positif tel que Vy < vol(Bgry) = / dz.

Bry
Posons

Oy={w, w € O, w C Bg,, vol(w)=V}.
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On cherche 2 € Oy tel que

—Npug = 0 dans Q\K

uQ = 0 sur 00
uQ =1 sur 0K
—% = e¢n sur Of.
v
1
ol co = (—E-Ag)P.

p—1

Le probléme d’optimisation min{J(w), w € Oy} admet une solution

Q et vérifie la condition surdéterminée ~ 5 = cq.
v

On pose u = ug.
Q € Opn donc Q C Bg,, d’apres la proposition (2.1), il existe tp < 1
tel que toBry C € alors on a QN tedBr, # 0.

Soit zg € NN tOBRy, on pose Ut (z) = ury (i), & € Bry\K.
Uy, vérifie
—Apuy, = 0 dans to(Bry\K)
Uty = 0 sur tyOBg,
Uy, = 1 sur ¢t0K.
Or on a tyBgr, C £, on pose w3 = UjtoBry donc ws vérifie
—Apwz = 0 dans tyBgr,\K
w3 = Ujty0Bg, SUT toOBry
w3 = 1 sur OK.
Considérons le probleme suivant
—Dpz = 0 dans toBgry\K
< = u1|toaBRN sur toaBRN (38)
z = Utk sur OK.

On voit que uy, est solution du probléme (3.8).

Par le principe de comparaison [27], on a
0 < uy < let 0 < u < 1 donce sur d(tgBry \K) on a
u > uy, et d’apres le principe de comparaison [27], on a u; > wuy, dans
toBRN\K.
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zp € ONNteOBR,,0on a

u(xg — vh) — u(zp) Ut (To — VR) — ugy (30)

donc

donc

>
h = h
lim u(zg — vh) — u(zo) S lim Uto (xo — vh) — ugy (z0)
h—0 h h—0 h
B
ov ov
ou
oz IVunll

Oou
Donc on a ~3% > ||Vugy|| sur OBgry.

Posons Q = Qg, nous allons itérer avec ; € O}V ou

O}vz{w, w € 0, w C QO C BR}\]) ’l)Ol('l.U)=‘/1}

ou V; un réel strictement positif.

On cherche ; € O} tel que

“Apuﬂl = 0 dans Ql\K
uQ, = 0 sur O
uné =1 sur OK
- g:,h = cq, sur 0.
1
ol cq, = (p__p1 Aa,)P .

On pose u; = ug,.

Le probléme d’optimisation min{J(w), w € O} } admet une solution

‘s s . sz (2!
Q et vérifie la condition surdéterminée 5, = ‘-
v

1 € O} donc; C Bgy, d’ aprés la proposition (2.1), il existe t; < 1

tel que t1Br, C i alors on a 80 Nt10BRr, # 0.
Soit z; € 9N N t18BRN.

On pose u, (z) = ury (), € Bry\K, uy, vérifie

A TP 0 dans t1(Bgry\K)
Ug, = 0 sur BBRN
Uty = 1 sur t0K.
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Oron at;Bgr, C 2, on pose wy = U1y, 8y donc w vérifie
N

—Dpwy = 0 dans t1Bgr,\K
Wy = ullhaﬁaN sur t10BR,
Wy =1 sur OK.
Considérons le probleme suivant
—Dpz = 0 dans ¢1Bgr, \K
2 = Wyoepg,  SUT t10BRr, (3.9)
z = Uty sur  OK.

On voit que uy, est solution du probléme (3.9).

Par le principe de comparaison [27],ona 0 < wu;, < 1let
0 < w3 < 1 doncsur d(t1Bry\K),onau; = wu, et d’apres le principe
de comparaison [27] , on a u3 > wu, dans t;Br\K.
z1 € IQNt10BRy, 0N A

uy(z; — vh) — ui (1) S U (x1 — vh) — uz, (x1) done
h ~ h
lim ui(z1 — vh) — u1(z1) > lim ut, (x1 — vh) — ug, (21) donc
h—0 h h—0 h
_Bul(:cl) S __3’utl (.’L‘l)
ov i ov
Ouy (1) Z1
et S TR N 2L
e B el
Donc on a =222 > ||Vug, (2)||, £ € 8Bg,.

T
On continue le méme principe jusqu’au rang & tel que co, < ||Vugry (t_k) I
k

x
avec — ¢ OB Ry
i
Or pour tout s appartenant & 0Bg,, on a
[IVuo(s)lljaBr, < |[Vury(s)|ljoBr, donc, soit il existe so appartenant &
OBRr, tel que co, < ||Vuo(so)ll,
soit cq, = ||Vuo(s)||, pour tout s appartenant & OBg, .

—-P
p—1
quelasuite (Ag,)o < j < & est strictement croissante. La suite (cq;)o < j <
est minorée et strictement décroissante donc converge vers [.

)\Qj)% et

Lasuite (cq;,)o < j < & est strictement décroissante car cq; = (

a- Sico, < [[Vuog(so)|| donc, ona co, —c < [|Vug(so)l| —c <
¢q,_, — ¢ car la monotonie de la suite est stricte.
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On a donc & la limite ! —c¢ < ||[Vuo(so)|| —¢ < ! —c donc
l=||Vuo(so)|] doul =~ c.

b- Sica, = ||Vuo(s)|| pour tout s appartenant & dBg,, doncon a
s — € < |Vup(so)|—c € ¢cq, —c.
On a donc & la limite I — ¢ < ||[Vug(s)]|—¢ < I —cdonc
l=||Vup(s)|| doul =~ c.

Donc la suite (Qx)o < k < ¥ approxime mieux £ solution du probléme 3
frontiere libre (3.5).

Casoup#N

SiRi < Ro, ona|[Vuo|lapr, < |[Vuolliape, donc 'application qui
a tout R associe ||Vug|||ap, est décroissante.

Pour initialiser, on prend un rayon trés grand Ry ensuite, on calcule
[[VuollioBr, €t si |c — [[Vuolliapg,| > 6, 6 > O0fixé et trés petit, on
continue en prenant R; < Ry jusqu’a ce qu’ il existe N € N tel que

IVuolljopr, — ¢l < 6, 6 fixé, trés petit.
On reprend la méme chose que précédemment.

L’unicité découle du résultat de monotonie, c’est-a-dire de la stricte crois-
sance de Papplication qui & ) associe Aq. O
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