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Autour de l’inégalité de Brunn-Minkowski

FRANCK BARTHE (1)

RÉSUMÉ. - Ces notes sont un résumé de notre mémoire d’habilitation.
Elles présentent nos travaux dans leur contexte. Nous y étudions des
inégalités fonctionnelles de convolution (souvent établies par transport des
mesures), des questions extrémales métriques ou volumiques en géométrie
des convexes, des problèmes isopérimétriques et de concentration pour des
mesures de probabilité et enfin la production d’entropie dans le théorème
de la limite centrale. Ces sujets, éloignés en apparence, ont tous été
marqués par le célèbre théorème de Brunn-Minkowski sur les sommes
d’ensembles.

ABSTRACT. - Theses notes form a summary of our habilitation dis-
sertation. They present our works in perspective. We study convolution
functional inequalities (often proved by measure transportation), metric
or volumic extremal questions in convex geometry, isoperimetric problems
and concentration of probability measures and entropy production in the
central limit theorems. These topics, apparently disjoint, were all strongly
influenced by the famous Brunn-Minkowski theorem on sum sets.
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1. Le théorème de Brunn-Minkowski

On travaille ici dans l’espace R’ muni de sa structure euclidienne cano-
nique. On notera (., ·~ et |·| le produit scalaire et la norme associée.

1.1. L’énoncé

La somme de Minkowski de deux ensembles A, B C Rn est par définition

Dans ce qui suit nous noterons |S|n le volume n-dimensionnel d’un en-
semble S C Rn et même |S| quand il n’y aura pas d’ambiguité.

THÉORÈME l.1. Soient A, B des sous-ensembles compacts non-vides
de Rn, alors 
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Si A et B sont des convexes homothétiques, il y a égalité. Le théorème
a plusieurs formulations équivalentes. Celle qui suit met l’accent non sur la
somme d’ensembles mais sur les combinaisons convexes : si t e (0,1) et si
C, D sont des compacts non-vides quelconques de R’ on obtient en appli-
quant ce qui précède à A = tC, B = (1 - t)D et en utilisant l’homogénéité
du volume : 

que l’on peut résumer en disant que la mesure de Lebesgue sur :raen est

1/n-concave (sa puissance 1/n est concave). Cet énoncé peut être affaibli
en utilisant l’inégalité arithmetico-géométrique. On obtient que pour tous
C, D

c’est la forme multiplicative du théorème, elle ne dépend plus de la dimen-
sion, et assure seulement la log-concavité de la mesure de Lebesgue. Une
version encore plus faible (quasi-concavité) serait que

Cette version, formellement plus faible que les précédentes, leur est équi-
valente (si l’on inclut la quantification « quels que soient les ensembles »).
En effet si A, B sont non-vides et de volumes non-nuls (sinon le résultat est
évident), en appliquant la dernière inégalité avec C = A/|A|1/n,
D = B/|B|1/n et t = |A|1/n(|A|1/n + |B|1/n) on retrouve le résultat (1.1).

1.2. Remarques historiques

Nous ne présentons ici que les grandes lignes. Le lecteur trouvera plus
de détails et de références dans l’article de synthèse [63].

L’inégalité (1.1) fut découverte en 1887 par Brunn, en dimension 3 et
pour des corps convexes (i.e. convexes compacts d’intérieurs non vides).
Minkowski donna le résultat en dimension arbitraire. Par la suite, les

hypothèses sur les ensembles furent améliorées. Lusternik, Hadwiger et
Ohmann, et Henstock et Macbeath ont démontré que l’inégalité de Brunn-
Minkowski est vérifiée dès que A, B et A + B sont Lebesgue mesurables. (Il
est à noter que si A, B sont Lebesgue mesurables, il se peut que leur somme
de Minkowski ne le soit pas). Le résultat le plus général, vrai sans autre
hypothèse que la mesurabilité de A et B fait intervenir la somme essentielle

qui est toujours mesurable et est contenue dans A+B = (z ; An(x-B) =1= }.
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Le théorème de Brunn-Minkowski fut inspiré par des questions tournant
autour de l’inégalité isopérimétrique dans Rn, et il permet de la retrouver.
En effet si A est un compact de bord assez régulier, la mesure (n - 1)-
dimensionnelle de son bord est

or, par Brunn-Minkowski

donc

qui n’est autre que

Avec la relation de Steiner, qui assure que pour des corps convexes C, D
de Rn, le volume de C + tD est un polynôme en t  0 de degré n, et fut
étendue par Minkowski à un nombre arbitraire de convexes, le théorème de
Brunn-Minkowski est à l’origine de la théorie des volumes mixtes des corps
convexes, toujours active (voir par exemple [113]). Il fut aussi très utilisé

depuis les années 1970 dans la théorie asymptotique des corps convexes,
motivée par la théorie locale des espaces de Banach.

Enfin, parmi les nombreuses preuves de l’inégalité de Brunn-Minkowski,
signalons celle donnée par Henstock et Macbeath en 1953. Elle repose sur
une version fonctionnelle de l’inégalité, démontrée par un astucieux paramé-
trage. Leur énoncé fonctionnel, maintenant connu sous le nom d’inégalité
de type Prékopa-Leindler, offre une souplesse d’utilisation qui n’a été re-
marquée que vingt ans plus tard. En effet les énoncés fonctionnels perme-
ttent d’obtenir des résultats analogues aux inégalités de Brunn-Minkowski
mais pour des mesures plus générales que la mesure de Lebesgue. On re-
tiendra les travaux de Borell, Prékopa et Rinott liés à la caractérisation
des mesures sur Rn qui sont a-concaves. Plus récemment, l’inégalité de
Prékopa fut utilisée pour démontrer des inégalités de concentration de la
mesure (voir les travaux de Maurey, poursuivis par Bobkov et Ledoux). La
forme fonctionnelle a permis d’obtenir des résultats analogues à l’inégalité
isopérimétrique, qui répondaient à des questions importantes en théorie des
probabilités.

Le reste de ce résumé est divisé en quatre parties. La première présente
les inégalités fonctionnelles qui généralisent l’inégalité de Prékopa-Leindler,
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la seconde est consacrée à nos travaux en géométrie des convexes, la troisième
s’intéresse aux problèmes isopérimétriques et de concentration de la mesure,
ces trois thèmes sont clairement dans la lignée du théorème de Brunn-
Minkowski. La quatrième présente des résultats sur la production d’entropie
dans le processus du théorème de la limite centrale ; l’outil principal y est
une forme locale et précisée d’une application de l’inégalité de Prékopa-
Leindler, sur les mesures log-concaves.

2. Inégalités fonctionnelles

Nous commençons par énoncer l’inégalité de Prékopa-Leindler.

2.1. Prékopa-Leindler

THÉORÈME 2.1 (Prékopa-Leindler). - Soient f, g, h trois fonctions
mesurables et positives sur R d et soit A E [0, 1]. Supposons que f et g sont
intégrables et que quels que soient x et y dans R d

alors on a

Preuve. - On commence par le cas d = 1. En utilisant les résultats

classiques d’intégration on voit que l’on peut se restreindre au cas où f
et g sont continues et partout strictement positives. On définit alors les
applications x et y qui vérifient pour t e [0,1]

Les versions différentielles de ces propriétés sont comme suit : pour tout
t E [0, 1],

Il Il

On remarque que x et y sont strictement croissantes et donc injectives
et l’on définit l’application z sur [0, 1] par

Elle est aussi strictement croissante ; par l’inégalité arithmético-géométrique
on a une minoration de sa dérivée :



- 132 -

Enfin, pour estimer l’intégrale de h, on utilise le changement de variable
par z ainsi que la minoration précédente et les propriétés différentielles de
x et y.

Ceci prouve l’inégalité pour des fonctions d’une variable. On peut alors
conclure par récurrence sur la dimension d. D

Remarque. 2013 On déduit directement de ce qui précède que lorsqu’une
fonction w : :rae2 ---+ R+ est log-concave alors la fonction x H f w (x, y) dy
l’est aussi (en choisissant h(.) = w(03BBa + (1 - A)b), .), f (.) = w(a,.) et g(.) =
w(b,.) dans le théorème). De même l’inégalité de Prékopa est essentielle
pour établir l’équivalence suivante : une mesure absolument continue sur
Rk est log-concave si et seulement si sa densité l’est.

Avant de poursuivre, nous posons des notations pour des moyennes plus
générales que la moyenne géométrique.

DÉFINITION 2.2.2013 Si À E [0, 1], si a e R B {0} on appelle moyenne
d’ordre cx et de coefficient À de deux réels positifs a et b, la quantité

De plus Mô (a, b) - a03BBb1-03BB est la moyenne géométrique, M03BB-~(a, b) =
min(a, b) et M03BB~ (a, b) = max(a, b) si ab ~ 0 et 0 sinon.

Nous exposons maintenant une généralisation due à Borell [44] et Brascamp-
Lieb [49]. (Pour des valeurs a &#x3E; 0 on retrouve le résultat de Henstock et

McBeath [73], alors que a = 0 correspond à Prékopa-Leindler [102],[85].
Voir aussi [119]).

THÉORÈME 2.3. - Soient f, g, h trois fonctions mesurables et positives
sur R d et soit A E [0, 1], a  -11 d. Supposons que f et g sont intégrables
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et que quels que soient x et y dans R d 

alors on a

La démonstration suit celle de l’inégalité de Prékopa-Leindler mais il
convient d’utiliser la proposition suivante en lieu et place de l’inégalité
arithmético-géométrique.

PROPOSITION 2.4. 2013 Soit À e [0, 1], soient a, b, c, d des réels positifs et
soient a, (3, -y des réels tels que a + 03B2  0 et lia + 1/(3= 1/-y, alors

Remarques. 2013 Si l’on applique l’inégalité de Prékopa-Leindler aux fonc-
tions f = 1 A, g = 1 B , h = 103BBA+(1-03BB)B pour des ensembles A, B tels que
03BBA+(1-03BB)B soit mesurable, on obtient la forme multiplicative de l’inégalité
de Brunn-Minkowski. Pour obtenir directement la forme forte, il faut appli-
quer le théorème précédent aux mêmes fonctions et à a = oo.

La définition des applications x, y dans la preuve qui précède ressemble
beaucoup à l’argument qui apparaît dans la preuve de Brunn-Minkowski
donnée par Hadwiger et Ohmann [70] : ils considèrent deux ensembles A, B
qui sont des unions finies de parallélépipèdes disjoints d’arêtes parallèles aux
axes, puis coupent A par un hyperplan xl = a tel qu’il sépare deux « boîtes ».
Il sépare A en deux sous-ensembles A+ at A_ . Ensuite ils considèrent un
hyperplan parallèle qui coupe B en deux parties dont le rapport des volumes
coincide avec le rapport |A+||A-|. Cette construction est utilisée afin de
travailler par récurrence sur le nombre de parallélépipèdes. Dans ce qui suit
nous présentons la notion de transport de mesures, qui permet de mieux
comprendre le rôle des ces découpages.

2.2. Transport de mesures

On considère des mesures boréliennes finies sur Rd. On rappelle tout
d’abord la notion de mesure image.

DÉFINITION 2.5. 2013 Soit fi une mesure sur Rd et soit T une application
mesurable de Rd dans Rd, définie y-presque partout. On notera Tp la mesure
image de y par T, qui à tout borélien M c Rd associe
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Si l’on note v = TM, on dit que T transporte y sur v et l’on dispose d’un
version fonctionnelle de la définition : pour toute fonction b réelle, borélienne
et bornée sur R d on a

Si l’on suppose que y et v sont absolument continues par rapport à la
mesure de Lebesgue, de densités f et g, de supports suffisamment réguliers
et si la fonction T est une bijection différentiable entre ces supports, on a
par le changement de variables y = T(x)

Comme l’égalité précédente est vraie quelle que soit la fonction b, on ob-
tient la version infinitésimale du changement de variables, vérifiée p-presque
sûrement :

La question qui nous intéresse est la suivante : étant données deux
mesures J1 et v sur R d, existe-t-il une application qui transporte y sur v
et peut-elle avoir des propriétés de monotonie ? Il y a bien sûr des con-
ditions nécessaires à la propriété de transport : les deux mesures doivent
avoir même masse totale, si y a des atomes v doit en avoir au moins un.
Pour simplifier nous considèrerons toujours deux mesures de probabilités
absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue, de densités f
et g.

Dans le cas des mesures sur la droite réelle on peut toujours trouver une
application T croissante qui transporte la mesure de densité f sur celle de
densité g. On la définit en imposant la propriété suivante pour tout réel x :

Ceci détermine T sur le support de f et la croissance permet de trouver
des valeurs en dehors du support. Remarquons que trouver T revient à
déterminer une fonction croissante réciproque de la fonction de répartition
Rg(x) = fx-~g qui est croissante. Signalons enfin le cas le plus simple auquel
on se ramènera facilement dans les applications : si f et g sont continues et
strictement positives alors T est de classe C’ et pour tout t E R,
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Il convient de noter que les application x, y qui apparaissaient dans la
preuve de l’inégalité de Prékopa-Leindler sont des transports de mesures : x
transporte la mesure de Lebesgue restreinte à [0,1] sur la mesure de densité
f/f f.

Il ne semble pas y avoir d’application de transport canonique en dimen-
sion supérieure à 1. Nous allons exposer deux exemples ; le premier, dû
à Knothe [75], est triangulaire et le second, dû à Brenier [50] [51], est le
gradient d’une fonction convexe. Ces deux constructions peuvent être con-
sidérées comme des généralisations de l’application de transport croissante
en dimension 1.

2.2.1. L’application de Knothe

Si x E Rd on note xi, i = l, ... , d, ses coordonnées.

THÉORÈME 2.6 (Knothe). 2013 Soient f, g des fonctions positives sur R d
d’intégrale 1. Il existe une application T qui transporte la mesure de densité
f sur celle de densité g telle que pour tout x E R d

oic chaque application Tk est fonction croissante de Xk pour xl, ..., xk-1
fixées.

Preuve. 2013 La construction de T se fait en itérant le processus de trans-

port croissant vu en dimension 1. On commence par transporter par le trans-

port croissant les mesures marginales obtenues en projetant sur la première
coordonnée, ceci donne l’application Tl : R ~ R. Ensuite pour tout x e R
on transporte la mesure conditionnelle de f en x sur la mesure conditionnelle
de g en T1(x) par un transport de Knothe en dimension d - 1. D

2.2.2. L’application de Brenier

Le résultat suivant fut démontré par Brenier [50] [51] moyennant des
hypothèses sur les moments des mesures. Ensuite McCann [92] a établi en
toute généralité le -

THÉORÈME 2.7 (Brenier-McCann) . Soient p et v des mesures de

probabilité sur R . Si li est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue, alors il existe une application convexe 03C8 de Rd dans R telle que
(~03C8)03BC = v. De plus le gradient de 03C8 est uniquement déterminé y-presque
partout.
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La démonstration initiale de Brenier utilisait des méthodes analytiques
pour résoudre le problème de transport de Monge-Kantorovich avec coût
quadratique : étant données deux mesures ii et v sur Rd, peut-on trouver
une mesure 03B3 sur Ilgd x Rd de marginales y et v telle que le coût quadratique

soit minimal ? Remarquons ici que la mesure d03B3(x, y) correspond physique-
ment à la masse transportée de x vers y. Dans ce modèle la masse en x
peut être divisée et répartie sur tout l’espace. Ceci donne plus de possi-
bilités que le transport par une application T, comme nous l’avons défini
précédemment, où toute la masse se trouvant en x est transportée vers
T(x). Cependant, sous quelques hypothèses d’intégrabilité, Brenier résout
ce problème d’optimisation convexe et prouve que la meilleure stratégie de
transport est donnée par une application T, qui de plus est le gradient d’une
application convexe.

Si l’on considère sur Rd deux mesures de probabilités dp(x) = f (x) dx
et dv(x) = g(x) dx, on dispose donc de deux applications de transport, dues
à Knothe et Brenier. On peut se demander quelles conditions de régularité
sur les données assurent que l’expression infinitésimale du transport

est valable, au moins presque partout. (Notons que si T est le transport
de Knothe, dT(x) a une matrice triangulaire inférieure à diagonale positive
et si T est le transport de Brenier dT(x) est symétrique positive, comme
Hessienne d’une application convexe. Dans tous les cas det dT (x)  0 quand
il existe). Cette question de régularité est facile pour le transport de Knothe,
elle est plus délicate pour le transport de Brenier. Caffarelli [54] a obtenu des
résultats difficiles de régularité forte et McCann [92] a obtenu un résultat de
régularité faible très pratique (sans aucune hypothèse, (2.1) est vrai f dx-
presque partout si dT(x) = Hessxçl est la Hessienne au sens d’Alexandrov
du potentiel convexe dont dérive T). Ces résultats suffisent en pratique à
garantir (2.1) et rendent la méthode du transport facile à appliquer pour
prouver des inégalités fonctionnelles, car on peut souvent se restreindre à
des fonctions très régulières.

Remarques. 2013 Le transport de Knothe dépend de la base choisie. Le
transport de Brenier paraît plus intrinsèque, au premier abord seulement ! Il
dépend de la structure euclidienne choisie, qui intervient dans l’identification
entre différentielle et gradient (et dans le coût quadratique que l’on min-
imise). Brenier a observé que le transport de Knothe est un cas limite de
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son transport pour une structure euclidienne qui dégénère. On peut s’en
convaincre de multiples façons. Voici un argument heuristique simple : choi-
sissons le transport de Brenier correspondant à un produit scalaire de ma-
trice D dans la base canonique. Comme dT(x) est une application linéaire
symétrique, sa matrice A dans la base canonique vérifie t AD = DA. Si
D = diag(03BB1,..., Àd) est diagonale, la relation devient en termes de coeffi-
cients : ai,j = aj,i03BBi/03BBj. Si l’on choisit 03BBk - e k-1 , k = 1,..., d avec s très
petit on arrive à ai,j = aj,i03B5j-i. Pour s tendant vers zero, les coefficients
du dessus de la diagonale (i &#x3E; j) sont négligeables devant les autres. La
matrice devient triangulaire.

En utilisant ces transports on peut écrire la preuve de Prékopa-Leindler
directement en dimension d en choisissant pour x, y les applications de
Knothe (resp. de Brenier) qui envoient la mesure de Lebesgue restreinte à
[0, 1]d sur les mesures de densités f / f f, gl f g. On devra utiliser l’inégalité
arithmético-géométrique pour les matrices triangulaires inférieures à diago-
nale positive (resp. symétriques positives) :

Dans [93] McCann donne un argument très semblable basé sur la notion de
convexité de déplacement.

2.3. Inégalités plus générales, obtenues par transport
2.3.1. Inégalités de Brascamp-Lieb et forme inverse

Dans les articles [14], [17] nous démontrons en utilisant le transport de
Brenier une extension des inégalités de Prékopa-Leindler, qui avait été con-
jecturée par K. Ball, avec pour objectif des applications en convexité (voir
section suivante). L’argument utilisé fournit en même temps une preuve plus
simple que l’originale des inégalités de Brascamp-Lieb [48]. Ces dernières
peuvent être vues comme une généralisation puissante de l’inégalité de
Hôlder. Elles ont d’abord été démontrées par des méthodes de symétrisation
en grandes dimensions. Ensuite Lieb [88] a donné une preuve de l’inégalité
pour des fonctions de plusieurs variables par des méthodes plus simples et
très générales de tensorisation. Les inégalités de Brascamp-Lieb disent que
pour calculer la norme de certains opérateurs multilinéaires sur un produit
d’espaces Lp, il suffit de considérer leur action sur les fonctions gaussiennes
centrées, ce qui ramène un problème d’optimisation sur un produit d’espaces
Lp à un problème d’optimisation sur Rn.

Précisons que l’on appelle fonction gaussienne centrée sur Rd tout mul-
tiple de l’exponentielle d’une forme quadratique définie négative. On note
Li (:raed) les fonctions intégrables sur Rd à valeurs positives.
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THÉORÈME 2.8 (Lieb). Soient m, n des entiers. Soient (ci)mi=1 des
réels strictement positifs et (ni)mi=1 des entiers inférieurs ou égaux à n tels
que

Pour i = 1,..., m soit Bi une surjection linéaire de :raen sur Rni. Sup-
posons de plus

~im ker Bi = 101.
On définit l’application J sur Li (Jae.nl ) x ... x Li (Rn-) comme suit : si

fi E L+1(Rni), i = 1,..., m alors

Soit F le plus petit nombre réel tel que pour tout (fi)mi=1,

Alors F se calcule en considérant seulement les fonctions gaussiennes
centrées, i. e.

Notons S+(Rk) l’ensemble des matrices k x k symétriques définies posi-
tives. Soit D le plus grand nombre réel tel que

pour tous Ai E S+ (Rni), i = 1, ..., m, alors

Voici les inégalités que nous obtenons dans [17]. Elles apparaissent comme
une forme inverse des inégalités de Brascamp-Lieb. On vérifie aisément que
pour m = 2, n1 = n2 = n, ci = 1 - c2 = 03BB E (0,1), Bi = B2 = In,
la constante D vaut 1 par (2.2) et (2.3) et (2.4) redonnent respectivement
l’inégalité de Hôlder et celle, inverse, de Prékopa-Leindler.
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THÉORÈME 2.9.- Avec les mêmes notations que dans le théorème

précédent, on définit l’application I sur L+1(Rn1) ... x Li (Rn-) comme
suit : si fi E L+1 (Rni), i = 1, ..., m alors

Soit E le plus grand nombre tel que pour tout (fi)mi=1,

Alors E se calcule en considérant seulement les fonctions gaussiennes
centrées, i. e.

De plus,

La démonstration est fondée sur le lemme suivant dont la preuve utilise,
pour chaque valeur de i, l’application de Brenier qui transporte la mesure
de densité hi sur celle de densité fi :

LEMME 2.10. - Pour i = l...m, soient fi et hi des fonctions de Li (Rni)
telles que fJRni fi = fJRni hi. Alors

La méthode utilisée permet une étude détaillée des cas d’égalité, au
moins pour des fonctions d’une variable. Les techniques antérieures repo-
saient sur des passages à la limite et ne permettaient pas de les caractériser.

2.3.2. Inégalités de Young optimale et forme inverse

La constante optimale dans les inégalités de convolution de Young a été
déterminée indépendamment par Beckner [31] et Brascamp-Lieb [48]. Ces
derniers l’ont déduite de leur inégalité exposée dans le paragraphe précédent.
En effet la meilleure constante est



- 140 -

Donc elle se calcule en considérant seulement les fonctions gaussiennes
centrées (cette optimisation est facile). De plus Brascamp et Lieb ont démon-
tré, par des méthodes similaires, toujours assez complexes, une inégalité
inverse optimale, qui améliorait celle donnée par Leindler dans [85]. Le
théorème qui suit résume les deux résultats :

THÉORÈME 2.11. 2013 Soient p, q, r &#x3E; 0 tels que 1/p+1/q = 1-f-1/r. Soit
f E LP (RN) et g E Lq (RN) des fonctions à valeurs positives.

Si p, q, r  1 alors

Si p, q, r  1 alors

où, pour t strictement positif, Ct est dé, fini par

et t’ par 11t+ lit’ = 1.

Guidés par une observation Brascamp et Lieb, qui retrouvaient Prékopa-
Leindler comme un cas limite de leur inégalité inverse-Young optimale quand
les coefficients p, q tendent vers zero, nous avons tenté de démontrer ces
dernières par transport. Ceci est fait dans [18]. L’argument donne une preuve
unifiée de l’inégalité de Young optimale et de la forme inverse.

Remarque. 2013 Le fait que l’on déduise l’inégalité de Young optimale à
partir de celle de Brascamp-Lieb est trompeur. Il ne semble pas possible de
déduire Young-inverse d’inverse Brascamp-Lieb. C’est l’opposé qui se pro-
duit : dans [15] nous donnons une extension des inégalités de Young (et in-
verse) qui contient comme un cas limite la forme géométrique de Brascamp-
Lieb (et inverse).
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2.3.3. Inégalité de Prékopa-Leindler restreinte

Szarek et Voiculescu [117] ont établi une inégalité de Brunn-Minkowski
pour les sommes incomplètes ou « restreintes » d’ensembles. Si A, B C Rn
et 8 C R 2n par définition A +8 B = {a + b, (a, b) E (A x B) ~ 0398}. Nous
énonçons leur résultat

THÉORÈME 2.12.2013 Soit p E (0, 1), n E N et A, B C Rn tels que

03C1n  |A|/|B|  03C1-n et soit e C R 2n tel que

Alors

Dans ce qui précède c &#x3E; 0 est une constante universelle.

C’est un résultat important qui leur a permis d’établir un analogue de
l’inégalité exponentielle entropique de Shannon en théorie des probabilités
libres [117], et de la redémontrer dans le cas classique [118]. Rappelons que
si X est une variable aléatoire réelle dont la loi a pour densité f, son entropie
est r

L’inégalité de Shannon donne une borne inférieure à l’entropie d’une
somme de variables indépendantes X et Y :

Il convient de mentionner que Lieb [87] l’a déduite en « dérivant » l’inéga-
lité de Young optimale en son cas d’égalité pour p = q - 1. La nouvelle
preuve de Szarek et Voiculescu a beau être plus longue que les précédentes,
c’est la plus naturelle puisqu’elle s’appuie sur les suites typiques qui justi-
fient la notion d’entropie [114]. Si X et Y sont indépendantes, les sommes de
suites typiques de X et de Y ne sont pas nécessairement typiques pour X+t-Y,
mais elles le sont très souvent, ce qui peut se traduire en termes de sommes
restreintes. Convenablement appliquée l’inégalité de Brunn-Minkowski re-
streinte donne les résultat.

Dans [19] nous donnons une version restreinte pour l’inégalité de Prékopa-
Leindler.

THÉORÈME 2.13. - Il existe des scalaires strictement positifs c et no
tels que pour tout 0  03B5  1/2, pour tout 03BB E le, 1 - El et pour tout n  no,
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si f, g sont des fonctions positives de Li (Ilgn) et si e est un sous-ensemble
mesurable de :rae2n tel que

alors

dès que la fonction K vérifie :

Par un argument classique d’homogénéité, nous en déduisons le théorème
de Szarek et Voiculescu [117], avec des conditions légèrement différentes sur
les paramètres.

THÉORÈME 2.14. - Il existe des constantes strictement positives c et
no telles que si n  no, si A, B sont deux sous-ensembles de Rn avec

et si 8 C :rae 2n est tel que

alors

En particulier la constante 1/2 est optimale comme le montre l’exemple
de B2 +e B2 où B2 est la boule Euclidienne et

3. Géométrie des convexes

Nous abordons maintenant des problèmes de géométrie des convexes,
inspirés par la théorie locale des espaces de Banach. Le lien entre ces deux
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sujets est simple (les corps convexes de RI symétriques par rapport à
l’origine sont exactement les boules unités des normes dont on peut le mu-
nir). Leur rapprochement permit de nombreux développements, qui sont
illustrés dans le livre de Pisier [101]. Citons deux lignes très importantes
dans cette théorie : les corps convexes symétriques de RI peuvent être
rendus très proches d’une boule euclidienne (i.e. d’un ellipsoïde) si l’on
s’autorise à passer aux sections (de dimension log n dans le théorème de
Dvoretzky, de dimension proportionnelle à n dans le théorème du quotient
de sous-espace de Milman), c’est le point de vue local. D’autre part on peut
aussi chercher des transformations affines d’un convexe qui lui confèrent
de meilleures propriétés. La théorie a produit de nombreuses « positions »
(ou de façon équivalente de nombreux ellipsoïdes) qui sont des outils puis-
sants. On peut citer ainsi l’ellipsoïde de John, de Legendre, de Milman, le
~-ellipsoïde...

Nous allons étudier des problèmes extrémaux reliés à des questions vo-
lumiques ou métriques de sections, de projections ou d’images affines d’un
convexe. Nous chercherons des inégalités exactes, ce qui vient sûrement de
l’influence récente de K. Ball sur ce sujet où les résultats à constante près
sont déjà très appréciés (pourvu que les constantes ne dépendent pas de la
dimension !). Nous commençons par fixer quelques notations. Pour x E Rn
et p &#x3E; 0 on pose

Les boules unités correspondantes sont Bp := {x E Rn; ~x~p  1}, elles
sont convexes pour p  1 et Bn~ = [-1,1]n. Soit K c Rn un corps convexe
contenant l’origine en son intérieur, on définit la fonction d’appui hK et la
fonction radiale pK, pour x E :raen,

enfin la j auge de K est ~·~K = 1/03C1K. On dit qu’un corps convexe est centré
s’il est symétrique par rapport à l’origine.

Il existe une notion de dualité pour les corps convexes centrés, qui cor-
respond à la dualité des normes associées. Si K est centré, son polaire K°
est le corps convexe centré défini par

Voici des propriétés immédiates de cette dualité :
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PROPOSITION 3. l. - Soient K, L E :raen deux corps convexes centrés,
soit T un isomorphisme linéaire de R’ et soit E un sous-espace vectoriel de
R n ,

0 (K°)° = K

e hKo · 03C1K = 1

2022 K c L ==#&#x3E; LO cK°

2022 (TK)O = (rT)-1 (K°)
2022 (Bnp) ° = B Pl si p  1 et 1/p + 1/p’ = 1

2022 (K n E)’ = PE(KO)

où PE (K) désigne la projection orthogonale de K sur E.

En particulier la dualité relie l’étude des sections des convexes et celle
de leur projections, tout comme elle relie l’étude des ellipsoïdes inscrits et
celle des ellipsoïdes circonscrits. Cependant il n’y a pas de relation simple
entre le volume d’un convexe et celui de son polaire. Pour K C Rn un corps
convexe centré, Santalô a défini le produit volumique

c’est un invariant affine. Il a montré l’inégalité

avec égalité si et seulement si K est un ellipsoïde. La meilleure minoration
connue est due à Bourgain et Milman [47] : il existe une constante universelle
c &#x3E; 0 telle que pour tout n et tout K corps convexe centré de Rn

Mahler a formulé la conjecture suivante si K c R’ est convexe et centré

qui n’a été démontrée que sous des hypothèses supplémentaires : si K est un
zonoïde (Reisner [103] puis Gordon-Meyer-Reisner [66]), si K est une boule
inconditionnelle (Saint-Raymond [106]). Cette conjecture difficile permet
parfois de deviner des résultats sur les projections à partir de ceux connus
sur les sections, pour ne citer qu’un exemple. Dans certains cas nous avons
contourné la conjecture et démontré directement les résultats duaux.
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3.1. Résultats extrémaux en position de Lôwner ou de John

Pour tout corps convexe d’intérieur non-vide, il existe un unique
ellipsoïde inclus dans K et de volume maximal, on le note 03B5J(K). Il est
clair que si T est une bijection affine de Ilgn, 03B5J(TK) = T(03B5J(K)). Ainsi, on
peut toujours trouver une image affine de K dont l’ellipsoïde de John est
la boule euclidienne unité Bn2. Le théorème de John [74] caractérise cette
transformation.

THÉORÈME 3.2 (John) . 2013 Soit K c Rn un corps convexe tel que

B2 c K. Alors 03B5J(K) = B2 si et seulement s’il existe m  n, des scalaires
cl, ... , Cm &#x3E; 0 et des vecteurs ui , ... , Um E ~K rl ~Bn2 tels que

où ui 0 ui désigne la projection orthogonale sur Rui et In l’application iden-
tité.

Les (ui)mi=1 sont des points de contact de K et de B’2. Ces vecteurs
se comportent presque comme une base orthonormée, en effet pour tout
x E Rn, on a

remarquons aussi qu’en prenant les traces dans la décomposition de l’identité
on obtient que 03A3mi=1 ci = n. En examinant les hyperplans d’appui aux points
de contact on voit que dans la position décrite par le théorème, K est inclus
dans l’ensemble

et si K est centré il est inclus dans l’intersection de bandes

Ceci permet de montrer que l’on a toujours l’inclusion K C n£J(K) et
K C n03B5J(K) si K est centré. -

Notons enfin que, par dualité, on obtient un résultat analogue au théo-
rème de John pour l’ellipsoïde de volume minimal contenant un corps K
(appelé ellipsoïde de Lôwner et noté £L(K)). Si 03B5 est un ellipsoïde, son
polaire l’est aussi et |03B5|·|03B5°| = IB212 ; on en déduit que SL (K) est le polaire
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de 03B5J(K°). On obtient en remplaçant dans le théorème de John l’hypothèse
B2: c K par K c B2 une caractérisation de la position 03B5L(K) = B2:.

K. Ball [7] a mis en évidence une version de l’inégalité de Brascamp-Lieb
adaptée au théorème de John :

THÉORÈME 3.3. Soit m  n, soient (ui)mi=1 des vecteurs unitaires de
:raen et soient (ci)mi=1 des réels strictement positifs tels que

Alors pour toutes fonctions positives fi E Li (R), i = 1,..., m, on a

Il en a déduit des estimations des quotients volumiques des corps con-
vexes

DÉFINITION 3.4. - Si K C R’ est un corps convexe, son quotient vo-
lumique est

où le minimum porte sur les ellipsoïdes inclus dans K.

C’est un paramètre important en théorie locale dont il est utile d’avoir
des bornes supérieures (on pourra consulter [101]). Les inclusions directe-
ment déduites du théorème de John donnent des estimations peu satis-

faisantes : vr(K)  n et vr(K)  vn si K est symétrique. Dans ce qui suit
An est un simplexe régulier de IEgn circonscrit à la boule euclidienne Bn2.
En utilisant les inégalités de Brascamp-Lieb, Ball a obtenu les majorations
optimales suivantes [7], [8] :

THÉORÈME 3.5. 2013 Soit K C :raen un corps convexe.

. Dans le cas général, on a vr(K)  vr(0394n).

. Si K est symétrique, alors vr(K)  vr(Bn~)

. Si K est la boule unité d’un sous-espace de ~p, vr(K)  vr(Bnp).
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Nous rapportons la preuve dans le cas symétrique qui est le plus simple.
On suppose 03B5J(K) = B2 et par John, on sait que

donc par l’inégalité de Brascamp-Lieb, on obtient

Ceci achève la démonstration puisque B2 est l’ellipsoïde de John
de Bn~. D

Remarque. 2013 Notre étude des cas d’égalité dans Brascamp-Lieb nous
a permis de vérifier que les cas extrémaux trouvés par Ball sont les seuls,
aux transformations affines près [17].

Il est naturel de poser les questions analogues pour le quotient volumique
extérieur :

DÉFINITION 3.6. 2013 Si K C :raen est un corps convexe, son quotient vo-
lumique extérieur est

où le maximum porte sur les ellipsoïdes contenant K.

C’est la notion duale du quotient volumique. En effet, comme 03B5L(K)° =
03B5J(K°), on a

On voit alors que la conjecture de Mahler permettrait de déduire du
précédent théorème une minoration optimale du quotient volumique extérieur
des corps convexes centrés : elle donnerait

- et sachant vr(K°)  vr(Bn~), on en déduirait evr(K)  evr(Bn1).

Souhaitant montrer ce résultat en dualisant son argument pour les quo-
tients volumiques, Ball avait conjecturé [8] une inégalité fonctionnelle « dua-
le » à utiliser en lieu et place de sa version de l’inégalité de Brascamp-Lieb.
Nous l’avons déduite de l’inégalité inverse Brascamp-Lieb précédemment
exposée.
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THÉORÈME 3.7. Soit m  n, soient (ui)mi=1 des vecteurs 2cnitaires de
Rn et soient (ci)mi=1 des réels strictement positifs tels que

Alors pour toutes fonctions positives fi E Li (R), i = 1, ..., m, on a

On en déduit aisément les estimations optimales pour le quotient volu-
mique extérieur (voir [15]) :

THÉORÈME 3.8. 2013 Soit K C :raen un corps convexe.

2022 Dans le cas général, on a evr(K)  evr(An)

2022 S’i K est symétriques, alors evr(K)  evr(Bï)
2022 Si K est la boule unité d’un quotient de ~p, evr(K)  evr(Bnp).
Comme nous l’avons vu le résultat de Ball assure que si K est en position

de John (03B5J(K) = Bn2), alors |K|  |0394n|. Il a pu en déduire que dans cette
position les mesures de surface se comparent aussi :

qui implique une très belle inégalité isopérimétrique inverse [8]. On peut se
demander si l’on n’aurait pas un résultat semblable pour les autres volumes

intrinsèques v2 (K) (ce qui précède correspond à i = n et i = n - 1). Nous
avons traité le cas i = 1 de l’épaisseur moyenne dans [16]. Rappelons que
l’épaisseur moyenne d’un corps K C R’ est

où a est la mesure de probabilité de Haar sur la sphère unité sn-le L’utilité
de cette quantité en théorie locale des espaces de Banach est illustrée dans
[101]. Nous avons obtenu comme application de la forme inverse de l’inégalité
de Brascamp-Lieb le
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THÉORÈME 3.9. - Soit K C Rn, un corps convexe dont l’ellipsoïde de
John est la boule euclidienne unité, alors si K est symétrique on a

alors que dans le cas général on a seulement

Ce sont, à isométrie près, les seuls cas d’égalité.

Le cas symétrique avait été observé par Schechtman et Schmucken-
schläger [107]. Indépendamment ce dernier a montré un résultat semblable
quand £L(K) = B2 [111].

3.2. Volumes des sections et projections

Commençons par une propriété fondamentale des sections parallèles d’un
corps convexe, qui est presque équivalente au théorème de Brunn-Minkowski
pour les ensembles convexes :

PROPOSITION 3.10.2013 Soit K C Rn un corps convexe. Soit E un sous-

espace vectoriel de dimension d de Rn. Soit s la fonction dé, finie sur l’ortho-
gonal E~ de E par

Alors pour tout couple (x, y) d’éléments de PE~ (K) et pour tout A E [0, 1],
on a

en particulier, la fonction section s est log-concave.

Démonstration. - On identifie Rn à E-L x E et pour x E E.l., on
note S(x) = (x + E) n K. Soient x, y E E~ et soient X, Y E E tels que
X E S’(x) et Y E S (y) ; par convexité, on sait que À(x, X) + (1- 03BB) (y, Y) =
(Àx + (1 - 03BB)y, 03BBX + (1 - 03BB)Y) est dans K. On a donc l’inclusion :

donc par le théorème de Brunn-Minkowski,
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Si de plus K est symétrique par rapport à l’origine, la fonction s est
paire, log-concave ; il s’ensuit facilement que s(0)  s(x) pour tout x. Parmi
les sections parallèles d’un corps convexe symétrique, la section centrale est
donc toujours la plus grande. Citons pour mémoire une autre propriété
importante des sections :

THÉORÈME 3.11 (Busemann [52]). - Soit K C Rn un corps étoilé. Son
corps d’intersection IK est défini par la relation suivante : pour 0 E Sn-1

Si K est un corps convexe centré alors IK l’est aussi.

3.2.1. Résultats généraux de comparaison

La tomographie géométrique est l’étude des ensembles à partir de pro-
priétés métriques concernant leurs sections ou leurs projections sur des sous-
espaces. Étant donné un corps étoilé K C R’ contenant 0 dans son intérieur
et i  n, on considère les fonctions définies sur la Grassmannienne Gn,i
par :

Si K est étoilé et centré, il est déterminé par une quelconque de ses
fonctions si, et si K est convexe et centré, il l’est par la donnée d’une des
fonctions pi . Cependant, le cas non symétrique réserve bien des surprises : il
existe des corps non sphériques dont toutes les sections hyperplanes passant
par un point donné ont la même mesure ! On pourra consulter à ce sujet le
livre de Gardner [62]. Ces résultats correspondent à l’injectivité de certains
opérateurs sur les fonctions sphériques paires, ils sont souvent démontrés en
étudiant leur action sur la base des harmoniques sphériques.

Nous citons maintenant la solution de deux problèmes qui ont stimulé
la recherche dans cette branche de la convexité.

Problème de Shephard : Soient K et L deux corps convexes centrés
de Rn, symétriques par rapport à l’origine. Si pour tout hyperplan H, on a

a-t-on pour autant |K|  |L|?
La théorie des volumes mixtes montre que ce problème est équivalent à

la densité des zonoïdes parmi les convexes symétriques de R. La réponse
est positive si n  2 et négative sinon (Petty [99] et Schneider [112]).

La question analogue pour les sections a donné plus de fil a retordre.
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Problème de Busemann-Petty : Soient K et L deux corps étoilés
de :raen, centrés et contenant 0 dans leur intérieur. Si pour tout hyperplan
vectoriel H, on a

a-t-on pour autant |K|  |L|?

Grâce aux volumes mixtes duaux, Lutwak [90] et Zhang [121] ont montré
que cette question est équivalente à la densité parmi les corps étoilés centrés
de Rn des corps d’intersection. De façon équivalente la réponse est affirma-
tive dans Rn si et seulement si la fonction radiale de tout corps convexe
centré et suffisamment régulier K peut s’écrire comme la transformée de
Radon d’une fonction positive f K définie sur la sphère unité Sn-1

où l’intégrale est définie pour la mesure de Haar sur la sphère (n - 2)-
dimensionnelle dans l’orthogonal de x. La réponse est négative si n  5
(Gardner [60] et Papadimitrakis [98] après une série de contre-exemples
en dimension supérieure [82], [10], [65], [45]). Elle est positive pour n  4
(Gardner [61] a montré qu’en dimension 3, tout corps est d’intersection ; le
cas n = 4 a eu une histoire compliquée, qui s’est achevée avec les contribu-
tions de Koldobsky et Zhang, voir [76], [78], [122]). D’autre part Gardner,
Koldobsky et Schlumprecht [64] ont développé une méthode analytique qui
traite à la fois toutes les valeurs de la dimension n. En utilisant le lien entre

transformée de Radon et transformée de Fourier découvert par Koldobsky,
ils expriment l’image inverse par la transformée de Radon de la fonction
radiale d’un corps étoilé. Dans ce qui suit

est la fonction volume des sections hyperplanes orthogonales au vecteur 03BE.

THÉORÈME 3.12 ([64]).2013 Soit n  3 et K C Rn un corps étoilé

symétrique par rapport à l’origine, avec une fonction radiale pK de classe
C°° . Si R est la transformation de Radon sphérique, on a

Si n est pair,

Si n est impair,
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La raison du changement de réponse au problème entre n = 4 et n = 5
est alors simple : la fonction radiale est « en gros » reliée la dérivée d’ordre
n - 2 de la fonction section parallèle en 0. On a vu que la convexité assure
que cette fonction est maximale en 0, donc a une dérivée seconde négative,
ce qui garantit que R-1(03C1K) est positive. En revanche le signe des dérivées
d’ordre supérieur n’est pas contrôlé par la convexité.

Dans l’article [27] nous donnons une preuve directe et très simple de ces
formules. Nous commençons par calculer R(g - A03BE(t)). Nous obtenons un
expression simple dont nous calculons ensuite les dérivées.

Enfin, citons les problèmes relaxés correspondants : existe-t-il une con-
stante c &#x3E; 0 indépendante de n, K, L telle que sous les mêmes hypothèses,
on ait

Dans le cas des sections, il s’agit de la « conjecture de l’hyperplan ». Le
meilleur résultat connu est |K|  cn  log n|L| (Bourgain [46]). Dans le cas
des projections, on montre facilement que l’on peut conclure

et K. Ball a montré que l’on ne peut espérer mieux en trouvant une constante
ô &#x3E; 0 telle que pour tout n, il existe un convexe symétrique K C R’ tel que
pour tout hyperplan H

ce qui donne un contre-exemple avec K et Bn2.

3.2.2. Sections et position isotrope

Soit K C R’ un corps convexe symétrique et de volume 1. On dit qu’il
est isotrope si son tenseur d’inertie l’est, c’est-à-dire s’il existe une constante
LK E R telle que pour tout u E ,S’n-1 on a

Par une transformation affine on peut toujours mettre un convexe centré
en position isotrope. Les propriétés liées à cette configuration sont étudiées
en détail dans [96]. Comme l’a remarqué Hensley [71], [72], la position
isotrope est très utile pour l’étude des sections hyperplanes. On peut con-
sidérer pour chaque u E sn-l la fonction section Au(t) = |K n (tu + u~)|,
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t E R. Elle est paire et log-concave par le théorème de Brunn-Minkowski.
Par ailleurs, elle vérifie pour tout u E Sn-1

On peut alors ne conserver que ces informations, qui lient entre elles les
sections dans différentes directions, et étudier les fonctions f : R ~ R+ paires
log-concaves avec R f = 1, fIR t2 f (t) dt = L2 . Malgré la perte d’information
géométrique, ce point de vue est pertinent : Hensley a montré pour toute
fonction f : R ~ R+ paire et log-concave l’inégalité

En appliquant ceci aux fonctions Au on obtient pour tout corps convex
symétrique isotrope de volume 1 et pour toute direction u E Sn-1 :

Cette estimation est précise pour le cube unité Qn = [-1/2, 1/2]n. En
effet, elle redonne le résultat de Hadwiger [69] :

i.e. la section canonique a le plus petit volume (n - 1 )-dimensionnel.

Dans l’article [28] nous présentons une extension de ce résultat qui
s’applique au volume de l’intersection avec des bandes symétriques :

PROPOSITION 3.13. Soit f : R+ ~ 1R+ une fonction log-concave
décroissante et intégrable et soit h &#x3E; 0. Si Joh f 3 4 ~0 f alors

Ce résultat contient celui d’Hensley ; en fait il le pousse jusqu’à l’épaisseur
maximale. En conséquence nous confirmons partiellement une conjecture de
Milman sur les volumes minimaux des intersections du cube avec des bandes

symétriques :
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Il semble cependant que la bande canonique soit minimale tant que son
épaisseur reste en dessous de 2J2 - 2 ~ 0.818. Il faudrait d’autres méthodes
pour le prouver car l’énoncé fonctionnel est lui optimal.

Signalons que Hensley a montré avec des méthodes similaires que si K
est isotrope et u est unitaire on a

où c est une constante absolue, dont la meilleure valeur a été déterminée par
Ball [6]. Il en résulte qu’en position isotrope toutes les sections hyperplanes
ont un volume de l’ordre de 1/LK et que

Une autre formulation de la conjecture de l’hyperplan est qu’il existerait
une constante c &#x3E; 0 telle que pour tout n et tout corps convexe symétrique
K C Ilgn, LK  c. Ainsi un corps isotrope de volume 1 aurait quelle que soit
sa dimension toutes ses sections hyperplanes plus grandes qu’une constante
universelle.

3.2.3. Sections et pro jections des boules unités de @n

Dans ce qui précède nous avons étudié les sections du cube par une
méthode générale. Ici nous allons présenter plusieurs méthodes développées
spécialement pour les ensembles Bp , p E (0, ~]. Le cas du cube (p = oo)
est plus facile en raison de la structure produit de l’ensemble. Vaaler [120]
étendit le résultat de Hadwiger aux sections d-dimensionnelles du cube, avec
des motivations venant de la théorie des nombres. Il montra que pour tout

sous-espace vectoriel E C Rn de dimension d on a

Pour ce faire il développa une méthode reposant sur l’ordre pointu entre
mesures (03BC  03BD si et seulement si f f (dJ.1 - du) ) 0 est vrai pour toutes les
fonctions paires et log-concaves). L’inégalité (3.1) vient d’une comparaison
entre les mesures sur R de densités 1[-1/2,1/2] (t) dt et exp( -1rt2) dt, t E R,
qui passe aux mesures produit : 1Qn (x ) dx  exp(-03C0|x|2) dx, x E Rn.

Plus tard, Ball [5], [7] donna des bornes supérieures précises pour les
sections du cube
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THÉORÈME 3.15. - Si 1  d  n -1 et si E est un sous-espace vectoriel
de dimension d de Ilgn, alors

La seconde estimation provient d’une application assez directe de l’inégalité
de Brascamp-Lieb, elle n’est optimale que lorsque d divise n. La première est
toujours exacte et sa preuve en est plus difficile : l’inégalité de Brascamp-
Lieb y est appliquée après usage de la transformation de Fourier et des
estimations fines d’intégrales numériques sont nécessaires.

Meyer et Pajor [94] ont pu étudier les boules Bnp pour p E [1, ~) car ils
ont réussi à exprimer les volumes de leurs sections en termes d’intégrales
de certaines fonctions contre des mesures produit : si E est un sous-espace
vectoriel de dimension d et si ul, ..., un-d est une base orthonormée de son

orthogonal, on a

où E(s) := n {x; |~x, ui~|  E/21. Ils ont démontré par la méthode de

Vaaler le résultat suivant :

THÉORÈME 3.16. - Soit E C Rn un sous-espace de dimension d, alors
la fonction

est croissante en p E [1, oo].

Il s’ensuit par comparaison avec p = 2 que

Ce dernier résultat fut étendu à p e (0,1) par Caetano [53] en rem-
plaçant les fonctions log-concaves paires par les fonctions unimodales dans
la définition de l’ordre pointu. Dans [13] nous avons étendu le théorème de
monotonie à p E (0,1] et dans [20] nous le généralisons pour les sommes ~p
d’espaces normés (Meyer et Pajor avaient traité seulement le cas de sommes
~p d’espaces euclidiens).
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Par ailleurs Meyer et Pajor disposent d’une autre « formule produit »
pour les volumes des sections, qu’ils obtiennent par transformation de Fouriel
Pour les sections hyperplanes de Bi elle donne :

où a E Sn-1 et gi est la transformée de Fourier de la fonction t ~ e-|t| (qui
apparaissait dans la première formule produit). Notant que t H loggl(0)
est convexe, Meyer et Pajor ont pu trouver les sections extrémales de Bï :
pour tout hyperplan vectoriel

où Hk := {x E Rn ; x1 + ... + Xk = 0} . Ils ont conjecture un résultat
anologue pour p E (1, 2) (pour les sections et pour les transformées de
Fourier de exp( -ltIP)) et Koldobsky l’a démontré même pour p E (0, 2 ) [77].

Nous nous sommes intéressés au problème (dual) des projections des
boules unités de ~np, où très peu était connu. En utilisant l’inégalité inverse
Brascamp-Lieb nous avons obtenu [20] le pendant de l’estimation « facile »
de Ball pour les sections

THÉORÈME 3.17. 2013 Soit p E (0, 2] et soit E un sous-espace vectoriel de
dimension d de Rn, alors

Cette minoration est optimale quand d divise n et p &#x3E; 1.

On retrouve aussi par cette méthode que |PE(Bnp)|  IB dl | pour p  2
mais ceci découlait déjà du résultat de Meyer et Pajor sur les sections.

Dans l’article [30] nous démontrons pour les projections hyperplanes
l’analogue de tout ce qui était connu pour les sections hyperplanes (avant,
les cas p = 1,2,00 étaient connus, et seul p = 1 était non trivial [9]). À
cet effet, nous démontrons une formule en terme de mesures produit et il

en découle une seconde formule en termes de transformées de Fourier : si
a E Sn-1, on a
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où X1,...,Xn sont des variables aléatoires i.i.d. de loi cp|t|2-p p-1e-|t|p p-1,,
t E R, et où fp(t) = JEeitXl. Par une méthode analogue à celle de Vaaler,
mais utilisant l’ordre de Choquet à la place de l’ordre pointu nous obtenons le

THÉORÈME 3.18. - Soit H un hyperplan de Ilgn, alors la fonction

est croissante en p E [1, ~].

Par ailleurs les techniques de Koldobsky nous permettent de montrer
que pour p  2 la fonction t ~ log fp(t) est convexe et de déterminer les
projections extrémales.

THÉORÈME 3.19. - Soit p  2 et H un hyperplan de llgn, on a

Nos résultats pour les projections correspondent exactement à ceux pour
les sections. Une analogie entre les arguments de preuve existe aussi, mais
elle n’est pas aussi évidente.

3.2.4. Convexes et probabilités

Nous présentons ici deux études d’inspiration plus probabiliste. D’abord,
insistons sur le fait suivant : les « formules produit » utilisées pour estimer
les volumes des sections et projections des boules Bp reposent ultimement
sur la relation évidente

Ce qui compte vraiment ici, c’est que l’on dispose d’une mesure finie qui
est produit cartésien en coordonnées (x = (x1, ..., xn)) et en même temps
produit dans le système de coordonnées polaires associées à Bnp (x = rw
avec r &#x3E; 0, ~03C9~p = 1) :

où 03BCnp est la mesure conique normalisée sur la surface aBn définie pour
A C aBp par
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Dans [26] nous cherchons à classifier les mesures finies qui sont ainsi dou-
blement produit. En d’autre termes, on cherche les corps étoilés
K C Rn contenant l’origine dans leur intérieur et les vecteurs aléatoires
X = (Xi,..., Xn) de Rn tels que Xi,..., Xn sont indépendants et de plus
~X~K E R et X/~X~K e ~K sont indépendants. Cette étude est dans la
lignée des caractérisations de la mesure gaussienne comme produit en coor-
données cartésiennes et en coordonnées polaires sphériques. Nous obtenons
une classification complète pour les variables X dont la loi admet une den-
sité e-v avec V localement intégrable. En résumé si une telle mesure existe,
alors le corps étoilé K doit être Bp pour un p &#x3E; 0 (à quelques transforma-
tions élémentaires près) et les mesures sont essentiellement celles que nous
avons présentées auparavant avec éventuellement des puissances en plus. Ce
résultat positif dit hélas qu’il y a peu d’espoir d’étendre les résultats sur les
sections et les projections à d’autres ensembles, comme les boules d’Orlicz.
Pour K convexe, nous obtenons aussi une classification des mesures finies

purement atomiques qui sont doublement produit ; elle réserve quelques
surprises.

Pour finir revenons à l’article [28] où nous étudions le volume de l’intersec-
tion du cube avec des bandes symétriques larges par une méthode inspirée
des grandes déviations : l’inégalité de Markov exponentielle donne pour des
variables aléatoires (Xi ) i.i.d. et À &#x3E; 0

Afin de trouver de bonnes estimations indépendantes de la direction
(a 1, ... , an ) E Sn-1 nous sommes amenés, guidés par ce que nous avons vu
sur les transformées de Fourier dans l’étude précédente, à faire de même
avec les transformées de Laplace. Nous donnons plusieurs critères sur une
v.a. réelle Y pour que

soit convexe ou concave sur R+, ce qui nous permet d’améliorer dans
de nombreux cas les inégalités sous-gaussiennes, de Hoeffding, de Cher-
nov... et d’obtenir la vitesse exponentielle optimale dans les estimations de

P( 03A3ni=1 aiXi  t . Pour des Xi indépendants et uniformes sur [-1/2, 1/2]
nous obtenons des bornes sur |Qn ~ {x; (x, a~ |  t}| qui confirment l’intuition
que pour t grand, ceci est minimal si a = (1/n, ..., 11 yn). Nous obtenons
des inégalités semblables pour Bnp, p  2 qui montrent en particulier que
ces ensembles ont la propriété 03C82.
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4. Isopérimétrie et concentration de la mesure

Parmi les sous-ensembles de R’ de mesure donnée, les boules eucli-
diennes ont la plus petite surface. Cette observation très ancienne (pour
n = 2) est devenue un théorème à la fin du dix-neuvième et au début du
vingtième siècle. Son étude s’est développée dans des cadres plus généraux
et avec l’apport considérable des outils de théorie de la mesure géométrique
et de géométrie différentielle. Le sujet est très actif de nos jours et les
méthodes variationnelles ont donné de très beaux résultats (voir par exem-
ple [105]). Si les techniques de géométrie différentielle permettent d’étudier
les «points critiques» (surface de courbure moyenne constante), l’étude de
leur stabilité est délicate, particulièrement en dimension supérieure à 3.
Ceci explique pourquoi les exemples totalement résolus sont peu nombreux,
les plus célèbres étant R’, ,S’n, IHIn, B2 . On peut noter que le problème isopéri-
métrique dans le cube [0,1]3 n’est pas complètement résolu.

Certains des résultats classiques précédents ont une version intégrée qui
se traduit en terme de voisinages et non de bord. Ainsi pour A c Rn , si A | =
|rBn2| alors |Ah|  |(rBn2)h| où Ah = {x E Rn; d(x, A)  hl = A + hB2 .
L’importance de tels énoncés pour les mesures finies fut comprise et mise
en avant depuis les années 1970 par Milman sous le nom de concentration
de la mesure. L’inégalité isopérimétrique sphérique de Levy [86] et Schmidt
[109] pour ,S’n C Rn+1 munie de la mesure de Haar mormalisée un dit que si
an (A) = an (B) où B est une calotte sphérique, alors pour tout h &#x3E; 0 on a

03C3n(Ah)  Un(Bh), les élargissements étant pris pour la distance géodésique.
En particulier si 03C3n(A)  1/2 on obtient

Il suffit d’élargir A d’une distance de l’ordre de 11 vn pour capturer
presque toute la mesure ! Ainsi en grande dimension la mesure se concentre
sur l’équateur (quel qu’il soit !) et les fonctions Lipschitziennes sont proches
de leur valeur moyenne avec une très grande probabilité. Avec cet outil
Milman a obtenu de nombreux résultats en géométrie des espaces de Ba-
nach, à commencer par une nouvelle preuve du théorème de Dvoretzky (voir
[95]). Par la suite la concentration de la mesure fut plus systématiquement
étudiée, notamment dans le cadre des mesures de probabilités produit par
Talagrand puis Ledoux (voir [84]). Étant donné un espace probabilisé muni
d’une distance (X, 03BC, d) on étudie
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Il y a concentration de la mesure si par exemple RJ.L,h(1/2) augmente vite
avec h. Le problème isopérimétrique classique correspond dans ce cadre à
h ~ 0. On peut définir la mesure de bord associée à J1 par

et la fonction isopérimétrique par

À première vue isopérimétrie et concentration correspondent à des do-
maines différents de la variable h d’élargissement. Récemment Bobkov a
montré que I03BC peut donner des information pertinentes pour R03BC,h et qu’elle
est bien adaptée à une approche fonctionnelle. Nous avons approfondi sa
méthode. Nos résultats montrent que même si l’on s’intéresse au problème
isopérimétrique géométrique sur des variétés, il est très bénéfique de tra-
vailler dans le cadre plus général des mesures de probabilités pour obtenir
des résultats approchés ou même exacts. En particulier nous avons pu
résoudre le problème isopérimétrique pour volume 1/2 dans les produits
de sphères en utilisant les propriétés remarquables de la mesure gaussienne,
objet incongru du point de vue des variétés.

4.1. Inégalités gaussiennes

La mesure gaussienne qn sur R’ de densité

fait partie des rares exemples où le problème isopérimétrique est résolu.
Sudakov-Tsirel’son [116] et Borell [43] ont montré que les demi-espaces sont
extrémaux : si 03B3n (A) = 03B3n(H) avec H = tx; (x, u~  tl alors on a 03B3n (Ah) 
03B3n(Hh) pour tout h &#x3E; 0. Ils ont déduit ce résultat de l’inégalité sphérique.
Ehrhrard l’a ensuite redémontré par symétrisation [59]. Plus récemment
Bobkov a relancé le sujet en présentant une forme fonctionnelle de l’inégalité
isopérimétrique [33] : pour toute fonction régulière f : R’ ~ [0,1] on a

où I := I03B3n = 03A6’ o03A6-1 est la fontion isopérimétrique gaussienne (indépendan-
te de n) et 03A6(t) = 03B31((-~,t]), t ~ R. Pour f = 1 A l’énoncé précédent re-
donne 03B3+n (A)  I(1’n(A)). Ensuite il a démontré de façon élémentaire mais
astucieuse une inégalité à deux points [34] :
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aux remarquables propriétés de tensorisation ; combinée avec le théorème
central limite elle permet de démontrer que pour toute fonction régulière
f : Rn ~ [0,1] on a 

qui redonne l’inégalité isopérimétrique. Cette preuve est dans l’esprit de
l’argument de Gross pour l’inégalité de Sobolev logarithmique [68] :

pour g : R’ - R régulière. Il y a en fait une hiérarchie entre ces inégalités
et l’inégalité de log-Sobolev gaussienne est un cas limite de (4.2). Un autre
succès de la méthode fonctionnelle figure dans l’article [3] de Bakry et
Ledoux où des inégalités telles que (4.2) sont prouvées par interpolation
de long de semi-groupes. Ces auteurs retrouvent le résultat gaussien et bien
plus : une inégalité isopérimétrique gaussienne pour des diffusions abstraites
avec courbure positive. Capitaine, Hsu et Ledoux donnèrent aussi une ap-
proche martingale [55] de (4.2).

Dans l’article [29] nous unifions plusieurs de ces approches par un énoncé
plus général sur les martingales qui redonne (4.2) et une extension de (4.1)
aux mesures de Bernoulli non symétriques. Par ailleurs nous clarifions les
relations entre les différents énoncés d’isopérimétrie sur le modèle gaussien.
En particulier, répondant à une question de Bobkov, nous montrons que si
une mesure y (disons sur Rd) est telle que I03BC  I alors pour toute fonction
f à valeurs dans [0, 1] on a

Par les propriétés de tensorisation de cette dernière inégalité, il vient

I03BCk  I pour tout k ) 1.

L’article [25] étudie le problème du shift, qui a d’étranges similitudes
avec l’isopérimétrie. Il consiste à déterminer pour une mesure de probabilité
sur R’ les ensembles dont la mesure change le plus quand on les translate.
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Pour h &#x3E; 0 on cherche les meilleures fonctions Sh, Th telles que pour tout
ensemble A et tout vecteur unitaire u E RI

Pour la mesure gaussienne les ensembles extrémaux sont encore les demi-
espaces [79]. Dans [37] Bobkov a donné une formulation fonctionnelle de
l’inégalité de shift gaussienne : pour toute fonction f : Rn ~ [0,1] régulière
et à support compact

Il a caractérisé les mesures y sur R’ qui vérifient cette inégalité à une
constante près, ou de façon équivalente telles pour tout A C Rn et tout
vecteur v 

pour un c &#x3E; 0 fixé. Il a montré en particulier que si y vérifie l’inégalité avec
constante c alors pour tout k ) 2, 03BCk la vérifie avec constante 4c. Dans [25]
nous précisons l’étude des inégalités de shift sur le modèle gaussien en la
mettant en relation avec une inégalité que nous tenons de Beckner mais qui
était implicite dans [3] : pour toute fonction f : R’ ~ [0, 1] régulière et à
support compact

En particulier grâce à ses propriétés de tensorisation nous montrons
que si p satisfait (4.3) alors ses puissances aussi. L’inégalité renforcée (4.4)
est adaptée à l’interpolation par semi-groupe entre f et f f d03BC (on notera
qu’il y a égalité pour les fonctions constantes). Cette méthode nous permet
d’établir l’inégalité de shift gaussienne avec constante c pour les mesures
de probabilité sur Rd de densité exp(-V) où la différentielle seconde de V
satisfait ~V"~~d 2 ~ ~d 2  c. Une application aux grandes déviations est donnée
dans [57]. Les versions discrètes de ces inégalités améliorent les estimations
connues sur le problème isodiamétral de Ahlswede et Katona pour le cube
{-1, 1}n.

4.2. Nouvelles formes fonctionnelles

La mesure gaussienne est le prototype de mesure de probabilité dont les
propriétés ne dépendent pas de la dimension. Du point de vue de l’isopérimé-
trie au moins, le modèle naturel en dimension égale à n est la sphère, comme
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le suggère le théorème de Levy-Gromov [67]. Au vu des résultats de Bakry
et Ledoux sur les diffusions avec courbure positive il paraissait important
de disposer d’une forme fonctionnelle de l’isopérimétrie sphérique, avec de
bonnes propriétés. En particulier elle devrait être une égalité pour les fonc-
tions constantes, et redonner les inégalités fonctionnelles de Bobkov quand
la dimension tend vers l’infini. Cependant il était facile de voir qu’aucune des
formes fonctionnelles gaussiennes connues, convenablement modifiée (avec
la fonction isopérimétrique de Sn), n’avait une chance d’être vraie.

En approfondissant les méthodes utilisées par Bobkov et en les combi-
nant avec des propriétés de concavité de la fonction isopérimétrique In de
la sphère Sn nous avons pu établir une version fonctionnelle du théorème
de Levy et Schmidt : pour toute fonction f : Sn ~ [0,1] régulière, on a [24]

On obtient aussi une forme fonctionnelle de l’inégalité isopérimétrique
de Levy-Gromov pour les variétés de dimension n et de courbure de Ricci
minorée par p &#x3E; 0. Ces progrès ont permis à Scheffer [108] de donner une
inégalité un peu plus fine. Hélas pour l’instant aucune des deux n’a pu être
prouvée (ni étendue) par semi-groupes.

Nous avons aussi obtenu des formes fonctionnelles pour les mesures à

profil isopérimétrique concave. Elles ne sont pas exactes sur les fonctions
constantes mais peuvent tout de même servir dans les méthodes fonction-
nelles de tensorisation.

4.3. Isopérimétrie pour les mesures produit

Notre but est d’ébaucher une réponse à la question naturelle suivante :
étant donnée une mesure de probabilité y et son profil isopérimétrique Il
que peut-on dire sur I,k et I03BC~ := infk I,k ?

Tel quel, l’énoncé n’est pas assez précis. Étant donné (X, il, d) espace
probabilisé muni d’une distance, on doit fixer une distance sur (Xn, 03BCn). Le
choix dicté par la géométrie est

Du point de vue des applications probabilistes on peut aussi bien con-
sidérer d’autres distances, la plus simple étant la distance uniforme
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Comme d(n)~  d 2 les énoncés de concentration obtenus pour d~ seront
plus faibles, mais ils peuvent cependant être utiles (voir par exemple [40]
pour des applications au supremum d’un processus). Nous commencerons
donc par étudier le cas de la distance uniforme, qui est maintenant bien
compris.

4.3.1. Élargissement uniforme

Dans ce qui suit IJ-tfi!)1/ s’entend pour la métrique uniforme sur l’espace
produit. Remarquons que dans (Rn, dx) muni de la distance induite par
la norme ~·~~ la mesure du bord d’un ensemble serait ~A ~nA~1 où
nA est la normale extérieure à A. Les parties du bord non parallèles aux
hyperplans de coordonnées sont donc pénalisées, et les solutions du problème
isopérimétrique sont les cubes.

Bobkov [35] a déterminé R03BC~,h en fonction de la fonction Rm,h lorsque
cette dernière est concave. La version « h = 0 » de ses résultat est comme suit

(moyennant quelques conditions de régularité sur l’espace) : si la fonction
isopérimétrique IJ-t d’un espace métrique probabilisé (X, J-l, d) est concave
alors la fonction isopérimétrique Il- est la plus grande fonction
J : [0,1] ~ R+ concave, symétrique par rapport à 1/2 satisfaisant les con-
ditions : J  I03BC et pour tous a, b E [0, 1]

Cette étude était menée dans [32] pour les mesures log-concaves sur la
droite. Bobkov y montre que si y est une mesure de probabilité de den-
sité paire et log-concave sur R alors les demi-droites (-oo, t] sont solu-

tion du problème isopérimétrique (pour la distance usuelle). La fonction
isopérimétrique s’exprime donc en fonction de la fonction de répartition
I03BC = 03A6’03BCoG-103BC où 03A603BC(t) = 03BC((-~,t]). Le théorème principal de [32] affirme
l’équivalence des assertions suivantes :

La dernière assertion signifie que indépendamment de la dimension k
les demi-espaces de coordonnées sont solution du problème isopérimétrique
pour M . Si y a la propriété précédente et si v est une autre mesure avec
I03BD  I03BC on obtient par le même raisonnement que I03BD~  I03BC. On dit que
l ¡.t est un profil isopérimétrique infini-dimensionnel. Bobkov et Houdré ont
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noté que la seconde condition sur I03BC implique pour t petit que Im (t) 
cil t log (1 It).

Nos contributions permettent de décrire précisément la décroissance de
la suite I03BC  I03BC2  ...  I,n . Tout d’abord, sous des conditions naturelles,
nous donnons l’expression exacte de I03BC~03BD sachant I03BC et I03BD lorsque ces deux
fonctions sont concaves [24] :

cette fonction est encore concave donc on peut itérer le résultat. Ceci nous

permet de retrouver le résultat de Bobkov et de calculer I03BCn explicitement
dans plusieurs cas, comme la mesure exponentielle ou la mesure de Lebesgue
sur le cube (déjà traité par Bollobas et Leader [42]). On voit en particulier
que si I03BC(t) ~0 nt1-1/n alors 1,,2 ""’0 2ntl-I/(2n) et ainsi de suite. On peut
parler ici de comportements isopérimétriques de dimension finie (la fonc-
tion isopérimétrique de la mesure de Lebesgue sur Rn pour l’élargissement
uniforme est IRn (t) = 2ntl-l/n) et voir que la dimension isopérimétrique se
comporte comme on l’attend lorsque l’on fait des produits. Nous préciserons
ces notions dans la suite. Notre résultat décrit bien la décroissance de la suite

(I03BCk)k quand I03BC a un comportement fini-dimensionnel.

Par ailleurs nous complétons dans [23] l’étude des inégalités infini-dimen-
sionnelles. Le critère de Bobkov était complet mais seuls deux exemples ex-
plicites étaient connus : la fonction isopérimétrique de la mesure gaussienne
I03B3(t) No ty’2Iog(1It) et celle de la mesure logistique (qui est assez proche
de la densité exponentielle symétrique) I~(t) = t(1 - t) ~0 t. Nous don-
nons toute une échelle de fonctions isopérimétriques infini-dimensionnelles

(Ia)a~[0,1] avec Ia(t) No t(log(1/t))a. Seule l’expression de I1(t) = t log(1/t)+
(1 - t)log(1/(1- t)) est très simple. Ceci donne de nouveaux exemples
de mesures produits où les demi-espaces de coordonnées sont solution du
problème isopérimétrique.

En résumé on peut donner une image assez précise de la décroissance
de la suite Ik pourvu que I03BC soit minorée par une fonction concave stricte-
ment positive sur (0, 1) : la séparation entre comportements fini et infini-
dimensionnels est faite par I1 No tlog(1/t). Si I03BC  cIl alors pour tout
k, I03BCk  ch et I03BC~ est comparable à Il. Dans ce domaine on dispose
d’estimations précises en terme de dimension isopérimétrique. On a ensuite
une échelle d’inégalités infini-dimensionnelles [23] : si pour a E [0,1] on a
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alors pour tout k  1

où M est une constante universelle (ceci s’applique aux probabilités de den-
sité cpexp (-|t|p), p ~ [1, ~), dont la fonction isopérimétrique ressemble à
t(log(1/t))1-1/p pour t petit). Ce résultat laisse penser que lorsque I03BC est
plus petit que h alors I03BC~ est comparable à I03BC . Nous montrons que la si-
tuation n’est pas si simple en exhibant pour 0  p  q  1 des mesures

log-concaves paires sur R, mp,q telles que pour t E (o,1/e) on a

et pourtant lim inft~0 Im2p,q (t)/Imp,q (t) = 0.

Dans [21] nous nous intéressons à un problème important mais diffi-
cile : l’isopérimétrie gaussienne pour les ensembles symétriques par rapport
à l’origine. Nous montrons que parmi les ensembles de Rn symétriques par
rapport aux hyperplans de coordonnées et de mesure gaussienne prescrite,
ceux qui ont la mesure de bord minimale pour l’élargissement uniforme sont
des bandes symétriques de coordonnées ou leur complémentaire.

4.3.2. Élargissement euclidien

La distance sur le produit est ici la combinaison Ê2 des distances. Il
ne semble pas possible dans ce cas d’exprimer I03BC~03BD en fonction de I03BC, I03BD,
mais nous proposons une minoration [24] : si I03BCi  Imi où les mi sont des
probabilités sur la droite réelle de densité paire et log-concave alors

Ceci redonne le résultat sur les inégalités gaussiennes de [29]. En pratique
si les fonctions l J-Li sont concaves, on commence par choisir les mesures
réelles paires log-concaves de mêmes profils isopérimétriques et l’on étudie
leur produit sur Rk, qui est géométriquement plus simple. On dira que M
a une dimension isopérimétrique inférieure ou égale à n et une courbure
isopérimétrique supérieure à 03BB &#x3E; 0 si I03BC  I 1 03BB Sn (en fait on peut considérer
n ~ [1, ~)). Ce qui précède nous permet de contrôler la décroissance en k
de I03BCk pour de telles mesures. En effet le résultat de comparaison assure
que si I03BCi  Ii sn; alors I03BC1~...03BCk  I03BD où v a pour densité sur Rk
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Cette mesure a un support borné et une densité a-concave, ce qui nous
permet de contrôler sa fonction isopérimétrique. Nous suivons en cela la
démarche de Bobkov [36] qui utilisait l’inégalité de Prékopa-Leindler, mais
nous utilisons à la place l’inégalité plus forte de Borell-Brascamp-Lieb (Théo-
rème 2.3)). Signalons que Maurey [91] puis Schmuckenschlàger [110] et

Bobkov et Ledoux [41] ont démontré de nombreux énoncés de concentration
en se servant de l’inégalité de Prékopa-Leindler. La méthode présentée donne
d’assez bonnes estimations de la dimension et de la courbure isopérimétriques
de ~ki=103BCi en fonction de celles des Mi. En particulier ceci décrit assez bien
la décroissance en k de I03BCk si li est de dimension finie.

La séparation entre comportements fini et infini-dimensionnels est ici

faite par la mesure gaussienne : le théorème central limite assure que pour
toute mesure y sur Rn on a I03BC~  c03BCI03B3. De plus par [29], I03BC  cl,y implique
I03BC~  cl,y . Pour l’élargissement euclidien cette propriété est caractéristique
de la fonction isopérimétrique gaussienne (en effet si une mesure réelle paire
est telle que les demi-espaces sont solutions du problème isopérimétrique
pour ses puissances, cette mesure est gaussienne [38], [81], [97]). En dessous
du niveau gaussien le seul résultat connu concerne l’inégalité isopérimétrique
exponentielle [39] : si I03BC(t)  c min(t, 1 - t) alors

Il serait très intéressant de disposer de résultats intermédiaires entre les
comportements exponentiels et gaussiens.

Signalons que nous obtenons quelques résultats exacts dans [20] : en
utilisant le fait que I03BC  cI03B3 implique I03BCn  cI,, et en choisissant la meilleure
valeur de c nous montrons I.- (a) = I, (a) pour a tel que I03BC(a) = cI,, (a).
Ceci donne la solution du problème isopérimétrique pour les ensembles de
mesure 1/2 dans des produits de boules, de sphères ou de certaines mesures
log-concaves.

Nous menons une étude analogue pour le problème du shift, que nous
étendons aux sous-variétés. Elle nous permet de comprendre différemment
les résultats de Meyer et Pajor sur les sections hyperplanes des boules Bp .

4.3.3. Remarques finales

Dans [22] nous étendons à p E (1, 2) un résultat de Bobkov pour p = 1, 2
[36]. Nous montrons que si J.1 est une probabilité log-concave de R’ qui
satisfait l’inégalité de décroissance
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pour tout t &#x3E; 0 et pour des constantes c, d &#x3E; 0 données, alors pour tout en-
tier k la mesure 03BCk satisfait une inégalité de concentration sur le modèle de
cp exp(-|t|p), t E R. Nous utilisons pour ce faire une inégalité démontrée par
Latala et Oleszkiewicz [83] et qui interpole entre les inégalités de Poincaré et
de log-Sobolev. Nous en profitons pour mettre en avant un principe général
de réarrangement des fonctions, classique mais ignoré ou utilisé implicite-
ment dans le cadre des mesures générales : il implique en particulier que si
I03BC  I03BD où v est une mesure de probabilité log-concave paire sur R alors
toute inégalité fonctionnelle de type Sobolev satisfaite par v le sera aussi
par li. Il éclaire de nombreux résultats et par exemple celui de Cheeger qui
assure que si une variété satisfait IM(t)  c min(t,1 - t) alors elle vérifie une
inégalité de trou spectral (ou de Poincaré). Si l’on remarque que min(t, 1 - t)
est la fonction isopérimétrique de la mesure exponentielle de densité e-Itl/2
sur R et que cette mesure vérifie une inégalité de trou spectral, on retrouve
le résultat par le principe de transfert.

Il apparaît en fait que les techniques classiques utilisant la symétrisation
ou le théorème de Brunn-Minkowski peuvent s’adapter bien au delà des
exemples classiques. Nous annonçons dans [24] que certains de nos résultats
de comparaison obtenus par des méthodes fonctionnelles peuvent l’être en
symétrisant mais vers d’autres espaces. Ce fait fut compris aussi par Ros
[105] à la suite de nos résultats gaussiens et nous présenterons des extensions
dans un travail en cours avec I. Leader. Nous avons aussi remarqué que le
théorème de Brunn-Minkowski permet de résoudre le problème isopérimé-
trique dans les cônes convexes ce qui paraît possible mais délicat par les
méthodes variationnelles à cause de la singularité au sommet du cône.

5. Entropie et probabilités

Dans ce qui suit X est une variable aléatoire réelle, de densité

f : R ~ [0, ~) et pour fixer les idées telle que EX = 0 et IEX2 - 1.

Son entropie de Shannon est par définition

Pour de nombreux systèmes aléatoires l’entropie joue un rôle fondamen-
tal dans l’étude de la convergence vers un équilibre. Nous nous intéressons
dans cette partie aux aspects entropiques du théorème central limite (TCL).

Il est bien connu que parmi les variables de variance fixée les gaussiennes
réalisent le maximum d’entropie. En d’autre termes si G est une variable
gaussienne standard de densité g(t) = (203C0)-1 exp(-ltl2/2), t e R, on a

Ent(X)  Ent(G).
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Par ailleurs la différence de ces deux entropies est une bonne mesure de
la distance entre les lois de X et G, qui domine la distance en variation
totale comme le montre l’inégalité de Pinsker-Csiszar-Kullback ([100], [58],
[80]) 

Une formulation équivalente de l’inégalité exponentielle entropique (2.5)
connue sous le nom d’inégalité de Shannon-Stam ([114], [115]) assure que si
Y et Z sont des variables indépendantes et À E (o,1 )

En particulier si (Xi)i1 est une suite de copies indépendantes de X on
obtient que

et en itérant que

est croissante en k (tout en restant inférieure à l’entropie de la gaussienne).
Si l’on peut montrer par le théorème central limite que cette suite d’entropies
converge vers celle de la limite gaussienne, il est plus intéressant de prendre
les choses à l’envers. L’idée d’utiliser l’entropie pour suivre l’évolution dans
le TCL revient à Linnik [89] qui parvint ainsi à le redémontrer. Barron [12]
fut le premier à montrer le théorème central limite avec convergence en en-
tropie. Le point crucial étant ici que si X1, X2 sont des copies indépendantes
d’une variable non-gaussienne alors

Pour obtenir des estimations de la vitesse de la convergence en entropie, il
est nécessaire d’avoir des estimations plus fortes que cette inégalité stricte.
Carlen et Soffer [56] ont obtenu un résultat dans cette direction, mais il

dépend d’un argument de compacité et n’est pas quantitatif. Dans [4] nous
développons une technique qui permet de mieux comprendre la production
d’entropie. Elle repose sur une nouvelle représentation de l’information de
Fisher d’une marginale. L’information de Fisher d’une variable X de densité
f est par définition I(X) = I(f) := J(f’)2 1 f. Cette quantité correspond
à la dérivée de l’entropie le long du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck :
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soit G est une gaussienne standard indépendante de X ; posons Xt :=
e-t X + 1 - e-t G et ft sa densité. On a en particulier

Cette relation classique permet parfois d’intégrer des inégalités sur I pour
obtenir des inégalités entropiques.

5.1. Information de Fisher d’une marginale

On considère une densité de probabilité w(x, y) sur :rae2 et la densité de
sa première marginale 

"

Si ces fonctions ont des dérivées suffisamment intégrables on peut re-
marquer que l’information de Fisher est reliée à (log h)" :

On peut écrire une relation analogue pour w. Il semble alors que les liens
entre information de Fisher d’une densité et de sa marginale peuvent être
analysés au niveau des différentielles secondes des logarithmes des densités.
Nous avons déjà vu un résultat de ce type dans la première partie : l’inégalité
de Prékopa-Leindler assure que si log w est concave alors log h l’est aussi,
mais par un argument global ne faisant pas intervenir de dérivée. Nous avons
donc cherché une preuve locale de ce fait. Cette démarche est expliquée dans
[4] et donne la relation suivante :

où p est donné par

On voit sans utiliser l’expression de p, que D2 (log 03C9)  0 implique
(log h)"  0. En fait nous remarquons que l’application y - p(x, y) ici

décrite minimise la forme quadratique du terme de droite. On a donc la
représentation



-171-

Remarquons que cette formule rend compte d’un fait analogue sur les
marginales de fonctions log-convexes, dont on sait qu’elle sont log-convexes
par simple application de l’inégalité de Hôlder : il suffit de choisir p = 0

pour voir que D2(log 03C9)  0 implique (log h) "  0.

En intégrant ce qui précède en x on obtient une expression variationnelle
de l’information de Fisher de la marginale h(x) == f w(x, y) dy :

où l’infimum porte cette fois sur les fonctions p : : :rae2 ---+ R suffisamment
régulières.

Dans les articles suivants [1, 2] nous donnons des formules plus in-

trinsèques : soit w : R’ ~ R+ une densité de probabilité et soit e E Sn-1 un
vecteur unitaire. On considère la marginale obtenue en projetant sur Re :

Son information de Fisher s’exprime comme un infimum des deux manières
suivantes :

où l’infimum porte sur les applications q : R’ ~ R’ telles que pour tout
x ~ Rn on a (q(x), e) = 1.

Toutes ces formules sont adaptées aux estimation de l’information de
Fisher de (X1 + ... + Xk ) / k qui est une marginale de (il,..., Xk).

5.2. L’entropie augmente à chaque étape

Dans l’article [1] nous résolvons une ancienne conjecture en montrant
que si (Xn)n1 sont des copies indépendantes d’une loi X d’entropie finie
alors la suite
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est croissante. Comme nous l’avons vu il est facile de voir que ek  e2k. Il
est bien plus difficile de voir que ek  ek+l. Nous le faisons en prouvant
l’inégalité analogue, en sens inverse, pour l’information de Fisher :

L’idée de la preuve est que les deux variables en jeu sont des marginales
de mesures produit. On utilise alors la meilleure fonction q dans l’expression
variationnelle de ik pour construire une bonne fonction test que l’on injecte
dans l’expression variationnelle de ik+1 obtenant ainsi une majoration.

5.3. Entropie et trou spectral

Dans [4] nous donnons un renforcement explicite de l’inégalité de
Shannon-Stam, sous hypothèse de trou spectral. Si X est une variable
aléatoire de densité f, on dit qu’elle vérifie une inégalité de trou spectral
avec constante c &#x3E; 0 si pour toute fonction régulière s : R ~ R on a

THÉORÈME 5.1. - Soit G une gaussienne standard et X une variable
aléatoire de variance 1 et dont la densité f satisfait une égalité de trou
spectral avec constante c &#x3E; 0. Soient X1, X2 des copies indépendantes de
X, alors on a

La stratégie de preuve passe par une inégalité analogue pour l’information
de Fisher, et par l’expression variationnelle de I((X1 + X2)/2). Une bonne
fonction test est obtenue par des méthodes de calcul des variations.

Il est clair que ce résultat donne une information sur la vitesse de con-

vergence dans le TCL. Nous avons pu affiner l’estimation dans [2] où nous
obtenons en particulier sous les mêmes hypothèses sur X que

Ceci donne une convergence beaucoup plus forte que les résultats classiques
(Berry-Essen) et améliore considérablement les estimations de Barron et
Johnson [11]. Nous déduisons l’inégalité précédente du
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THÉORÈME 5.2. - Soit G une gaussienne standard et X une variable
aléatoire de variance 1 et dont la densité f satisfait une égalité de trou
spectral avec constante c &#x3E; 0. Soient Xl, ..., Xn des copies indépendantes
de X, et soit a eSn-1. On a

01
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