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D-enveloppe d’un difféomorphisme de (C,0)

Guy CasaLe (M

RESUME. — Dans cet article, nous donnons une liste des D-groupoides de
Lie au dessus d’un disque. Puis nous caractérisons les germes de difféo-
morphismes ayant une D-enveloppe non triviale par la forme de leurs
invariants analytiques. Ceci nous donne une méthode pour trouver des
équations différentielles satisfaites par ces difféomorphismes. Celles-ci ap-
paraissent déja chez J. Ecalle.

ABSTRACT. — In this article, a list of Lie D-groupoids on a disc is given.
Germs of diffeomorphisms with a non trivial D-envelope are characterized
by their analytic invariants. This gives a method to find differential equa-
tions satisfied by some special diffeomorphisms. Equations of this kind
were already found by J. Ecalle.

1. Introduction

B. Malgrange a introduit dans son article Le groupoide de Galois d’un
feuilletage ([Malg3]) la notion de D-groupoide (ou groupoide de Lie). On
peut voir un D-groupoide sur un disque A comme un systéme d’équations
différentielles dont les germes de solutions forment un sous-groupoide
«ensembliste » du groupoide Aut(A) des germes d’applications inversibles
de A dans lui-méme. Cette notion permet de définir la D-enveloppe de divers
systémes dynamiques admettant des singularités (feuilletages, champs de
vecteurs, difféomorphismes). Dans le cas des feuilletages provenant d’une
équation différentielle linéaire, B. Malgrange prouve que la D-enveloppe re-
donne le groupe de Galois de 1’équation.

(*) Regu le 29 aofiit 2003, accepté le 14 janvier 2004
(1) Labo. E. Picard, 118 route de Narbonne, 31062 Toulouse, France.
E-mail: casale@picard.ups-tlse.fr
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Dans la premiére partie de cet exposé, nous nous proposons de déterminer
la liste des D-groupoides au-dessus de (C, 0). Nous montrons (Théoréme 3.4)
que ces groupoides sont donnés par des équations d’ordre inférieur ou égal
a trois. Plus précisément dans une carte (z,y,y;)i>1 de Pespace des jets
d’applications de A dans lui-méme, nous obtenons :

e le groupoide de rang infini défini par I'idéal nul ;
e les groupoides de rang trois donnés par les équations différentielles
y y2 )
v(y)y? + 22 3 <—2) —v(z) =0
Y1 Y1

avec v méromorphe ;

e ceux de rang deux donnés par les équations différentielles

y
p@)y + 2 — p(z) =0
Y1

avec y méromorphe ;

e ceux de rang un d’équations
Ye(y)yr — m(x) =0
avec Y méromorphe et n entier ;
e ceux de rang nul, donnés par
h(z) —h(y) =0
avec h holomorphe.

On peut interpréter ces groupoides comme des groupoides d’isométries
de structures géométriques méromorphes (voir Remarque 3.6).

Dans la deuxiéme partie, nous déterminons la D-enveloppe d’un germe
de difféomorphisme. Par définition, celle-ci est le plus petit D-groupoide
admettant le germe de difféomorphisme comme solution. Lorsqu’un germe
est formellement linéarisable, la seule condition pour que sa D-enveloppe
soit de rang fini est qu’il soit analytiquement linéarisable. Parmi les ger-
mes résonnants, seuls ceux dont I’espace des orbites est un recollement de
sphéres par des homographies ramifiées (au méme ordre) admettent une
D-enveloppe de rang fini. Dans la terminologie de J. Ecalle, ces difféomor-
phismes sont appelés binaires. Ceux dont un recollement de sphéres sur deux
est I'identité sont appelés unitaires ([E]).
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F. Loray a remarqué que les équations des D-enveloppes étaient de la
méme forme que les équations satisfaites par le représentant canonique
d’une classe analytique de germes de difféomorphismes binaires trouvées
par J. Ecalle dans Les fonctions résurgentes ([E]). Le représentant canon-
ique de J. Ecalle admet une D-enveloppe rationnelle. Nous nous proposons
dans la derniere partie de cet exposé de reprendre les calculs de J. Ecalle
pour déterminer explicitement les D-enveloppes des représentants canon-
iques des classes des difféomorphismes unitaires de résidu nul, en fonction
des invariants formels et des coefficients de résurgences caractérisant cette
classe de conjugaison analytique. Le fait de connaitre a priori la forme des
équations nous conduit a des calculs «systématiques» .

Cette liste des germes de D-groupoides obtenue peut étre utilisée pour
d’autres applications que nous ne développerons pas ici :

e détermination des applications rationnelles de CP' dans lui-méme qui
admettent une D-enveloppe de rang fini ;

e détermination du « type» de transcendance (voir [C]) d’intégrales
premieres de feuilletages de codimension un en fonction de la D-
enveloppe-de son groupoide d’holonomie ;

o classification analytique des germes de D-groupoides. Celle-ci repose
sur le fait que la plupart des D-groupoides admettent un germe de
difféomorphisme en 0 comme solution.

Remerciements a E. Paul pour avoir supervisé ce travail, 4 B. Malgrange
pour les communications et les notes manuscrites ([Malg2]) & origine de
cet exposé, a J.-P. Ramis, F. Fauvet et D. Sauzin ainsi qu’au rapporteur
pour sa relecture attentive et ses conseils.

2. Définitions

Dans cette partie nous rappelons les définitions données par B. Mal-
grange ([Malg3]) dans le cadre qui nous intéresse, c’est-a-dire au-dessus d’un
représentant A d’un germe de disque.

Nous noterons J; (A) 'espace des jets d’ordre k d’applications inversibles
de A sur A. Cet espace s’identifie, en choisissant une coordonnée x sur A, a
Ax AxC*xCk~1! avec les coordonnées (z,y,y1,- - -, Yx)- 1l est naturellement
muni :
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e de deux projections, la projection sur le premier facteur appelée la
source s : JE(A) — A, et celle sur le deuxieme appelée le but ¢ :
Ji(8) = A,

e d’une composition ¢ : (JF(A),t) xa (JE(A),s) — J;(A) définie sur
les couples de jets (h, g) tels que t(h) = s(g),

e d’une identité, e : A — JF(A) qui & z associe le jet (z,2,1,0...,0),
e d’une inversion 7 : J(A) — JZ(A) qui & un jet fait correspondre le

jet inverse.

Ces fleches vérifient certains diagrammes commutatifs et font de J(A) un
groupoide sur A ([Mck]).

L’anneau O (a) = OAxA[yl,yl_l,yg, ..., Yx] donne & J;(A) une struc-
ture d’espace analytique compatible avec sa structure de groupoide. Cette
compatibilité se traduit en termes de diagrammes commutatifs sur les fleches
s* t*,c*, e* et i* induites sur les anneaux correspondants. Ces diagrammes
sont les diagrammes duaux de ceux décrivant la structure de groupoide de

JE(A).

DEFINITION 2.1. — Un sous-groupoide de J}(A) est donné par un idéal
Iy de OJI:(A) tel que

1. Ty C kere*,

2. i*T, C I,

3. Ty C I (TN :l-l—l(X)(/)A.'Z—/C .

L’image de Iy par ¢* engendre un idéal dans 'anneau

Oza)txaza)s) = (O (a), ) o4 (Ouz(a), %),

ou la structure de Oa-algébre est donnée pour le premier facteur par ¢*
et pour le deuxiéme facteur par s*. On entend alors par 7 ®o, 1 I'idéal
engendré par la premiere injection de Iy, et par 1 ®», Zi celui engendré
par la deuxiéme injection. La somme de ces deux idéaux est le plus petit
idéal les contenant tous les deux.

Les anneaux O Jz(a) sont munis d’une C-dérivation D & valeurs dans
O Jp () définie en coordonnées, pour F dans O Jz(a), par:
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OF
DE(z,y,...,Yk+1) = %(z‘, ces Yk)

OF oF
+a‘y($a-~,yk)yl +- @(% e Uk)YR+1

DEFINITION 2.2. — Un D-groupoide sur A est la donnée d’un idéal réduit
Z de lim OJ”:(A) = O+ (a) tel que

1. 7 soit stable par dérivation,

2. il existe un sous-ensemble analytique fermé de codimension un, Z C
A, et un entier k tels que pour tout | > k, I; C L;q, ©*I; C I; et I;
définisse un sous-groupoide de J}'(A — Z).

Quitte & réduire A, ’ensemble Z peut étre supposé réduit a {0}.

Une solution de Z en p € A est un morphisme u de O J’:(A)/I dans
Oa,p au-dessus de la restriction s*Oa — Oa p, tel que u(DE) = a%u(E).
En regardant f = u(y), on obtient un germe f : (A,p) — (4A,q) satis-
faisant les équations différentielles de 'idéal Z. On définit de méme les solu-
tions formelles comme morphismes dans Oa . Réciproquement, un germe
d’application inversible f, solution des équations différentielles engendrant
7 définit un morphisme u par u(y) = f.

DEFINITION 2.3. — Etant donné un difféomorphisme f : (A,0) — (A,0),
sa D-enveloppe est le plus petit D-groupoide qui admette f comme solution.

L’existence de cet objet a été établie en toute généralité dans [Malg3] en
utilisant les Théorémes 2.6 et 2.7 rappelés a la fin de cette partie.

La compréhension des D-groupoides passe par I’étude de leurs D-algebres
de Lie. Nous noterons Ji(A — TA) 'espace des jets d’ordre k de sec-
tions du fibré tangent. Le choix d’une coordonnée z sur A donne une co-
ordonnée naturelle ag sur les fibres de T'A ainsi que des coordonnées a;
pour % < k sur les fibres de J;(A — TA). On munit cet espace de I’anneau

OJ:(A__,TA) = Oalag,a1,...,ax). Ces anneaux sont eux aussi munis d’une
dérivation définie pour E € O Jr(A—-TA) Par :
oL oL
DL(z ces @ =—(x,...,05)+ -+ =—(x,...,0k)0k+1.
( y @0, ) k+1) 61'( k) 80,k;( 3 k) k+1
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DEFINITION 2.4. — Une D-algébre de Lie sur A est la donnée d’un idéal
linéaire et différentiel L C Oj+(a—1a) = lim OJ;(AHTA) dont les champs

solutions forment un C-espace vectoriel de germes de champs de vecteurs
stable par le crochet de Lie.

En choisissant une coordonnée x sur A, on obtient une coordonnée naturelle
a sur les fibres de TA. On entend alors par solution de £ en p un morphisme
ude Oj-(a~ra)/L dans Op p au-dessus de la restriction s*Oa — Oa p. Le
champ de vecteurs f (:E)d% ot f = u(a) est un champ solution de L en p.
L’idéal étant engendré par des équations différentielles linéaires, les champs
solutions forment un C-espace vectoriel.

Le candidat a remplacer I’algébre de Lie d’un groupe de Lie dans le cadre
des groupoide est le linéarisé le long de 'identité. Dans les coordonnées
(x,ag,...,ar) sur Ji(A — TA) données par une coordonnée x sur A, le
linéarisé est défini par 1’idéal différentiel et linéaire de O J(A—TA)

L(T) = {L(E),E € I},

OF E
ou L(E) = —(z,z,1,0,...,0)ap + --- + i(x,:c,l,O,...,O)ak.
Oy Oy

PROPOSITION 2.5 ([MALG3]). — Le linéarisé d’un D-groupoide le long
de l'identité est une D-algébre de Lie.

Les deux théorémes suivant seront essentiels.

THEOREME 2.6 ([MALG3]). — Soient Ij, un idéal de Oy (a) €t Z C A
un sous-ensemble analytique fermé de codimension un tels que Iy C Iq4,
i*Ix, C Iy et I) définisse un sous-groupoide de Ji(A — Z). La racine
de lidéal différentiellement engendré par I dans Oj.(a) définit un D-
groupoide.

THEOREME 2.7 ([MALG3]). — Soient Y™ une famille de D-groupoides
d’idéaux IT®. Leur intersection donnée par la racine de la somme de ces
idéauz est un D-groupoide.

3. Liste des D-algébres de Lie et des D-groupoides sur (C,0)

L’anneau C{z}[-%] étant principal, 'idéal décrivant une D-algébre de
Lie est engendré par une seule équation. En divisant par le coefficient dom-
inant de cette équation, on se rameéne a étudier les solutions d’une équation
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normalisée méromorphe. Le choix d’une coordonnée x sur A donne des co-
ordonnées (z,ao,...,ax) sur JF(A — TA). .

PRrOPOSITION 3.1 ([MALG2]). — Il n’y a que cing types de D-algébres
de Lie sur A, correspondant auzx équations suivantes :

rang 0 : ag =0 notée Ag
rang 1 : a1 + pag =0 7 Ag(p)
rang 2 : as + pay + p'ag =0 7 Agx(w)
rang 8 : az +vay + %ao =0 7 As(v)
rang oo : pas d’équation 7 Aco

et v étant méromorphes sur A.

Preuve.— Un théoréme de Lie ([Lie]) dit qu’une algébre de Lie de
champs de vecteurs holomorphes sur un disque est de rang inférieur ou égal
a trois ou infini. L’équation engendrant ’idéal décrivant une D-algebre de
Lie est d’ordre inférieur ou égal & trois car en ses points réguliers le rang
des solutions doit étre au plus trois. Examinons chacun des cas.

— Rang 1 : Toute équation a’ + ua = 0 avec p méromorphe n’ayant qu’une
droite de solutions, elle définit une D-algebre de Lie de rang 1.

— Rang 2 : Soit L(a) = a” + pa’ + va = 0 une équation d’ordre 2. Prenons
a et b deux solutions de L. De I’égalité :
L(a'b—Va)= (v —p)(a'b—Va)

nous déduisons qu’une équation d’ordre 2 définit une D-algebre de Lie si et
seulement si elle est de la forme a” + pa’ + p'a = 0.

— Rang 3 : Soit L(a) : @ + pa” + va’ + Aa = 0 une équation d’ordre trois.
Prenons trois solutions a, b, ¢ de L linéairement indépendantes. L’égalité :

L(a'b—ba) = 2\ — V') (ab' — a'b) — p/(ab” — a"'b) + pu(a’t” — a"'V)

valable pour les couples (a,b), (a,c) et (b,c) donne trois expressions nulles
si et seulement si :

(2)\ — I//)Cl — /,L/Cz +uCs =0

ol les C; sont les colonnes (au déterminant pres) de la matrice
-1

a b ¢
a/ bl c/
all bl/ Cl/

Le déterminant de cette matrice ne s’annulant pas, il faut et il suffit que
v = 2)\ et u = 0 pour que notre équation décrive une D-algebre de Lie. [
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Remarque 8.2. — L’équation d’une D-algebre de Lie de rang deux s’écrit
(@’ + pa)’ = 0 et celle d’'une D-algebre de Lie de rang trois, (a’ + pa)” —
w(a’ + pa) =0 avec v = 2u' — p?.

PROPOSITION 3.3. — Soit x = (T) un changement de coordonnées.
Les équations de la proposition 3.1 dans les nouvelles coordonnées (T, ay, a7,
ag,a3) sur J3(A — TA) sont :

rang 0 : g =0

rang 1 ;a1 +pag=20

rang 2 :az +HE a1+ p'ag =0
rang 8 : a3+ vV a; + %%20

‘plll Lp” 2
-3 (%)

Les calculs du changement de coordonnées sur J3(A — TA) et de son
action sur les équations sont laissés au lecteur.

avecﬁ:uocﬂp’—k% etv=vop(p)?+2

Nous allons chercher & intégrer ces algebres, c’est-a-dire trouver des D-
groupoides ayant pour D-algeébres de Lie celles données précédemment.

THEOREME 3.4. —

2
1. L’équation v(y)y? + 2%—? -3 (%) —v(z) = 0 définit unique D-

groupoide ayant pour D-algébre de Lie A3(v). Il sera noté Gs(v).

2. L’équation u(y)y: + -z% — u(z) = 0 définit 'unique D-groupoide ayant
pour D-algébre de Lie Aa(p). Il sera noté Go(p).

3. La D-algébre de Lie Aj(u) n'est intégrable que lorsque p a un péle
simple de résidu rationnel 2. Dans ce cas les groupoides intégrant
cette D-algébre de Lie sont définis par :

()65 — () = 0 avec yi(z) = exp(kg / 1))

pour tout entier k. Ils seront notés GF ().

4. Quitte & diminuer A, les D-groupoides ayant une D-algébre de Lie
de rang nul sont définis par une équation h(x) — h(y) = 0 avec h
holomorphe sur A.
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. e 1 2
Pour alléger les formules nous noterons S(¢) pour 2“‘;, -3 (%) .

La preuve de ce théoreme utilise le lemme suivant (voir [Malg3]).

LEMME 3.5. — Soit T lidéal définissant un D-groupoide. Si xF € T
alors F € T.

Preuve.— La dérivée de zF, D, (zF) est égale a
Fy OF N OF by OF
oz Ay Y1 N Ye+1

En multipliant par F, on obtient que F2, donc F, est dans I’idéal réduit
différentiablement engendré par xF'. O

Preuve du Théoréme 3.4.— Les solutions ¢ : (A,a) — (A,b) d'un
D-groupoide laissent stable la D-algebre de Lie du groupoide. D’apres la
Proposition 3.3, ’équation traduisant l'invariance de Az(v) par ¢ est I’é-
quation (1). Cette équation d’ordre trois est celle d’un sous-groupoide de
J3(A — {0}). L’identité est solution, et de la formule :

vo (910 02) (g1 0 p2))" + S(p1 0 92)) — v
= (o w1 (9})" + (1) — ) 0 02 (95) + (v 0 02 (94)° + S(ip2) — 1)

on déduit la stabilité par inversion et par la composition en dehors du
point 0. Le Théoreme 2.6 de B. Malgrange, rappelé dans la section pré-
cédente, permet de conclure que I’idéal réduit différentiablement engendré
par Péquation (1) décrit un D-groupoide. Ce D-groupoide integre As(v)
et contient tous les D-groupoides intégrant cette algebre. L’équation étant
résolue par rapport & y3 au-dessus de A — {0}, un k-jet solution de (1) se
prolonge en un unique (k + 1)-jet solution de (1). On en déduit que si il ex-
iste un autre D-groupoide intégrant As(v), les zéros de son idéal sont ceux
de équation (1) au-dessus de A — {0}. Les équations supplémentaires de
son idéal sont de la forme F(x,y,y1,...,yx) avec zF dans I'idéal engendré
par (1). Le lemme précédent permet de conclure.

L’équation (2) vérifiée par les ¢ laissant invariante la D-algebre de Lie
Az (1) définit aussi un D-groupoide. On le vérifie grace a I'égalité :

n
olon o o0g) + PLOw2)"
1o (10 p2)(p1 0 p2) Torogy "
o7 ©h
:(MO<P1<PI1+ZP7—H)°<P2<P'2+(M°<P2<P/2+? — ).
1 2
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Comme I’équation est résolue par rapport & y, au-dessus de A — {0}, on
conclut qu’il n’y a pas d’autres D-groupoides intégrant A, (u).

On prouve le (3) en remarquant que, quel que soit p et quels que soient
z et y dans (A — Rgo), I’équation définie sur (A — R¢g) X (A —Rgo) x C*

E(z,y,p1) = (exp(/ u)) W)y — (eXp(/ u)) (z) =0

donne un D-groupoide sur (A — R¢g) qui integre Aj;(u). Si A; (1) est inté-
grable sur A par un D-groupoide d’idéal Z, les équations de ce groupoide
s’annulent sur les zéros de E au voisinage de l'identité. Or les zéros de
cette derniére équation sont lisses et connexes au-dessus de (A — Rgg),
les équations de Z s’annulent donc sur les zéros de E. Grace au lemme
précédent, 7 est inclus dans l'idéal engendré par E au-dessus de (A — Rgp).
Lp(f M)(z), il est aussi so-
exp( [ #)(v)
exp( [ 1)(2)
exp( [ 1) (y)
ces équations on obtient des équations holomorphes en z et y et polynomi-
exp( [ 1)(z)
exp( [ 1)(y)
algébrique sur le corps des fonctions méromorphes sur A. On en déduit que
u doit avoir un poéle simple de résidu rationnel.

Quel que soit le 1-jet (z,y,y1) solution de y; =

lution des équations d’ordre 1 de Z. En remplagant y; par dans

ales en . En fixant y tel que exp([ u)(y) soit fini, exp( [ p)(z) est

Il nous reste & prouver que les équations (3) sont les seules & intégrer
Aj(p). Soit Z 'idéal d’un D-groupoide qui intégre cette D-algebre de Lie ;
nous allons regarder les zéros de ses équations d’ordre un au-dessus de
(A —Rg¢p). Nous connaissons déja un zéro au-dessus de (z,y) € (A —Rgp) X
exp( [ 1)(=)
exp( [ 1))
zéros au-dessus du méme point différent de celui-ci d’une composition a
droite par un 3-jet solution des équations d’ordre trois du D-groupoide de
la forme (z,z, 8). De telles solutions forment un sous-groupe algébrique fini
de C*. Il existe donc un entier k tel q1]1e tous les zéros de 7 au-dessus de (z, y)

exp( [ 1)(2)
exp( [ 1))
point (x,y) que 'on a choisi.

(A — Rgyp), c’est celui de troisieme coPrdonnée y1 = Les autres

s’écrivent (z,y,0 ) avec #F = 1. Ce nombre k est indépendant du

Considérons ’équation

Ey: <exp(/u))k (v)yr — (exp(/u))k(w)-

Nous allons montrer que cette équation est en faite méromorphe sur A x A x
C*. L’idéal réduit I3 des équations d’ordre inférieur ou égal & trois défini
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une hypersurface de A x A x C* et est donc engendré par une équation :
H(z,y,y1). Cette équation ayant les mémes zéros que Ej sur (A —Rgg) X
(A —Rgo) x C*, il existe une fonction holomorphe F définie sur cet ouvert
telle que :

Ek(xyy) yl) = F(xvyvyl)H(x)yvyl)‘

En identifiant les coeflicients de cette identité entre ces deux polynomes
exp( [ 1) (=)
exp( [ 1)(y)
peut étre le cas que lorsque (exp( [ u)(z))* est méromorphe. L’équation Ej
engendre donc I'idéal Z3. Par le Lemme 3.5 et le Théoreme 2.6 elle engendre
différentiablement 7.

k
en yi, on trouve que ( ) est méromorphe en x et y. Ceci ne

Nous allons maintenant prouver le (4). L’idéal des équations d’ordre 0
d’un tel groupoide est engendré par une équation : E € Oaxa. D’apres le
Lemme 3.5 et le Théoréeme 2.6, cette équation engendre différentiablement
I'idéal du D-groupoide. Le lieu des zéros de E est une relation d’équivalence
analytique sur A— {0} : la preuve de la transitivité n’est pas triviale et nous
ne la développerons pas dans cet exposé.

Le lemme précédent affirme que E(0,y) # 0 ; on peut utiliser le théoreme
de préparation de Weierstrass et supposer, quitte a réduire A, que

E(z,y) =y* 4+ ap_1(x)y* ' + - + ag(x).
Pour z, y et z dans A*, la propriété de transitivité s’écrit

E(z,y) = o(z,y,2)E(z, 2) + B(z,y, 2) E(y, 2)-

Si on fixe deux points z et y équivalents, on obtient 1’égalité

E(z,z) = wig—’Z’z—%E(y, 2).

Les deux polynémes en z, F(z,z) et E(y,z), étant unitaires, cette égalité
s’écrit E(x,z) = E(y, z) d’ot ag(z) = ao(y). Les zéros de E(x,y) sont inclus
dans les zéros de ag(z) —ap(y). Par symétrie, il existe une unité u(z,y) telle
que

E(z,0) = u(z,0)E(0, x)

donc ag(z) = u(z,0)z* et équation ao(x) — ao(y) n’est pas identiquement
nulle. Les zéros de E(z,y) sont donc égaux aux zéros de ag(x) — ao(y).
Les idéaux étant réduits, ag(z) — ap(y) engendre les équations d’ordre 0 du
groupoide. O
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Remarque 3.6 . — Si on choisit sur (A — R¢g) une primitive Schwartzi-
enne V de v (S(V) = v), les solutions ¢ de G3(v) vérifient

S(V o) =S8(V).

(1) L’application V' semi-conjugue le groupoide des solutions de Gs(v) au
groupoide des homographies au-dessus de 'image de V.

(2) On peut interpréter Gs(v) comme le groupoide d’invariance d’une dérivée
Schwartzienne. Une dérivée Schwartzienne est une section méromorphe d’un
fibré D3 équivariant sur A (D3 est le groupe de 3-jets de germes de difféo-
morphismes de (C, 0)). Ce fibré se construit & partir du fibré des 3-repéres
R3 de groupe structural D3 et de C muni de I’action de D3 suivante : soit

g= (050791792,93) € D37
g 2
gz =2(q1)? +22 -3 (gz_) '
1 91

Soit v une section méromorphe de R3 x ps C. Le groupoide d’isométries de
v est défini par I’équation ¢*v = v qui est exactement I’équation de G3(v).

4. Conditions nécessaires et suffisantes pour que la D-enveloppe
d’un difféomorphisme soit de rang fini

Dans cette partie nous allons déterminer les germes de difféomor-

phismes f : (C,0) — (C,0) solutions de D-groupoides. Les champs de

vecteurs holomorphes a(z)% sont solutions des D-algebres de Lie :

o Al(%,)7
e As(u) avec u solution méromorphe de a” + pa’ + p'a =0,

. 7 4
e Aj3(v) avec v solution méromorphe de o’ + va' + %a = 0.

Ceci a pour conséquence qu’un germe de difféomorphisme de (C,0) donné

par le flot d’un champs de vecteurs holomorphes a(z)-L est solutions des

D-goupoides suivant, :

° Gi(-%)
e Go(u) avec p solution méromorphe de a” + pa’ + pa =0

’
e G3(v) avec v solution méromorphe de a” + va’ + 5a = 0.
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Un germe de difféomorphisme f étant toujours formellement conjugué
au flot d’'un champ de vecteur ([MR2]), il satisfait des équations formelles
de la forme :

1
o~ o~ k ~ o~ ~  ~
V=AU A=Roff' 4 et D=Do f(f)°+S(),
construites en prenant l'image inverse par la normalisante formelle des
équations satisfaites par la forme normale. Nous allons regarder les con-
ditions sur f pour que l'une de ces équations soit méromorphe. Ceci nous
donnera ’équation d’un D-groupoide dont f sera une solution.

Premier cas, f est contractant ou dilatant : |f/'(0)| # 1

Dans ce cas f est analytiquement conjugué a sa partie linéaire. Comme
les similitudes laissent stable le champ x%, ces difféomorphismes sont solu-
tions d’un groupoide de rang 1, I'image inverse de G, (_71) par la linéarisante

h, c’est-a-dire gl(—%' + ’;L—l,/)

Deuxieéme cas, |f'(0)] =1 et f/(0) n’est pas une racine de 'unité

Dans ce cas, f est formellement linéarisable.

THEOREME 4.1 ([MALG2]). — Le difféomorphisme f est solution d’un
D-groupoide de rang fini si et seulement si f est analytiquement linéarisable.

Preuve.— La preuve utilise la version du théoréeme de Maillet due & B.
Malgrange ([Malgl]) :

THEOREME. — Soient F(z,y,y1,..yn) une fonction holomorphe et P
une solution formelle de F(z,y,y,..y™) = 0. Si le linéarisé de F le long
de @ :

~ OF ~ o~y o dr

L~F = 8F(:c,<f>,<1>', B 4 (2, 8,9,

[ Oy
est 4 singularité réguliére alors ® est convergente.

D’apres la Remarque 3.2, si f est solution d'un D-groupoide, elle est
solution d’un D-groupoide de rang trois. Nous supposerons donc f solution
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de G5(v). Sa linéarisante formelle d vérifie </I;(/\x) = fo® o A est la partie
linéaire de f. Elle transforme v en

v =vod(®)? + 5%

qui est a priori une série formelle contenant un nombre fini de puissance
négative de x. Elle doit cependant vérifier 7(x) = 7(Az)(\)?. Comme \* # 1,
U(x) = S5 pour une constante c. La linéarisante est donc une solution
formelle de I’équation différentielle

C_ TIEN2

On applique alors le théoréme ci-dessus & :
2
Y2
F(x’y7y17y27 y3) = ( (y)yl + 2_ -3 <—) - > y%x2y2
n n 2
Son linéarisé le long de ® est

A N NI B2 B 2 3
I/(CI))((’[)I)2+ 2v(0)P' — 2 (/I\) +6((E ) i— 6 j{\) d—+,\3d—
(3')2 (@)3 ) dx (@2 ) dz? &’ dx?

Comme v a un poéle d’ordre 2 en 0 et & s’annule une fois en 0, le linéarisé
de notre équation le long de la solution formelle est & singularité réguliere.

g

Troisiéme cas, f est un difféomorphisme parabolique : f'(0) = 1.

Nous utiliserons les notations et les résultats de [MR2]. Nous noterons
apa(z) = 2im55% et Xea = apagy dz Les germes de difféomorphismes
gk, x = exp(Xx ;5 sont les formes normales formelles des germes de difféo-
morphismes paraboliques. Ils admettent pour intégrales premieres Hy, »(z) =
z=*el/*" Pour tout f(z) = z + ¥t + ... il existe un champ formel
X = 2kl 4 ---d% tel que f = exp)? et un difféomorphisme formel h
qui conjugue X a Xk,» (donc f & gk x). Un théoreme d’Ecalle et Voronin
dit que h est k-sommable de somme (Ui, hyi) sur 2k secteurs U;. On note
inv(f) = (hi(U;) N hig1(Uis1), hiy1 o hy') les invariants analytiques de
Birkhoff, Ecalle, Voronin définis & automorphisme pres sur le disque du
modele formel et s(f) = (U; N Uj41, h;rll o h;) leurs analogues sur A.

LEMME 4.2. — Soit f un difféomorphisme parabolique et X le champ
formel tel que f = exp(X). Le difféomorphisme f est solution d’un D-

groupoide si et seulement si X est solution de sa D-algebre de Lie.
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Preuve.— Nous traiterons le cas ol f est solution d’un D-groupoide
de rang trois, le cas ol le D-groupoide est de rang deux ou un se traiterait
de la méme maniere.

Soit G3(v) le D-groupoide dont f est solution. Le groupe & un parametre

fot = exp tX = Yns0an(t)z™ définit des séries formelles convergentes au
moins pour ¢ entier, les a,, étant des polynémes en t. L’expression :

V—vo fot(fot)a _ S('}/c\ot)

avec v méromorphe, nous donne une série formelle ¥,,54eg(1)0n(t)x™ ol les
b, sont des polynémes en t. Le difféomorphisme f et ses itérés vérifiant
I'équation, les b, s’annulent sur Z et sont donc identiquement nuls. Les
séries f°! forment donc une famille & un paramétre de solutions formelles
du groupoide. En linéarisant

V—1vo fot(fot)/Z _ S(fot) =0
en t = 0, on trouve que le champs X satisfait Péquation de Asz(v).

Réciproquement, supposons que le champ formel X soit solution. Par des
arguments standard de la théorie de la sommabilité des solutions d’équa-
tions différentielles linéaires, le polygone de Newton de I'équation de A3z (v)
n’ayant qu’une pente, le champ est k-sommable pour un certain k. Ses
sommes seront aussi solutions de A3(v). Restreint sur chaque secteur de
sommation, on a un groupoide sans singularité. Dans ce cas I’exponentielle
d’un champ solution de lalgébre est solution du groupoide ([Mck]). Ceci
étant valable sur tous les secteurs, 'exponentielle du champ est solution du
D-groupoide. O

PROPOSITION 4.3. —

1. Si f est solution d’un D-groupoide, s(f) est solution du méme D-
groupoide.

2. Soit f de forme normale gi x et d’invariant analytique inv(f), le
difféomorphisme f est solution d’un D-groupoide G de rang r si et
seulement si il existe un D-groupoide de rang r admettant gi, et
mnv(f) comme solutions.

Preuve.— Nous regarderons dans un premier temps le cas ou f est
solution d’un groupoide de rang trois.
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Commencgons par le (2). Soient f un difféomorphisme tangent & I'identité
solution d’un D-groupoide G3(v) et 1 sa normalisante de k-somme (Ui, hs).
Les sommes sectorielles nous permettent de construire un groupoide Gs(7;)
sur h;(U;) tels que X » soit solution de sa D-algebre de Lie. Les 7; provenant
tous du méme v par des transformation h; ayant méme développement
asymptotique en 0, ils ont le méme développement asymptotique en 0. De
plus il est facile de déterminer précisement la forme de ces fonctions. Comme
tous les 7; vérifient que le champ de vecteurs a, ,\d% est solution de A3 (7;),
ils sont tous solutions de I’équation différentielle linéaire

A
ap s+ Tiag 5 + ~21am =0.
C’est-a-dire qu'’il existe des constantes c; telles que

2 12 "
C; — ag )+ 2ap yakx

U; = 5
e x

Pour que leurs développement asymptotiques soient les mémes, il faut
que les constantes soient égales. Les 7; sont donc égaux et définissent une
fonction méromorphe ¥ sur la réunion des h;(U;). Par construction, gy est
solution de G5(7) et les invariants analytiques de f laissent invariant G3(7),
ils sont donc aussi solutions de ce D-groupoide.

Inversement, supposons que g x et inv(f) soient solutions d’un D-grou-
poide G3(7). Nous allons utiliser la Remarque 3.6.(1) pour décrire G3(7)
comme groupoide d’invariance de la dérivée schwartzienne d’une fonction
V. Puis nous tirerons en arriére cette fonction par chaque normalisante
sectotielles. Sur chaque ouvert sectoriel h;(U;) on peut choisir une prim-
itive Schwartzienne de 7 : V; (S(V;) = ) telles que V; = V1 pour
i€ {l,....,k—1} et Vi = yo0 Vi ol v est une homographie. Comme
hir1 0 hi! est solution de G3(7),

_ . _
Viviohip1ohy  =a; 0V

pour une homographie a;. On note V; la fonction définie sur U; par V; o h;.
Siie{l,...,k—1}, Viy1 = a0V, et Vi = a0yoVj. Sur chaque secteur U,
le pull-back par h; du D-groupoide G3(7) est G3(v;) avec v; = S(V;). On ob-
tient ainsi un groupoide de parametre uniforme v & croissance méromorphe
en 0 ; d’apres le théoréeme des singularités inexistantes de Riemann, v est
méromorphe en 0. Le difféomorphisme f étant solution sur les secteurs, il
est solution de G3(v).

Le (1) est conséquence du (2). Dans la construction précédente on obtient

Vigio (h;+11 oh;))=V,et V1o (hl_1 ohg) =0 V.
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En prenant la dérivée Schwartzienne de ces égalités, tous les h_, +11 o h; sont
solutions de Gs(v).

Le cas des D-groupoides Go(u) se traite de la méme maniére. Le seul
changement consiste a remplacer la primitive schwartzienne de v par une
solution de % = p. On étudie le cas des D-groupoides GF(u) & partir de
G2() qui les contient. Le cocycle inu(f) est donc composé de solutions de

G2(B) = Go(52:2) asymptotes & lidentité. Comme 7 a un pole simple, la

230N
constante ¢ doit étre nulle. Dans ce cas, les seules solutions asymptotes a
Iidentité sont I'identité. (I

Le théoreme suivant donne la liste des germes de difféomorphismes para-
boliques ayant une D-enveloppe de rang fini. Pour cela nous utiliserons les
invariants « géométriques» (p; i41) de Martinet-Ramis définis par ¢; ;41 ©
(Hgx 0 hip1) = Hi » o h;. 1Is sont alternativement définis au voisinage de
0 ou de l'infini sur les spheres du chapelet décrivant I’espace des orbites de
f ([MR2]).

THEOREME 4.4. —

1. Un difféomorphisme tangent a lidentité est solution d’un D-grou-
poide de rang 3 si et seulement si il existe un entier positif p tel
que les invariants géométriques soient de la forme m—TTal—T—p en 0, et

T{/l + f—; en 0o. De tels diffcomorphismes seront appelés, d’apres

J. Ecalle, binaires.

2. Un difféomorphisme tangent a l’identité est solution d’un D-grou-
poide de rang 2 si et seulement si il existe un entier p tel que les
invariants géometriques sotent de la forme ﬁ en 0 et T en oo,

ou bien T en 0O et T{/l + f—; en 00. De tels difféomorphismes seront
appelés unitaires.

Preuve.— Pour avoir la forme des invariants géométriques il faut con-
sidérer un D-groupoide dont gi » est solution, déterminer les solutions de
ce groupoide asymptotes a 'identité et commutant a g x, puis les lire dans
la variable Hy x.

Commencons par le (1). Soit G3 un D-groupoide dont g, est solution.
Le champ Xy » est solution de se D-algebre de Lie A3. Sur un secteur
d’ouverture 27", Xk, est conjugué a X, o, par une conjugaison qui fait cor-
respondre & un germe sectoriel asymptote a I'identité, un germe sectoriel
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asymptote & 'identité et qui conjugue Hy & Hy o ([MR2]). Le D-groupoide
G3 est donc conjugué sur ce secteur a un D-groupoide gg de D—algébre de
Lie A3z. Par construction X o est solution de A3 donc Az = A3(=£), pour
une constante complexe v, et G3 = G3(34). Les équations de G3(=F) se
résolvent explicitement. Un changement de variable y = 1/x transforme le
D-groupoide en G3(—7) sur un voisinage de I'infini. Les solutions locales de
As(—+) sont engendrées par les champs %, e —y d d et e‘sy% avec 62 = .
Ces champs se réécrivent e‘sym‘%—), Ted&y_)’ et €20 WT)' Ceci signifie que les

solutions de G3(—) sont les homographies en la variable ¥

1 I aey +b
— —log | ——
Y758\ et 14
pour n’importe quelle détermination du logarithme. Les solutions asymp-
totes a I'identité sont de la forme :

y — y+ +log(1+ be %) sur les secteurs R(dy) > 0
y —  y— 5log(l+ ae®) sur les secteurs R(dy) < 0

pour la détermination du logarithme qui vaut 0 en 1. Pour qu’ils commutent
& g1, il faut que d soit entier. En lisant ces éléments dans la variable H; o =
e¥ on obtient la forme cherchée pour les invariants géométriques.

On prouve le (2) de la méme maniere. Soit Go un D-groupoide dont
gk,» est solution. Pour les méme raisons que précédement, déterminer les
solutions asymptotes a I'identité de G- revient a déterminer les solutions
asymptotes a 'identité d’un D-groupoide de Lie de rang deux vérifiant que
X1 o est solution de sa D-algebre de Lie. Ces D-groupoides sont G, (1= 2’”) Ici
encore, les équations de ces D-groupoide se résolvent. En faisant le change—
ment de variable y = 1, on transforme G, (2= 2z) en Go(—=) sur un voisinage
de Pinfini. Les solutions de Az(—7) sont engendre par les champs de vecteurs
= et e“”/ , qui se réécrivent e~ 7Y et 35 _w) Les solutions de Ga(—7)

d(e vy)
sont les apphcatlons affines en la variable e, c’est-a-dire

Y+ _71 log (ae"’y + b)

pour n’importe quelle détermination du logarithme. Les éléments asymp-
totes a I'identité sont :

1
y—y— —log(1+be")
Y

sur le secteur R(yy) < 0. Pour qu’une telle application commute & g il
faut que v soit entier. Suivant le signe de v on sera dans 'une des deux
situations suivantes.
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Le signe de v est négatif. Le D-groupoide G, n’admet de solution asymp-
tote & Iidentité que sur les secteurs R®(z*) > 0, qui correpondent au secteurs
ou l'intégrale premieére devient infinie. Les recollements des sphéres se font
donc par ’identité pour les recollements en 0 et par un germe de difféomor-
phisme de la forme cherchée pour les recollements en ’infini.

Le signe de + est positif. Le D-groupoide n’admet de solution asymptote
a Dlidentité que sur les secteurs R(z¥) < 0 ou lintégrale premiere tend
vers zéro. La situation est donc inversée. Les recollements des sphéres se
font donc par l'identité pour les recollements en 'infini et par un germe de
difféomorphisme de la forme cherchée pour les recollements en 0. O

Quatrieme cas, le difféfomorphisme est résonnant : f'(0)* =1

Si f(z) = e2imP/9g 4 . . est un difféomorphisme résonnant alors f°9 sera
tangent a I'identité. Deux cas sont a regarder.

Le premier est celui des difféomorphismes périodiques de période k. Ces
germes sont analytiquement linéarisable par h = Zle % °* ol A est la
partie linéaire de f. Sa D-enveloppe est donc de rang nul et est donnée dans

la coordonnée linéarisante z par I’équation 2% — y* = 0.

Le deuxiéme cas, celui des difféomorphismes résonnants non périodiques,
est traité par la proposition suivante.

PROPOSITION 4.5. — f est solution d’un D-groupoide si et seulement
st f°9 est solution du méme D-groupoide.

Preuve.— Supposons que f°7 est solution d’un D-groupoide G. Lorsque
nous normalisons sectoriellement f°9, ses racines sont envoyées sur les racines
de la forme normale : ¢%7P/4 exp(% 1’”_q ;:q d—di)' Ces dernieres sont solutions
des D-groupoides contenant la forme normale. Cela signifie que f est solu-

tion sur tous les secteurs, donc en 0, de G. L’autre sens est évident. O

5. Un calcul explicite de 1’équation de la D-enveloppe
d’un difféomorphisme

Franck Loray a remarqué que des équations similaires a celles des D-
groupoides sur A avait déja été trouvées par J. Ecalle dans Les fonctions
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résurgentes, t. 2, pp. 472-490. Les résultats de J. Ecalle permettent de cal-
culer un élément privilégié de la classe de conjugaison d’un difféomorphisme
donné, puis de trouver pour les cas décrits au Théoreme 4.4 1’équation du
D-groupoide dont il est solution. Le représentant de J. Ecalle de la classe
de conjugaison est solution d’un D-groupoide de parameétre rationnel. Mal-
heureusement nous ne savons refaire les calculs que dans le cas d’un difféo-
morphisme unitaire, de résidu nul, c’est-a-dire formellement conjugué a g o.

Nous allons travailler dans la variable y = % et noterons z la variable
du plan de Borel. Soit f un germe de difféomoxjphisme de forme normale
9k,0- Nous pouvons supposer que f s’écrit y(1— 2;—,? y% +---). Nous allons

regarder f dans la variable ky'/*, la normalisante formelle donne alors une
série formelle f* en y'/* appelée itérateur de f qui vérifie

~

frof=f—2im, fr=y+F

Dans le cas des difféomorphismes unitaires et binaires, la théorie des fonc-
tions résurgentes permet de calculer explicitement l’itérateur d’un germe de
difffomorphisme «canonique » dans la méme classe analytique que f. Nous
pourrons, grace a la Proposition 4.3, calculer I’équation de la D-enveloppe
du germe canonique. Ces difféomorphismes canoniques ont la propriété que
leurs D-enveloppes sont des groupoides Gs(v) ou Gy(u) avec v et u ra-
tionnelles (propositions 13el p. 475 et 13f6 p. 490 des fonctions résurgentes,
t. 2).

Nous allons regarder F dans le plan de Borel. Nous commencerons par
rappeler quelques formules (voire [L]). Les objets en gras sont les versions sur
le plan de Borel des objets du plan complexe. La transformée de Borel d’une
série formelle G = En20 any_(”‘H) est la série formelle G = an anﬁ.
Cette transformation se généralise en définissant la transformée de Borel
de y~(@*+1) par F(;—il) o a € C~ Z et T est la fonction d’Euler, et celle
de y™ pour n € N par 6™, la n-iéme dérivé de la masse de dirac en 0. La
transformée de Borel du produit de deux séries formelles est un produit de
convolution des deux transformées que nous noterons . Les opérateurs de
dérivation, d’exponentialisation et de composition se traduisent dans le plan

de Borel de la maniére suivante ([L], 3.6) :

e J:g— —zg
cexpig— 8+, =g

e (0¢)ig— g+ i m(d—8)"x8"g.
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La transformée F de F' est une fonction holomorphe au voisinage de zéro
dans la variable z'/* ayant des singularités au-dessus de Z. Ces singularités
empéchent F d’étre une fonction entiere donc F' de converger. Elles sont
trés particulieres et s’étudient grace aux dérivations étrangeres A,. Nous
ne donnerons pas la définition des dérivées étrangéres et renvoyons a [E]
et [L].

La fonction F vérifie les équations de résurgence

AL F = A exp(—pF)

pour w* = p € Z, ou les A, sont des nombres complexes appelés coeffi-
cients de résurgence. Les difféomorphismes unitaires dont les homographies
sont ramifiées & P’ordre p sont alors ceux dont l'itérateur n’a de coefficients
de résurgence non nuls qu’au-dessus de p. Les difféomorphismes binaires
d’invariants géométriques des homographies ramifiées a ’ordre p sont ceux
dont l’itérateur n’a de coefficients de résurgence non nuls qu’au-dessus de p
et —p.

Remarque 5.1. — Comme nous avons choisi I'itérateur qui conjuque le
germe de difféomorphisme a la translation par —2im, les coefficients de
résurgence définis ci-dessus sont —2ir fois ceux de [E] et [L].

THEOREME ([E]). —

1. Deux difféomorphismes formellement conjugués le sont analytique-
ment si et seulement si ils ont les mémes coefficients de résurgence.

2. Si F est holomorphe en zéro dans la variable z/*, & croissance ex-
ponentielle d’ordre inférieur a un dans la variable z et vérifie les
équations de résurgence ci-dessus, alors y + F est Uitérateur d’un
germe de difféomorphisme.

Le cas unitaire de résidu nul

Nous allons construire un D-groupoide dont f est solution en tirant
en arriere un D-groupoide dont la translation et les invariants analytiques
de f sont solutions. La preuve du (2) du Théoréme 4.4 nous donne le seul
D-groupoide dont la translation et les invariants analytiques sont solutions,
c’est Go(p) avec p 'ordre de ramification des invariants. En partant de Ga(p)
on construit un D-groupoide dont f est solution de la maniere suivante.
L’itérateur f* transporte Go(p) sur un D-groupoide, dans la variable yt/*,
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dont f est solution : Go(x) avec i = p%} + d%(log%). En revenant dans la
variable y, on obtient un D-groupoide G () dont f est solution, avec :
k-1

w(y) = m(y*)ky* 1 + .

Nous allons utiliser le (2) du théoreme précédent pour construire un
itérateur en suivant [E], p. 473.

Soit ¢ un germe de fonction holomorphe nous avons la formule suivante
([E], [L]) :
Au(po) =0poyxAu(v).

En utilisant 1’égalité :
1 1
Aw(;)log(l +p-)oy)=Au(7)* exp(—p;(log(l +Pp-)ov)

et le fait que A, (Tw) = %’35 , une solution des équations est donnée par
la formule :

1 w Ay
F(z) = ]—jlog(l—i—p o Z A e

wk=

Pour obtenir la somme de l'itérateur sur un secteur, il faut prendre la trans-
formée de Laplace de F le long d’une demi-droite évitant le point p. La trans-
formée de Laplace est 'inverse de la transformée de Borel, elle transforme
les symboles gras en leurs versions sur le plan complexe. Nous noterons

f*y) = y+ [ F(z)e *¥dz
= y—i—%log(l +p -)O (Zwk:p kpA fO de) .

Comme
% = Z(k—l)/k_ Z a Z(k_z)/k+~ . .+(_1)k_1 H a")
wh=p wrw wh=p ww

Vintégrale I,(y) = [;° Wk——dz vérifie I’égalité

1
—1I,=—-pl, — P,( 1/k)
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D-enveloppe d’un difféomorphisme de (C, 0)

avec

P LT+ AR
""(yl/k) T yltk=1)/k - Z yl+(k=2)/k

Q| =

Ceci permet de calculer

df* 1= Yurep s AuPu(5irm)

d
Vo 14 (T, AL )
puis g :
~ afr*  d daf*
= —(
K(y) P T dy(og dy)
Zwk_p kpijy( (y ))
1 - Zwk—p k’p ( )
La D-enveloppe du représentant canonique est Go (1) avec
k—1
_

Dans le cas non ramifié, c’est-a-dire pour un difféomorphisme de la forme

z+2irz? —8nz3+- - - avec un seul invariant : Ap, on trouve que le parametre
. A

du groupoide est en y : u(y) = p+ ey o A petenz: pz)=-5-2_ 22

(voir [E], p. 475).

1/k
1

pd p—

u(y) = By )ky* ' +

Le cas binaire de résidu nul

Soit f un difféomorphisme binaire dont les invariants géométriques sont
des homographies ramifiées a 1’ordre p. Cela se traduit sur les coefficients
de résurgences de l'itérateur de f par A, = 0 si w?* # p?. Dans ce
cas, les équations de résurgence sont plus difficiles a résoudre et nous n’y
sommes pas arrivé. D’aprés la preuve du Théoreéme 4.4, le D-groupoide ad-
mettant comme solutions la translation et les invariants analytiques d’un
difféomorphisme binaire est G3(—p?). Le difféomorphisme f d’itérateur f*
est alors solution du D-groupoide (en la variable ky'/*) G3(¥) avec :

N df* d? df d ar*\\?
- (dy) +2d_z/2(l dy)_(@(logdy»
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D’aprés la Proposition 4.3, le D-groupoide G3(v) avec

K +1

_'17 k k—1\2
v(y) =v(y")(ky" ) /2

est la D-enveloppe de f.

Dans le cas des représentants canoniques formellement conjugués a g o,
J. Ecalle trouve ([E], t. 2, p. 490) :

_ 2 _ ,2BpB_p Bp—B—p _ (BP+B—P)2+2P(BP+B*P)
V(y) =P p y? 2py(y+3p+3—p) y2(y+Bp+B_p)?

ou les B, sont les co-invariants. Dans le cas binaire, ils sont reliés aux coef-

. . A, _ By P P
ficients de résurgence par y el VApA_, =sin(£=/BpB_p).
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