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Le problème d’équivalence locale pour un système
scalaire complet d’équations aux dérivées partielles

d’ordre deux à n variables indépendantes(∗)

Camille Bièche (1)

RÉSUMÉ. — Dans le présent article, nous établissons une caractérisation
des systèmes scalaires d’équations aux dérivées partielles analytiques
d’ordre deux à n variables indépendantes équivalents par un changement
de coordonnées analytique au système uxαxβ = 0, 1 � α, β � n.

ABSTRACT. — In this paper, we give a caracterization of second ordrer
scalar analytic systems of partial differential equations with n indepen-
dent variables equivalent by a suitable analytic change of variables to the
system uxαxβ = 0, 1 � α, β � n.

1. Introduction

Nous étudions ici les transformations d’un système d’équations aux déri-
vées partielles holomorphes d’ordre deux sous l’effet d’un changement de
coordonnées analytique. Soit un tel système à n variables indépendantes
x1, . . . , xn et une variable dépendante u de la forme :

(S) : uxαxβ = Fαβ(x, u, ux), Fαβ = Fβα, α, β = 1, . . . , n.

Nous supposons que le système (S) est complètement intégrable au voisi-
nage de l’origine, c’est-à-dire qu’en tout point (x0, u0, u

(1)
0 ) au voisinage de

l’origine passe une unique solution u = u(x) de (S) telle que u(x0) = u0

et (ux1(x0), . . . , uxn(x0)) = u
(1)
0 . Nous nous intéressons au problème de

l’existence d’un changement de coordonnées analytique :

φ(x̌, ǔ) = (x, u)
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défini sur un voisinage ouvert de l’origine dans Cn+1 tel que le système :

(S0) : ǔx̌αx̌β = 0, α, β = 1, . . . , n

exprimé dans les coordonnées (x, u) soit le système (S).

Si un tel changement de coordonnées existe, (S) et (S0) sont dits équiva-
lents. Les deux systèmes (S) et (S0) sont donc équivalents si et seulement s’il
existe un changement de coordonnées φ(x̌, ǔ) = (x, u) tel que son prolonge-
ment à l’espace des jets d’ordre 2 des fonctions holomorphes de n variables
complexes φ(2) applique les 2-graphes des solutions de (S0) sur les 2-graphes
des solutions de (S).

Nous allons ici analyser ce problème à l’aide de la méthode d’équivalence
d’Elie Cartan qui fournit un système de fonctions invariantes associé à
(S). L’annulation de certaines de ces fonctions invariantes, dites fondamen-
tales, nous amène à une condition nécessaire et suffisante d’équivalence des
systèmes (S) et (S0). Nous verrons que cette condition se traduit par un
système d’équations aux dérivées partielles linéaires vérifé par les fonctions
Fαβ intervenant dans la définition de (S).

De tels systèmes d’équations aux dérivées partielles (S) apparaissent
dans l’étude des hypersurfaces réelles analytiques Levi non dégénérées de
C
n+1. Au voisinage de l’origine, une telle hypersurface H est définie locale-

ment par une équation de la forme :

Rew =
n∑
j=1

εjzj z̄j + F (z, z̄, Imw) (1.1)

où Z = (z1, . . . , zn, w) ∈ Cn+1, εj ∈ {−1, 1} et F est une application réelle
analytique au voisinage de 0 telle que F (z, z̄, Imw) = o(|Z|2).

De même que B. Segre dans [15], en considérant z̄ et w̄ comme des
variables complexes indépendantes de z et w dans l’équation (1.1), nous as-
socions àH une famille d’hypersurfaces complexes appelées variétés de Segre
de l’hypersurface. Après application du théorème des fonctions implicites,
les variétés de Segre de H ont donc pour équation :

1
2
(w + ω) =

n∑
j=1

εjzjζj + F (z, ζ, ω) (1.2)

avec (ζ, ω) au voisinage de l’origine dans Cn+1 et F une application an-
alytique. Nous considérons à présent w comme une fonction des variables
(z1, . . . , zn) et nous dérivons (1.2) par rapport à chaque variable zk. Le
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théorème des fonctions implicites nous permet dès lors d’exprimer les para-
mètres ζ et ω en fonction de z, w et wzk . Puis nous calculons les dérivées
wzjzk dans lesquelles nous rempalçons ζ et ω par leurs expressions en fonc-
tion des variables z, w et wzk . Nous pouvons donc affirmer que ces variétés de
Segre sont exactement les graphes des solutions d’un système (S) complète-
ment intégrable au voisinage de l’origine [17], [18]. Observons que (S0)
est le système d’équations différentielles associé aux variétés de Segre des
quadriques de Cn+1.

On appelle automorphisme local de H toute application biholomorphe
définie au voisinage de l’origine et appliquant H sur elle même. Un tel au-
tomorphisme possède la propriété d’appliquer toute variété de Segre de H
sur une variété de Segre de H. Cette propriété d’invariance par biholomor-
phisme des variétés de Segre d’une hypersurface a été utilisée pour mon-
trer de nombreux résultats, notamment des théorèmes d’extensions holo-
morphes d’applications au voisinage du bord de certains domaines [6]. Une
symétrie du système (S) est un difféomorphisme analytique φ(x̌, ǔ) = (x, u)
qui applique tout graphe d’une solution de (S) sur le graphe d’une autre
solution de (S). Il apparait alors que tout automorphisme local de H est
une symétrie du système (S) complètement intégrable associé à ses variétés
de Segre. Naturellement, la recherche des automorphismes locaux d’une
hypersurface réelle analytique Levi non dégénérée conduit à étudier les
symétries des systèmes d’équations aux dérivées partielles scalaires, com-
plets et complètement intégrables. Dans cette direction, A. Sukhov a démon-
tré que les symétries de Lie du système (S) forment un groupe de Lie local
complexe noté Sym(S) [18]. Si (S) est le système d’équations différentielles
associé à l’hypersurface H, le groupe des automorphismes de H est un sous-
groupe de Lie réel de Sym(S) dont la dimension réelle est majorée par la
dimension complexe de ce dernier. De façon analogue, si on se donne une
sous-variété de Cauchy-Riemann réelle analytique de CN de codimension
supérieure à 2, Levi non dégénérée au sens de Beloshapka [2], il est possi-
ble de lui associer un système d’équations aux dérivées partielles vectoriel,
complet et complètement intégrable et d’étendre ainsi certains des résultats
cités précédemment aux variétés de codimension supérieure à 2, [18].

De nombreux travaux ont déjà été menés dans cette direction. L’étude du
cas n = 1 a permis à E. Cartan [3] d’obtenir à l’aide des travaux de A. Tresse
[19] et S. Lie [1] une classification complète des hypersurfaces Levi non
dégénérées de C2. Dans [5], S.S. Chern et J.K. Moser démontrent que toute
hypersurface réelle analytique de Cn+1 est déterminée par la donnée d’une
connexion de Cartan sur un fibré principal réel au dessus de l’hypersurface.
S.S Chern établit ensuite dans [4] une nouvelle version d’un résultat de
M. Hachtroudi [10] : en reprenant les techniques développées dans [5], il
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donne une caractérisation du système (S) par la donnée d’une connexion de
Cartan sur un fibré projectif et explicite le lien entre cette nouvelle connex-
ion et celle associée à l’hypersurface réelle analytique Levi non dégénérée
correspondante [5]. Ces travaux sont repris et développés ultérieurement par
J.J. Faran [7].

R. Gardner et P. Olver [9], [12] ont chacun travaillé à donner une ver-
sion algorithmique des résultats d’E. Cartan. C’est sur leur approche du
problème d’équivalence que nous nous basons pour donner une formulation
algorithmique de la démonstration de S.S Chern dans [4] qui nous per-
met d’aboutir à une caractérisation des systèmes (S) équivalents à (S0)
par la dimension de leurs groupes de symétrie. Nous montrons en effet
à partir des travaux de A. Sukhov [17] que (S0) est le seul système à
équivalence près parmi les systèmes (S) à avoir un groupe de symétrie de
dimension maximale n2 + 4n + 3. Ce résultat a été démontré par S. Lie
[1] dans le cas n = 1. En particulier, nous retrouvons ici le fait que les
seules hypersurfaces Levi non dégénérées de Cn+1 qui possèdent un groupe
d’automorphismes locaux de dimension maximale sont, à transformation
biholomorphe près, les quadriques de Cn+1, [5]. Notons que M.E. Fels [8]
établit à l’aide de la méthode de Cartan un résultat analogue pour les
systèmes d’équations différentielles analytiques d’ordre deux à une variable
indépendante et m variables dépendantes. Toujours par la methode de Car-
tan, L. Hsu et N. Kamran [11] ont réalisé une classification complète des
équations différentielles analytiques uxx = f(x, u, ux) à transformation de
contact près en calculant explicitement les invariants différentiels attachés
à une telle équation. La mise au point de programmes informatiques per-
mettant le calcul des symétries et des invariants différentiels d’un système
d’équations différentielles [13], [14] grâce à l’approche algorithmique que
nous utilisons ici permet d’espérer aboutir à de telles classifications pour
d’autres classes de systèmes d’équations différentielles.

D’autre part, nous employons ici la formulation algorithmique de la
méthode d’équivalence d’E. Cartan de R. Gardner et P. Olver pour don-
ner des expressions explicites de certains invariants associés à (S) qui sont
dits fondamentaux en un sens que nous préciserons par la suite. Dans sa
thèse [13], S. Neut à calculé ces expressions pour n = 2 avec une approche
relevant du calcul formel. L’annulation de ces expressions nous fournit une
condition nécessaire et suffisante d’équivalence des systèmes (S) et (S0).
Plus précisément, nous démontrons le théorème suivant :
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Théorème. — Le système d’équations aux dérivées partielles complète-
ment intégrable :

(S) : uxαxβ = Fαβ(x, u, ux), Fαβ = Fβα, α, β = 1 . . . n

est équivalent au système :

(S0) : uxαxβ = 0, α, β = 1 . . . n,

si et seulement si les fonctions Fαβ vérifient les conditions :

∂2Fαρ
∂uβ∂uσ

− 1
n+ 2

(δσρ
∑
γ

∂2Fαγ
∂uβ∂uγ

+ δσα
∑
γ

∂2Fργ
∂uβ∂uγ

+ δβρ
∑
γ

∂2Fαγ
∂uσ∂uγ

+δαβ
∑
γ

∂2Fργ
∂uσ∂uγ

) +
1

(n+ 1)(n+ 2)
(δβαδ

σ
ρ + δβρ δ

σ
α)

∑
γ,κ

∂2Fκγ
∂uκ∂uγ

= 0.

(1.3)
pour tous les indices α, β, ρ, σ variant entre 1 et n.

Nous retrouvons en fait le résultat établi par M. Hachtroudi dans [10] par
une méthode purement géométrique. Du fait de son caractère algorithmique,
notre démonstration présente l’avantage d’être complètement explicite, il est
ainsi possible d’en donner une traduction informatique.

Remarquons que les formules que nous obtenons pour les invariants fon-
damentaux attachés à (S) sont tout à fait similaires à celles données par
S. Webster dans [20] pour les invariants pseudo-conformes attachés à une
hypersurface réelle analytique Levi non dégénérée de Cn+1.

Nous commençons donc par exposer les grandes lignes de la méthode
d’équivalence de Cartan sous forme algorithmique [9], [12]. Puis nous l’appli-
quons au problème d’équivalence des systèmes (S) et (S0). Comme S.S.
Chern et J.K. Moser dans [5] et J.J. Faran dans [7], nous donnons ensuite
une interprétation géométrique des résultats obtenus en termes de théorie
des connexions. Enfin, en explicitant les invariants fondamentaux attachés
à (S) grâce aux propriétés géométriques des connexions de Cartan, nous
caractérisons les systèmes d’équations aux dérivées partielles (S) équivalents
à (S0).

2. Principes de la méthode d’équivalence de Cartan

L’étude du problème d’équivalence des systèmes (S) et (S0) nous amène
à nous placer dans le cadre de la théorie des G-structures. Pour plus de
clarté, nous donnons quelques définitions à ce sujet formulées dans le cadre
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analytique complexe. Elles sont également valables dans le cadre réel et lisse,
à ce sujet on pourra consulter le livre de S. Sternberg [16].

Soit M une variété analytique complexe de dimension m. On note
F(M) π−→M le GLm(C)-fibré principal complexe à droite des repères au
dessus de M . On définit canoniquement une 1-forme différentielle ω sur
F(M) à valeurs dans Cm de la façon suivante. Soit p un point de F(M) ap-
partenant à la fibre au dessus de x ∈M . Le point p définit un isomorphisme
naturel p : Cm −→ TxM qui applique la base canonique de Cm sur la base
de TxM fournie par p. On pose alors :

ω(X) = p−1(π∗(X)) pour X ∈ TpF(M).

Un repère de référence sur M est donc canoniquement associé à une 1-
forme différentielle ω qui fournit un isomorphisme de tout supplémentaire
de l’espace tangent à la fibre de F(M) dans TpF(M) sur Cm. Un calcul
simple montre que pour g ∈ GLm(C), si Rg désigne l’action à droite de g
sur F(M), on a :

R∗g−1(ω) = g.ω (2.1)

où le second membre est un produit de matrices.

Considérons un sous-groupe de Lie complexe G de GLm(C). Une G-
structure sur M est une réduction P du fibré F(M) au groupe G. On dit
que deux G-structures P et P̌ définies respectivement sur des variétés ana-
lytiques M et M̌ sont équivalentes s’il existe un difféomorphisme analytique
φ : M −→ M̌ tel que φ∗(P ) = P̌ . Ainsi, les deux G-structures P et P̌
sont dites localement équivalentes en (x, y) ∈ M × M̌ s’il existe des voisi-
nages U de x et V de y, un difféomorphisme analytique φ : U −→ V
avec φ(x) = y tels que les G-structures P|U et P̌|V sont équivalentes par
φ. Comme (2.1) reste vraie sur P , ceci revient à dire que φ∗ω̌ = g.ω où
g : U ⊂M −→ G est une application holomorphe et ω et ω̌ sont les formes
différentielles canoniques associées respectivement à P|U et P̌|V . La ques-
tion de savoir si deux G-structures sont localement équivalentes constitue
le problème de G-équivalence.

Nous allons nous intéresser ici à de tels problèmes et utiliser l’algorithme
de Cartan que nous allons brièvement rappeler en suivant la présentation de
P. Olver [12]. Sauf exception, on se servira des conventions de sommation
d’Einstein.

On se donne une G-structures P sur M où G est un groupe de Lie
complexe à s paramètres complexes. La méthode d’équivalence d’E. Cartan
nous permet ici d’obtenir un système d’invariants locaux attachés à P en se
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ramenant à un problème d’équivalence de {e}-structure à l’aide du procédé
algorithmique développé par R. Gardner et P. Olver.

Soit la 1-forme différentielle vectorielle θ définie sur P par θ = g.ω. La
première étape de l’algorithme consiste à différencier la forme θ, puis à écrire
cette différentielle sous une forme plus simple, en un sens que nous allons
préciser, en modifiant la base de 1-formes différentielles dans laquelle nous
décomposons dθ et enfin à attribuer des valeurs particulières aux coefficients
intervenant dans l’écriture de dθ de façon à réduire le nombre de paramètres
du groupe G.

En différenciant θ, on obtient les équations de structure du problème :

dθi = γij ∧ θj +
∑
j<k

T ijkθ
j ∧ θk i = 1, . . . ,m (2.2)

avec
γ = dg.g−1.

La matrice γ est une matrice de formes de Maurer-Cartan invariantes à
droite du groupe de Lie G et les coefficients T ijk sont appelés coefficients
de torsion. Si α1, . . . , αs est une base de formes de Maurer-Cartan de G
donnée, les équations de structure (2.2) peuvent s’écrire sous la forme :

dθi = Aijκα
κ ∧ θj +

∑
j<k

T ijkθ
j ∧ θk i = 1, . . . ,m.

Considérons les équations dites équations d’absorption :

Aijκz
κ
k −Aikκzκj = −T ijk i, j, k = 1, . . . ,m.

Nous résolvons alors le plus grand nombre possible de ces équations et nous
posons :

α̃κ = ακ + zκj θ
j κ = 1, . . . , s.

Les formes α̃κ sont appelées formes de Maurer-Cartan modifiées. Nous avons
ainsi :

dθi = Aijκα̃
κ ∧ θj +

∑
j<k

U ijkθ
j ∧ θk i = 1, . . . , n.

Ce procédé est appelé absorption de la torsion car il consiste en fait à
éliminer un maximum de coefficients de torsion T ijk dans l’expression de la
2-forme dθi. L’importance de cette étape de la méthode de Cartan réside
dans le fait que les coefficients de torsion restants U ijk sont des invariants
associés à la forme vectorielle θ (c’est-à-dire : si φ∗θ̌ = θ, φ∗(Ǔ ijk) = U ijk) et
vont ainsi fournir des conditions nécessaires d’équivalence locale de P avec
une G-structure donnée P̌ .
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Nous allons ensuite normaliser les coefficients U ijk (ou seulement certains
d’entre eux, selon les cas étudiés), c’est à dire leur attribuer des valeurs
judicieusement choisies et réduire le groupe G à un sous groupe de Lie
H qui stabilise ces valeurs quand il agit sur le tenseur U ijk par l’action
g′.U ijk(x, g) = U ijk(x, g

′g). Plus précisément, nous fixons des valeurs uijk =
U ijk(x0, g0). Dans les cas étudiés par la suite, l’action du groupe G sur
l’ensemble des valeurs U ijk est transitive, ce qui permet alors de construire
une fonction analytique g0 : U ⊂ M −→ G telle que U ijk(x, g0(x)) = uijk.
Nous définissons alors une nouvelle forme vectorielle η = g0 ·ω. E. Cartan a
montré que le problème de G-équivalence considéré se ramène à un problème
de H-équivalence et il s’agit ainsi de reprendre l’algorithme en calculant les
équations de structure de la forme θ = h.η avec h ∈ H.

Les G-structures étudiées ici ont des groupes de symétries locales de
dimension finie. Dès lors, si les valeurs U ijk sont constantes ou trop difficiles
à normaliser, nous pouvons prolonger le problème en un problème équivalent
de la manière suivante.

Nous commençons par résoudre les équations :

Aijκr
κ
k −Aikκrκj = 0 i, j, k = 1, . . . ,m.

Ceci nous permet de savoir quelles combinaisons linéaires des formes θj nous
pouvons ajouter à chaque composante de la 1-forme vectorielle (θ, α) tout en
préservant les équations de structure obtenues après absorption au moment
où nous décidons de prolonger le problème. Soit G(1) le sous-groupe abélien
de GLm+s(C) constitué des matrices :(

In 0
rκj Is

)
.

E. Cartan a démontré que la G-structure P considérée comme une variété
admet une G(1)-structure et qu’on peut se ramener à un problème de G(1)-
équivalence sur P . Nous reprenons donc l’algorithme sur la variété P en
calculant les équations de structure de la 1-forme différentielle Θ :

Θ =
(
In 0
rκj Is

) (
θ
α

)
.

L’algorithme s’arrête quand on s’est ramené à un problème de {e}-
équivalence par des réductions et des prolongements successifs. Nous dis-
posons alors de méthodes pour résoudre complètement ce type de problème
[12].
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3. Equivalence de systèmes d’équations aux dérivées partielles
analytiques du second ordre et G-équivalence

Nous allons à présent appliquer les techniques exposées au paragraphe 2
à l’étude du problème d’équivalence des systèmes d’équations aux dérivées
partielles (S) et (S0). Pour l’essentiel, nous suivons la démonstration de
S.S. Chern dans [4], en l’adaptant en fait de manière à rester dans le cadre
de l’algorithme exposé précédemment. Ceci nous permet, comme on le verra
par la suite, d’obtenir des formules explicites pour certains des invariants
associés à (S).

Soit J2
n,1 l’espace des jets d’ordre deux des fonctions holomorphes

à n variables définies au voisinage de l’origine muni des coordonnées
(x, u, u(1), u(2)) avec u(1) = (u1, . . . , un) et u(2) = (uαβ)α�β . Soit MS la
sous-variété de J2

n,1 associée à (S) définie par les équations :

uαβ = Fαβ(x, u, u(1)) α, β = 1 . . . n α � β.

Les variables (x, u, u(1)) constituent un système de coordonnés holomorphes
sur MS . Nous considérons alors sur MS les formes de contact associées à
(S) :

4 = du− uβdxβ
4α = duα − Fαβdxβ α = 1, . . . , n.

Nous notons également 4α = dxα. Les variétés intégrales de la distribution
(4, 4α) sur lesquelles la n-forme 41∧ . . .∧4n ne s’annule pas sont exacte-
ment les 2-graphes des solutions de (S). De plus, la complète intégrabilité
du système (S) implique queMS est feuilletée par de tels 2-graphes. La dis-
tribution (4, 4α) est donc complètement intégrable au sens de Frobenius
surMS , que l’on appelle variété des solutions de (S).

Nous définissons de même les 1-formes différentielles 4̌, 4̌α, 4̌α as-
sociées à (S0) dans les coordonnées (x̌, ǔ, ǔ(1)) sur la variété des solutions
M0 de (S0).

Lemme 3.1. — Soit φ(x̌, ǔ) = (x, u) une application biholomorphe définie
sur un ouvert de Cn+1. Les deux systèmes (S) et (S0) sont équivalents par
φ si et seulement si

φ(2)∗


 4
4α

4α


 = g


 4̌
4̌α

4̌α




où g est une application holomorphe de MS dans le sous-groupe de Lie
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complexe G de GL2n+1(C) composé des matrices de la forme :
 a 0 0
aα mαβ 0
bα 0 nβα




et φ(2) désigne ici la restriction à M0 du prolongement de φ à l’espace de
jets J2

n,1.

Une telle application φ applique en effet chaque 2-graphe d’une solution
de (S0) sur le 2-graphe d’une solution de (S). Les systèmes (S0) et (S) sont
ainsi équivalents par φ.

Nous définissons la G-structure PG,S au dessus deMS comme la réduc-
tion du fibré des corepères de MS compatible avec le feuilletage de MS
donné par les 2-graphes des solutions de (S). D’après le lemme 3.1, nous
sommes amenés à considérer le problème d’équivalence locale des G-structu-
res PG,0 et PG,S définies respectivement sur les variétés M0 et MS . Nous
choisissons des repères de référence sur M0 et MS de manière à ce que
les corepères (4, 4α, 4α) et (4̌, 4̌α, 4̌α) soient les 1-formes vectorielles
canoniquement associées à chacune des deux G-structures (cf paragraphe
prédédent). Nous appliquons à présent l’algorithme de Cartan pour nous
ramener à un problème d’équivalence de {e}-structure et en déduire un
système d’invariants associé à la G-structure PG,S .

Soit le système de 1-formes différentielles défini sur PG,S par :
 ω
ωα

ωα


 = g.


 4
4α

4α


 .

Une première étape consiste à calculer les différentielles de ces 1-formes,
nous écrivons donc :

dω = ϕ ∧ ω + an
′γ
α m

′α
β ω

β ∧ ωγ + η ∧ ω
dωα = ϕα ∧ ω + ϕαβ ∧ ωβ + ηα ∧ ω + ηαβ ∧ ωβ
dωα = ϕα ∧ ω + φβα ∧ ωβ + θα ∧ ω + θβα ∧ ωβ

où

dg.g−1 =


 ϕ 0 0
ϕα ϕαβ 0
ϕα 0 µβα




est une matrice de formes de Maurer-Cartan deG. Les formes η, ηα, θα, ηαβ , θ
α
β

sont des 1-formes différentielles qui s’écrivent comme des combinaisons linéaires
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à coefficients holomorphes sur PG,S des formes ω, ωα, ωα et on note
(mαβ)

−1 = (m′αβ ), (nαβ)
−1 = (n′αβ ).

Nous procédons ensuite à l’absorption de la torsion dans les équations
précédentes, les équations de structure du problème s’écrivent alors sous la
forme :

dω = ϕ̃ ∧ ω + am
′α
β n

′γ
α ω

β ∧ ωγ
dωα = ϕ̃α ∧ ω + ϕ̃αβ ∧ ωβ
dωα = ϕ̃α ∧ ω + µ̃βα ∧ ωβ

où :
ϕ̃ = ϕ+ η
ϕ̃α = ϕα + ηα

ϕ̃α = ϕα + θα
ϕ̃αβ = ϕαβ + ηαβ
µ̃βα = µβα + θβα

sont des formes de Maurer-Cartan modifiées deG. Pour alléger les notations,
nous noterons désormais de la même manière les formes de Maurer-Cartan et
les formes de Maurer-Cartan modifiées lorsque cela ne porte pas à confusion.

Le procédé de normalisation de l’algorithme de Cartan appliqué à ces
équations de structure permet d’effectuer une première réduction du problè-
me :

Lemme 3.2. — Le problème de G-équivalence considéré se ramène à un
problème de H-équivalence où H est le sous-groupe de Lie de G des matri-
ces : 

 a 0 0
aα mαβ 0
bα 0 nβα




vérifiant nαβ = am
′α
β avec (mαβ)

−1 = (m
′α
β ).

Démonstration. — Suivant le procédé de normalisation exposé au para-
graphe 2, nous attribuons aux coefficients an

′β
α m

′α
γ les valeurs δβγ . H est

le sous groupe de Lie de G qui stabilise ces valeurs normalisées. Selon la
méthode de Cartan, nous pouvons définir une H-structure PH,S surMS et
nous étudions à présent le problème de H-équivalence, voir [16], [12] et [9]
pour plus de détails sur la démonstration du procédé de normalisation.

Les formes de Maurer-Cartan du groupe de Lie H sont données par la
matrice : 

 ϕ 0 0
ϕα ϕαβ 0
ϕα 0 δβαϕ− ϕβα


 .
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Nous obtenons le résultat suivant :

Lemme 3.3. — Après absorption de la torsion, les équations de structure
du nouveau problème sont :

dω = ϕ ∧ ω + ωβ ∧ ωβ
dωα = ϕα ∧ ω + ϕαβ ∧ ωβ
dωα = ϕα ∧ ω + ϕ ∧ ωα − ϕβα ∧ ωβ .

(3.1)

Démonstration. — Pour plus de cohérence, nous donnons ici la preuve
de S.S. Chern [4].

Du fait que nous travaillons à présent avec le groupe H, nous avons :

dω = ϕ ∧ ω + ωβ ∧ ωβ . (3.2)

Nous pouvons également écrire dωα sous la forme :

dωα = ϕα ∧ ω + ϕαβ ∧ ωβ (3.3)

où ϕα et ϕαβ sont des formes de Maurer-Cartan modifiées du groupe H.

En différenciant (3.2), il vient :

(dϕ− ϕα ∧ ωα) ∧ ω + ωα ∧ (−dωα + ϕ ∧ ωα − ϕβα ∧ ωβ) = 0.

Il s’en suit que :

−dωα + ϕ ∧ ωα − ϕβα ∧ ωβ ≡ 0 mod ω, ωβ .

Or le système
ω = 0, ωα = 0

est complètement intégrable, donc dωα ≡ 0 mod ω, ωβ . Il en découle que :

−dωα + ϕ ∧ ωα − ϕβα ∧ ωβ = aγαβω
β ∧ ωγ ,

avec :
aγαβ = aγβα.

Dès lors, en remplaçant ϕβα par ϕβα − aβαγωγ , (3.3) demeure inchangée et
nous obtenons ainsi les équations (3.1).

Nous constatons qu’il ne reste plus de coefficients de torsion à nor-
maliser dans (3.1). Suivant l’algorithme de Cartan, nous prolongeons donc
le problème, c’est-à-dire comme nous l’avons vu au deuxième paragraphe,
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nous nous intéressons au problème d’équivalence sur la variété PHS que
nous définissons comme il suit. Les formes ω, ωα et ωα sont intrinsèquement
définies sur le fibré PHS au dessus deMS . Nous cherchons les changements
de coordonnées linéaires sur PHS qui laissent stables ces formes ainsi que
les équations (3.1). Les formes différentielles ω, ωα, ωα, ϕ, ϕαβ , ϕ

α, ϕα

sont ainsi déterminées à une transformation du groupe G(1) près, où G(1)

est le sous-groupe de Lie complexe à (n+1)2 paramètres de GLn2+4n+2(C)
composé des matrices définies par blocs :

(
I2n+1 0
R I(n+1)2

)

où R est définie par :




I2n+1 0

R I(n+1)2







ω
ωα

ωα
ϕ
ϕαβ
ϕα

ϕα




=




ω
ωα

ωα
ϕ∗

ϕ∗αβ
ϕ∗α

ϕ∗α




=




ω
ωα

ωα
ϕ+ tω
ϕαβ + bαβω
ϕα + bαβω

β + cαω
ϕα − bβαωβ + dαω + tωα



.

Nous considérons désormais un problème de G(1)-équivalence sur la variété
PH,S . Dans ce qui suit, nous continuons à utiliser les techniques de calcul
de la démonstration de S.S. Chern dans [4].

Nous différencions les équations (3.1) pour obtenir les autres équations
de structure du nouveau problème. Pour ne pas alourdir les notations, nous
omettrons désormais les étoiles sauf quand nous voudrons faire ressortir
l’action du groupe G(1) sur les valeurs des coefficients de torsion.

En différenciant la première équation de (3.1), nous obtenons :

dϕ ≡ ϕβ ∧ ωβ + ωβ ∧ ϕβ mod ω,

et ainsi :

dϕ = ψ ∧ ω + ϕβ ∧ ωβ + ωβ ∧ ϕβ (3.4)

où ψ est une forme de Maurer-Cartan modifiée de G(1). En différenciant les
deux autres équations de (3.1), il vient :

d2ωα = Φαβ ∧ ωβ + Φα ∧ ω = 0
d2ωα = −Φβα ∧ ωβ + Φα ∧ ω = 0

(3.5)
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où nous posons :

Φαβ = dϕαβ + ϕα ∧ ωβ + ϕβ ∧ ωα − ϕαγ ∧ ϕγβ − δαβωγ ∧ ϕγ −
1
2
δαβψ ∧ ω

Φα = dϕα − ϕα ∧ ϕ− ϕαβ ∧ ϕβ −
1
2
ψ ∧ ωα

Φα = dϕα + ϕβα ∧ ϕβ −
1
2
ψ ∧ ωα.

(3.6)
Des équations (3.5), on tire :

Φαβ ≡ Sασβρ ωρ ∧ ωσ mod ω. (3.7)

Les fonctions Sασβρ vérifient les relations de symétrie :

Sασβρ = Sσαβρ = Sασρβ . (3.8)

Toujours d’après (3.5), il s’en suit que :

Φαβ = Sασβρ ω
ρ ∧ ωσ + φαβ ∧ ω

Φα ≡ φαβ ∧ ωβ mod ω

Φα ≡ −φβα ∧ ωβ mod ω

où φβα est une 1-forme différentielle sur PH,S . Après l’absorption de la tor-
sion, les équations de structure sont donc les équations (3.1) auxquelles on
ajoute les nouvelles équations :

dϕ = ψ ∧ ω + ϕβ ∧ ωβ + ωβ ∧ ϕβ
dϕαβ = ψαβ ∧ ω − ϕγβ ∧ ϕαγ − ϕβ ∧ ωα − ϕα ∧ ωβ + δαβω

γ ∧ ϕγ
+Sασβρ ω

ρ ∧ ωσ
dϕα = ψαβ ∧ ωβ + λα ∧ ω + ϕα ∧ ϕ+ ϕαβ ∧ ϕβ
dϕα = −ψβα ∧ ωβ + µα ∧ ω + ψ ∧ ωα − ϕβα ∧ ϕβ

(3.9)

où ψ, ψαβ , λ
α, µα sont des formes de Maurer-Cartan modifiées de G(1). Il

en découle une première réduction du groupe G(1) :

Lemme 3.4. — Nous imposons :

Sασβσ = 0. (3.10)

Le nouveau groupe correspondant à cette normalisation est le sous-groupe
de Lie de G(1) formé des matrices telles que les coefficients bαβ de la matrice
R sont égaux à δαβ

t
2 .
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Démonstation. — Les coefficients Sασβρ sont des fonctions de x, u, u(1)

et des paramètres respectifs h et g(1) des groupes H et G(1). En calculant
S∗ασβσ = Sασβσ (x, u, u(1), h, g

′(1)g(1)), c’est-à-dire en faisant agir l’élément
g
′(1) de G(1) sur l’ensemble des valeurs prises par les coefficients de torsion

des équations de structure précédentes, nous pouvons savoir comment les
fonctions Sασβσ varient sous l’action de G(1). Nous avons :

S∗ασβρ = Sασβρ + δσρ b
α
β + δσβb

α
ρ + δαρ b

σ
β + δαβ b

σ
ρ − δαβ δσρ t− δαρ δσβ t. (3.11)

En prenant la trace sur σ et ρ dans (3.11), c’est-à-dire en sommant les
relations (3.11) quand les indices σ et ρ sont égaux, nous obtenons :

S∗ασβσ = Sασβσ + (n+ 2)bαβ − (n+ 1)δαβ t+ δ
α
β b
σ
σ. (3.12)

Nous pouvons donc choisir bαβ en fonction des variables x, u, u(1), des
paramètres h du groupe H et de t de manière à avoir Sασβσ = 0. Nous
déterminons ensuite le sous-groupe de G(1) dont l’action sur l’ensemble des
valeurs des coefficients de torsion laisse inchangées ces valeurs normalisées.
La relation (3.12) impose la condition bαβ = δαβ

t
2 dans la matrice R pour que

la somme S∗ασβσ reste nulle.

Nous commençons donc une deuxième boucle de l’algorithme de Cartan
avec le groupe et la nouvelle 1-forme différentielle vectorielle définis grâce
au lemme.

Nous différencions les 2-formes différentielles Φβα et nous obtenons :

dΦβα = ϕβγ∧Φγα−ϕγα∧Φβγ+Φα∧ωβ+Φβ∧ωα+δβαω
γ∧Φγ−

1
2
δβαΨ∧ω (3.13)

avec
Ψ = dψ − ψ ∧ ϕ− 2ϕα ∧ ϕα. (3.14)

Or, grâce à la normalisation (3.10), il vient :

Φαα = φαα ∧ ω.

En différenciant cette identité, et en comparant avec (3.13) dans laquelle on
remplace Φα et Φα par les valeurs données dans (3.6), nous avons :

φαβ ≡ 0 mod ω, ωρ, ωσ.

Nous pouvons donc écrire :

φαβ ≡ Rαβγωγ + Tαγβ ωγ mod ω,

– 15 –



Camille Bièche

et finalement :
Φαβ = Sασβρ ω

ρ ∧ ωσ +Rαβγω
γ ∧ ω + Tαγβ ωγ ∧ ω

Φα ≡ Rαβγωγ ∧ ωβ + Tαγβ ωγ ∧ ωβ mod ω

Φα ≡ −Rβαγωγ ∧ ωβ − T βγα ωγ ∧ ωβ mod ω.

(3.15)

Nous en déduisons l’expression des équations de structure correspondant à
la boucle de l’algorithme que nous venons d’effectuer. Il s’agit des équations
(3.1) auxquelles viennent se joindre les équations :

dϕ = ψ ∧ ω + ωβ ∧ ϕβ + ϕβ ∧ ωβ
dϕαβ =

1
2
δαβψ ∧ ω − ϕγβ ∧ ϕαγ − ϕβ ∧ ωα − ϕα ∧ ωβ + δαβω

γ ∧ ϕγ
+Sασβρ ω

ρ ∧ ωσ +Rαβγω
γ ∧ ω + Tαγβ ωγ ∧ ω

dϕα =
1
2
ψ ∧ ωα + λα ∧ ω + ϕα ∧ ϕ+ ϕαβ ∧ ϕβ

+Rαβγω
γ ∧ ωβ + Tαγβ ωγ ∧ ωβ

dϕα =
1
2
ψ ∧ ωα + µα ∧ ω − ϕβα ∧ ϕβ
−Rβαγωγ ∧ ωβ − T βγα ωγ ∧ ωβ

(3.16)

où ψ, λα, µα sont ici aussi des formes de Maurer-Cartan modifiées.

De la même manière qu’au lemme 3.4, nous établissons comment les
fonctions Rβαγ et T βγα sont transformées sous l’action du sous-groupe de G(1)

avec lequel nous travaillons :

R∗βαγ = Rβαγ − δβγ dα −
1
2
δβαdγ

T ∗βγα = T βγα − δγγ cβ −
1
2
δβαc

γ .
(3.17)

Lemme 3.5. — Nous pouvons imposer :

Rααγ = Tαγα = 0. (3.18)

Cette nouvelle normalisation conduit à reprendre l’algorithme avec le groupe
de Lie H(1) composé des matrices(

I2n+1 0
R I(n+1)2

)
où R est définie par :



I2n+1 0

R I(n+1)2







ω
ωα

ωα
ϕ
ϕαβ
ϕα

ϕα




=




ω
ωα

ωα
ϕ+ tω
ϕαβ + δαβ

t
2ω

ϕα + t
2ω
α

ϕα + t
2ωα



.
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La preuve de ce résultat provient directement du calcul mené ci-dessus,
en appliquant un raisonnement identique à celui du lemme 3.4. En prenant
la trace sur α et β dans les équations (3.17), nous exprimons les paramètres
cα et dα en fonction des variables x, u, u(1) et des paramètres du groupe H
de façon à ce que les conditions (3.18) soient vérifiées. Puis nous cherchons
le stabilisateur de ces nouvelles valeurs et nous obtenons ainsi le groupe
H(1).

Nous définissons une H(1)-structure P (1)
S sur PH,S et nous commençons

donc une nouvelle boucle de l’algorithme avec le groupe de Lie à un paramè-
tre H(1).

Nous différencions l’équation (3.4), ce qui nous donne :

d2ϕ = Φα ∧ ωα − ωα ∧ Φα + Ψ ∧ ω = 0. (3.19)

D’autre part, les normalisations (3.10) et (3.18) des boucles précédentes
permettent d’écrire la trace de (3.13) sous la forme :

dΦαα = (n+ 1)ωα ∧ Φα + Φα ∧ ωα −
n

2
Ψ ∧ ω = 0. (3.20)

De (3.19) et (3.20), nous tirons :

Φα ∧ ωα + 1
2Ψ ∧ ω = 0

Φα ∧ ωα − 1
2Ψ ∧ ω = 0 (3.21)

Nous déduisons de (3.21) :

Ψ ≡ Qβαωα ∧ ωβ mod ω.

En utilisant à nouveau (3.21) ainsi que les expressions (3.15) des 2-formes
Φα et Φα nous obtenons les relations de symétrie :

Rβαγ = Rβγα, T
βγ
α = T γβα . (3.22)

De (3.15), (3.21) et (3.22), nous tirons les expressions finales des formes Φα

et Φα :

Φα = Tαγβ ωγ ∧ ωβ +
1
2
Qαβω

β ∧ ω + Lαβωβ ∧ ω

Φα = Rβαγωβ ∧ ωγ +
1
2
Qβαωβ ∧ ω + Pαβωβ ∧ ω.

(3.23)

Les coefficients Lαβ et Pαβ vérifient les relations de symétrie :

Lαβ = Lβα

Pαβ = Pβα.
(3.24)
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Avec (3.23), nous établissons les nouvelles équations de structure du problème :

dϕ = ψ ∧ ω + ωβ ∧ ϕβ + ϕβ ∧ ωβ
dϕαβ =

1
2
δαβψ ∧ ω − ϕγβ ∧ ϕαγ − ϕβ ∧ ωα − ϕα ∧ ωβ + δαβω

γ ∧ ϕγ
+Sασβρ ω

ρ ∧ ωσ +Rαβγω
γ ∧ ω + Tαγβ ωγ ∧ ω

dϕα =
1
2
ψ ∧ ωα + ϕα ∧ ϕ+ ϕαβ ∧ ϕβ

+Tαγβ ωγ ∧ ωβ +
1
2
Qαβω

β ∧ ω + Lαβωβ ∧ ω
dϕα = 1

2ψ ∧ ωα − ϕβα ∧ ϕβ
+Rβαγωβ ∧ ωγ +

1
2
Qβαωβ ∧ ω + Pαβωβ ∧ ω.

(3.25)

Il s’agit ensuite procéder à l’absorption de la torsion dans ces équations.

Lemme 3.6. — Nous pouvons imposer :

Qαα = 0 (3.26)

en remplaçant ψ par ψ − 1
nQ

γ
γω dans (3.25).

Remplacer ψ par ψ − 1
nQ

γ
γω ne modifie pas la forme des expressions

(3.25), simplement les nouveaux coefficients Qαβ vérifient la condition de
trace (3.26).

À ce stade, nous décidons de prolonger à nouveau le problème. Il apparait
que nous ne disposons d’aucun degré de liberté sur la forme de Maurer-
Cartan modifiée ψ, c’est-à-dire que nous ne pouvons lui ajouter aucune
combinaison linéaire des formes ω, ωα, ωα, ϕ, ϕαβ , ϕ

α, ϕα sans modifier
ni les équations de structures du problème (3.25) ni les conditions de trace
(3.26), (3.10), (3.18). Le groupe intervenant dans ce prolongement est donc
trivial et nous sommes ramenés à un problème de {e}-équivalence sur la
variété P (1)

S . Il ne reste plus maintenant qu’à calculer dψ. Nous avons :

dΨ = −Ψ ∧ ϕ+ 2ϕα ∧ Φα − 2Φα ∧ ϕα. (3.27)

D’autre part :
Ψ = Qβαω

α ∧ ωβ + ω ∧ ν
où ν est une 1-forme différentielle. En calculant la différentielle de cette
dernière expression et en utilisant (3.23), il vient :

(dQβα+Q
β
γϕ
γ
α+2Qβαϕ−Qγαϕβγ+2Rβγαϕ

γ−2T γβα ϕγ+δβαν)∧ωα∧ωβ ≡ 0 mod ω.
(3.28)
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Grâce aux conditions Qαα = 0, Rαγα = 0 et T γαα = 0, nous obtenons finale-
ment :

ν ≡ 0 mod ω, ωα, ωβ ,

et donc :

dψ = ψ ∧ ϕ+ 2ϕα ∧ ϕα +Qβαω
α ∧ ωβ +Kαωα ∧ ω +Hαωα ∧ ω. (3.29)

Arrivé à ce stade, l’algorithme de Cartan s’arrête. À l’aide de réductions
et de prolongements successifs du problème de G-équivalence initial, nous
avons associé au système d’équations aux dérivées partielles (S) un corepère
(ω, ωα, ωα, ϕ, ϕαβ , ϕ

α, ϕα, ψ) défini localement sur la variété P (1)
S et

entièrement déterminé par les équations de structure et les conditions (3.8),
(3.10), (3.18), (3.22), (3.24) et (3.26). Nous avons donc établi le théorème
donné par S.S. Chern dans [4] :

Théorème 3.7. — Soit un système d’équations aux dérivées partielles
complètement intégrable (S). Il existe un unique système de 1-formes diffé-
rentielles linéairement indépendantes

ω, ωα, ωα, ϕ, ϕ
α
β , ϕ

α, ϕα, ψ

définies sur l’espace des variables (x, u, , u(1), a, aα, bα,m
α
β , t) qui est

entièrement déterminé par les équations de structure :

dω = ϕ ∧ ω + ωβ ∧ ωβ
dωα = ϕα ∧ ω + ϕαβ ∧ ωβ
dωα = ϕα ∧ ω + ϕ ∧ ωα − ϕβα ∧ ωβ
dϕ = ψ ∧ ω + ωβ ∧ ϕβ + ϕβ ∧ ωβ
dϕαβ =

1
2
δαβψ ∧ ω − ϕγβ ∧ ϕαγ − ϕβ ∧ ωα − ϕα ∧ ωβ + δαβω

γ ∧ ϕγ
+Sασβρ ω

ρ ∧ ωσ +Rαβγω
γ ∧ ω + Tαγβ ωγ ∧ ω

dϕα =
1
2
ψ ∧ ωα + ϕα ∧ ϕ+ ϕαβ ∧ ϕβ

+Tαγβ ωγ ∧ ωβ + 1
2Q

α
βω
β ∧ ω + Lαβωβ ∧ ω

dϕα =
1
2
ψ ∧ ωα − ϕβα ∧ ϕβ

+Rβαγωβ ∧ ωγ + 1
2Q

β
αωβ ∧ ω + Pαβωβ ∧ ω

dψ = ψ ∧ ϕ+ 2ϕα ∧ ϕα
+Qβαω

α ∧ ωβ +Kαωα ∧ ω +Hαωα ∧ ω,

(3.30)

et les conditions de trace :

Sασβσ = 0
Rααγ = Tαγα = 0
Qαα = 0,

(3.31)
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De plus, les coefficients intervenant dans (3.30) vérifient les relations de
symétrie :

Sασβρ = Sσαβρ = Sασρβ
Rβαγ = Rβγα
T βγα = T γβα
Lαβ = Lβα

Pαβ = Pβα.

(3.32)

Nous avons donc ramené le problème d’équivalence des systèmes d’équations
aux dérivées partielles (S0) et (S) à un problème de {e}-équivalence sur les
variétés P (1)

0 et P (1)
S correspondantes.

4. Interprétation géométrique

Nous reprenons les notations de J.J. Faran [7] et nous appellons E le sous-
fibré de T ∗M formé des multiples a4 avec a �= 0 de la forme de contact 4.
La forme ω = a4 est ainsi intrinsèquement définie sur E et nous avons :

dω = ϕ ∧ ω + ωβ ∧ ωβ , (4.1)

avec ωα =
1
b
4α, ωα =

1
b
4α et b2 = a.

Les formes ω, ωα, ωα, ϕ constituent une base du fibré cotangent de E .
Soit G1 le groupe des matrices de la forme :




1 0 0 0
aα mαβ 0 0
bα 0 nβα 0
t −mγβbγ nβγa

γ 1




où (aα) et (bα) sont des vecteurs de Cn, t ∈ C, (mαβ) ∈ GLn(C) et nαγm
γ
β =

δαβ .

L’équation (4.1) et la forme ω sont invariantes sous l’action des trans-
formations de G1, c’est-à-dire que les 1-formes différentielles :

ω∗ = ω
ω∗α = aαω +mαβω

β

ω∗α = bαω + nβαωβ
ϕ∗ = ϕ+ tω −mγβbγωβ + nβγa

γωβ

vérifient l’équation (4.1).
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Le fibré E possède donc une G1-structure notée Y qui est la réduction
du fibré des corepères au dessus de E laissant ω et (4.1) inchangées. De la
propriété d’unicité du théorème 3.7, il découle que nous pouvons voir les
formes ω, ωα, ωα, ϕ, ϕαβ , ϕ

α, ϕα, ψ associées au système (S) comme des
formes sur la variété Y. Leurs expressions en coordonnées locales ainsi que
celles de leurs différentielles restent donc les mêmes.

À présent grâce à ce système de 1-formes différentielles, nous constru-
isons une connexion de Cartan sur le G1-fibré Y. Pour cela, rappelons
quelques définitions et notations. Pour un vecteur A de l’algèbre de Lie
g1 de G1, on note A∗ le champ de vecteur vertical sur Y induit par l’action
de G1 sur Y. L’action à gauche de g ∈ G1 sur Y est notée Lg Une connexion
de Cartan sur Y est la donnée d’une 1-forme différentielle π sur Y à valeurs
dans l’algèbre de Lie sln+2(C) qui vérifie :

(i) π(A∗) = A
(ii) L∗g−1(π) = adgπ
(iii) π(X) = 0⇔ X = 0 pour tout X ∈ Y

(4.2)

où adg(π) = g.π.g−1.

Pour commencer, nous examinons ce qui se passe dans le cas du système
(S0).

4.1. Le cas plat

Soit (S0) le système d’équations différentielles :

(S0) : uxαxβ = 0, α, β = 1, . . . , n.

On lui associe la sous-variété de l’espace de jets J2
n,1 :

M0 = {(x, u, u(1), u(2)) ∈ J2
n,1 | u(2) = 0}.

Remarquons que nous pouvons considérer M0 comme une hypersurface
complexe de l’espace Cn+1

(x,u) × C
n+1
(ζ,ω) grâce à l’application biholomorphe :

φ : M0 −→ C
n+1 × Cn+1

(x, u, u(1), 0) −→ (x, u, u(1), u− uγxγ)

En tant qu’hypersurface complexe de Cn+1×Cn+1,M0 est ainsi l’ensemble
des points de coordonnées (x, u, ζ, ω) tels que : u = ω + xγζγ .

D’autre part, on peut voir l’espace vectoriel complexe Cn+1 × Cn+1

comme une partie de l’espace Pn+1 × Pn+1 en ajoutant à chaque Cn+1
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un hyperplan à l’infini. En fait, si nous munissons l’espace Pn+1 × Pn+1

d’un système de coordonnées homogènes noté ([x0, x1, . . . , xn, u],
[ζ0, ζ1, . . . , ζn, ω]), les points de Cn+1×Cn+1 sont ceux admettant pour co-
ordonnées homogènes ([1, x1, . . . , xn, u], [1, ζ1, . . . , ζn, ω]). Nous notons éga-
lement M0 la sous-variété algébrique de Pn+1 × Pn+1 des points dont les
coordonnées homogènes vérifient l’équation :

uζ0 = ωx0 + xγζγ .

Nous posons : 〈(x0, x1, . . . , xn, u), (ζ0, ζ1, . . . , ζn, ω)〉 = ωx0 − uζ0 + xγζγ .

Nous introduisons à présent la notion deM0-repère [7] :

Définition 4.1. — Un M0-repère est un ensemble de vecteurs
(Z0, . . . , Zn+1, Z0, . . . , Zn+1) de Cn+2 vérifiant 〈ZA, ZB〉 = hAB avec :

h0
n+1 = 〈Z0, Zn+1〉 = 1
hn+1

0 = 〈Zn+1, Z0〉 = −1
hαβ = 〈Zα, Zβ〉 = δαβ , α, β = 1, . . . , n
hAB = 〈ZA, ZB〉 = 0 sinon.

(4.3)

et det(Z0, . . . , Zn+1) = det(Z0, . . . , Zn+1) = 1.

Le groupe SLn+2(C) agit sur l’ensemble des M0-repères de la manière
suivante : si g = (gAB) est une matrice de SLn+2(C) et (ZA, ZA) est un
M0-repère, nous posons :

Z∗A = gABZ
B

Z∗A = kBAZB avec kBA = h′BC g
′C
D h

D
A , g

−1 = (g′AB ) et h−1 = (h′AB ).
(4.4)

Autrement dit, Z∗A est la A-ième ligne du produit matriciel g.Z, où Z est
la matrice dont les lignes sont les ZA et Z∗A est la A-ième ligne du produit
tk.Z ′ où Z ′ est la matrice dont les lignes sont les ZA.

Nous vérifions facilement que (Z∗A, Z∗A) est unM0-repère. De plus, en
se donnant unM0-repère de référence (EA, EA), l’ensemble desM0-repères
peut être indentifié au groupe SLn+2(C) grâce à (4.4).

Observons que si (ZA, ZA) est un M0-repère, le point de coordonnées
homogènes ([Z0], [Z0]) appartient àM0. Nous en déduisons que SLn+2(C)
agit surM0 en considérant :

([Z0], [Z0]) −→ ([Z∗0], [Z∗0 ]).
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Le sous-groupe K de SLn+2(C) des matrices laissant M0 fixe point par
point pour l’action que l’on vient de définir est composé des matrices de
la forme (εδAB) avec εn+2 = 1. Le groupe SLn+2(C)/K = PSLn+2(C) agit
donc de manière effective sur M0.

Nous appelons F0 le quotient de l’ensemble desM0-repères par la rela-
tion d’équivalence :

(ZA, ZA) ≡ (Z ′A, Z ′A) ⇔ ∃ ε avec εn+2 et Z ′A = εZA, Z ′A = ε−1ZA.

Le groupe PSLn+2(C) agit sur F0 de la même manière qu’en (4.4). Nous
identifions donc F0 avec le groupe PSLn+2(C).

Le stabilisateur H du point ([Z0], [Z0]) pour l’action de SLn+2(C) sur
l’ensemble des M0-repères est le groupe H des matrices :

 s 0 0
tα tαβ 0
τ τβ σ




avec sσdet(tαβ) = 1.

Explicitement, il s’agit des transformations :

Z∗0 = sZ0

Z∗α = tαZ0 + tαβZ
β , α = 1, . . . , n

Z∗n+1 = τZ0 + τβZβ + σZn+1

Z∗0 = s
′
Z0

Z∗α = −τ ′αZ0 + tβ′αZβ , α = 1, . . . , n
Z∗n+1 = −τ ′Z0 + t

′βZβ + σ
′
Zn+1

(4.5)

où on emploie la notation (gAB)−1 = (g′AB ).

Soit H0 = H/K. Nous avons alors :

M0
∼= PSLn+2(C)/H0.

Soit à présent (ZA, ZA) unM0-repère, on note Z la matrice de SLn+2(C)
dont les lignes sont les ZA. Comme on l’a déja vu, les formes de Maurer-
Cartan du groupe SLn+2(C) sont données par la matrice de 1-formes diffé-
rentielles π = dZ.Z−1 à valeurs dans l’algèbre de Lie sln+2(C) de SLn+2(C).
Notons que les groupes SLn+2(C) et PSLn+2(C) ont la même algèbre de
Lie et les mêmes formes de Maurer-Cartan car le groupe K est discret.

Des relations :
dZA = πABZ

B , (4.6)
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nous déduisons les équations de structure du groupe SLn+2(C) :

dπAB = πAC ∧ πCB (4.7)

Nous pouvons maintenant expliciter le lien entre PSLn+2(C) −→ M0 et
Y −→M0. Soit leM0-repère (EA, EA) défini par :

E0 = (1, x1, . . . , xn)
Eα = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, ζα)
En+1 = (0, . . . , 0, 1)
E0 = (1, ζ1, . . . , ζn)
Eα = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,−xα)
En+1 = (0, . . . , 0, 1).

Un calcul direct donne :

〈dE0, E0〉 = −4
〈dEα, E0〉 = −4α
〈dE0, Eα〉 = 4α.

Maintenant, si (ZA, ZA) est unM0-repère issu de (EA, EA) par une trans-
formation du groupe H, les équations (4.5) nous donnent :

〈dZ0, Z0〉 = −sσ′4
〈dZα, Z0〉 = −σ′tα4 −

∑
β

σ
′
tαβ4β

〈dZ0, Zα〉 = sτ
′

α4 +
∑
β

st
′β
α 4

β .

(4.8)

Posons :
a = sσ

′

aα = sτ
′
α

bα = σ
′
tα

mαβ = st
′β
α

nβα = σ
′
tαβ .

(4.9)

On a ainsi d’après (4.6) :

〈dZ0, Z0〉 = −π0
n+1 = −ω

〈dZα, Z0〉 = −παn+1 = −ωα
〈dZ0, Zα〉 = π0

α = ωα.

Les équations de structure (4.7) du groupe SLn+2(C) et les équations (3.30)
associées au système (S0) nous permettent de conclure que :

π =


 π0

0 ωβ ω
ϕα δβαπ

0
0 − ϕβα ωα

− 1
2ψ −ϕβ π0

0 − ϕ


 (4.10)
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avec (n+ 2)π0
0 = ϕαα+ϕ de façon à avoir une matrice de 1-formes à valeurs

dans sln+2(C). Nous vérifions de plus que sous l’action d’un changement de
M0-repère issu de H, la forme ϕ = π0

0 − πn+1
n+1 devient :

ϕ∗ = (sτ
′ − τσ′)ω +

∑
β

τβσ
′
ωβ −

∑
β

t
′βsωβ . (4.11)

Nous nous intéressons au G1-fibré Y −→ E , nous considérons donc les
transformations de H telles que a = σ−1s = 1 et on notera H1 le groupe
de ces matrices. Grâce aux relations (4.9) et aux équations (4.8) et (4.11),
nous obtenons :

G1
∼= H1/K (4.12)

Soit Z ∈ SLn+2(C), l’équation (4.6) s’écrit matriciellement :

dZ = π.Z (4.13)

Si nous effectuons le changement deM0-repère Z∗ = g.Z avec g ∈ H1, nous
avons :

dZ∗ = π∗.Z∗

et (4.13) nous permet de conclure que :

π∗ = adg(π).

La propriété (i) de (4.2) est satifaite du fait que π est une matrice de formes
de Maurer-Cartan de SLn+2(C) ; quant à la propriété (iii), elle est vraie car
les formes du théorème 3.7 forment un corepère sur la variété Y.

Nous avons donc défini une connexion de Cartan sur le G1-fibré Y. Cette
construction va nous servir de modèle pour le cas général.

4.2. Cas général

Nous considérons à présent la matrice de 1-formes λ définie par :

λ =




π0
0 ωβ ω
ϕα δβαπ

0
0 − ϕβα ωα

−1
2
ψ −ϕβ π0

0 − ϕ




où cette fois (ω, ωα, ωα, ϕ, ϕαβ , ϕ
α, ϕα, ψ) est le corepère associé au

système (S) par le théorème 3.7. Les équations (3.30) peuvent s’écrire sous
la forme :

dλ = λ ∧ λ+ Λ (4.14)
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avec, en reprenant les notations du paragraphe précédent :

Λ =




1
n+ 2

Φγγ 0 0

Φα δβα
1
n+2Φγγ − Φβα 0

−1
2
Ψ −Φβ 1

n+2Φγγ




Pour une 2-forme Θ = θγβω
β ∧ ωγ , posons :

Tr(Θ) = θγγ .

Les conditions (3.31) peuvent se synthétiser en :

Tr(Λ) = 0. (4.15)

Pour g ∈ G1, soit λ̃ = L∗g(λ) et soit λ∗ = adgλ. Grâce aux relations (4.9),
nous obtenons le fait que ω∗ = ω̃, , ω∗α = ω̃α, ω∗α = ω̃α et φ∗ = φ̃. Les
matrices de 1-formes différentielles λ∗ et λ̃ vérifient ainsi les équations de
structure (3.30), (3.32) et (3.31) du fait que (4.15) est invariante sous la
transformation adjointe par un élément de H1. La condition d’unicité du
théorème 3.7 donne alors :

L∗g−1(λ) = adg(λ). (4.16)

Comme Λ = 0 quand on se restreint à la fibre de Y, le théorème de Frobenius
nous assure de l’existence d’une application analytique de G1 sur la fibre
de Y fibre qui ramène λ sur la matrice de formes de Maurer-Cartan π
définie plus haut. Grâce à (4.16), on montre que cette application est G1-
équivariante et la propriété (i) de (4.2) découle alors des propriétés des
formes de Maurer-Cartan. Nous avons donc démontré :

Théorème 4.2. — À tout système d’équations différentielles :

(S) : uxαxβ = Fαβ(x, u, ux), Fαβ = Fβα, α, β = 1 . . . n,

est associée une unique connexion de Cartan de groupe SLn+2(C) sur le fibré
principal Y de groupe G1. Cette connexion est caractérisée par l’équation
(4.14) et la condition (4.15).

5. Équivalence des systèmes (S) et (S0)

Dans ce paragraphe, nous donnons une condition nécessaire et suffisante
d’équivalence des systèmes (S) et (S0). Pour cela nous utilisons le résultat
suivant dû à E. Cartan [12] :
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Théorème 5.1. — Soit θ un corepère sur une variété analytique com-
plexe de dimension m. Le groupe de symétrie de θ est un groupe de Lie
complexe à m paramètres (c’est-à-dire de dimension maximale en tant que
variété complexe) si et seulement si les coefficients de torsion des équations
de structure obtenues en différentiant θ sont constants.

Nous savons d’après les travaux de A. Sukhov [17], [18] que le système
(S0) a un groupe de symétrie de dimension maximale n2 + 4n + 3. Les
coefficients de torsion Sασβρ , Rβαγ , T

αγ
β , Qαβ , L

αβ , Pαβ , Kα, Hα apparaissant
dans les équations de structure du corepère associé au système (S0) par le
théorème 3.7 sont donc tous constants.

Pour déterminer les systèmes (S) qui possèdent un groupe de symétries
ponctuelles de dimension maximale, il s’agit donc d’après le théorème 5.1
de savoir à quelles conditions les coefficients de torsion correspondant au
corepère associé à (S) sont tous constants. Or, nous avons :

Lemme 5.2. — Si les coefficients de torsion Sασβρ , Rβαγ , T
αγ
β , Qαβ , L

αβ,
Pαβ, Kα, Hα d’un corepère (ω, ωα, ωα, ϕ, ϕαβ , ϕ

α, ϕα, ψ) associé à un
système d’équations aux dérivées partielles (S) sont constants, ils sont nuls.

Démonstration. — Les équations de structure (3.30) nous permettent
d’écrire la relation d2ψ = 0 sous la forme :

(dQσρ + 2Qσρϕ+ 2Rσγρϕ
γ − 2T γσρ ϕγ −Qγρϕσγ +Qσγϕ

γ
ρ + δγρK

σωγ + δσγHρω
γ)

∧ωρ ∧ ωσ
+(dHρ + 2Qγρϕγ +Hγϕγρ +Hρϕ− 2Pγρϕγ) ∧ ωρ ∧ ω
+(dKσ −Kγϕσγ + 3Kσϕ+ 2Lγσϕγ) ∧ ωσ ∧ ω = 0

(5.1)
Ainsi, si les formes dQσρ , dHρ et dKσ sont nulles, les fonctions Qβα, R

β
αγ ,

T βγα , Hα, Kα, Lβα et Pβα le sont aussi.

En calculant la différentielle de Φβα = Sβρασω
σ ∧ ωρ et en comparant

l’expression obtenue avec (3.13), nous obtenons de façon analogue le fait
que si Sβρασ est constant, il est nul.

Finalement, si les équations de structure du corepère (ω, ωα, ωα, ϕ, ϕαβ ,

ϕα, ϕα, ψ) défini sur P (1)
S associé à (S) sont à coefficients constants, ce sont

en fait les équations de structure du corepère associé au système (S0). Le
résultat suivant découle alors du théorème 3.7 :
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Théorème 5.3. — Un système d’équations aux dérivées partielles du
second ordre complètement intégrable (S) est équivalent au système (S0) si
et seulement si les coefficients de torsion du corepère associé à (S) sont nuls
ou de manière équivalente si son groupe de symétrie est un groupe de Lie
complexe de dimension n2 + 4n+ 3.

Le groupe de symétrie d’un système d’équations aux dérivées partielles
(S) est un groupe de Lie complexe de dimension inférieure ou égale à
n2 + 4n + 3. Dans le cas où le système (S) provient d’une hypersurface
réelle analytique Levi non dégénérée H de Cn+1, A. Sukhov a démontré
dans [17], [18] que le groupe des automorphismes locaux Aut(H) de H est
un sous groupe de Lie réel du groupe de symétrie de (S). Toujours d’après
[17], [18], la dimension réelle du groupe de Lie Aut(H) est inférieure ou
égale à la dimension complexe du groupe de symétrie de (S). A l’aide du
théorème 5.1, nous retrouvons donc le fait établi dans [5] que les seules hy-
persurfaces réelles analytiques Levi non dégénérées qui admettent un groupe
d’automorphismes de dimension n2 + 4n+ 3 sont celles auxquelles on peut
associer le système (S0), c’est à dire à biholomorphisme près, les quadriques
de Cn+1.

Nous recherchons à présent à avoir des expressions explicites des coeffi-
cients de torsion des équations de structure du corepère associé au système
(S). Cela nous fournira des conditions sur les fonctions Fαβ intervenant
dans la définition du système (S) pour que (S) et (S0) soient équivalents.
Nous procédons en trois étapes. Nous montrons dans un premier temps que
l’annulation de certains des invariants obtenus dans le théorème 3.7 (et que
nous qualifions désormais de fondamentaux) suffit à garantir celle des autres.
Puis nous calculons les expressions de ces invariants pour certaines valeurs
des paramètres des groupes intervenant dans la construction du deuxième
paragraphe. Enfin, nous utilisons les propriétés des connexions de Cartan
pour obtenir l’expression générale des invariants fondamentaux.

Commençons donc par démontrer le résultat suivant :

Théorème 5.4. — Les invariants Qβα, R
β
αγ , T

βγ
α , Hα, K

α, Lβα et Pβα
peuvent s’exprimer en fonction des dérivées covariantes des invariants Sασβρ
par rapport aux 1-formes ωα et ωα.

Démonstration. — Nous allons utiliser les relations de Poincaré
d2ϕαβ = 0, d2ϕα = 0, d2ϕα = 0 et d2ψ = 0 que nous calculons à l’aide
des expressions (3.30). Nous en déduisons des relations entre les fonctions
mises en jeu.
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Avant de commencer le calcul proprement dit, fixons quelques notations.
Pour une 1-forme φ sur la variété P (1)

S , nous notons :

φ(ωα) = Xα�φ φ(ωα) = Xα�φ

où Xα et Xα sont les champs de vecteurs duaux des 1-formes ωα et ωα.

En recherchant le coefficient de ωγ ∧ωρ∧ωσ dans la 3-forme d2ϕαβ , nous
obtenons l’identité suivante :

dSασβρ(ωγ )
+ δαρR

σ
βγ − δσγRαβρ = 0. (5.2)

En prenant la trace sur σ et γ de (5.2), il vient :

Rαβρ = − 1
n

∑
σ

dSασβρ(ωσ)
. (5.3)

De même, en considérant cette fois le coefficient de ωγ ∧ ωρ ∧ ωσ dans
l’expression d2ϕαβ , nous avons :

dSασβρ(ωγ )
− δσβTαγρ + δγρT

ασ
β = 0 (5.4)

et en prenant la trace sur ρ et γ dans (5.4) :

Tασβ = − 1
n

∑
ρ

dSασβρ(ωρ)
. (5.5)

Nous isolons maintenant les coefficients des produits exterieurs
ωγ ∧ ωρ ∧ ωσ et ωγ ∧ ωρ ∧ ωσ dans l’expression d2ϕα, nous obtenons alors
les égalités :

−dTασρ(ωγ )
− 1

2
δαρQ

σ
γ +

1
2
δσγQ

α
ρ = 0 (5.6)

−dTασρ(ωγ )
+ δγρL

ασ = 0. (5.7)

Le calcul de la trace sur σ et γ dans (5.6) et la trace sur γ et ρ dans (5.7)
nous donne les relations suivantes :

Qαρ =
2
n

∑
σ

dTασρ(ωσ)
(5.8)

et
Lασ =

1
n

∑
ρ

dTασρ(ωρ)
(5.9)
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En explicitant à présent les coefficients des produits extérieurs
ωγ ∧ ωρ ∧ ωσ dans l’expression de la 3-forme différentielle d2ϕα desquels
nous calculons la trace, nous obtenons :

Pαρ =
1
n

∑
γ

dRσα(ωγ )
(5.10)

Enfin, il découle de (5.1) :

δσγHρ + dQσρ(ωγ )
= 0 (5.11)

et

δγρK
σ + dQσρ(ωγ )

= 0. (5.12)

En prenant la trace sur σ et γ dans (5.11) et sur γ et ρ dans (5.12), il vient :

Hρ = − 1
n

∑
σ

dQσρ(ωσ)
(5.13)

Kσ = − 1
n

∑
ρ

dQσρ(ωρ)
, (5.14)

Les relations (5.3), (5.5), (5.8), (5.9), (5.10), (5.13) et (5.14) permettent de
conclure la démonstration du théorème.

En conséquence, nous avons directement le résultat suivant :

Corollaire 5.5. — Si les fonctions Sασβρ , sont nulles, il en est de même
pour les fonctions Qβα, R

β
αγ , T

βγ
α , Hα, Kα, Lβα et Pβα.

Ainsi, d’après le théorème 5.1 et le lemme 5.2, pour que le système (S)
soit équivalent à (S0) il faut et il suffit que les fonctions Sασβρ soient nulles.

Plaçons nous à présent sur une trivialisation locale U×H×H(1) du fibré
P

(1)
S où U est un ouvert deMS . Nous calculons les expressions explicites des

invariants fondamentaux Sασβρ en l’élément IdH×H(1) du groupe H ×H(1).

Pour une k-forme φ sur U ×H ×H(1), on note φ|Id les valeurs de φ en
l’identité du groupe H ×H(1).
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Proposition 5.6. — Pour tous les indices α, β, ρ, σ variant entre 1 et
n, nous avons les expressions :

Sβσαρ |Id =
∂2Fαρ
∂uβ∂uσ

− 1
n+ 2

(
δσρ

∑
γ

∂2Fαγ
∂uβ∂uγ

+ δσα
∑
γ

∂2Fργ
∂uβ∂uγ

+ δβρ
∑
γ

∂2Fαγ
∂uσ∂uγ

+ δαβ
∑
γ

∂2Fργ
∂uσ∂uγ

)

+
1

(n+ 1)(n+ 2)
(δβαδ

σ
ρ + δβρ δ

σ
α)

∑
γ,κ

∂2Fκγ
∂uκ∂uγ

(5.15)

des invariants Sασβρ |Id en fonction des variables (x, u, u(1)).

Démonstration. — Nous commençons par établir les expressions expli-
cites des formes de Maurer-Cartan modifiées intervenant dans le lemme 3.3.
Nous savons que H est le groupe des matrices (2n+1)× (2n+1) inversibles
s’écrivant : 

 a 0 0
aα mαβ 0
bα 0 nβα


 .

avec mαγn
γ
β = aδαβ .

Pour plus de clarté, les formes de Maurer-Cartan modifiées deH utilisées
dans le lemme 3.3 sont désormais notées ϕ̃, ϕ̃αβ , ϕ̃

α et ϕ̃α, et nous cessons
d’utiliser les conventions de sommation d’Einstein.

Pour une fonction f :M−→ C, nous définissons l’opérateur de dérivée
totale restreint à M de la façon suivante :

D̂xγ (f) =
∂f

∂xγ
+ uγ

∂f

∂u
+

∑
λ

Fλγ
∂f

∂uλ

Le système d’équations aux dérivées partielles (S) étant supposé complète-
ment intégrable, les fonctions Fαβ intervenant dans sa définition vérifient
donc les identités suivantes :

D̂xγ (Fαβ) = D̂xα(Fγβ) = D̂xβ (Fαγ), (5.16)
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Un calcul direct explicite effectué au moment de la détermination des équations
de structure données dans le lemme 3.3 montre que :

ϕ̃ = ϕ+
∑
σ

aσ

a
ωσ −

∑
ρ

bρ
a
ωρ

ϕ̃α = ϕα +
∑
σ

aαaσ

a2
ωσ −

∑
ρ

aαbρ
a2

ωρ

ϕ̃α = ϕα +
∑
σ

bαa
σ

a2
ωσ −

∑
ρ

bαbρ
a2

ωρ

−1
a

∑
β,γ,λ,ρ,σ

∂Fβλ
∂uγ

m′βαm
′λ
ρ m

σ
γa
ρωσ

+
1
a

∑
β,γ,λ,ρ,σ

∂Fβλ
∂uγ

m′βαm
′λ
ρ m

σ
γbσω

ρ

+
∑
β,λ,ρ

∂Fβλ
∂u

m′βαm
′λ
ρ ω

ρ

ϕ̃βα = ϕβα −
aβ

a
ωα −

∑
ρ

(δβα
bρ
a

+ δβρ
bα
a

)ωρ

−
∑
γ,λ,ρ,σ

∂Fσλ
∂uγ

m′σαm
′λ
ρ m

β
γω
ρ

(5.17)

À l’aide des expressions (5.17), nous calculons dϕ̃βα|Id :

dϕ̃βα|Id = dϕβα|Id − d(
aβ

a
)|Id ∧4α −

∑
ρ

δβαd(
bρ
a

)|Id ∧4ρ

−
∑
ρ

δβρ d(
bα
a

)|Id ∧4ρ − (d
∑
γ,λ,ρ,σ

∂Fσλ
∂uγ

m′σαm
′λ
ρ m

β
γω
ρ)|Id

= ϕβγ |Id ∧ ϕγα|Id − ϕ̃β |Id ∧4α − δβα
∑
γ

ϕ̃γ |Id ∧4γ − ϕα|Id ∧4β

−(d
∑
γ,λ,ρ,σ

∂Fσλ
∂uγ

m′σαm
′λ
ρ m

β
γω
ρ)|Id

(5.18)

Nous voulons maintenant expliciter le terme (d
∑
γ,λ,ρ,σ

∂Fσλ
∂uγ

m′σαm
′λ
ρ m

β
γω
ρ)|Id

intervenant dans (5.18). Pour cela nous avons besoin du lemme calculatoire
suivant :
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Lemme 5.7. — Soit une application analytique F :M−→ C. La différen-
tielle de F peut s’écrire sous la forme :

dF =
∑
γ

D̂xγ (F )4γ +
∂F

∂u
4 +

∑
γ

∂F

∂uγ
4γ .

D’autre part, nous avons pour tout α, β, γ, λ :

∂

∂uλ
(D̂xγ (Fαβ)) = D̂xγ (

∂Fαβ
∂uλ

) + δλγ
∂Fαβ
∂u

+
∑
κ

∂Fγκ
∂uλ

∂Fαβ
∂uκ

. (5.19)

Ces résultats proviennent directement des conditions d’intégrabilité (5.16)
du système (S).

Grâce au lemme 5.7, il vient :

(d
∑
γ,λ,ρ,σ

∂Fσλ
∂uγ

m′σαm
′λ
ρ m

β
γω
ρ)|Id =

−
∑
γ,ρ

∂Fγρ
∂uβ

ϕγα|Id ∧4ρ +
∑
γ,ρ

∂Fαρ
∂uγ

ϕβγ |Id ∧4ρ

+
∑
ρ

∂Fαρ
∂uβ

ϕ̃ρ|Id ∧4 −
∑
γ,κ,ρ

∂Fγκ
∂uβ

∂Fαρ
∂uκ

4γ ∧4ρ

−
∑
ρ

∂Fαρ
∂u

4β ∧4ρ +
∑
ρ

∂2Fαρ
∂u∂uβ

4 ∧4ρ

+
∑
γ,ρ

∂2Fαρ
∂uβ∂uγ

4γ ∧4ρ.

(5.20)

Nous obtenons ainsi l’expression de la différentielle extérieure de la forme
ϕ̃βα calculée en IdH×H(1) :

dϕ̃βα|Id =
∑
γ

ϕ̃βγ |Id ∧ ϕ̃αα|Id − ϕ̃β |Id ∧4α − ϕ̃α|Id ∧4β + δβα
∑
γ

4γ ∧ ϕ̃γ |Id

+
∑
γ,ρ

∂2Fαρ
∂uβ∂uγ

4γ ∧4ρ + Ωβα|Id ∧4

(5.21)
où Ωβα est une 1-forme sur U ×H ×H(1).

Notons :

S̃βσαρ |Id =
∂2Fαρ
∂uβ∂uσ

. (5.22)

Lors de la première boucle de l’algorithme de Cartan que nous avons
effectuée après le premier prolongement (voir lemme 3.4), nous avons déter-
miné certains paramètres du groupe G(1) de façon à ce que la condition de
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trace (3.10) soit vérifiée. D’après (3.11) et (3.12), nous disposons des valeurs
attribuées à ces paramètres :

bβα = − 1
n+ 2

∑
γ

S̃βγαγ + δβα
1

2(n+ 1)(n+ 2)

∑
γ,σ

S̃σγσγ + δβα
t

2
. (5.23)

Or en utilisant (3.11), nous obtenons l’expression des coefficients Sασβρ inter-
venant dans les équations de structure (3.9) après la normalisation (3.12)
du lemme 3.4 :

Sασβρ |Id = S̃ασβρ |Id + δσρ b
α
β |Id + δσβb

α
ρ |Id + δαρ b

σ
β |Id + δαβ b

σ
ρ |Id. (5.24)

En remplaçant dans (5.24) les coefficients bαβ |Id, bαρ |Id, bσβ |Id et bσρ |Id par les
expressions (5.23) correspondantes calulées en IdH×H(1) , il vient finalement :

Sβσαρ |Id =
∂2Fαρ
∂uβ∂uσ

− 1
n+ 2

(
δσρ

∑
γ

∂2Fαγ
∂uβ∂uγ

+ δσα
∑
γ

∂2Fργ
∂uβ∂uγ

+ δβρ
∑
γ

∂2Fαγ
∂uσ∂uγ

+ δαβ
∑
γ

∂2Fργ
∂uσ∂uγ

)

+
1

(n+ 1)(n+ 2)
(δβαδ

σ
ρ + δβρ δ

σ
α)

∑
γ,κ

∂2Fκγ
∂uκ∂uγ

.

Les groupes de Lie intervenant dans la suite de l’algorithme sont choisis
pour ne pas agir sur l’ensemble des valeurs des fonctions Sβσαρ . Nous avons
ainsi démontré la proposition 5.6.

D’autre part, dans le quatrième paragraphe, nous avons construit à l’aide
des 1-formes différentielles ω, ωα, ωα, ϕ, ϕαβ , ϕ

α, ϕα, ψ définies sur l’espace
des variables (x, u, , u(1), a, aα, bα,m

α
β , t) une connexion de Cartan sur

le G1-fibré Y au dessus de E . Grâce à la propriété (ii) de (4.2), nous savons
comment les fonctions Sβσαρ sont transformées quand on fait agir le groupe
G1 sur Y. Nous avons en fait les expressions :

Sβσαρ =
1
a
nγαn

σ
λm

β
µm

κ
ρS
µλ
γκ |Id. (5.25)

De (5.25), il découle que l’annulation des fonctions Sβσαρ |Id est suffisante pour
que les fonctions Sβσαρ soient nulles partout.

Le système d’équation aux dérivées partielles (S) est donc équivalent au
système (S0) si et seulement si les fonctions Sβσαρ |Id sont toutes nulles. À
l’aide des expression (5.15) de la proposition 5.6, nous aboutissons donc au
théorème suivant :
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Théorème 5.8. — Le système d’équations aux dérivées partielles com-
plètement intégrable :

(S) : uxαxβ = Fαβ(x, u, ux), Fαβ = Fβα, α, β = 1 . . . n

est équivalent au système :

(S0) : uxαxβ = 0, α, β = 1 . . . n,

si et seulement si les fonctions Fαβ vérifient les conditions :

∂2Fαρ
∂uβ∂uσ

− 1
n+ 2

(
δσρ

∑
γ

∂2Fαγ
∂uβ∂uγ

+ δσα
∑
γ

∂2Fργ
∂uβ∂uγ

+ δβρ
∑
γ

∂2Fαγ
∂uσ∂uγ

+δαβ
∑
γ

∂2Fργ
∂uσ∂uγ

)
+

1
(n+ 1)(n+ 2)

(δβαδ
σ
ρ + δβρ δ

σ
α)

∑
γ,κ

∂2Fκγ
∂uκ∂uγ

= 0.

(5.26)
pour tous les indices α, β, ρ, σ variant entre 1 et n.

En resolvant le système (5.26), nous retrouvons les formules démontrées
par M. Hachtroudi dans [10] pour les fonctions Fαβ intervenant dans la
définition d’un système (S) équivalent à (S0) :

Fαβ(x, u, ux) = Aκuxαuxβuxκ + (Bκβuxα +Bκαuxβ )uxκ + Cκαβuxκ +Dkαβ
(5.27)

où A, B, C et D sont des fonctions holomorphes en les variables x et u
avec Aκαβ = Aκβα et Dκαβ = Dκβα et où nous utilisons les conventions de
sommation d’Einstein.

Pour n = 2, les relations (5.26) s’écrivent :

∂2F11

∂u2∂u2
= 0

∂2F22

∂u1∂u1
= 0

∂2F12

∂u1∂u1
− ∂2F22

∂u1∂u2
= 0

∂2F11

∂u1∂u1
− 4

∂2F12

∂u1∂u2
+
∂2F22

∂u2∂u2
= 0

∂2F11

∂u1∂u2
− ∂2F12

∂u2∂u2
= 0.

(5.28)

Dans sa thèse [13], S. Neut a programmé l’algorithme de Cartan avec MAPLE.
Il montre que les conditions (5.28) sont nécessaires et suffisantes pour que
les systèmes (S) et (S0) soient équivalents dans le cas n = 2.
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