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Le probleme d’équivalence locale pour un systeme
scalaire complet d’équations aux dérivées partielles
d’ordre deux a n variables indépendantes®

CAMILLE Bitcug ()

RESUME. — Dans le présent article, nous établissons une caractérisation
des systemes scalaires d’équations aux dérivées partielles analytiques
d’ordre deux a n variables indépendantes équivalents par un changement
de coordonnées analytique au systéme uga,s =0, 1 < a, 8 < n.

ABSTRACT. — In this paper, we give a caracterization of second ordrer
scalar analytic systems of partial differential equations with n indepen-
dent variables equivalent by a suitable analytic change of variables to the
system u o, =0,1 < a, B < n.

1. Introduction

Nous étudions ici les transformations d’un systéme d’équations aux déri-
vées partielles holomorphes d’ordre deux sous l'effet d’'un changement de
coordonnées analytique. Soit un tel systeme a n variables indépendantes
2, ..., ™ et une variable dépendante u de la forme :

(S) ¢ Ugags :F(Xﬂ($7uvuw)a Faﬁ :Fﬂom aaﬂ: 1,...,7’L.

Nous supposons que le systéme (S) est completement intégrable au voisi-
nage de l'origine, ¢’est-a-dire qu’en tout point (xg, ug, uél)) au voisinage de
Porigine passe une unique solution u = u(z) de (S) telle que u(xg) = ug

et (ug(zg), ..., uzn(20)) = uél). Nous nous intéressons au probléme de
I'existence d’un changement de coordonnées analytique :
¢(2,1) = (7, u)

(*) Recu le 25 janvier 2005, accepté le 2 juin 2005

(1) Université de Provence, LATP, UMR 6632, CMI, 39 rue Joliot-Curie, 13453 Mar-
seille cedex 13.
bieche@cmi.univ-mrs.fr
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défini sur un voisinage ouvert de I’origine dans C™*! tel que le systéme :
(SO) : ﬁjai‘ﬁ :0, Oé,ﬁ: 1,...,’[7,
exprimé dans les coordonnées (x,u) soit le systeme (S).

Si un tel changement de coordonnées existe, (S) et (Sp) sont dits équiva-
lents. Les deux systemes (S) et (Sp) sont donc équivalents si et seulement s’il
existe un changement de coordonnées ¢ (&, %) = (z,u) tel que son prolonge-
ment a l’espace des jets d’ordre 2 des fonctions holomorphes de n variables
complexes ¢ applique les 2-graphes des solutions de (Sp) sur les 2-graphes
des solutions de (S).

Nous allons ici analyser ce probleme a ’aide de la méthode d’équivalence
d’Elie Cartan qui fournit un systeme de fonctions invariantes associé a
(8). L’annulation de certaines de ces fonctions invariantes, dites fondamen-
tales, nous amene a une condition nécessaire et suffisante d’équivalence des
systémes (S) et (Sp). Nous verrons que cette condition se traduit par un
systeme d’équations aux dérivées partielles linéaires vérifé par les fonctions
F,z intervenant dans la définition de (S).

De tels systemes d’équations aux dérivées partielles (S) apparaissent
dans I'étude des hypersurfaces réelles analytiques Levi non dégénérées de
C™*!. Au voisinage de I’origine, une telle hypersurface H est définie locale-
ment par une équation de la forme :

Rew = Z €;2Z; + F(z, Z, Tmw) (1.1)
j=1
ot Z = (21,...,2n,w) € C"1 ¢; € {—1,1} et F est une application réelle

analytique au voisinage de 0 telle que F(z,z, Jmw) = o(| Z]?).

De méme que B. Segre dans [15], en considérant Z et @ comme des
variables complexes indépendantes de z et w dans équation (1.1), nous as-
socions & ‘H une famille d’hypersurfaces complexes appelées variétés de Segre
de I’hypersurface. Apres application du théoréeme des fonctions implicites,
les variétés de Segre de H ont donc pour équation :

n

%<w +w) =D ezG + Flz(w) (1.2)

Jj=1

avec (¢,w) au voisinage de lorigine dans C"*! et F' une application an-
alytique. Nous considérons & présent w comme une fonction des variables
(#1,...,2n) et nous dérivons (1.2) par rapport a chaque variable zj. Le

—9_



Probléme d’équivalence locale pour un systéme scalaire complet d’équations

théoreme des fonctions implicites nous permet des lors d’exprimer les para-
metres ¢ et w en fonction de z, w et w,,. Puis nous calculons les dérivées
W, dans lesquelles nous rempalgons ¢ et w par leurs expressions en fonc-
tion des variables z, w et w,, . Nous pouvons donc affirmer que ces variétés de
Segre sont exactement les graphes des solutions d’un systéme (S) compléte-
ment intégrable au voisinage de origine [17], [18]. Observons que (Sp)
est le systeme d’équations différentielles associé aux variétés de Segre des
quadriques de C"*1.

On appelle automorphisme local de H toute application biholomorphe
définie au voisinage de l'origine et appliquant H sur elle méme. Un tel au-
tomorphisme posséde la propriété d’appliquer toute variété de Segre de H
sur une variété de Segre de H. Cette propriété d’invariance par biholomor-
phisme des variétés de Segre d’une hypersurface a été utilisée pour mon-
trer de nombreux résultats, notamment des théoremes d’extensions holo-
morphes d’applications au voisinage du bord de certains domaines [6]. Une
symétrie du systeme (S) est un difféomorphisme analytique ¢(Z,u) = (z,u)
qui applique tout graphe d’une solution de (S) sur le graphe d’une autre
solution de (S). Il apparait alors que tout automorphisme local de H est
une symétrie du systéme (S) completement intégrable associé a ses variétés
de Segre. Naturellement, la recherche des automorphismes locaux d’une
hypersurface réelle analytique Levi non dégénérée conduit a étudier les
symétries des systemes d’équations aux dérivées partielles scalaires, com-
plets et complétement intégrables. Dans cette direction, A. Sukhov a démon-
tré que les symétries de Lie du systéme (S) forment un groupe de Lie local
complexe noté Sym(S) [18]. Si (S) est le systeme d’équations différentielles
associé a I’hypersurface H, le groupe des automorphismes de H est un sous-
groupe de Lie réel de Sym(S) dont la dimension réelle est majorée par la
dimension complexe de ce dernier. De facon analogue, si on se donne une
sous-variété de Cauchy-Riemann réelle analytique de CN de codimension
supérieure & 2, Levi non dégénérée au sens de Beloshapka [2], il est possi-
ble de lui associer un systeme d’équations aux dérivées partielles vectoriel,
complet et completement intégrable et d’étendre ainsi certains des résultats
cités précédemment aux variétés de codimension supérieure a 2, [18].

De nombreux travaux ont déja été menés dans cette direction. L’étude du
casn = 1 a permis & E. Cartan [3] d’obtenir & I’aide des travaux de A. Tresse
[19] et S. Lie [1] une classification compléte des hypersurfaces Levi non
dégénérées de C2. Dans [5], S.S. Chern et J.K. Moser démontrent que toute
hypersurface réelle analytique de C™*! est déterminée par la donnée d’une
connexion de Cartan sur un fibré principal réel au dessus de ’hypersurface.
S.S Chern établit ensuite dans [4] une nouvelle version d’un résultat de
M. Hachtroudi [10] : en reprenant les techniques développées dans [5], il
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donne une caractérisation du systéme (S) par la donnée d’une connexion de
Cartan sur un fibré projectif et explicite le lien entre cette nouvelle connex-
ion et celle associée a I’hypersurface réelle analytique Levi non dégénérée
correspondante [5]. Ces travaux sont repris et développés ultérieurement par
J.J. Faran [7].

R. Gardner et P. Olver [9], [12] ont chacun travaillé & donner une ver-
sion algorithmique des résultats d’E. Cartan. C’est sur leur approche du
probleme d’équivalence que nous nous basons pour donner une formulation
algorithmique de la démonstration de S.S Chern dans [4] qui nous per-
met d’aboutir & une caractérisation des systemes (S) équivalents & (Sp)
par la dimension de leurs groupes de symétrie. Nous montrons en effet
a partir des travaux de A. Sukhov [17] que (Sp) est le seul systéme &
équivalence pres parmi les systémes (S) & avoir un groupe de symétrie de
dimension maximale n? + 4n + 3. Ce résultat a été démontré par S. Lie
[1] dans le cas n = 1. En particulier, nous retrouvons ici le fait que les
seules hypersurfaces Levi non dégénérées de C"*! qui possédent un groupe
d’automorphismes locaux de dimension maximale sont, & transformation
biholomorphe pres, les quadriques de C"*1, [5]. Notons que M.E. Fels [8]
établit a l'aide de la méthode de Cartan un résultat analogue pour les
systemes d’équations différentielles analytiques d’ordre deux & une variable
indépendante et m variables dépendantes. Toujours par la methode de Car-
tan, L. Hsu et N. Kamran [11] ont réalisé une classification compléte des
équations différentielles analytiques u,, = f(z,u,u,) & transformation de
contact pres en calculant explicitement les invariants différentiels attachés
a une telle équation. La mise au point de programmes informatiques per-
mettant le calcul des symétries et des invariants différentiels d’un systeme
d’équations différentielles [13], [14] grace & I'approche algorithmique que
nous utilisons ici permet d’espérer aboutir & de telles classifications pour
d’autres classes de systemes d’équations différentielles.

D’autre part, nous employons ici la formulation algorithmique de la
méthode d’équivalence d’E. Cartan de R. Gardner et P. Olver pour don-
ner des expressions explicites de certains invariants associés & (S) qui sont
dits fondamentaux en un sens que nous préciserons par la suite. Dans sa
these [13], S. Neut & calculé ces expressions pour n = 2 avec une approche
relevant du calcul formel. ’annulation de ces expressions nous fournit une
condition nécessaire et suffisante d’équivalence des systémes (S) et (Sp).
Plus précisément, nous démontrons le théoreme suivant :
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THEOREME. — Le systéme d’équations aux dérivées partielles compléte-
ment intégrable :

(S) :+ Ugogs = Fop(z,u,uz), Fop=1Fpa, o,8=1...n
est Equivalent au systéme :
(So) : Ugars =0, a,0=1...n
si et seulement st les fonctions Fog vérifient les conditions :
Pl 1 Z(‘W’av +502%+5ﬂ2%
OupOu, n+2 OugOu « 'y Ougdu. L Oty Oty

0°F, 1 0? F
5Q Y 6,650 5B§a YRy
0 Z (riug@uV (n +1(n+ 2)( a%p T % Z OuOuy

(1.3)
pour tous les indices «, 3, p, o variant entre 1 et n.

Nous retrouvons en fait le résultat établi par M. Hachtroudi dans [10] par
une méthode purement géométrique. Du fait de son caractere algorithmique,
notre démonstration présente ’avantage d’étre completement explicite, il est
ainsi possible d’en donner une traduction informatique.

Remarquons que les formules que nous obtenons pour les invariants fon-
damentaux attachés & (S) sont tout a fait similaires & celles données par
S. Webster dans [20] pour les invariants pseudo-conformes attachés & une
hypersurface réelle analytique Levi non dégénérée de C™+1.

Nous commencons donc par exposer les grandes lignes de la méthode
d’équivalence de Cartan sous forme algorithmique [9], [12]. Puis nous I’appli-
quons au probleme d’équivalence des systemes (S) et (Sp). Comme S.S.
Chern et J.K. Moser dans [5] et J.J. Faran dans [7], nous donnons ensuite
une interprétation géométrique des résultats obtenus en termes de théorie
des connexions. Enfin, en explicitant les invariants fondamentaux attachés
a (8) grice aux propriétés géométriques des connexions de Cartan, nous
caractérisons les systémes d’équations aux dérivées partielles (S) équivalents
a (Sp).

2. Principes de la méthode d’équivalence de Cartan
L’étude du probleme d’équivalence des systémes (S) et (Sp) nous amene
a nous placer dans le cadre de la théorie des G-structures. Pour plus de

clarté, nous donnons quelques définitions & ce sujet formulées dans le cadre
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analytique complexe. Elles sont également valables dans le cadre réel et lisse,
a ce sujet on pourra consulter le livre de S. Sternberg [16].

Soit M une variété analytique complexe de dimension m. On note
F(M)-"+ M le GL,,(C)-fibré principal complexe & droite des repéres au
dessus de M. On définit canoniquement une 1-forme différentielle w sur
F(M) a valeurs dans C™ de la fagon suivante. Soit p un point de F(M) ap-
partenant a la fibre au dessus de « € M. Le point p définit un isomorphisme
naturel p : C™ — T, M qui applique la base canonique de C™ sur la base
de T, M fournie par p. On pose alors :

w(X) =p H(m(X)) pour X € T, F(M).

Un repere de référence sur M est donc canoniquement associé a une 1-
forme différentielle w qui fournit un isomorphisme de tout supplémentaire
de l'espace tangent & la fibre de F(M) dans T,F (M) sur C™. Un calcul
simple montre que pour g € GL,,(C), si R, désigne I’action & droite de g
sur F(M), on a :

R (w) =gw (2.1)

g9

ou le second membre est un produit de matrices.

Considérons un sous-groupe de Lie complexe G de GL,,(C). Une G-
structure sur M est une réduction P du fibré F(M) au groupe G. On dit
que deux G-structures P et P définies respectivement sur des variétés ana-
lytiques M et M sont équivalentes s'il existe un difféomorphisme analytique
¢ : M — M tel que ¢.(P) = P. Ainsi, les deux G-structures P et P
sont dites localement équivalentes en (z,y) € M x M s'il existe des voisi-
nages U de x et V de y, un difffomorphisme analytique ¢ : U — V
avec ¢(x) = y tels que les G-structures Py et ]5|V sont équivalentes par
¢. Comme (2.1) reste vraie sur P, ceci revient a dire que ¢*@ = g.w ou
g:U C M — G est une application holomorphe et w et @ sont les formes
différentielles canoniques associées respectivement a Py et IB‘V. La ques-
tion de savoir si deux G-structures sont localement équivalentes constitue
le probleme de G-équivalence.

Nous allons nous intéresser ici a de tels problemes et utiliser 1’algorithme
de Cartan que nous allons brievement rappeler en suivant la présentation de
P. Olver [12]. Sauf exception, on se servira des conventions de sommation
d’Einstein.

On se donne une G-structures P sur M ou G est un groupe de Lie
complexe a s parameétres complexes. La méthode d’équivalence d’E. Cartan
nous permet ici d’obtenir un systeme d’invariants locaux attachés a P en se

-6 —
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ramenant & un probleme d’équivalence de {e}-structure & ’aide du procédé
algorithmique développé par R. Gardner et P. Olver.

Soit la 1-forme différentielle vectorielle  définie sur P par § = g.w. La
premiere étape de 'algorithme consiste a différencier la forme 6, puis a écrire
cette différentielle sous une forme plus simple, en un sens que nous allons
préciser, en modifiant la base de 1-formes différentielles dans laquelle nous
décomposons df et enfin a attribuer des valeurs particulieres aux coefficients
intervenant dans I’écriture de df de fagon a réduire le nombre de parametres
du groupe G.

En différenciant 0, on obtient les équations de structure du probleme :

: . , o
A0’ =i NOT+ > THOT AT i=1,....m (2.2)
j<k
avec
v=dg.g".
La matrice v est une matrice de formes de Maurer-Cartan invariantes a
droite du groupe de Lie G et les coefficients 77, sont appelés coefficients
de torsion. Si a',...,a® est une base de formes de Maurer-Cartan de G
donnée, les équations de structure (2.2) peuvent s’écrire sous la forme :

do’ :A;'.Kawé)uZT;kaMek i=1,...,m.
<k

Considérons les équations dites équations d’absorption :
i K i K __ i I —
Abpzy — Apzi = =T, i,5,k=1,...,m.

Nous résolvons alors le plus grand nombre possible de ces équations et nous
posons :

a“:a”—i—zfﬁj k=1,...,s.
Les formes a” sont appelées formes de Maurer-Cartan modifiées. Nous avons
ainsi :

o' = AL, G5 NG+ URG AGE i=1,.. 0.

i<k

Ce procédé est appelé absorption de la torsion car il consiste en fait a
éliminer un maximum de coefficients de torsion 17, dans I'expression de la
2-forme df*. L’importance de cette étape de la méthode de Cartan réside
dans le fait que les coefficients de torsion restants U i sont des invariants
associés 4 la forme vectorielle 6 (c’est-a-dire : si ¢*0 = 0, ¢*(U},) = Ul,) et
vont ainsi fournir des conditions nécessaires d’équivalence locale de P avec
une G-structure donnée P.

-7 -
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Nous allons ensuite normaliser les coefficients U J‘ & (ou seulement certains
d’entre eux, selon les cas étudiés), c’est & dire leur attribuer des valeurs
judicieusement choisies et réduire le groupe G & un sous groupe de Lie
H qui stabilise ces valeurs quand il agit sur le tenseur U;k par laction
g Ul (x,9) = Ujp.(,¢'g). Plus précisément, nous fixons des valeurs u’; =
U;k(xo,go). Dans les cas étudiés par la suite, I'action du groupe G sur
I’ensemble des valeurs U ]Zk est transitive, ce qui permet alors de construire
une fonction analytique go : U C M — G telle que Uj,(, go(x)) = uly.
Nous définissons alors une nouvelle forme vectorielle n = go -w. E. Cartan a
montré que le probleme de G-équivalence considéré se raméne a un probleme
de H-équivalence et il s’agit ainsi de reprendre l’algorithme en calculant les
équations de structure de la forme 8 = h.ny avec h € H.

Les G-structures étudiées ici ont des groupes de symétries locales de
dimension finie. Des lors, si les valeurs U J’-'k sont constantes ou trop difficiles
a normaliser, nous pouvons prolonger le probléme en un probleme équivalent
de la maniere suivante.

Nous commengons par résoudre les équations :
[ K % K :
Abyry — Aperi =0 d4,5,k=1,...,m.

Ceci nous permet de savoir quelles combinaisons linéaires des formes 67 nous
pouvons ajouter & chaque composante de la 1-forme vectorielle (0, «) tout en
préservant les équations de structure obtenues apres absorption au moment
ott nous décidons de prolonger le probleme. Soit G le sous-groupe abélien
de GLyy45(C) constitué des matrices :

I, O
7“;? I, |-

E. Cartan a démontré que la G-structure P considérée comme une variété
admet une G(V-structure et qu'on peut se ramener & un probleme de G(M-
équivalence sur P. Nous reprenons donc l'algorithme sur la variété P en
calculant les équations de structure de la 1-forme différentielle © :

o= (wi)(h)

L’algorithme s’arréte quand on s’est ramené & un probleme de {e}-
équivalence par des réductions et des prolongements successifs. Nous dis-
posons alors de méthodes pour résoudre complétement ce type de probleme
[12].
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3. Equivalence de systémes d’équations aux dérivées partielles
analytiques du second ordre et G-équivalence

Nous allons a présent appliquer les techniques exposées au paragraphe 2
a I’étude du probleme d’équivalence des systemes d’équations aux dérivées
partielles (S) et (Sp). Pour l'essentiel, nous suivons la démonstration de
S.S. Chern dans [4], en 'adaptant en fait de maniére & rester dans le cadre
de 'algorithme exposé précédemment. Ceci nous permet, comme on le verra
par la suite, d’obtenir des formules explicites pour certains des invariants
associés a (S).

Soit Jfl,l Iespace des jets d’ordre deux des fonctions holomorphes
a n variables définies au voisinage de l'origine muni des coordonnées
(z,u,u u®) avec u™ = (u1,...,up) et u? = (uap)acs. Soit Ms la
sous-variété de J2 | associée a (S) définie par les équations :

uangag(x,u,u(l)) a,f=1...n a<p.

Les variables (z,u,u(!)) constituent un systéme de coordonnés holomorphes
sur Mgs. Nous considérons alors sur Mg les formes de contact associées a
(S) :

@ = du — ugda”

Wy = dUg, —Fagdx’g a=1,...,n.

Nous notons également w® = dz®. Les variétés intégrales de la distribution
(@, @) sur lesquelles la n-forme ! A...Aw™ ne s’annule pas sont exacte-
ment les 2-graphes des solutions de (S). De plus, la complete intégrabilité
du systeme (S) implique que M est feuilletée par de tels 2-graphes. La dis-
tribution (w, w,) est donc complétement intégrable au sens de Frobenius
sur Mg, que l'on appelle variété des solutions de (S).

Nous définissons de méme les 1-formes différentielles @, w®, @, as-
sociées & (Sy) dans les coordonnées (&, @, @M)) sur la variété des solutions

M() de (8())

LEMME 3.1. — Soit ¢(&, @) = (x,u) une application biholomorphe définie
sur un ouvert de C"t1. Les deuz systémes (S) et (Sp) sont équivalents par
¢ si et seulement si

w w
¢(2)* o =g =%
Ta Do

ot g est une application holomorphe de Mg dans le sous-groupe de Lie

-9 -
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compleze G de GLa,11(C) composé des matrices de la forme :

a 0 0
a® mg 0
bo 0 nf

et 92 désigne ici la restriction o Mgy du prolongement de ¢ & Uespace de
Jets J,Ql,l.

Une telle application ¢ applique en effet chaque 2-graphe d’une solution
de (Sp) sur le 2-graphe d’une solution de (S). Les systémes (Sp) et (S) sont
ainsi équivalents par ¢.

Nous définissons la G-structure Pg s au dessus de M s comme la réduc-
tion du fibré des corepéres de Mg compatible avec le feuilletage de Mg
donné par les 2-graphes des solutions de (S). D’apres le lemme 3.1, nous
sommes amenés a considérer le probleme d’équivalence locale des G-structu-
res Pgo et Pg s définies respectivement sur les variétés Mg et Ms. Nous
choisissons des reperes de référence sur My et Mg de maniére a ce que
les coreperes (w, w®, w,) et (W, ©w®, ) soient les 1-formes vectorielles
canoniquement associées & chacune des deux G-structures (cf paragraphe
prédédent). Nous appliquons & présent 1’algorithme de Cartan pour nous
ramener & un probléme d’équivalence de {e}-structure et en déduire un
systeme d’invariants associé a la G-structure Pg s.

Soit le systeme de 1-formes différentielles défini sur Pg s par :

w w
w® = g.| w®
Wa Wa

Une premiere étape consiste a calculer les différentielles de ces 1-formes,
nous écrivons donc :

dwzap/\w+an;”’m;,o‘wﬁ/\w,y+n/\w
dw®™ = o Aw + F Aw’ + 7% Aw + 7§ Aw’
dwa:<pa/\w+¢§/\wg+9a/\w+92/\wﬁ

ou
%) 0 0
dg.g~' = e 3 0
Yo 0 bl

est une matrice de formes de Maurer-Cartan de G. Les formes 1, n%, 0., nj, 05
sont des 1-formes différentielles qui s’écrivent comme des combinaisons linéaires

~10 —
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a coeflicients holomorphes sur Pg s des formes w, w®, w, et on note
(mg)~" = (mg), (n$) " = (ng).

Nous procédons ensuite a 'absorption de la torsion dans les équations
précédentes, les équations de structure du probleme s’écrivent alors sous la
forme : L,

dv=@pANw+ amﬁo‘n(]wﬁ A Wny
dw® = ¢* Nw + P AwP
dwy = aﬁa/\w—&—ﬁg Awg

ou :
p=p+n
P =" +n*
@a:@a+9a

5 =5 +13

i = 1o + 0,
sont des formes de Maurer-Cartan modifiées de G. Pour alléger les notations,
nous noterons désormais de la méme maniere les formes de Maurer-Cartan et
les formes de Maurer-Cartan modifiées lorsque cela ne porte pas a confusion.

Le procédé de normalisation de ’algorithme de Cartan appliqué a ces
équations de structure permet d’effectuer une premiere réduction du proble-
me :

LEMME 3.2. — Le probléme de G-équivalence considéré se raméne a un
probléme de H-équivalence ou H est le sous-groupe de Lie de G des matri-
ces :

a 0 0
a® mg 0
bo 0 nf

vérifiant ng = am/ﬁ“ avec (mG) ' = (mg")

Démonstration. — Suivant le procédé de normalisation exposé au para-
graphe 2, nous attribuons aux coefficients an;ﬁmlf‘ les valeurs 55 . H est
le sous groupe de Lie de G qui stabilise ces valeurs normalisées. Selon la
méthode de Cartan, nous pouvons définir une H-structure Py s sur Mg et
nous étudions & présent le probleme de H-équivalence, voir [16], [12] et [9]
pour plus de détails sur la démonstration du procédé de normalisation.

Les formes de Maurer-Cartan du groupe de Lie H sont données par la
matrice :

e 0 0

v 93 0

Yo 0 Op—of
_11_
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Nous obtenons le résultat suivant :

LEMME 3.3. — Aprés absorption de la torsion, les équations de structure
du nouveau probléme sont :

dw:go/\erw’B/\wg
dw® :@O‘/\w—ﬂpg/\wﬂ (3.1)
dwa:goa/\w—i—go/\wa—cpg/\wg.

Démonstration. — Pour plus de cohérence, nous donnons ici la preuve
de S.S. Chern [4].
Du fait que nous travaillons a présent avec le groupe H, nous avons :
do=9pANw+w® Aws. (3.2)
Nous pouvons également écrire dw® sous la forme :
dw® = p* ANw + o5 A w? (3.3)
ou ¢* et g sont des formes de Maurer-Cartan modifiées du groupe H.
En différenciant (3.2), il vient :
(dp — 9% Awa) Aw +w* A (—dwe + ¢ Awe — @5 Awg) = 0.
Il s’en suit que :
—dws + @ N\ wq —gpg ANwg =0 mod w, WP,

Or le systeme
w=0, woy=0
est completement intégrable, donc dw, = 0 mod w, wg. Il en découle que :

—dwa + 0 Awa — @b Awp = a) g’ Aw,,

avec :
Y o — 47
a(w = aﬁa.

Des lors, en remplacant @2 par 8 — ag,yuﬂ, (3.3) demeure inchangée et
nous obtenons ainsi les équations (3.1).

Nous constatons qu’il ne reste plus de coefficients de torsion a nor-
maliser dans (3.1). Suivant l’algorithme de Cartan, nous prolongeons donc
le probleme, c’est-a-dire comme nous ’avons vu au deuxieme paragraphe,
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nous nous intéressons au probleme d’équivalence sur la variété Pgs que
nous définissons comme il suit. Les formes w, w® et w, sont intrinsequement
définies sur le fibré Pys au dessus de Ms. Nous cherchons les changements
de coordonnées linéaires sur Pys qui laissent stables ces formes ainsi que
les équations (3.1). Les formes différentielles w, w®, wa, @, ¥§, ¢*, ¥a
sont ainsi déterminées & une transformation du groupe G pres, ou GV
est le sous-groupe de Lie complexe & (n + 1)? parametres de G L,z 4, 12(C)
composé des matrices définies par blocs :

( Iopia 0 )
R I(n+1)2

ou R est définie par :

w w w
12n+1 0 w® w w
Wey Wa We
p =] ¢ [=] p+tw
5 vs p T bw
R Iy ® e >+ bgwﬁ + c*w
Pa 902 Pa — bgwﬁ + daw + twq

Nous considérons désormais un probleme de GM)-équivalence sur la variété
Py, s. Dans ce qui suit, nous continuons & utiliser les techniques de calcul
de la démonstration de S.S. Chern dans [4].

Nous différencions les équations (3.1) pour obtenir les autres équations
de structure du nouveau probleme. Pour ne pas alourdir les notations, nous
omettrons désormais les étoiles sauf quand nous voudrons faire ressortir
'action du groupe GV sur les valeurs des coefficients de torsion.

En différenciant la premiere équation de (3.1), nous obtenons :
dp = cpﬁ/\wg—i—wﬁ/\gog mod w,

et ainsi :
d(p:z/J/\w—l—cpﬁ/\wg—i—wﬁ/\(pg (3.4)

ot1 1 est une forme de Maurer-Cartan modifiée de G(V). En différenciant les
deux autres équations de (3.1), il vient :

P = GAW + P Nw=0

d*wy = —®5 A wg+ Py Aw=0 (3.5)
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oll Nous posons :

:d<p%+goa/\w@+305/\wa—gof;/\cpg—égw'y/\%
1
@a:dcp“—goaA¢—gogAg0ﬁ—§¢Awa
1
o = dipa + 95 N pp — 5 Awa:
Des équations (3.5), on tire :

Sﬁpw ANwy mod w.

Les fonctions ey 7 vérifient les relations de symétrie :
oo
Stp = S8 = S5 -
Toujours d’apres (3.5), il s’en suit que :
g = Sggwp/\w,,Jrgbg Aw

e ¢g/\wﬁ mod w
Dy =9 Aws mod w

1

ot ¢ est une 1-forme différentielle sur Py s. Apres Iabsorption de la tor-
sion, les équations de structure sont donc les équations (3.1) auxquelles on

ajoute les nouvelles équations :

(3.9)

dp = w/\w—&-goﬁ/\wg+wﬁ/\<pg

deg = VYGAw— 93 AT — g Aw™ — o* Aws + d5w7 A @,
+55, w”/\wa

dp® = wﬁ/\w + AN w+ ® /\<,0+L,03AL,0

dpe = —@[Jg/\wg—i-ua/\w—kw/\wa <pa/\<pﬁ

ou ¢, g, A%, pq sont des formes de Maurer-Cartan modifiées de G¢M. 1

en découle une premitre réduction du groupe GV :

LEMME 3.4. — Nous imposons :

S99 =0

(3.10)

Le nouveau groupe correspondant & cette normalisation est le sous-groupe
de Lie de GV formé des matrices telles que les coefficients b de la matrice

R sont égaux a 5%%

— 14 —



Probléme d’équivalence locale pour un systéme scalaire complet d’équations

Démonstation. — Les coefficients Sgg sont des fonctions de z, u, u®

et des parameétres respectifs h et ¢! des groupes H et G(V). En calculant

ha? = 857 (x, u, u® | h, g/(l)g(l)), c’est-a-dire en faisant agir 1’élément

g/(l) de G sur 'ensemble des valeurs prises par les coefficients de torsion

des équations de structure précédentes, nous pouvons savoir comment les
b
fonctions Sgg varient sous laction de GV, Nous avons :

SEaT = S§T 4 670G + 03b% + 600G + 05b7 — 6500t — 5065t (3.11)

En prenant la trace sur o et p dans (3.11), c’est-a-dire en sommant les
relations (3.11) quand les indices o et p sont égaux, nous obtenons :

507 = S99 4 (n+ 2)b — (n + )55t + 6307, (3.12)

Nous pouvons donc choisir b3 en fonction des variables z, u, uD, des
parametres h du groupe H et de ¢ de maniere a avoir S57 = 0. Nous

déterminons ensuite le sous-groupe de G(!) dont P’action sur 'ensemble des
valeurs des coefficients de torsion laisse inchangées ces valeurs normalisées.
La relation (3.12) impose la condition b§ = 53‘% dans la matrice R pour que

la somme S35 reste nulle.

Nous commencons donc une deuxieme boucle de ’algorithme de Cartan
avec le groupe et la nouvelle 1-forme différentielle vectorielle définis grace
au lemme.

Nous différencions les 2-formes différentielles ®° et nous obtenons :

1
doP = <p§/\<I>Z¥—@lA@fj%—@aAwﬁ—l-‘I)ﬁAwa—Mgw”/\@v—§5§\I/Aw (3.13)

avec
U =dy—1YAe—20%A@q. (3.14)

Or, grace a la normalisation (3.10), il vient :
O = oo Nw.

En différenciant cette identité, et en comparant avec (3.13) dans laquelle on
remplace ¢ et @, par les valeurs données dans (3.6), nous avons :

¢53 =0 mod w, W, ws.
Nous pouvons donc écrire :
¢5 = Rz,w" + T3 w, mod w,
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et finalement :
o5 = Sgyw’ ANwy, + Rz w? Aw —I—TﬁwwnY Aw
= R w' Aw’ + T3 wy A w?  mod w (3.15)
o, = —nguﬂ Awg — T wy Awg  mod w.

Nous en déduisons I’expression des équations de structure correspondant a

la boucle de 'algorithme que nous venons d’effectuer. Il s’agit des équations
(3.1) auxquelles viennent se joindre les équations :

dp = w/\w—i—wﬁ/\gog—i—gog/\wg
1

dpg = 553‘1/1/\(0—@%/\90?; — g Aw® = Awg + 05w A py
—{Sggw” ANwy + R w? ANw + Tg‘ww7 Aw

dp® = Qw/\w“—i—)\a/\w—l—(pa/\@—i—wg/\@ﬁ (3.16)
+RE WY A WP+ T wy A WP
1 8

dp = §¢Awa+ua/\w—<pa/\<pg
ng,yuﬂ ANwg — Tf”w,y Awg

ou ¥, \Y, g sont ici aussi des formes de Maurer-Cartan modifiées.

De la méme maniere qu’au lemme 3.4, nous établissons comment les
fonctions Rgv et T2 sont transformées sous 'action du sous-groupe de GV
avec lequel nous travaillons :

1
*3 _ pB B B
R = RS —60d, — -od,

(3.17)
T*B7 — TBY _ 5768 — Z§867.
a a v 9 o
LEMME 3.5. — Nous pouvons imposer :
Rg7 =T =0. (3.18)

Cette nouvelle normalisation conduit a reprendre [’algorithme avec le groupe
de Lie HY composé des matrices

< Iopt1 0 )
R I(n+1)2

ot R est définie par :

w w
I2n+1 0 w w
Wa Wa
) = Y+ tw
5 w5+ 055w
R I(n+1)2 p~ p* + %wa
Po Yo + %Wa
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La preuve de ce résultat provient directement du calcul mené ci-dessus,
en appliquant un raisonnement identique a celui du lemme 3.4. En prenant
la trace sur « et [ dans les équations (3.17), nous exprimons les parametres
¢ et d,, en fonction des variables z, u, u") et des parametres du groupe H
de fagon & ce que les conditions (3.18) soient vérifiées. Puis nous cherchons
le (sgabilisateur de ces nouvelles valeurs et nous obtenons ainsi le groupe
W,

Nous définissons une H)-structure Pé-l) sur Py s et nous commencons
donc une nouvelle boucle de I'algorithme avec le groupe de Lie a un parame-
tre HW,

Nous différencions ’équation (3.4), ce qui nous donne :
>0 =P Nwy —wW* APy + VU Aw = 0. (3.19)

D’autre part, les normalisations (3.10) et (3.18) des boucles précédentes
permettent d’écrire la trace de (3.13) sous la forme :

dfpg:(n+1)w“/\<1)a+<1>°‘/\wafg\11/\w:0. (3.20)

De (3.19) et (3.20), nous tirons :

DY ANw, + 20 Aw=0

Bo Aw® — TUAw=0

(3.21)

Nous déduisons de (3.21) :
U =Q%w*Aws mod w.

En utilisant & nouveau (3.21) ainsi que les expressions (3.15) des 2-formes
P> et d,, nous obtenons les relations de symétrie :

RS =RS, TP =T)°. (3.22)

yar o

De (3.15), (3.21) et (3.22), nous tirons les expressions finales des formes ®¢
et ., :

1
o =T5" w, AwP + §ngﬂ Aw+ L*Pug Aw

1 (3.23)
¢, = Rg,ng Aw? + §Q§wﬂ Aw + PopwP Aw.
Les coefficients L®# et P,z vérifient les relations de symétrie :
Locﬁ _ Lﬁa
Pas = Psa. (3.24)
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Avec (3.23), nous établissons les nouvelles équations de structure du probleme :

dyp = zlew+w5A<pﬁ+<P5Awﬁ

dof = 56%1/}/\0}—90%/\(/)?;—gpg/\wa—wo‘/\u.w—l—ég‘w'y/\cp,y
—{Sggw”/\wg+R§7w7/\w+T57w7/\w

dp® = SYAW+ " N+ gf AP (3.25)
+T5" w, A WP+ %ngﬁ Aw+ L*Pws Aw

dpa = 3% Awa — 08 Agp
—&—ngwg Aw? + %ngg Aw + Popw® Aw.

Il s’agit ensuite procéder a ’absorption de la torsion dans ces équations.

LEMME 3.6. — Nous pouvons imposer :
Qa=0 (3.26)

en remplacant ¥ par 1 — %Qlw dans (3.25).

Remplacer 9 par ¢ — %sz ne modifie pas la forme des expressions
(3.25), simplement les nouveaux coefficients Q7 vérifient la condition de
trace (3.26).

A ce stade, nous décidons de prolonger a nouveau le probleme. Il apparait
que nous ne disposons d’aucun degré de liberté sur la forme de Maurer-
Cartan modifiée 1, c’est-a-dire que nous ne pouvons lui ajouter aucune
combinaison linéaire des formes w, w®, wa, ¢, ¥3, ¢, Yo sans modifier
ni les équations de structures du probleme (3.25) ni les conditions de trace
(3.26), (3.10), (3.18). Le groupe intervenant dans ce prolongement est donc
trivial et nous sommes ramenés & un probleme de {e}-équivalence sur la

variété Pél). Il ne reste plus maintenant qu’a calculer di. Nous avons :
dV = —UAp+20%° AP, —20% A . (3.27)

D’autre part :
U =Qw* Nws+wAv

ou v est une l-forme différentielle. En calculant la différentielle de cette
derniére expression et en utilisant (3.23), il vient :

(ng—ngwl—FQny— lwf+2R5a¢7—2Tgﬁ907+5§1/)/\w0‘/\wg =0 modw.
(3.28)
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Grace aux conditions Qf = 0, RS, = 0 et T7* = 0, nous obtenons finale-
ment :
v=0 modw, w* wg,

et donc :
dp =P A+ 20% A oo+ QBw Aws + Ko Aw + How® Aw.  (3.29)

Arrivé a ce stade, I'algorithme de Cartan s’arréte. A Taide de réductions
et de prolongements successifs du probleme de G-équivalence initial, nous
avons associé au systéme d’équations aux dérivées partielles (S) un corepere
(w, W% wa,p, ¥§, ¥%, ¢a, ) défini localement sur la variété Pél) et
entierement déterminé par les équations de structure et les conditions (3.8),
(3.10), (3.18), (3.22), (3.24) et (3.26). Nous avons donc établi le théoreme
donné par S.S. Chern dans [4] :

THEOREME 3.7. — Soit un systéme d’équations aux dérivées partielles
complétement intégrable (S). Il existe un unique systéme de 1-formes diffé-
rentielles linéairement indépendantes

w, W Way Py PG, P Pa, ¢

définies sur ’espace des variables (z, wu, M) a, a, ba, mg, t) qui est
entierement déterminé par les équations de structure :

do= oAw—+wlAwg

dw® = goa/\wqtgog/\wﬁ

dwa = o Aw+ 9 Awa — @8 Nwp

dp= YAw+wlApg+ P Awg
1

de = §(Sg¢/\¢u—apg/\tpf;—<,0ﬁ/\wa—gpo‘/\wﬁ—i—(SI(?,‘w'Y/\Lp7
+S5IwP ANwe + R WY Aw +Tg wy Aw

dp® = 51/1/\w + ¢ /\g0+goﬁAgoﬁ
+T5 " wy AP + 3Q5w° Nw + L*Pws Aw
1
d(pa: §¢Awa—<ﬂg/\<ﬂﬁ
+RE wp Aw + 5Q8ws Aw + PopwP Aw
dp = YNe+20% Npq
+QPw™ A wg + K%o Aw 4+ How® A w,
et les conditions de trace :
Sge =0
Ro, =137 =0 (3.31)
Qe =0,
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De plus, les coefficients intervenant dans (3.30) vérifient les relations de
symétrie :

8p =SBy = 58
P,
it

T8 = T8 (3.32)
Laﬁ — Lﬁoz
P.j3 = Pgq.

Nous avons donc ramené le probleme d’équivalence des systemes d’équations
aux dérivées partielles (Sp) et (S) a un probleme de {e}-équivalence sur les

variétés Pél) et Pél correspondantes.

4. Interprétation géométrique

Nous reprenons les notations de J.J. Faran [7] et nous appellons & le sous-
fibré de T* M formé des multiples aw avec a # 0 de la forme de contact w.
La forme w = aw est ainsi intrinsequement définie sur £ et nous avons :

dw=9Aw+w’ Awg, (4.1)

1
avec w* = —w®, W = gwa et b2 = a.

b

Les formes w, w?®, wg, @ constituent une base du fibré cotangent de €.
Soit G le groupe des matrices de la forme :

1 0 0 0
a® mg 0 0
b 0 nd 0

t —mgb,y ng a’ 1

olt (a®) et (by) sont des vecteurs de C", t € C, (m§) € GL,(C) et ngm); =
5g.
B8

L’équation (4.1) et la forme w sont invariantes sous l'action des trans-
formations de G, c’est-a-dire que les 1-formes différentielles :

*

w = w

W' = a®w+ mﬂgwﬁ

wy = bow+nlwg

©* = pttw— m?;bw)ﬁ + n?/cﬂwg

vérifient ’équation (4.1).
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Le fibré &£ possede donc une Gi-structure notée ) qui est la réduction
du fibré des coreperes au dessus de £ laissant w et (4.1) inchangées. De la
propriété d’unicité du théoreme 3.7, il découle que nous pouvons voir les
formes w, W%, wq, @, ©G, Y% Pas 1) associées au systeéme (S) comme des
formes sur la variété ). Leurs expressions en coordonnées locales ainsi que
celles de leurs différentielles restent donc les mémes.

A présent grace A ce systeme de 1-formes différentielles, nous constru-
isons une connexion de Cartan sur le Gi-fibré ). Pour cela, rappelons
quelques définitions et notations. Pour un vecteur A de I'algebre de Lie
g1 de G1, on note A* le champ de vecteur vertical sur ) induit par l'action
de Gy sur Y. L’action a gauche de g € G1 sur Y est notée L, Une connexion
de Cartan sur ) est la donnée d’une 1-forme différentielle 7 sur ) a valeurs
dans I’algebre de Lie sl,,2(C) qui vérifie :
(i) =(4)=A4
(ii) L;,l(ﬂ) = adgm (4.2)
(iii) #(X)=0<«< X =0 pour tout X € Y

ot ad,(m) = g.m.g™ L.

Pour commencer, nous examinons ce qui se passe dans le cas du systeme

(So)-
4.1. Le cas plat
Soit (Sp) le systeme d’équations différentielles :
(So) @ Ugags =0, «, B=1,...,n.
On lui associe la sous-variété de I’espace de jets Jﬁﬁl :
Mo = {(z,u,uM u?) e J2 u? = 0}.

Remarquons que nous pouvons considérer M, comme une hypersurface

complexe de I'espace (C?;i) X C?gj) grace a l'application biholomorphe :

qb : Mo — (C”“x@"“

(z,u,uM 0) — (x,u,u(l),u—u,y:ﬂ)

En tant qu’hypersurface complexe de C*+! x C"*1, M, est ainsi 'ensemble
des points de coordonnées (x,u, (,w) tels que : u = w + 27¢,.

D’autre part, on peut voir I'espace vectoriel complexe C"*t1 x Ct!
comme une partie de l'espace P**! x P"*! en ajoutant a chaque C"*+!
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un hyperplan & linfini. En fait, si nous munissons l’espace P"t! x Pnt!

d'un systeme de coordonnées homogenes mnoté ([z°, zl,... 2™ ul,
(€0, ¢, ..., ¢, w]), les points de C™H! x C*H! sont ceux admettant pour co-
ordonnées homogenes ([1, 2!, ..., 2" ul,[1,¢, ..., (", w]). Nous notons éga-

lement M, la sous-variété algébrique de P**! x P**! des points dont les
coordonnées homogenes vérifient 1’équation :

ulo = wa + 7 ¢y .
Nous posons : ((z°, 21, ... 2", u), (¢° (1, ..., (" w)) = wz® —uly + 27¢,.
Nous introduisons & présent la notion de My-repere [7] :
DEFINITION 4.1. — Un  Mq-repére est un ensemble de wvecteurs
(Z°,...,Z" Y Zo, ... Zny1) de C*F2 wérifiant (Z4, Zg) = hiy avec :

h9L+1 = (ZO, Zn+1> =1
h’n+1
0

Le groupe SL,2(C) agit sur 'ensemble des My-reperes de la maniere
suivante : si g = (g7) est une matrice de SL,12(C) et (Z4, Z4) est un
M-repere, nous posons :

ZA = gAzB

* B B /B 1Cp D —1 1A -1 1A (4.4)
Z) =kaZp avec kX =hg’gpha, g~ = (gp) et b~ = (k).
Autrement dit, Z*4 est la A-iéme ligne du produit matriciel g.Z, ot Z est
la matrice dont les lignes sont les Z4 et Z% est la A-ieme ligne du produit
tk.Z' olt Z' est la matrice dont les lignes sont les Z4.

Nous vérifions facilement que (Z*4, Z%) est un My-repere. De plus, en
se donnant un Mo-repere de référence (E4, E4), 'ensemble des My-reperes
peut étre indentifié au groupe SL,,2(C) grace a (4.4).

Observons que si (Z4,Z4) est un Mo-repere, le point de coordonnées
homogenes ([Z°],[Zo]) appartient & My. Nous en déduisons que SL,,12(C)
agit sur Mg en considérant :

([2°). [Z0]) — (12*°].[25)).
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Le sous-groupe K de SL,12(C) des matrices laissant My fixe point par
point pour l'action que l'on vient de définir est composé des matrices de
la forme (£67) avec e"*2 = 1. Le groupe SL,2(C)/K = PSL,2(C) agit
donc de maniére effective sur My.

Nous appelons Fj le quotient de ’ensemble des Mj-reperes par la rela-
tion d’équivalence :

(Z4, Za) = (2, 7)) & Feavece" et 24 =24, 7y = Za.

Le groupe PSL,12(C) agit sur Fy de la méme maniere qu’en (4.4). Nous
identifions donc Fy avec le groupe PSL,2(C).

Le stabilisateur H du point ([Z°],[Zo]) pour I'action de SL,,.2(C) sur
I’ensemble des My-reperes est le groupe H des matrices :

s 0 O
t* tg 0
T T3 O

avec sodet(tg) = 1.

Explicitement, il s’agit des transformations :

70 = sz°

z¢ = tD‘ZO—Ft%‘Zﬁ, a=1,....n

VAL T(ZO + TgZﬂ +ozntt (4.5)
VA = s Z '
z = —T(;Z0+t'/6aZg7 a=1,....n

Zi, = 1 Z°4tPZ5 40 Zni

oil on emploie la notation (g4)~* = (g%4)).

Soit Hy = H/K. Nous avons alors :
Mo = PSL,42(C)/H,.

Soit & présent (Z4, Z4) un Mo-repére, on note Z la matrice de SL,,2(C)
dont les lignes sont les Z4. Comme on I’a déja vu, les formes de Maurer-
Cartan du groupe SL,12(C) sont données par la matrice de 1-formes diffé-
rentielles m = dZ.Z~! & valeurs dans I’algebre de Lie sl,,1.2(C) de SL,,2(C).
Notons que les groupes SL,12(C) et PSL,2(C) ont la méme algebre de
Lie et les mémes formes de Maurer-Cartan car le groupe K est discret.

Des relations :
dz* = 572", (4.6)
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nous déduisons les équations de structure du groupe SL,2(C) :
drp = & AT (4.7)

Nous pouvons maintenant expliciter le lien entre PSL,12(C) — My et
Y — M. Soit le Mg-repere (E4, E,) défini par :

E° = (1,2%,...,2")

E“ = (0,...,0,1,0,...,0,¢s)
E™ = (0,...,0,1)

EO = (17<17"'7<n)

E, = (0,...,0,1,0,...,0,—z%)
E,.1 = (0,...,0,1).

Un calcul direct donne :

<dE07E0> —w
(dE*,Ey) = —w,
(dE°,E,) = w°.

Maintenant, si (Z4, Z4) est un Mg-repere issu de (E4, E4) par une trans-
formation du groupe H, les équations (4.5) nous donnent :

(dZ°,Zy) = —sow
(dZ°, Zy) = —0t%w— Z U,tgwﬁ
s (4.8)
(dZ°,Z,) = sT,w+ Z st PP,
B
Posons : ,
a=so
a® = ST;
bo =0t (4.9)
mg = St;ﬁ
B — 5t
N =0 5.

On a ainsi d’apres (4.6) :
(dZ°, Zy) = —W(,)H_l = —w
(dZ%, Zo) = —Tp ) = —Wa
(dZ°, Z,) = 70 = w°.
Les équations de structure (4.7) du groupe SL,12(C) et les équations (3.30
+
associées au systéme (Sp) nous permettent de conclure que :

™ = Qpla 5§778 - @g Owa (410)
-3 = m -
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avec (n+2)m) = ¢ + ¢ de fagon & avoir une matrice de 1-formes & valeurs

dans sl,,42(C). Nous vérifions de plus que sous l'action d’un changement de

Mo-repere issu de H, la forme ¢ = n) — 7 f] devient :

©* = (s — 70 )w + nga,wg — Ztlgswﬁ. (4.11)
B8 B

Nous nous intéressons au Gi-fibré Y — &, nous considérons donc les
transformations de H telles que a = 0~ 's = 1 et on notera H; le groupe
de ces matrices. Grace aux relations (4.9) et aux équations (4.8) et (4.11),
nous obtenons :

Gy~ Hy /K (4.12)

Soit Z € SLy4+2(C), Péquation (4.6) s’écrit matriciellement :
Az = .7 (4.13)

Si nous effectuons le changement de Mg-repere Z* = g.Z avec g € Hy, nous

avons :
dz* =n*.Z*

et (4.13) nous permet de conclure que :
7" = adg(m).

La propriété (i) de (4.2) est satifaite du fait que 7 est une matrice de formes
de Maurer-Cartan de SL,,2(C) ; quant & la propriété (iii), elle est vraie car
les formes du théoreéme 3.7 forment un corepere sur la variété ).

Nous avons donc défini une connexion de Cartan sur le G1-fibré ). Cette
construction va nous servir de modele pour le cas général.

4.2. Cas général

Nous considérons a présent la matrice de 1-formes A\ définie par :

o wh w
A = b Some — ¥ Wa
—5¢ ¥ m—e

ou cette fois (w, W™, wa, ¥, ¥F, ¢*, Ya, ) est le corepere associé au
systéme (S) par le théoreme 3.7. Les équations (3.30) peuvent s’écrire sous
la forme :

dAN=AANX+A (4.14)
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avec, en reprenant les notations du paragraphe précédent :

1
i3} 0
n+2 7 51 5
A = q)la 60477,_4»2(1)7/_(1)& 0
1
—5¥ —oF R

Pour une 2-forme © = ngﬁ A W, POSONS :
Tr(©)=0].
Les conditions (3.31) peuvent se synthétiser en :
Tr(A) = 0. (4.15)

Pour g € Gy, soit A = L;(\) et soit A* = adgA. Grace aux relations (4.9),

nous obtenons le fait que w* = @, ,W** = @%, Wi = 04 et ¢* = ¢. Les

matrices de 1-formes différentielles \* et \ vérifient ainsi les équations de
structure (3.30), (3.32) et (3.31) du fait que (4.15) est invariante sous la
transformation adjointe par un élément de H;. La condition d’unicité du
théoreme 3.7 donne alors :

L7 (\) = adg(M). (4.16)

g

Comme A = 0 quand on se restreint a la fibre de ), le théoreme de Frobenius
nous assure de 'existence d’une application analytique de Gy sur la fibre
de Y fibre qui ramene A\ sur la matrice de formes de Maurer-Cartan 7
définie plus haut. Grace a (4.16), on montre que cette application est G-
équivariante et la propriété (i) de (4.2) découle alors des propriétés des
formes de Maurer-Cartan. Nous avons donc démontré :

THEOREME 4.2. — A tout systéme d’équations différentielles :

(S) & Ugags = Fop(z,u,uyz), Fop = Fgo, a,0=1...n,

est associée une unique connexion de Cartan de groupe SL,+2(C) sur le fibré
principal Y de groupe G1. Cette connexion est caractérisée par l’équation

(4.14) et la condition (4.15).

5. Equivalence des systémes (S) et (Sy)

Dans ce paragraphe, nous donnons une condition nécessaire et suffisante
d’équivalence des systemes (S) et (Sp). Pour cela nous utilisons le résultat
suivant di & E. Cartan [12] :
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THEOREME 5.1. — Soit 6 un corepére sur une variété analytique com-
plexe de dimension m. Le groupe de symétrie de 0 est un groupe de Lie
compleze a m paramétres (c’est-a-dire de dimension mazimale en tant que
variété complexe) si et seulement si les coefficients de torsion des équations
de structure obtenues en différentiant 6 sont constants.

Nous savons d’apres les travaux de A. Sukhov [17], [18] que le systéeme
(So) a un groupe de symétrie de dimension maximale n? + 4n + 3. Les
coefficients de torsion S§7, ng 75", Q3, L3, P.g, K®, H, apparaissant
dans les équations de structure du corepere associé au systéme (Sp) par le

théoreme 3.7 sont donc tous constants.

Pour déterminer les systémes (S) qui possédent un groupe de symétries
ponctuelles de dimension maximale, il s’agit donc d’apres le théoréeme 5.1
de savoir a quelles conditions les coefficients de torsion correspondant au
corepere associé a (S) sont tous constants. Or, nous avons :

LEMME 5.2. — Si les coefficients de torsion S§f, ng Tﬁcw, QF, LoB,
Pyg, K%, Hy d'un corepére (w, w®, wq, @, % PY, Pas ) associé a un

systéme d’équations aux dérivées partielles (S) sont constants, ils sont nuls.

Démonstration. — Les équations de structure (3.30) nous permettent
d’écrire la relation d?1) = 0 sous la forme :

(dQg +2Q5p + 2R3 07 = 2T)7 ¢y — Q)T + Q5¢) + ) Kwy + 6 H,pw")
AwP A we
+(dH, +2Q) o~y + Hyp) + Hyp — 2P, ,07) AwP A w
+H(dKT = K793 +3K7p + 2L ¢p,) Awy Aw =0
(5.1)
Ainsi, si les formes dQ, dH, et dK“ sont nulles, les fonctions Q7, ng,
Tf”, H,, K LB et Pg, le sont aussi.

En calculant la différentielle de ®7 = SP2w° A w, et en comparant
Pexpression obtenue avec (3.13), nous obtenons de fagon analogue le fait
que si S22 est constant, il est nul.

Finalement, si les équations de structure du corepeére (w, w®, wq, P, 3,

0%, ©Yq, ) défini sur Pél) associé a (S) sont a coefficients constants, ce sont
en fait les équations de structure du corepére associé au systeme (Sp). Le
résultat suivant découle alors du théoreme 3.7 :
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THEOREME 5.3. — Un systéme d’équations auz dérivées partielles du
second ordre complétement intégrable (S) est équivalent au systéme (So) si
et seulement si les coefficients de torsion du corepére associé a (S) sont nuls
ou de maniere équivalente si son groupe de symétrie est un groupe de Lie
complexe de dimension n? + 4n + 3.

Le groupe de symétrie d’un systeme d’équations aux dérivées partielles
(S) est un groupe de Lie complexe de dimension inférieure ou égale a
n? + 4n + 3. Dans le cas ol le systéme (S) provient d’une hypersurface
réelle analytique Levi non dégénérée H de C"*!, A. Sukhov a démontré
dans [17], [18] que le groupe des automorphismes locaux Aut(H) de H est
un sous groupe de Lie réel du groupe de symétrie de (S). Toujours d’apres
[17], [18], la dimension réelle du groupe de Lie Aut(H) est inférieure ou
égale & la dimension complexe du groupe de symétrie de (S). A V'aide du
théoreme 5.1, nous retrouvons donc le fait établi dans [5] que les seules hy-
persurfaces réelles analytiques Levi non dégénérées qui admettent un groupe
d’automorphismes de dimension n? + 4n + 3 sont celles auxquelles on peut
associer le systeme (Sp), c’est a dire a biholomorphisme pres, les quadriques
de CH1L,

Nous recherchons a présent & avoir des expressions explicites des coefli-
cients de torsion des équations de structure du corepere associé au systeme
(S). Cela nous fournira des conditions sur les fonctions F, 3 intervenant
dans la définition du systeme (S) pour que (S) et (Sp) soient équivalents.
Nous procédons en trois étapes. Nous montrons dans un premier temps que
Pannulation de certains des invariants obtenus dans le théoréme 3.7 (et que
nous qualifions désormais de fondamentaux) suffit a garantir celle des autres.
Puis nous calculons les expressions de ces invariants pour certaines valeurs
des parametres des groupes intervenant dans la construction du deuxieme
paragraphe. Enfin, nous utilisons les propriétés des connexions de Cartan
pour obtenir I'expression générale des invariants fondamentaux.

Commengons donc par démontrer le résultat suivant :

THEOREME 5.4. — Les invariants Q2 Rgv, TP, Hy, K, LPY et Pg,
peuvent s’exprimer en fonction des dérivées covariantes des invariants Sg‘g

par rapport auxr 1-formes w® et we.

Démonstration. — Nous allons utiliser les relations de Poincaré
G = 0, d®p* = 0, d®po = 0 et d* = 0 que nous calculons & l'aide
des expressions (3.30). Nous en déduisons des relations entre les fonctions
mises en jeu.
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Avant de commencer le calcul proprement dit, fixons quelques notations.

o (1
Pour une 1-forme ¢ sur la variété Pé ), nous notons :

Doy = X¥00  P(uy) = Xaa@
ou X et X, sont les champs de vecteurs duaux des 1-formes w® et w,.

En recherchant le coefficient de w” Aw? Aw, dans la 3-forme dzgog, nous
obtenons l'identité suivante :

dSgo . + 82 RS, — 67R3, = 0. (5.2)

En prenant la trace sur o et v de (5.2), il vient :

R§, =—— Z S5 .- (5.3)

De méme, en considérant cette fois le coefficient de w, A w” A w, dans
I’expression d2<pg, nous avons :

dSge = 05TET + 0)TE" =0 (5.4)

et en prenant la trace sur p et v dans (5.4) :

- n Z ﬁp(w,ﬁ (5:5)

Nous isolons maintenant les coefficients des produits exterieurs
Wl ANwP Awg et wy Aw” Aws dans 'expression d?p®, nous obtenons alors
les égalités :

—dT%" — —5%20 + 5"@“ = (5.6)

P(wY)

—dT? 4 )7 =0, (5.7)

Le calcul de la trace sur o et -y dans (5.6) et la trace sur v et p dans (5.7)
nous donne les relations suivantes :

Zd . (5.8)

et

=- Z e (5.9)
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En explicitant a présent les coefficients des produits extérieurs
WY A w? A w, dans l'expression de la 3-forme différentielle d?¢, desquels
nous calculons la trace, nous obtenons :

Z R, (5.10)

Enfin, il découle de (5.1) :

09H,+dQ5 . =0 (5.11)

et
oK +dQp | =0. (5.12)

En prenant la trace sur o et v dans (5.11) et sur «y et p dans (5.12), il vient :

S Z Qs .., (5.13)

== Z Q. . (5.14)

Les relations (5.3), (5.5), (5.8), (5.9), (5.10), (5.13) et (5.14) permettent de
conclure la démonstration du théoréme.

En conséquence, nous avons directement le résultat suivant :

COROLLAIRE 5.5. — Si les fonctions Sgg, sont nulles, il en est de méme
pour les fonctions Q°, RS TPV, H,, K, LP et Ps,.

oy’ o

Ainsi, d’apres le théoréme 5.1 et le lemme 5.2, pour que le systeme (S)
soit équivalent a (Sp) il faut et il suffit que les fonctions S§7 soient nulles.

Placons nous & présent sur une trivialisation locale U x H x H(") du fibré

P‘gl) ou U est un ouvert de Ms. Nous calculons les expressions explicites des
invariants fondamentaux S37 en I'élément Idy, gy du groupe H x H M,

Pour une k-forme ¢ sur U x H x H® on note @|14 les valeurs de ¢ en
lidentité du groupe H x H(1).
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PROPOSITION 5.6. — Pour tous les indices a, 3, p, o variant entre 1 et
n, nous avons les erpressions :

0?F, 0?F, 0°F,
S,BU ap oy §° P
lra = Ouglu, n+2 ( r Z OugOu T 27: OugOu.
O*F, 0?F,
B8 e a - 5.15
0% ZY: OugOu 03 ; augé)uA,) (5.15)

TR S (6567 +6065)> Dy
(n+1)(n+2)" 7 P = Ju,Ou,

des invariants Sg7|ra en fonction des variables (z, u, uM).

Démonstration.— Nous commencons par établir les expressions expli-
cites des formes de Maurer-Cartan modifiées intervenant dans le lemme 3.3.
Nous savons que H est le groupe des matrices (2n+1) x (2n+ 1) inversibles
s’écrivant :

a 0 0
a® mg 0
bo 0 nf

@, «
avec myng = aéﬁ.

Pour plus de clarté, les formes de Maurer-Cartan modifiées de H utilisées
dans le lemme 3.3 sont désormais notées ¢, g3, p* et Qq, et nous cessons
d’utiliser les conventions de sommation d’Einstein.

Pour une fonction f: M — C, nous définissons 'opérateur de dérivée
totale restreint a M de la fagon suivante :

. 0 0
Dr(f) = o 1 f+z Pt

Le systeme d’équations aux dérivées partielles (S) étant supposé complete-
ment intégrable, les fonctions F, 3 intervenant dans sa définition vérifient
donc les identités suivantes :

Do (Fop) = Daa (Fyp) = Dys(Fay), (5.16)
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Un calcul direct explicite effectué au moment de la détermination des équations
de structure données dans le lemme 3.3 montre que :

- a® b
SRS YU YL
o p
5 a“a’ a®b
¢ = SD“*Z P “’072 azpwp
o
N boa® bab
PG DL L
o p
1 OF
LY T,
1 6"\/7/\:Py‘7 aF’Y (5 17)
+-— Z e ﬁ)‘mfm:))‘mgbgwp
@ "Mp, Uy
Py i,
ou
B:sA.p

B by,
B_ . p_a _Z sbo s
9004 90(1 awoé (5 +6 )

. Z 88F0>\ mm mBuP

o My Ty
Uy

VA p,0

A T'aide des expressions (5.17), nous calculons d@? |4 :

d@lla = doflra—d(*- )|Id Nwo — Z(Wd )ra A @’
P
5‘F
— Z 6ﬁd |Id Nw” —(d Z ua/\ migm mEw’)|ra
W Y
= 7|Id AoXl1a— @1a N wa — 55 Z@'yl[d A — @ol1a A P
Bt
OF,»
(@ 3 S mimiela
1A, v
(5.18)
. c . aFJA to, IN, B, .p
Nous voulons maintenant expliciter le terme (d Z M M My w )14
YA T

intervenant dans (5.18). Pour cela nous avons besoin du lemme calculatoire
suivant :
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LEMME 5.7. — Soit une application analytique F' : M — C. La différen-
tielle de F' peut s’écrire sous la forme :

F=Y D (F)a + g—iw +

D’autre part, nous avons pour tout o, (3, v, A :

o . . OF.5. aFaﬁ OF,, 0Fqp
— (Dzv(Fop)) = Dy . 1
au)\( x ( B)) ( 8U)\ ) 6 + Z (9u>\ aun (5 9)

Ces résultats proviennent directement des conditions d’intégrabilité (5.16)
du systeme (S).

Grace au lemme 5.7, il vient :

8Fa
d Z A /am/)\mﬁwp)|1d:

Mg M My
VA, p0,0
_ P LY p ap B p
Z o ala N +Z o, Phlia A
P o P om . B
0P Zp| A o i Olap 5 o p
+> dug 7 @ > ug ouy = T (5.20)

Nous obtenons ainsi ’expression de la différentielle extérieure de la forme
@8 calculée en Idy, o :

d%hdeSthd/\%hd* 10 Nwa = Galta ANw’ +85 Y @7 A Gylra

v
+Z%ww /\wp+Qg|1d/\w
p OugOu
ot QF est une 1-forme sur U x H x H™W, (5.21)
Notons : Sﬁd r,
= 5 (5.22)

Lors de la premiere boucle de l'algorithme de Cartan que nous avons
effectuée apres le premier prolongement (voir lemme 3.4), nous avons déter-
miné certains parametres du groupe GV de facon a ce que la condition de
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trace (3.10) soit vérifiée. D’apres (3.11) et (3.12), nous disposons des valeurs
attribuées a ces parametres :

~ t
% By B oy B~ 9
o n+2ZS +50‘2n+ )(n+2);sﬂ+50‘2' (5:23)

Or en utilisant (3.11), nous obtenons I'expression des coefficients S§7 inter-
venant dans les équations de structure (3.9) apreés la normalisation (3.12)
du lemme 3.4 :

S5 11a = S§5 11 + 0505 1a + 6505 1a + 650G ra + 6563 | 1. (5.24)

En remplagant dans (5.24) les coefficients bghd, b5 114, bg|1d et b7 |ra par les
expressions (5.23) correspondantes calulées en Id; ;7(1y, il vient finalement :

0°F, O%F,
Bo Y lap Y Yay
Sa ‘Id 8u58u6 n+2 ( P Z OugOuy
- 0*F,, 3 (‘32FCw 9? O Fyy
+ 0 ZY: Ouglu, +4, - Ou,0u, % Z Ou,0u.,

1 O*F,
(669 + 6567) ) T
* (n+1)(n+2)( a%p % ‘3‘);81LN81AV

Les groupes de Lie intervenant dans la suite de ’algorithme sont choisis
pour ne pas agir sur I’ensemble des valeurs des fonctions Sgg . Nous avons
ainsi démontré la proposition 5.6.

D’autre part, dans le quatrieme paragraphe, nous avons construit & I’aide
des 1-formes différentielles w, w®, wa, p, 5, ¥, Ya, ¢ définies sur I'espace
des variables (z, u, oM a, a, ba,mg, t) une connexion de Cartan sur
le G1-fibré Y au dessus de €. Grace & la propriété (i¢) de (4.2), nous savons
comment les fonctions ng sont transformées quand on fait agir le groupe
G1 sur V. Nous avons en fait les expressions :

1 A
She = arnwn mESE 4. (5.25)
De (5.25), il découle que I’annulation des fonctions S & |14 est suffisante pour
que les fonctions Sgg soient nulles partout.

Le systeme d’équation aux dérivées partielles (S) est donc équivalent au
systeme (Sp) si et seulement si les fonctions 55774 sont toutes nulles. A
laide des expression (5.15) de la proposition 5.6, nous aboutissons donc au
théoréme suivant :
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THEOREME 5.8. — Le systéme d’équations auzx dérivées partielles com-
plétement intégrable :

(S) ' ugags = Fopla,u,uz), Fap=Fpa, o,f=1...n
est équivalent au systéme :
(So) : Ugees =0, a,f=1...n

si et seulement st les fonctions Fug vérifient les conditions :
o 'S G T e+ S G
Ougdu, n+ 2 % augau 6u5 OuyOu,

O°F, 1 0? F
05 Py 585 5ﬁ50 I lwy
+op Z 6u08u7> (n+ 1)(n—|—2)( alp 1 0p Z = O Ousy

(5.26)

pour tous les indices «, 3, p, o variant entre 1 et n.

En resolvant le systéme (5.26), nous retrouvons les formules démontrées
par M. Hachtroudi dans [10] pour les fonctions F,g intervenant dans la
définition d’un systeéme (S) équivalent a (Sp) :

Fop(w,u,uy) = A%Upatzyts, + (BiUs, + Batie, )z, + Chats, + D,’iﬁ
(5.27)
ou A, B, C et D sont des fonctions holomorphes en les variables = et
avec ALy = Af, et Dig = Dj, et ol nous utilisons les conventions de
sommation d’Einstein.

Pour n = 2, les relations (5.26) s’écrivent :

PR _,
aUQaUQ n
PFn _
6u18u1

aulaul B 8u18uz
82F11 82F12 82F22
8u18u1 - 6U16UQ + 8U28U2
Ouy10ug B Ausdus

-0 (5.28)

Dans sa these [13], S. Neut a programmé Palgorithme de Cartan avec MAPLE.
Il montre que les conditions (5.28) sont nécessaires et suffisantes pour que
les systemes (S) et (Sp) soient équivalents dans le cas n = 2.
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