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Solutions canards en des points
tournants dégénérés(∗)

Thomas Forget(1)

RÉSUMÉ. — Nous étudions un opérateur défini à partir d’une classe
générale d’équations différentielles singulièrement perturbées dans le champ
réel; son caractère contractant permet de conclure à l’existence de solu-
tions canard dans le cas où l’on a un point tournant dégénéré.

ABSTRACT — The aim of this paper is the study of an operator de-
fined from singularly perturbed real differential equations containing a
degenerated turning point, we prove that this operator is a contraction.
This result is applied to prove the existence of canard solutions in those
equations.

Nous étudions une classe d’équations différentielles singulièrement per-
turbées dans le champ réel. Il s’agit d’équations de la forme

εy′ = Φ(x, y, a, ε) (0.1)

où la fonction Φ est une fonction de classe C∞ en ses variables, x est une
variable réelle, y une fonction réelle de la variable x de classe C∞, a un
paramètre réel, et ε un nombre réel strictement positif appelé petit paramètre
de (0.1), ce qui signifie que nous nous intéressons au comportement asymp-
totique des solutions de (0.1) lorsque ε tend vers 0.
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Thomas Forget

On se place au voisinage d’un point que l’on appelle un point tournant ;
la définition précise sera donnée dans le paragraphe suivant mais il suffit
pour l’instant de savoir que cette propriété implique que l’existence d’une
solution de (0.1) sur tout un voisinage de ce point, dans R, est un phénomène
exceptionnel.

C’est dans le but d’obtenir une telle solution, que l’on introduit un
paramètre supplémentaire a, dit paramètre de contrôle, qui est unidimen-
sionnel (a ∈ R) dans notre problème, alors que la résolution d’un problème
de forme analogue dans le champ complexe [10], [1] demande géneriquement
de disposer d’un paramètre de contrôle p-dimensionnel, où l’entier p mesure,
d’une certaine manière, le degré de dégénérescence du point tournant. Le
cas où p = 1 étant contenu dans les travaux accomplis dans le champ com-
plexe, nous nous intéresserons, dans ces travaux, au cas où p > 1, qui est le
cas où le point tournant est dégénéré.

Notre résultat principal énonce qu’un certain opérateur construit à partir
de (0.1) est contractant.

De ce théorème, nous déduisons un résultat d’existence d’une solution
canard [4], [11], [2] pour (0.1).

Il est à noter qu’un résultat similaire, pour une classe d’équations plus
générales du même type a été présenté par Peter de Maesschalck dans sa
thèse [3] en se basant sur une méthode d’éclatement [6] de la singularité, et
qu’un résultat similaire a été démontré par Daniel Panazzolo [9] dans une
classe d’équations prenant en compte plusieurs paramètres afin de pondérer
des termes que nous mettons de côté dans le cadre de notre étude.

L’intérêt de cette démonstration réside dans l’approche originale du
problème que nous faisons, qui nous permet d’aboutir, en plus du résultat
d’existence, à des approximations asymptotiques des solutions canards dont
ma thèse [7], actuellement en cours de correction, fait principalement l’objet.

Soulignons enfin que la démonstration présentée dans cet article a été
rédigée dans le cadre de l’analyse nonstandard [8], [5], dans la version IST
de Nelson, ceci pour des raisons de simplicité de formulation des questions
posées, et de rédaction.

Néanmoins, le résultat principal est écrit de manière tout à fait standard.

Je remercie Eric Benôıt pour l’encadrement apporté, Guy Wallet pour
ses conseils de rédaction de ce papier, et la région Poitou-Charentes pour
l’aide apportée au financement de ses travaux.
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Solutions canards en des points tournants dégénérés

1. Mise sous forme préparée

Afin d’étudier et de préciser le problème que l’on se pose, nous allons
mettre l’équation sous une forme plus appropriée dite forme préparée.

Quitte à effectuer une translation, nous supposerons que le point tour-
nant est 0.

Nous supposons l’existence d’une courbe lente, c’est-à-dire l’existence
d’un couple (a0, y0) qui vérifie

a0 ∈ R, y0 ∈ C∞ et ∀x, Φ(x, y0(x), a0, 0) = 0

En effectuant le changement {
u := y − y0

α := a− a0

nous arrivons alors à une équation de la forme

εu′ = Ψ(x, u, α, ε)

où la fonction Ψ vérifie

∀x, Ψ(x, 0, 0, 0) = 0

Nous supposerons que la fonction Ψ est de classe C∞.

Pour étudier les régions où les solutions longent la courbe lente, il suffit
alors de regarder l’attractivité de cette courbe et, pour se mettre dans les
conditions d’apparition de canards, nous supposerons donc que

∂

∂u
Ψ(x, 0, 0, 0) est




< 0 si x < 0

> 0 si x > 0

Afin de nous placer dans des hypothèses d’existence d’un point tournant,
nous supposons, de plus, que ∂

∂uΨ(x, 0, 0, 0) admet un zéro en x = 0 d’ordre
p qui, au vu de l’hypothèse précédente, est nécessairement un entier impair.

Cette fonction est donc de la forme xp(C + T (x)) avec C > 0 et T (0) = 0.

Quitte à effectuer un changement de variable sur x, nous considérerons
que ce terme est (p + 1)xp, donc que ∂

∂uΨ(x, 0, 0, 0) = (p + 1)xp.

L’application d’une formule de Taylor d’ordre 1 nous permet alors d’obtenir
la décomposition :

Ψ(x, u, α, ε) = αT1(x, α)+u ((p + 1)xp + αT2(x, α) + uT3(x, u, α))+εT4(x, u, α, ε)
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Nous faisons maintenant 3 hypothèses moins naturelles mais imposées
par les démonstrations qui vont suivre :

1. Le terme T2 est nul. (i.e. : il n’y a pas de terme admettant αu en
facteur sans un ε.)

Cette hypothèse est prise afin que le terme linéaire en u qui soit
dominant soit xpu.

2. Le terme T3 est nul. (i.e. : il n’y a pas de terme admettant u2 en
facteur sans un ε.)

Cette hypothèse est prise afin que l’équation prise sans le terme εT4

soit une équation en u, dans le cas contraire, il est alors possible qu’il
n’y ai pas de solutions canard, comme l’illustre l’étude de l’équation
εu′ = x3u + αx2 + u2 + ε.

3. αT1(x, α) = αxL(1 + xγ(x, α))

où γ est une fonction de classe C∞ en x et α.

Afin que les approximations faites dans la suite se déroulent bien, il est
nécessaire de prendre comme hypothèse de transversalité que l’entier L est
pair.

Dans la suite, les termes αxL+1γ(x, α) et εT4(x, u, α, ε) ont un rôle
marginal, alors que xpu et αxL sont les termes importants.

Nous nous sommes ainsi ramenés à l’étude des équations de la forme

εu′ = (p + 1)xpu + αxL(1 + xγ(x, α)) + εP (x, u, α, ε)

L’étude de ce type d’équation montre que la quantité infiniment petite per-
tinente est ε1/(p+1); pour cette raison, et afin de gagner en généralité, nous
considérerons P comme étant de classe C∞ en η := ε1/(p+1) au lieu de ε, et
étudierons donc les équations de la forme plus génerale

ηp+1u′ = (p + 1)xpu + αxL(1 + xγ(x, α)) + ηp+1P (x, u, α, η) (1.1)

Dans la suite, nous sommes intéressés à montrer l’existence de solutions
(α, u) longeant la courbe lente u0(x) = 0 sur tout un voisinage du point
tournant 0.

Les figures qui suivent montrent quelques trajectoires, solutions de l’équa-
tion εu′ = x5u + αx4 + εx2 avec ε = 0.1, −5 < x < 5, et −1.5 < u < 1.5
dans laquelle nous faisons varier le paramètre α.
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Solutions canards en des points tournants dégénérés

Ces figures permettant de conjecturer que les valeurs à canard du paramètre
vivent dans l’intervalle ] − 0.186172,−0.186171[.

Figure 1. — Champ des solutions pour α = −2 et α = −0.186172.

Figure 2. — Champ des solutions pour α = −0.186171 et α = 1.

2. Enoncé général

2.1. Le théorème principal

Soit Ω un ouvert de R
4 contenant 0, et soient alors (x0, A,B, η̃), tous

strictement positifs, tels que [−x0, x0] × [−A,A] × [−B,B] × [0, η̃] ⊂ Ω.

Dans la suite, E désignera l’ensemble des fonctions réelles continues sur
[−x0, x0], et nous le munissons de la norme ||v||∞ := supx∈[−x0,x0]{|v(x)|}.
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L’ensemble R × E sera, quant à lui, muni de la norme

|(β, v)|∞ := max{|β|, ||v||∞}

Munis de ces normes, les espaces (E, ||.||∞) et (R ×E, |.|∞) sont tous deux
des espaces de Banach.

Conformément aux notations utilisées dans la section précédente, p est
un entier impair, et L est un entier pair tel que L < p, et γ est une fonction
de classe C∞ sur [−x0, x0] × [−B,B].

Nous supposons que P est une fonction de classe C∞ de Ω dans R.

Pour tout M > 0, nous désignerons par BM l’ensemble {v ∈ E; ||v||∞ �
M}.

Notation. — Pour η ∈]0, η̃[, nous notons Ξη la relation définie, pour (β, v)
et (α, u) éléments de [−B,B] × BA, par (β, v)Ξη(α, u) si et seulement si u
est dérivable sur [−x0, x0] et, pour tout x ∈ [−x0, x0] :



ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL(1 + xγ(x, α)) + ηp+1P (x, v(x), β, η)

u(x0) = 0 = u(−x0)

Théorème 2.1. — Pour tout δ1 ∈]0, B[ et δ2 ∈]0, A[, il existe η0 > 0
tel que, pour tout η ∈]0, η0[, la relation (β, v)Ξη(α, u) induit une application
Ξη : (β, v) �→ (α, u) de [−δ1, δ1] × Bδ2 dans lui-même .

De plus, cette application est contractante pour la distance associée à la
norme |.|∞.

Soient δ1 ∈]0, B[, δ2 ∈]0, A[, et η0 donné par le théorème, prenons
η ∈]0, η0[.

Puisque [−δ1, δ1]×Bδ2 est un fermé de l’espace de Banach (R×E, |.|∞),
on en déduit que Ξη admet un point fixe (αη, uη) ∈ [−δ1, δ1] × Bδ2 .

Ce qui permet alors d’écrire


ηp+1u′
η(x) = (p + 1)xpuη(x) + αηx

L(1 + xγ(x, αη))
+ηp+1P (x, uη(x), αη, η)

uη(x0) = 0 = uη(−x0)

(2.1)
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Corollaire 2.2. — Pour tout δ1 ∈]0, B[ et δ2 ∈]0, A[, il existe η0 > 0
tel que, pour tout η ∈]0, η0[, le système (2.1) admet une unique solution
(αη, uη) ∈ [−δ1, δ1] × Bδ2 .

De plus, δ := min{δ1, δ2} étant fixé, la famille (uη)η∈]0,η0[ converge uni-
formément vers 0 sur [−t0, t0] lorsque η tend vers 0.

Pour tout δ′ ∈]0, δ[, le théorème 1 montre l’existence d’un η′0 > 0 tel que,
pour chaque η ∈]0, η′0[, l’application Ξη admet un unique point fixe (α′

η, u
′
η)

dans [−δ′, δ′] × Bδ′ .

Comme, pour tout η ∈]0,min{η0, η
′
0}[, on a (α′

η, u
′
η) = (αη, uη), on en

tire que ||uη||∞ � δ′.

2.2. Approche nonstandard du problème

Nous nous proposons de prouver un théorème externe (résultat nonstan-
dard) suffisant pour déduire le théorème 1.

L’intérêt principal de cette approche est de permettre une manipula-
tion plus aisée des ordres de grandeur sans avoir à introduire de constantes
artificielles.

Dans ce but, nous utilisons l’analyse nonstandard, dans la version IST
(Internal Set Theory) due à Nelson (voir [8]).

Ce cadre permet d’utiliser les ordres de grandeur suivants :

– Le mot standard désigne tout objet usuel.

– Un nombre réel x est dit infiniment grand s’il est plus grand, en
valeur absolue, que tout nombre réel standard.

On note x  ∞.

– Un nombre réel x est dit limité s’il n’est pas infiniment grand.

On note x = £.

– Un nombre réel x est dit infiniment petit s’il est plus petit, en valeur
absolue, que tout nombre réel standard strictement positif.

On note x  0 ou encore x = �.

– Un nombre réel x est dit appréciable s’il n’est ni infiniment petit, ni
infiniment grand.

On note x = @.
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Désormais, nous supposons que η est un nombre réel strictement positif
infiniment petit fixé, que p, L, γ et P sont standard. Il en découle que l’on
peut supposer que x0, A, B sont trois élements standard de R

∗
+.

Le paramètre η étant fixé, nous notons Ξ la relation Ξη, définie par :

(β, v)Ξ(α, u) ⇔ u est dérivable sur [−x0, x0] et, pour tout x ∈ [−x0, x0] :


ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL(1 + xγ(x, α)) + ηp+1P (x, v(x), β, η)

u(x0) = 0 = u(−x0)

Théorème 2.3. — Sous les hypothèses précédentes, on a les propriétés
suivantes :

– La relation (β, v)Ξ(α, u) induit une application Ξ : (β, v) �→ (α, u)
de [−B,B]×BA dans lui-même qui est contractante de constante de
contraction égale à £η, pour la distance associée à la norme |.|∞.

– L’image Ξ ([−B,B] × BA) est contenue dans l’ensemble externe

{(α, u) ∈ R × E : |(α, u)|∞ = £η}

Corollaire 2.4. — Il existe un unique α ∈ [−B,B], et un unique u ∈
BA, tels que pour tout x ∈ [−x0, x0] :


ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL(1 + xγ(x, α)) + ηp+1P (x, u(x), α, η)

u(x0) = 0 = u(−x0)

(α, u) est une solution canard de (2.1).

Montrons que le théorème 2 implique le théorème 1 :

Soit δ ∈]0,min{A,B}[, standard, alors, pour tout η0 strictement positif
infiniment petit, la conclusion du théorème 1 est vérifiée.

Par application du principe de transfert, on en déduit le théorème 1.

Preuve du corollaire 2.4. — En appliquant le théorème du point fixe à
l’espace complet standard [−B,B] × BA, en tant que sous-espace fermé de
l’espace de Banach R × E, on en déduit que Ξ admet un unique point fixe
limité, qui est le canard recherché.

Et, réciproquement, le canard s’obtient par calcul du point fixe de cette
application.
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3. Démonstration du théorème 2

Afin de démontrer le théorème 2, nous introduisons dans un premier
temps une application intermédiaire Θ dont l’étude nous permettra d’en
déduire les propriétés recherchées de la fonction Ξ.

3.1. Etude préparatoire : L’application Θ

Résultat préparatoire :

Pour chaque k ∈ N, notons

Jk :=
∫ x0

−x0

ξke−(ξ/η)p+1
dξ

On remarque que, lorsque k est impair, Jk = 0 et que, lorsque k est pair,
on a

Jk = 2
ηk+1

p + 1

∫ (x0/η)p+1

0

s(k−p)/(p+1)e−sds

Du fait que x0/η  ∞, on en déduit que

Jk = 2
ηk+1

p + 1

(
Γ(

k + 1
p + 1

) + �
)

= @ηk+1

où Γ désigne la fonction gamma Γ(z) :=
∫ +∞
0

sz−1e−sds.

Ainsi, pour tout k ∈ N,
Jk = £ηk+1

Notons aussi que, si ||Q||∞ = £, alors∣∣∣∣
∫ x0

−x0

Q(ξ)e−(ξ/η)p+1
dξ

∣∣∣∣ � ||Q||∞J0 = £η

Proposition 3.1. — Soit Q ∈ C0([−x0, x0],R), telle que ||Q||∞ = £.

Alors le problème aux limites


ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL(1 + xγ(x, α)) + ηp+1Q(x)

u(x0) = 0 = u(−x0)

admet une unique solution (α, u) ∈ R × E telle que α soit limité.

De plus, α = £ηp−L+1.
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Pour chaque Q ∈ E tel que ||Q||∞ soit limité, on désignera désormais
par Θ(Q) le couple (α, u) ∈ R × E ainsi obtenu.

Preuve de la proposition. — Montrons que Θ est bien définie :

La solution (α, u) de l’équation (1.1) :

ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL(1 + xγ(x, α)) + ηp+1Q(x)

admettant comme condition initiale u(−x0) = 0 est, par définition de x,

u(x) =
1

ηp+1
e(x/η)p+1

∫ x

−x0

(αξL(1 + ξγ(ξ, α)) + ηp+1Q(ξ))e−(ξ/η)p+1
dξ

Comme elle doit aussi vérifier que u(x0) = 0, on en déduit que

0 = α.

∫ x0

−x0

ξLe−(ξ/η)p+1
dξ

+α.

∫ x0

−x0

ξL+1γ(ξ, α)e−(ξ/η)p+1
dξ + ηp+1

∫ x0

−x0

Q(ξ)e−(ξ/η)p+1
dξ (3.1)

Comme la fonction γ est de continue sur un compact, on en conclut que
le terme γ(ξ, α) est limité, et les estimations sur la fonction Jk précédentes
nous permettent de mettre l’équation (3.1) sous la forme

α.@ηL+1 + α.£ηL+2 £ + ηp+1.£η = 0

Que l’on réécrit
α (1 + £η) = £ηp−L+1

Le second terme de la somme étant infinitésimal, on en déduit l’existence
et l’unicité d’un paramètre limité α, qui satisfait, de plus, à l’estimation
asymptotique

α = £ηp−L+1

La formulation de la fonction u ne dépendant que du paramètre α, nous
concluons par suite à son existence et son unicité. �

Nous montrons maintenant le caractère lipschitzien de Θ :

Proposition 3.2. — Soient Q1 et Q2 deux élements de C0([−x0, x0],R)
tels que ||Q1||∞ = £ et ||Q2||∞ = £, alors

|Θ(Q2) − Θ(Q1)|∞ = £η||Q2 −Q1||∞
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Preuve. — Ecrivons (αj , uj) := Θ(Qj), j ∈ {1, 2}, la proposition 1 af-
firme leur existence.

• Étude de |α2 − α1| :

En reprenant les calculs de la proposition 1 on a, pour j ∈ {1, 2} :

0 = αj .

∫ x0

−x0

ξLe−(ξ/η)p+1
dξ +

∫ x0

−x0

ξL+1αjγ(ξ, αj)e−(ξ/η)p+1
dξ

+ ηp+1

∫ x0

−x0

Qj(ξ)e−(ξ/η)p+1
dξ

Par différence,

0 = (α2 − α1).
∫ x0

−x0

ξLe−(ξ/η)p+1
dξ + ...

... +
∫ x0

−x0

ξL+1(α2γ(ξ, α2) − α1γ(ξ, α1))e−(ξ/η)p+1
dξ

+ ηp+1

∫ x0

−x0

(Q2(ξ) −Q1(ξ))e−(ξ/η)p+1
dξ

En effectuant la reécriture

α2γ(ξ, α2) − α1γ(ξ, α1) = α2(γ(ξ, α2) − γ(ξ, α1)) + γ(ξ, α1)(α2 − α1)

Le théorème des accroissements finis, nous amène à l’écriture

α2γ(ξ, α2) − α1γ(ξ, α1) = (α2 − α1) (α2∂2γ(ξ, .) + γ(ξ, α1))

Et le caractère C1 de γ, nous permet alors de reécrire ce terme sous la forme

α2γ(ξ, α2) − α1γ(ξ, α1) = (α2 − α1)δ(ξ, α2, α1)

où la fonction δ est limitée. Et ainsi, selon le lemme 1 donné en annexe,

0 = (α2 − α1)
(
@ηL+1 + £ηL+2

)
+ ηp+1

∫ x0

−x0

(Q2(ξ) −Q1(ξ))e−(ξ/η)p+1
dξ

Ce que l’on réécrit, par division par ηL+1,

@(α2 − α1) + ηp−L

∫ x0

−x0

(Q2(ξ) −Q1(ξ))e−(ξ/η)p+1
dξ = 0

Et, par suite,

|α2 − α1| = £ηp−L.2
∫ x0

0

e−(ξ/η)p+1
dξ.||Q2 −Q1||∞
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Donc, et selon le lemme 1 donné en annexe,

|α2 − α1| = £ηp−L+1 ||Q2 −Q1||∞

• Étude de ||u2 − u1||∞ :

Nous travaillerons sur [0, x0] (Le résultat sur [−x0, 0] se montrant de
même.)

La solution de l’équation (1.1) admettant comme condition initiale
u(x0) = 0 est

u(x) =
1

ηp+1
e(x/η)p+1

∫ x

x0

(αξL(1 + ξγ(ξ, α)) + ηp+1Q(ξ))e−(ξ/η)p+1
dξ

ce qui permet de déduire que, pour tout x :

|u2(x)−u1(x)| � 1
ηp+1

e(x/η)p+1
.£ηp−L+1 ||Q2−Q1||∞

∣∣∣∣
∫ x

x0

ξLe−(ξ/η)p+1
dξ

∣∣∣∣+...

... +
1

ηp+1
e(x/η)p+1

∣∣∣∣
∫ x

x0

ξL+1(α2γ(ξ, α2) − α1γ(ξ, α1))e−(ξ/η)p+1
dξ

∣∣∣∣ + ...

... + e(x/η)p+1
∣∣∣∣
∫ x

x0

e−(ξ/η)p+1
dξ

∣∣∣∣ ||Q2 −Q1||∞

• Étude de T1 := £ 1
ηp+1 η

p−L+1e(x/η)p+1
∣∣∣∫ x0

x
ξLe−(ξ/η)p+1

dξ
∣∣∣ ||Q2−Q1||∞

Selon le lemme 1 donné en annexe,

T1 = £η−Le(x/η)p+1
.£ηL+1e−(x/η)p+1

||Q2 −Q1||∞

Et ainsi
T1 = £η||Q2 −Q1||∞

• Étude de T2 := 1
ηp+1 e

(x/η)p+1
∣∣∣∫ x0

x
ξL+1(α2γ(ξ, α2) − α1γ(ξ, α1))e−(ξ/η)p+1

dξ
∣∣∣.

En effectuant de nouveau la décomposition vue précédemment, nous
écrivons

T2 =
1

ηp+1
e(x/η)p+1

£ηp−L+1 ||Q2 −Q1||∞

×
∣∣∣∣
∫ x0

x

ξL+1 (α2∂2γ(ξ, .) + γ(ξ, α1)) e−(ξ/η)p+1
dξ

∣∣∣∣
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Qui nous amène, de par le caractère C∞ de la fonction γ, et par le lemme 1
donné en annexe, à

T2 = £η2||Q2 −Q1||ki
∞

• Étude de T3 := e(x/η)p+1
∣∣∣∫ x0

x
e−(ξ/η)p+1

dξ
∣∣∣ ||Q2 −Q1||∞.

Par le lemme 1 donné en annexe,

T3 = £η||Q2 −Q1||∞

On a donc montré que, pour tout x ∈ [−x0, x0], on a

|u2(x) − u1(x)| =
(
£η + £η2 + £η

)
.||Q2 −Q1||∞

Comme ||Q2 −Q1||∞ reste limité, on en déduit que

||u2 − u1||∞ = £η||Q2 −Q1||∞

Par suite,

|(α2, u2) − (α1, u1)|∞ = £η||Q2 −Q1||∞

�

Dans le cas où C0([−x0, x0],R) est muni de la norme canonique ||.||∞, et
que l’ensemble [−B,B] × BA est muni de la norme sous-jacente |.|∞, nous
avons ainsi montré que Θ est une application lipschitzienne, de constante
de Lipschitz égale à £η.

3.2. Démonstration du premier point du théorème 2

Selon la proposition 1, la relation (β, v)Ξ(α, u) induit une fonction Ξ :
(β, v) �→ (α, u).

Soient (β1, v1) et (β2, v2) deux points de [−B,B] × BA, on a

Ξ(β2, v2) − Ξ(β1, v1) = Θ(Q2) − Θ(Q1)

où, pour j ∈ {1, 2}, Qj est défini par Qj(x) := P (x, vj(x), βj , η).

On a donc, par définition

|Ξ(β2, v2) − Ξ(β1, v1)|∞ = |Θ(Q2) − Θ(Q1)|∞
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Comme, pour tout j ∈ {1, 2}, (βj , vj) appartient au compact [−B,B] × BA

alors, et par continuité, Qj reste limité sur tout [−x0, x0], la proposition 2
implique alors que

|Ξ(β2, v2) − Ξ(β1, v1)|∞ = £η.||Q2 −Q1||∞

D’aprés le théorème des accroissements finis, on a ainsi

||Q2−Q1||∞ � sup
ξ∈[−x0,x0]×[−A,A]×[−B,B]×[0,η̃]

{||dP (ξ)||}.|(β2, v2)−(β1, v1)|∞

Du fait que dP est standard continue et que [−x0, x0]× [−A,A]× [−B,B]×
[0, η̃] est compact, on a alors que

sup
ξ∈[−x0,x0]×[−A,A]×[−B,B]×[0,η̃]

{||dP (ξ)||} = £

Et, par suite,
||Q2 −Q1||∞ � £|(β2, v2) − (β1, v1)|∞

D’où l’on déduit que

|Ξ(β2, v2) − Ξ(β1, v1)|∞ = £η|(β2, v2) − (β1, v1)|∞

�

3.3. Démonstration du second point du théorème 2

Soit (β, v) ∈ [−B,B]×BA, puisque η  0 et que P est une fonction standard
continue définie sur le compact standard

[−x0, x0] × [−A,A] × [−B,B] × [0, η̃]

alors Q(x) := P (x, v(x), β, η) est limité pour tout x ∈ [−x0, x0].

Nous cherchons à montrer que

Ξ ([−B,B] × BA) ⊂ {(α, u) : |(α, u)|∞ = £η}

Preuve. — Soit (β, v) ∈ [−B,B] × BA, on a alors |(β, v)|∞ = £, con-
sidérons le système

{
ηp+1u′(x) = (p + 1)xpu(x) + αxL(1 + xγ(x, α)) + ηp+1Q(x)

u(x0) = 0 = u(−x0)
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où Q(x) := P (x, v(x), β, η) est limitée sur tout l’intervalle [−x0, x0].

Comme ||Q||∞ = £, alors et par la proposition 1, nous avons
α = £ηp−L+1.

Étudions l’ordre de grandeur de ||u||∞ sur [0, x0] :

(l’étude sur [−x0, 0] se faisant de même) :

Les calculs faits lors de la preuve de la proposition 1, nous ont amené à

u(x) =
1

ηp+1
e(x/η)p+1

∫ x

x0

(
αξL(1 + ξγ(ξ, α)) + ηp+1Q(ξ)

)
e−(ξ/η)p+1

dξ

= e(x/η)p+1
.

(
1

ηp+1
α

∫ x

x0

ξLe−(ξ/η)p+1
dξ +

1
ηp+1

α

∫ x

x0

ξL+1γ(ξ, α)e−(ξ/η)p+1
dξ

+
∫ x

x0

Q(ξ)e−(ξ/η)p+1
dξ

)

En appliquant le lemme 1 donné en annexe, et en se rappellant que γ et
Q restent limité sur les compacts sur lesquelles elles sont définies, on arrive
alors à

|u(x)| � e(x/η)p+1
.

(
1

ηp+1
.£ηp−L+1.@ηL+1e−(x/η)p+1

+
1

ηp+1
.£ηp−L+1 £ ηL+2e−(x/η)p+1

+ £.£ηe−(x/η)p+1
)

D’où, pour tout x ∈ [−x0, x0], |u(x)| = £η, ce qui se traduit par

||u||∞ = £η

�

Remarque. — Notons que nous avons montré en fait que si |(β, v)|∞ = £
alors |(α, u)|∞ = £η.

4. Annexe

Lemme 4.1. — Soit x0 > 0 un nombre réel standard, x ∈ [0, x0], p, q ∈
N, et η > 0 tel que η  0.

Soit Iq : x �→
∫ x0

x
ξqe−(ξ/η)p+1

dξ, alors :

Iq(x) =




@ηq+1 = @ηq+1e−(x/η)p+1
si |x| = £η

£ηq+1
(

x
η

)q−p

e−(x/η)p+1
si x �= £η
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En particulier, lorsque q � p, nous pouvons écrire

Iq(x) = £ηq+1e−(x/η)p+1

On cherche une estimation de ce type d’intégrale en fonction des divers
paramètres.

D’une certaine manière, il s’agit d’un problème d’asymptotique à plusieurs
paramètres pour lequel les techniques nonstandard sont bien adaptées.

Preuve du lemme 4.1. — Le changement de variable t :=
(

ξ
η

)p+1

donne
l’expression

Iq(x) =
ηq+1

p + 1

∫ (x0/η)p+1

(x/η)p+1
t

q−p
p+1 e−t dt

qui présente l’avantage que les deux paramètres x et η n’apparaissent plus
dans la fonction à intégrer.

– Cas où x est au plus de l’ordre de η :

Dans ce cas, x
η est limité, et il existe donc un unique nombre standard

a ∈ [0, x0] tel que
(

x
η

)p+1

 a. Comme la fonction intégrée est elle-même
standard et intégrable, on a

Iq(x) =
ηq+1

p + 1

(∫ +∞

a

t
q−p
p+1 e−t dt + �

)

d’où l’on déduit l’estimation

Iq(x) = @ηq+1

– Cas où x est d’ordre strictement plus grand que η :

Maintenant, on a
(

x
η

)p+1

 +∞ et les deux bornes de l’intégrale sont
infiniment grandes. On ramène la plus petite à 0 par le changement de

variables t :=
(

x
η

)p+1

+ v, ce qui conduit à la nouvelle expression

Iq(x) =
ηp+1

p + 1
xq−p e−(x/η)p+1

∫ (x0/η)p+1−(x/η)p+1

0

(
1 +

(η

x

)p+1

v

) q−p
p+1

e−v dv
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On remarque que

0 �
∫ (x0/η)p+1−(x/η)p+1

0

(
1 +

(η

x

)p+1

v

) q−p
p+1

e−v dv �
∫ +∞

0

(
1 +

(η

x

)p+1

v

) q−p
p+1

e−v dv

et que, la dernière fonction intégrée est dominée par la fonction
v �→ (1 + v)

q−p
p+1 e−v qui est intégrable sur [0,+∞[. Puisque η

x  0, et par
continuité sous le signe somme, on a

∫ +∞

0

(
1 +

(η

x

)p+1

v

) q−p
p+1

e−v dv 
∫ +∞

0

ev dv = 1

On en déduit

0 � Iq(x) � ηp+1

p + 1
xq−p e−(x/η)p+1

(1 + �)

ce qui mène à l’estimation finale

Iq(x) = £ηp+1 xq−p e−(x/η)p+1

�
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