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Chute stationnaire d’un solide dans un fluide
visqueux incompressible au-dessus d’un plan incliné.

Partie 2(∗)

M. Hillairet(1)

RÉSUMÉ. — Nous montrons dans cette étude l’existence de configurations
stationnaires où une bille tombe le long d’un plan incliné sans le toucher.
Nous donnons également des propriétés qualitatives de ces configurations.
En particulier, nous nous intéressons à l’orientation du plan par rapport
à la verticale quand la masse de la bille est proche de celle d’un volume
équivalent de liquide i.e., quand l’écoulement autour de la bille est lent.

ABSTRACT — Nous montrons dans cette étude l’existence de configu-
rations stationnaires où une bille tombe le long d’un plan incliné sans le
toucher. Nous donnons également des propriétés qualitatives de ces con-
figurations. En particulier, nous nous intéressons à l’orientation du plan
par rapport à la verticale quand la masse de la bille est proche de celle
d’un volume équivalent de liquide i.e., quand l’écoulement autour de la
bille est lent.

1. Introduction et résultats

1.1. Motivation

L’étude du comportement de solides plongés dans un fluide a motivé de
nombreuses recherches depuis la formulation même des équations de la
mécanique des fluides. Un cadre particulier ressort de ces travaux. En ef-
fet, dans l’objectif de retrouver, à partir des équations de le mécanique des
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fluides, des résultats expérimentaux sur la répartition de particules solides
dans un fluide délimité par deux plans [18, 19], de nombreux articles se sont
intéressés à la force exercée sur une particule de forme sphérique, ou autre,
se trouvant dans un fluide visqueux incompressible au voisinage d’un plan
(voir [14] pour une revue de la littérature).

Parallèlement, les problèmes d’évolutions décrivant le comportement de
plusieurs solides dans un fluide au sein d’une cavité ont connu un regain
d’intérêt ces dix dernières années [10, 2, 17, 3]. De ces études, il apparâıt
qu’une difficulté mathématique du modèle réside dans la possibilité que des
collisions entre solides ou entre un solide et le bord de la cavité se produise.
En particulier, deux problèmes sont soulevés. Tout d’abord, il s’agit de
comprendre si le modèle de Navier-Stokes permet de prédire des collisions
entre les solides. De premiers résultats sont connus à ce jour, impliquant que
des collisions réalistes ne semblent possibles qu’en dimension 3 [4, 21, 22, 12].
Le deuxième problème soulevé par l’apparition possible de collisions réside
en la sous-détermination du système au moment où se produit une collision.
Il apparâıt en effet qu’à l’instar des chocs pour les systèmes hyperboliques,
il existe trop de solutions faibles des problèmes d’interaction fluide-solide(s)
dans le cas où une collision se produit [4, 21]. Il s’agit donc de trouver,
comme pour les chocs, des lois de collision déterminant quelles solutions
faibles sont physiquement réalistes.

Ces deux familles de résultats antérieurs nous amènent à étudier la chute
stationnaire d’un solide au-dessus d’un plan incliné. En effet, d’une part cela
permet de donner un cadre de solution pour les calculs de forces répertoriés
dans [14]. D’autre part, ce type d’écoulement fournit un exemple où il ne
peut y avoir de collision entre la particule et la rampe.

1.2. Géométrie

Nous considérons un fluide dans un demi-espace infini contenant un solide
indéformable. Nous appellerons ce solide « particule ». Nous considérons
deux formes de particule : soit ce sera une boule de R

3, et nous obtenons
alors un système dans R

3, soit ce sera un cylindre infini de R
3 à section

circulaire, et nous obtenons un système dans R
2 en utilisant l’invariance

par translation selon l’axe du cylindre. Le fluide occupe un volume noté
F , demi-espace privé de B, une boule (de R

2 ou R
3) de rayon r, située à la

distance h du bord du demi-espace, i.e., la rampe P. La masse de la particule
est répartie de façon homogène à l’intérieur de B (voir Figure 1). Le plan P
fait un angle θ avec l’horizontale où, ce qui est équivalent, l’orthogonal de
P fait un angle θ avec la verticale.
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Figure 1. — Géométrie du problème.

Le demi-espace au-dessus de la rampe P possède une invariance de trans-
lation dans la (ou les) direction(s) du plan P. Ceci permet d’envisager des
régimes stationnaires dans lesquels la particule tombe parallèlement au plan.
Chacun sait comment une bille roule sur un plan incliné. Ici, notre particule
« roule » sur le plan mais avec une couche de fluide entre les deux.

Nous formulerons notre problème dans le référentiel associé au centre de
masse G de B. En particulier, nous utiliserons un système de cordonnées y
centré en G et associé à une base orthonormée (e1, e2, e3). Cette base est
telle que le troisième vecteur e3 est la normale au plan P orientée vers la
particule. Ainsi, la direction du plan P est l’espace engendré par (e1, e2).
Pour une particule cylindrique, nous supposons que l’axe du cylindre est
porté par e2. Dans le système réduit, la base de R

2 considérée est donc
(e1, e3).

1.3. Formulation mathématique du problème

Nous supposons le fluide visqueux, incompressible et de densité constante.
Sans nuire à la généralité, nous considérons que sa densité et sa viscosité
sont égales à 1. Son comportement est décrit par un champ de vitesse u et
un champ de pression p associé qui satisfont les équations de Navier-Stokes
incompressible. Le fluide collant aux parois, il prend le mouvement du plan
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sur le plan et le mouvement de la particule à son bord. Il est au repos à
l’infini. La particule est un solide indéformable. Son champ de vitesse est un
torseur caractérisé par une vitesse de translation V et une vitesse de rotation
Ω, calculé respectivement à G, et soumis aux relations de la mécanique du
solide.

La seule force extérieure prise en compte est la pesanteur ge. Le réel
g > 0 représente l’amplitude de la gravité et e, vecteur de la sphère unité S2,
sa direction. La direction de la gravité est a priori la verticale. Cependant,
dans notre base orthonormée (e1, e2, e3), le système a subi une rotation
de telle sorte que le plan P est « horizontal ». Par conséquent, selon nos
remarques précédentes sur la direction de P, la direction de la gravité est
un vecteur faisant un angle θ avec la normale de P, i.e., e3. Dans le cas
d’une particule cylindrique, la direction de e est donc le vecteur du cercle
S0 de S2 inclus dans le plan (e1, e3) faisant un angle θ avec e3. Nous notons
e0 : [0, 2π) → S0 le paramétrage de ce cercle S0 par θ. Dans le cas d’une
particule sphérique, le système étant invariant par rotation autour de l’axe
e3, nous pouvons également supposer que e se trouve sur ce cercle S0.

Le système stationnaire s’écrit donc :

{ [
(u−V) · ∇

]
u− (∆u−∇p) = ge,

div(u) = 0 dans F ,


u|P = 0,
u|∞ = 0,
u|∂B = V + Ω× y,

(1.1)

avec
e = e0(θ) (1.2)

Nous notons n la normale à ∂B orientée vers l’intérieur de B et dσ l’élément
de surface (ou de longueur) de ∂B. Les équations de la mécanique du solide
donnent alors : 

−
∫
∂B

T(u, p)ndσ + mge = 0,

−
∫
∂B

(T(u, p)n)×′ ydσ = 0.

(1.3)

où m représente la masse de la particule supposée répartie de façon ho-
mogène et T(u, p), le tenseur des contraintes appliquées par le fluide. Dans
le cas newtonien, où nous nous plaçons, il s’écrit :

T(u, p) = 2 D(u)− pId,

avec D(u) la partie symétrique (au sens des matrices) de la jacobienne de u
et Id la matrice identité à d lignes et d colonnes. Les opérateurs × et ×′ sont
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à préciser en fonction de la dimension. En dimension 3, ils correspondent
tous deux au produit vectoriel. En dimension 2, le vecteur Ω est en réalité
un scalaire ω. Les opérateurs × et ×′ sont alors la trace sur l’orthogonal de
e2 de cet opérateur. Ainsi, notant ⊥ la rotation d’angle π/2 (pour un vecteur
y de coordonnées (y1, y3) dans la base (e1, e3), on note y⊥ = (−y3, y1)) :

• pour tout α ∈ R et y ∈ R
2 :

α× y = αy⊥,

• pour tout y ∈ R
2 et z ∈ R

2 :

y ×′ z = y⊥ · z.

Pour que ce système prenne un sens, il faut respecter l’invariance de
translation du demi-espace et que la particule se déplace bien parallèlement
à P. Ceci est possible si et seulement si V satisfait la contrainte :

V est parallèle à P. (1.4)

Des résultats classiques (voir [6] pour une revue de la littérature) résolvent
(1.1) pour une géométrie fixée (h et r) et des conditions aux bords données
(V et Ω fixés) en dimension 3. En dimension 2, il n’est même pas clair que
ce problème connaisse une réponse satisfaisante (voir [5]). Quitte à supposer
qu’il existe une unique solution (u, p) de (1.1) à V et Ω fixés, les intégrales
impliquées dans (1.3) peuvent être interprétées comme des fonctions de V et
Ω. Ajoutant (1.2) et l’inconnue θ, et prenant en compte la contrainte (1.4)
qui nous fait perdre un degré de liberté en V, (1.3) représente un système
de 6 équations en dimension 3 (respectivement 3 équations en dimension 2)
à 6 inconnues en dimension 3 (respectivement 3 inconnues en dimension 2).
Ces inconnues sont

• la composante de V parallèle à P,

• le vecteur de rotation Ω,

• l’angle θ entre le plan P et la gravité.

Nous appelons la résolution de ce système Problème A. Résolvant ce
problème nous montrons le
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Théorème 1.1. — Etant donnée une particule sphérique ou cylindrique
de masse distribuée de façon homogène, pour toute distance h > 0, il existe
un angle θh, une vitesse de translation Vh parallèle à P, une vitesse de
rotation Ωh et un écoulement du fluide environnant (uh, ph) tels que la
particule tombe le long du plan sans jamais le toucher.

Nous avons déjà abordé le problème de chute libre au-dessus d’un plan
incliné tridimensionnel, dans [11], mais sous un angle différent. Dans cet
article, nous fixions la vitesse de translation sur la boule. Ainsi, nous étions
obligés de relaxer une des équations du système (1.3) ou de rajouter une
nouvelle inconnue. Précisément, nous considérions la masse de la particule
m comme nouvelle inconnue. Le résultat obtenu était le suivant :

Théorème 1.2. — Etant donné un rayon de solide r, un distance h et
une vitesse de translation de la boule, il existe, pour certaines masses du
solide m, un angle entre le plan et l’horizontale et un régime stationnaire
où le solide se déplace parallèlement à P avec la vitesse de translation V à
la hauteur h.

Du point de vue des applications, ce résultat n’est pas suffisant car il
ne permet pas de conclure à l’existence d’un régime stationnaire pour tout
solide (dans l’énoncé, noter le « pour certaines masses »). Comme nous
l’avons mentionné plus tôt, nous préférons échanger, dans ce théorème, le
rôle de la vitesse de translation et de la masse du solide. C’est le sens de
l’amélioration obtenue avec le Théorème 1.1.

Nous reprenons ici les techniques de formulation variationnelle de [11],
elles-même inspirées de [20], à la résolution du Problème A. Dans une
première partie, nous réintroduisons la formulation variationnelle du problè-
me. Du fait de l’existence du paradoxe de Stokes, les résultats connus en
dimension 3, qui découlaient directement de l’étude sur tout l’espace de [20]
ne s’adaptent pas innocemment en dimension 2. Nous prenons en particulier
avantage de la présence du plan afin d’obtenir la condition à l’infini (Lemme
2.3).

Dans une deuxième section, nous présentons une résolution du Problè-
me A sous sa forme variationnelle. Nous nous ramenons à une formulation
fonctionnelle du problème variationnel via une méthode d’exhaustion déjà
utilisée par J. Leray [16]. Puis nous résolvons cette équation fonctionnelle
en utilisant la théorie du degré topologique de Leray-Schauder.

Notre méthode présente deux imperfections. La première est que nous
obtenons l’existence d’une solution, mais qu’un résultat d’unicité semble
inespéré par cette technique. Par essence, notre méthode permet de tra-
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vailler aussi bien pour des écoulements lents que pour des écoulements rapi-
des. L’unicité étant fort peu probable pour des écoulements rapides, il est
raisonnable que cet inconvénient surgisse. La seconde imperfection est que
notre méthode ne nous donne a priori aucun renseignement sur l’orientation
θ. Seulement deux informations sont immédiatement à portée de main. Tout
d’abord, l’estimation d’énergie qui permet d’utiliser le degré topologique
assure également que θ 
= 0, i.e., le plan P n’est de toute manière pas
horizontal, nous n’observons pas un phénomène de « lévitation ». D’autre
part, dans le cas linéaire où les termes quadratiques en u et V disparaissent
de (1.1), l’angle θ est nécessairement π/2 modulo π (voir la Section 4.2).
Ceci, ne représente vraisemblablement pas des configurations physiquement
réalistes. En effet, le régime stationnaire consiste alors en une chute ver-
ticale de la particule le long d’un plan vertical. Dans cette géométrie, un
légère perturbation du régime stationnaire sous la forme d’un mouvement
de rotation sur la boule créera une compression à l’avant de la particule
et une décompression à l’arrière. Le plan étant fixe, le principe de réaction
implique que le plan repoussera la particule qui partira à l’infini sans que
la gravité n’ait de raison de la stopper. Ce genre de configuration ne semble
donc intuitivement pas stable.

Dans la dernière section de cette étude, nous cherchons donc à obtenir
plus d’information sur l’angle θ. Ceci se résumera, pour nous, à regarder
si la force appliquée par le fluide sur le solide peut avoir une composante
selon e3, i.e., si l’angle θ peut décoller de π/2. Ceci est également l’enjeu
de toute une partie de la bibliographie sur les solutions approchées du
système répertoriées dans [14]. Nous obtenons en particulier des formules
de représentation de la force appliquée par dualité, utilisant les solution du
problème linéaire (voir Section 5.1) comme fonctions-test dans la formu-
lation variationnelle. À partir de ces formules, nous calculons un développe-
ment limité à l’ordre 2 de la force appliquée au voisinage du régime linéaire
i.e., quand la vitesse de translation de la particule tend vers 0. Nous jus-
tifions en particulier la formule exploitée dans [13]. En dimension 2, les
problèmes dus aux paradoxe de Stokes empêchent de répéter les techniques
simples du tridimensionnel. Ceci rajoute des difficultés techniques pour jus-
tifier rigoureusement ce développement limité.

1.4. Notations

Comme dans l’introduction, nous utilisons des caractères gras pour indiquer
des quantités vectorielles. Ce sont donc des quantités de R

d avec d = 2 ou
3. Nous gardons (e1, e2, e3) comme base de R

3 et (e1, e3) comme base de
R

2 Nous introduisons également le domaine R
d
+ correspondant à la réunion

de F et B.
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Le · correspond au produit scalaire pour les vecteurs et : est son équivalent
pour les matrices. Nous notons � la transpostition des matrices et toujours
⊥ la rotation directe d’angle π/2 dans R

2. Nous utilisons également la nota-
tion Bρ pour la boule (ouverte) de centre l’origine et de rayon ρ. Ainsi, dans
R
d, cela représente la boule de centre G et de rayon ρ. Nous utiliserons la

même notation dans des espaces abstraits.

Nous notons ∇ψ le gradient d’une fonction scalaire. Pour un champ de
vecteur u à d composantes, la même notation représentera la jacobienne. Sa
partie symétrique est :

D(u) =
1
2

(
∇u +∇�u

)
,

En dimension 2, nous introduisons ∇⊥ψ := (∇ψ)⊥.

Nous utilisons les notations classiques C∞c pour les fonctions C∞ à sup-
port compact, et Lp(Ω) et Hm(Ω) pour les espaces de Lebesgue et de Sobolev
respectivement. Quand u ∈ Lp(Ω) (respectivement Hm(Ω)) nous notons |u|p
sa norme (respectivement ‖u‖m). Si nécessaire, nous ajoutons le domaine Ω
en indice.

2. Formulation variationnelle

La formulation variationnelle se base sur la considération suivante. Sup-
posons que (u, p,V,Ω), satisfait (1.1). Prenant w une fonction lisse à sup-
port compact dans R

d
+ et à divergence nulle, telle que w|B soit un mouve-

ment rigide, nous multiplions formellement (1.1) par w et nous obtenons,
comme dans [11] :

((u,w)) + bV(u,u,w) = mage ·Vw, (2.1)

où Vw est la vitesse de translation de w sur B et :

((u,w)) := 2
∫
F

D(u) : D(w), bV(u,v,w) :=
∫
F

((u−V) · ∇v ·w) ,

ma := m− |B|.

En particulier, si nous prenons formellement w := u, il vient :

2
∫
F
|D(u)|2 � mage ·Vu. (2.2)

Avant de pousser plus loin la formulation mathématique du problème, re-
marquons qu’en dimension 3, notre problème satisfait le principe d’invariance
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par rotation suivant. Soit Rψ la rotation de R
3 d’axe dirigé par e3 et d’angle

ψ ∈ [0, 2π). Pour tout u à support dans R
d
+ et à divergence nulle qui soit

un mouvement rigide sur B, de vitesse de translation Vu, nous notons :

Sψu(y) := Rψu(R−ψy).

Ceci est également un champ de vecteur à support dans R
d
+ et à divergence

nulle dont la valeur sur B est un mouvement rigide de vitesse de translation
RψVu. Remarquons que, pour tout (u,v,w) :

((Sψu, Sψv)) = ((u,v)), b(Sψu, Sψv, Sψw) = b(u,v,w). (2.3)

Ainsi, si u satisfait (2.1) pour e ∈ S2, on a :

((Sψu,w)) + bRψV(Sψu, Sψu,w) = ((u, S−ψw)) + bV(u,u, S−ψw),
= mage · R−ψVw,
= (magRψe) · Vw.

Par conséquent, Sψu satisfait aussi (2.1) avec une autre direction e faisant
le même angle avec e3. Ceci justifie que nous ayions ajouté (1.2) dans le cas
tridimensionnel.

2.1. Formulation variationnelle. Espaces

Au vu de l’identité (2.1), l’inconnue principale de (1.1,1.3) est u. Dans cette
section, nous introduisons l’espace où il est raisonnable de rechercher u. A
la suite de [20, 11], nous notons Y l’ensemble des fonctions w ∈ C∞c (Rd+)
satisfaisant :{

div(w) = 0 dans R
d
+,

il existe Vw ∈ R et Ωw ∈ R
d′ tels que w|B = Vw + Ωw ×′ y.

En dimension 3, le vecteur de rotation appartient à un espace de dimension
d′ = 3 alors qu’en dimension 2, la vitesse angulaire est dans un espace
de dimension d′ = 1. Sur cet espace |∇· |

2,R
2
+

représente une norme. Nous
introduisons Y le complété de Y pour cette norme. Nous chercherons nos
solutions u dans Y.

Conformément à (2.2), la régularité la plus faible qu’il semble nécessaire
de requérir pour une solution stationnaire de notre problème est que l’inté-
grale de Dirichlet |D(u)|2,F est finie. La définition de Y et l’estimation
d’énergie (2.2) ne cöincident donc pas tout à fait. Dans un cas nous avons
le gradient symétrique et dans l’autre le gradient complet. Cependant, nous
verrons que les conditions de divergence nulle et d’adhésion aux parois per-
mettent de les mettre en correspondance.
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Selon une inégalité de Korn, cet ensemble Y est, en dimension 3, un
sous-espace de L6(R3

+). En particulier, tout élément de Y tend vers 0 à
l’infini, au moins dans un sens faible. De plus, comme il a été montré dans
[20], à tout élément u de Y , on peut associer une vitesse de translation Vu

et une vitesse de rotation Ωu telles que,

u|B = Vu + Ωu ×′ y, presque partout.

Les applications u �→ Vu et u �→ Ωu sont alors linéaires continues à valeur
dans un espace de dimension finie.

En dimension 2, l’obtention des conditions aux bords est un problème
nouveau. En effet, le problème avec le plan n’a, à notre connaissance été
abordé que d’un point de vue perturbatif et sans succès [5] . De plus, dans
le cas sans le plan, c’est à dire pour le problème de Navier Stokes extérieur
bidimensionnel, il est connu que la contrainte seule que l’intégrale de Dirich-
let est finie ne permet pas d’obtenir toutes les conditions aux différents bords
simultanément [6]. Ainsi, pour obtenir des solutions G.P. Galdi recherche
ses solutions dans un espace fonctionnel plus petit et n’arrive à ces fins,
que pour des petites non-linéarités (voir [7] pour une revue du problème
de Navier Stokes extérieur bidimensionnel) par une méthode perturbative.
Dans notre cas, nous devons donc tirer partie de la présence du plan P.
Nous montrons, tout d’abord :

Lemme 2.1. — Il existe deux applications linéaires V : Y → R
2 et ω :

Y → R, telles que, pour tout u ∈ Y, on a u|B = Vu + ωuy⊥.

Démonstration. — Étant donné u ∈ Y, nous pouvons lui appliquer l’iné-
galité de Poincaré, puisque u|P = 0, et il existe une constante K ne depen-
dant que de h telle que,∫ h+2

0

∫ ∞

−∞
|u|2 � K

∫ h+2

0

∫ ∞

−∞
|∇u|2.

Mais, remplaçant u par sa valeur dans B, il vient :

π|Vu|2 +
π

2
|ωu|2 � K

∫ h+2

0

∫ ∞

−∞
|∇u|2.

Les applications u �→ Vu et u �→ ωu sont donc continues de Y dans R
2 et

R respectivement. Le résultat s’obtient en prolongeant ces applications par
densité à Y. On obtient alors l’égalité u|B = Vu + ωuy⊥, dans L2(B) par
exemple, par densité. �

En ce qui concerne le comportement à l’infini des éléments de Y, nous
adoptons la stratégie de D. Gilbarg et H.F. Weinberger [9] et montrons que
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les éléments de Y tendent vers 0 au sens où la norme L2 de leur restriction
sur les traces des cercles de centre G et rayon R dans R

2
+ tend vers 0 quand

R tend vers l’infini. À cette fin, nous prouvons tout d’abord :

Lemme 2.2. — Il existe une constante C < ∞ telle que, pour tout
u ∈ Y : ∫

F

|u|2
ρ

dρdα � C |∇u|22 . (2.4)

où (ρ, α) représentent les coordonnées polaires centrées en G respectivement
à e1.

Démonstration. — Prenons u ∈ Y. Comme ci-dessus, les résultats s’éten-
dent à Y par un argument de densité. Pour ρ > r + d nous notons :

αm(ρ) := min {α > −π tel que (ρ, α) ∈ F} ,
αM (ρ) := max {α < π tel que (ρ, α) ∈ F} .

Puisque u(ρ, αm(ρ)) = u(ρ, αM (ρ)) = 0, nous pouvons appliquer l’inégalité
de Poincaré et il existe une constante C < ∞, pour laquelle :∫ αM (ρ)

αm(ρ)

|u|2(ρ, α)dα � C2

∫ αM (ρ)

αm(ρ)

|∂αu|2(ρ, α)dα.

Il est classique que la constante C optimale dans l’inégalité de Poincaré
depend linéairement de la longueur du segment considérée, ici |αm(ρ) −
αM (ρ)| < 2π, elle est donc majorée par C0 < ∞ indépendante de ρ. D’autre
part : ∫ ∞

r+h

[∫ αM (ρ)

αm(ρ)

|∂αu|2
ρ2

dα

]
ρdρ � |∇u|22,F .

Ainsi, il existe une constante absolue C < ∞, pour laquelle :∫
F−Br+h

|u|2
ρ

dρdα � C |∇u|22,F .

Il nous reste à dominer |u|2,F∩Br+h . A cet effet, nous introduisons :

ũ := u−
(
Vu + ωuy⊥)

, par conséquent, u = ũ +
(
Vu + ωuy⊥)

.

Appliquant le Lemme 2.1, il existe CV et Cω tels que :

|Vu| � CV|∇u|2, |ωu| � Cω|∇u|2.
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Comme F ∩ Br+h est bornée,
∣∣Vu + ωuy⊥∣∣

2,F∩Br+h
est en particulier ma-

jorée par C|∇u|2. De plus,

ũ|∂B = 0, ∇ũ|Br+h∩,F = ∇u +
[

0 −ωu

ωu 0

]
.

Par conséquent |∇ũ|2,Br+h∩F � C |∇u|2 . Le résultat en découle, appliquant
l’inégalité de Poincaré à ũ. �

Du lemme technique précédent, nous déduisons :

Lemme 2.3. — Etant donné v ∈ Y, nous notons :

N [v] (ρ) :=
∫ αM (ρ)

αm(ρ)

|v|2dα.

Alors, N [v] : ((r + h),∞) est une fonction absolument continue qui tend
vers 0 à l’infini. De plus, il existe une constante K ne dépendant que de
(r, h) telle que :

|N [v]|∞,(r+h,∞) � K |∇v|2 .

Démonstration. — Supposons v ∈ Y. Pour tous σ > ρ > (r + h), remar-
quons que :

|N [v] (σ)−N [v] (ρ)| = 2

∣∣∣∣∣
∫

(F∩Bσ)−Bρ
∂ρv · v dρdα

∣∣∣∣∣ ,
� 2

(∫
(Bσ−Bρ)∩F

|∂ρv|2 ρdρdα

)1/2 (∫
(Bσ−Bρ)∩F

|v|2

ρ
dρdα

)1/2

.

Comme ∇v ∈ L2(F), nous appliquons le Lemme 2.2 et :∫
F
|∂ρv|2 ρdρdα < ∞,

∫
F

|v|2

ρ
dρdα � K

∫
R

2
+

|∇v|2 < ∞.

Il vient donc :

|N [v] (σ)−N [v] (ρ)| � K ′

(∫
(Bσ−Bρ)∩F

|∂ρv|2 ρdρdα

)1/2 (∫
R

2
+

|∇v|2
) 1

2

.

(2.5)
Par densité, l’inégalité obtenue s’étend à tout v ∈ Y. Par conséquent, pour
tout v ∈ Y, la fonction N [v] est absolument continue et tend vers une
constante à l’infini. Mais, l’estimation (2.4) obtenue dans le lemme précédent
assure également que N [v] (ρ)/ρ ∈ L1((r + h),∞). Par conséquent, cette
constante est nécessairement nulle. La dernière inégalité s’obtient en laissant
σ tendre vers l’infini dans (2.5). �
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2.2. Formulation variationnelle. Fonctionnelles

Rappelons qu’en dimension 2, comme en dimension 3, l’égalité (2.1) n’a pas
de sens a priori pour u et w dans Y arbitraires. Un moyen de palier à cette
déficience est d’imposer que les fonctions-test w de (2.1) sont à support
compact. Par exemple, que ces fonctions-test sont dans Y :

Définition 2.4. — Nous appelons solution variationnelle de (1.1,1.3)
tout élément u ∈ Y tel que :

((u,w)) + b(u,u,w) = mage ·w, ∀w ∈ Y, (2.6)

où b(u,v,w) := bVu(u,v,w).

Il est à noter qu’un seul terme apparâıt au membre de droite de (2.6).
Nous appellerons mage le terme source de la formulation variationnelle. Il
représente, pour un régime stationnaire, la force appliquée par le fluide sur
le solide.

Avant de pousser plus en avant l’étude des solutions variationnelles,
remarquons que les objets introduits dans (2.6) sont bien définis. En effet,
tout d’abord, nous avons la correspondance suivante entre l’intégrale de
Dirichlet et la norme |∇·|

2,R
2
+

Lemme 2.5. — L’application bilinéaire ((·, ·)) définit un produit scalaire
sur Y dont la norme associée, notée ‖ · ‖ est équivalente à |∇· |2 .

Démonstration. — Ce lemme est une conséquence immédiate de l’identité :∫
R

2
+

∇v : ∇w = ((v,w)), ∀ (v,w) ∈ Y 2,

qui peut se démontrer par intégration par partie. �

Par la suite, nous voyons donc Y comme un espace de Hilbert pour
le produit scalaire ((·, ·)). D’autre part, appliquant l’inégalité de Hölder et
intégrant par parties, il apparâıt :

Lemme 2.6. — Pour tout (u,v,w),∈ Y×Y×Y, pour tous réel (p1, q1, r1)
et (p2, q2) tels que :

1
p1

+
1
q1

+
1
r1

=
1
p2

+
1
q2

= 1,

on a :

|b(u,v,w)| � |u|p1 |∇v|q1 |w|r1 + CV |∇u|2 |v|p2 |w|q2 .
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D’autre part :
b(u,v,w) + b(u,w,v) = 0.

Il a été démontré [11, Théorème 3.2] qu’en dimension 3, à une solution
variationnelle u de (1.1,1.3) on peut associer un triplet (p,V,Ω) tel que
(u, p,V,Ω) est une solution classique de (1.1,1.3). Il est possible de mon-
trer le même résultat en dimension 2 avec des arguments similaires. Cette
propriété se base en effet sur des résultats locaux en espace où la dimen-
sion n’a pas d’influence significative. Rappelons juste que, dans la solution
complète, nous avons :

(u, p) ∈ C
∞(F), V = Vu, Ω = Ωu.

En particulier, nous incorporons (1.2) et donnons la définition suivante d’une
solution variationnelle du Problème A de la façon suivante :

Définition 2.7. — Nous appelons solution variationnelle du Problème
A tout couple (u, θ) où θ ∈ [0, 2π) et u est une solution variationnelle de
(1.1,1.3), avec mage0(θ) pour terme source, et telle que Vu est parallèle à
P.

Il découle immédiatement des observations précédentes sur les solutions
variationnelles de (1.1,1.3), que nos solutions variationnelles sont en réalité
des solutions classiques du Problème A.

2.3. La méthode d’exhaustion de Leray

Un moyen de montrer l’existence de solutions variationnelles est d’interpréter
la formulation variationnelle du problème, ici (2.6), comme une équation
fonctionnelle définie par dualité dans l’espace où l’on recherche notre solu-
tion. La faiblesse de notre définition de solution variationnelle apparâıt ici,
car l’ensemble des fonctions-test est topologiquement plus petit que l’espace
dans lequel on recherche u. Il nous manquera donc des équations pour définir
ces fonctionnelles.

Pour compenser ce défaut, nous nous inspirons d’une méthode que nous
qualifions d’exhaustion, utilisée en particulier par J.Leray dans [16]. Pour
ce faire, nous introduisons DR une suite croissante d’ouvert bornée de R

d
+

telle que :
B ⊂ DR ⊂ R

d
+, ∀R > r,

Par exemple, le domaine DR peut être choisi comme l’intersection de R
d
+

avec la boule ouverte de centre G et de rayon R, ou, plus exactement,
une version lisse de ce domaine. Ensuite, nous introduisons le concept de
R-solution :
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Définition 2.8. — Etant donné R > r, nous appelons R-solution tout
couple (uR, θR) ∈ (Y ∩H1

0 (DR))× [0, 2π) tel que{
VuR est parallèle à P,
((uR,w)) + b(uR,uR,w) = mae0(θR) ·Vw, ∀w ∈ (Y ∩H1

0 (DR)).
(2.7)

L’avantage de ce concept de R-solution est qu’il rentre dans le cadre
d’une équation fonctionnelle. En effet, sur YR := (Y ∩H1

0 (DR)), l’application
b est linéaire continue en ses trois variables. Suite au Lemme 2.6 et utilisant
injections de Sobolev et inégalités d’interpolation, il vient :

|b(u,v,w)| � CR‖u‖ ‖v‖ ‖w‖. (2.8)

Nous avons également l’identité :

b(u,v,w) = −b(u,w,v), ∀ (u,v,w) ∈ Y 3
R. (2.9)

Ainsi, par abus d’écriture, nous désignerons par b trois applications différentes.

Définition 2.9. —

1. Si b prend trois arguments (u,v,w) ∈ Y 3
R :

b(u,v,w) =
∫
F

(u−Vu) · ∇v ·w,

2. Si b ne prend que deux arguments (u,v) ∈ YR, leur image b(u,v) est
l’unique élément de YR tel que :

((b(u,v),w)) = b(u,v,w), ∀w ∈ YR.

3. Si b ne prend qu’un argument u, nous posons b(u) := b(u,u) ∈ YR.

Nous aurions dû indexer nos définitions par R > r. Cependant, dans
les sections suivantes, nous travaillerons soit à R fixé, soit avec la version à
trois arguments de b où le paramètre R n’a pas d’influence significative sur
la définition.

Avec ces conventions, nous avons le

Lemme 2.10. — Pour tout R > r, un couple (uR, θR) ∈ YR × [0, 2π) est
une R-solution pour mag, si et seulement si :

(I + b)(uR) = mage0(θR), (2.10)
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où X désigne, pour tout X ∈ R
d, l’unique élément de YR tel que :

((X,w)) = X ·Vw, ∀w ∈ YR.

Démonstration. — Si (uR, θR) est une R-solution, alors, pour tout w ∈
YR, il vient, par définition, que :

(((I + b)(uR),w)) = mage0(θR) ·Vw = ((mage0(θR),w)).

Par conséquent (uR, θR) ∈ YR × [0, 2π) est une solution de l’équation fonc-
tionnelle (2.10). Réciproquement, si (uR, θR) ∈ YR× [0, 2π) est une solution
de l’équation fonctionnelle (2.10), alors prenant le produit scalaire de cette
équation avec tous les éléments w ∈ YR, il apparâıt, par définition de b et
mage0(θR) que (uR, θR) est une R-solution pour mag. �

Par la suite, deux propriétés de b (en tant que fonction d’une seule
variable) seront primordiales. D’une part, utilisant l’inégalité (2.8) :

Lemme 2.11. — Sur la boule de centre 0 et de rayon 1
2CR+1 de YR,

l’application b : YR → YR est contractante.

D’autre part, le Lemme 2.6, associé au théorème de Rellich-Kondrachov
sur les injections compactes entre espaces de Sobolev [1] implique :

Lemme 2.12. — Nous avons les deux assertions suivantes :

1. Soit (un)n∈N suite de YR convergeant dans YR muni de sa topologie
faible vers u ∈ YR alors :

b(un) converge fortement vers b(u) dans YR. (2.11)

2. Soit (un)n∈N suite de Y convergeant dans Y muni de sa topologie
faible vers u ∈ Y alors :

b(un,un,w) →n∈∞ b(u,u,w), ∀w ∈ Y. (2.12)

Pour plus de détail concernant ce lemme, nous laissons le lecteur se
réferer à [11]. L’application b : YR → YR est donc complètement continue et
rentre dans le cadre de la théorie du degré topologique de Leray-Schauder.

Bien que la méthode d’exhaustion nous ramene à un cadre fonctionnel
agréable, grâce au Lemme 2.10, elle serait d’un intérêt fortement limité si
nous n’avions le :
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Lemme 2.13. — Etant donné mag ∈ R, supposons que, pour tout R > r
il existe au moins une R-solution pour la masse mag. Alors, il existe au
moins une solution variationnelle du Problème A pour la masse mag.

Démonstration. — Pour tout R > r, notons uR une R-solution. Il en
existe au moins une par hypothèse. Testant la formulation variationnelle du
problème approché (2.7) avec w = uR, nous obtenons, grâce à (2.9) :

‖uR‖2 = mage0(θR) ·VuR , pour tout R > 1, (2.13)

et donc :
‖uR‖ � CV|mag|. (2.14)

Prenant R = n ∈ N , la suite (un, θn)n∈N ainsi construite est bornée et
admet donc au moins un point d’accumulation (u, θ) dans Y × [0, 2π], pour
la topologie faible. Le propriété (2.12) du Lemme 2.12 permet alors de
conclure que (u, e0(θ)) satisfait (2.6) comme dans le Théorème 4.6 de
[11]. �

Nous remarquons que les solutions du Problème A ainsi construites
satisfont l’estimation d’énergie (2.2). Une conséquence immédiate de ce
lemme est qu’il ramène la preuve du Théorème 1.1 à démontrer :

Théorème 2.14. — Pour tout mag ∈ R, pour tout R > r il existe au
moins une R-solution pour mag.

Remarquons qu’il existe un degré de liberté quant au signe de mag. En
effet, s’il existe une solution (u, θ) pour mag, alors (u, θ + π2π) est aussi
une solution pour −mag. Dans la section suivante, nous notons F := |mag|
et nous nous intéressons à l’existence de R-solutions pour F > 0.

3. Preuve du Théorème 2.14

Tout au long de cette partie F et R sont des réels strictement positifs
fixés. Etant donné θ ∈ [0, 2π), nous notons :

S(θ) :=
{
u ∈ YR tel que (I + b)(u) = Fe0(θ)

}
.

Nous introduisons également π3 la projection sur la composante orthogonale
à la direction de P :

π3 : R
d −→ R,

X �−→ X · e3.

Avec ces notations, nous montrons par un argument de degré que l’hypothèse

(H) ∀ θ ∈ [0, 2π], 0 /∈ π3(S(θ)),

est absurde.
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3.1. Étude de S(θ)

Nous étant restreints à YR, l’application b est complètement continue. La
théorie du degré topologique de Leray-Schauder s’applique donc à l’opéra-
teur I + b (pour quelques rappels, consulter [15], par exemple). Nous intro-
duisons donc la notation deg(I+b,O, Fe0(θ)) pour le degré de l’application
I+b au point Fe0(θ) sur l’ouvertO ⊂ YR. Ceci est bien défini si et seulement
si :

I + b(u) 
= Fe0(θ), ∀u ∈ ∂O.

Notons ρF = F CV + 1, et Bρ := {u ∈ YR tels que ‖u‖ � ρ}. Utilisant
l’estimation d’énergie (2.14), il vient notamment que

S(θ) ⊂ B(ρF−1) ∀ θ ∈ [0, 2π). (3.1)

La fonction

γF : [0, 2π) → N,
θ �→ deg(I + b,BρF , Fe0(θ)),

est donc bien définie.

Appliquant le Lemme 2.11, il existe f0 suffisamment petit, tel que
l’application b soit contractante sur Bρf0 . Pour tout θ ∈ [0, 2π), l’équation

(I + b)(u) = f0e0(θ), (3.2)

a alors une unique solution dans cette boule. En terme de degré topologique,
le résultat est même plus précis : γf0 ≡ 1. Etant donné (3.1), l’équation
(3.2) a une unique solution dans YR, qui se trouve dans Bρf . Les propriétés
d’additivité et d’homotopie du degré topologique nous assurent alors que,
pour tout θ ∈ [0, 2π] :

γF (θ) = deg(I + b,BρF , Fe0(θ)),
= deg(I + b,BρF , f0e0(θ)),
= deg(I + b,Bρf0 , f

0e0(θ)) = 1.

Nous venons donc de montrer :

Lemme 3.1. — Pour tout θ ∈ [0, 2π) : γF (θ) = 1.

Ceci implique notamment :

Corollaire 3.2. — Pour tout θ ∈ [0, 2π], l’ensemble S(θ) est non vide.
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D’un point de vue topologique, les ensembles S(θ) présentent la propriété
suivante :

Propriété 3.3. — Pour tout θ ∈ [0, 2π], l’ensemble S(θ) est compact.

Démonstration. — Soit (un)n∈N une suite de S(θ). Comme nous l’avons
déjà remarqué, la suite un est bornée dans YR espace de Hilbert, donc
reflexif séparable. Nous pouvons donc [1], quitte à extraire une sous-suite,
supposer que un converge vers u dans YR muni de sa topologie faible. De la
compacité de b, la suite b(un) converge alors fortement vers b(u) dans YR.
Or, pour tout n ∈ N :

un = Fe0(θ)− b(un).

Dans cette égalité, le terme de droite converge fortement vers Fe0(θ) −
b(u). Le terme de gauche converge donc également fortement. Ainsi, la
suite (un)n∈N tend vers u dans (YR, ‖ · ‖) et u satisfait :

u + b(u) = Fe0(θ),

ce qui conclut la démonstration. �

3.2. Absurdité de
(
H

)
Supposons que, pour tout θ ∈ [0, 2π), pour tout u ∈ S(θ), la projection
π3(u) soit non nulle. Nous avons :

Lemme 3.4. — Notant R
+
∗ = (0,∞) et R

−
∗ = (−∞, 0), sous l’hypothèse

(H), les fonctions

γεF : [0, 2π) → N,
θ �→ deg(I + b,BρF ∩ π−1

3 (Rε∗), Fe0(θ)),

avec ε ∈ {+,−}, sont bien définies et localement constantes.

Démonstration. — Montrons le résultat avec +. Soit θ0 fixé. L’hypothèse(
H

)
implique en particulier π−1

3 ({0})∩S(θ0) = ∅. D’autre part, nous avons
toujours ∂BρF ∩ S(θ0) = ∅. Or,

∂
(
π−1

3 (R+
∗ ) ∩ BρF

)
= ∂BρF ∪

(
π−1

3 ({0}) ∩ BρF
)
.

Par conséquent :
∂
(
π−1

3 (R+
∗ ) ∩ BρF

)
∩ S(θ0) = ∅,

et γ+
F (θ0) est bien défini.
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L’ensemble S(θ0) étant compact et π−1
3 ({0}) fermé, on peut les séparer.

Il existe donc un ouvert V tel que{
V ∩ π−1

3 ({0}) = ∅,
π−1

3 (R+
∗ ) ∩ S(θ0) ⊂ V.

Montrons par l’absurde que, pour η suffisamment petit :

|θ − θ0| � η =⇒ π−1
3 (R+

∗ ) ∩ S(θ) ⊂ V.

Supposons en effet que, pour θn se rapprochant infiniment de θ0, on peut
toujours trouver dans S(θn)∩π−1

3 (R+
∗ ) un élément un hors de V. Cette suite

(un)n∈N admet alors un point d’accumulation qui se trouve à la fois dans
Vc et, selon un raisonnement similaire à la démonstration de la Propriété
3.3, dans π−1

3 (R+
∗ ) ∩ S(θ0). Or, ces deux ensembles sont disjoints. Nous

aboutissons donc à une absurdité.

Les différentes propriétés du degré topologique (normalisation, additivité
et homotopie) nous assurent alors que :

γ+
F (θ) = deg(I + b,BρF ∩ π−1

3 (R+
∗ ), Fe(θ)),

= deg(I + b,V, Fe(θ)),
= deg(I + b,V, Fe(θ0)),
= deg(I + b,BρF ∩ π−1

3 (R+
∗ ), Fe(θ)) = γ+

F (θ0),

ce qui conclut la démonstration. �

Nous sommes désormais en mesure de montrer que
(
H

)
est absurde. En

effet, l’estimation d’énergie (2.13) nous garantit, en particulier, que, pour
tout élément u de S(θ), la vitesse de translation Vu est dirigé dans le sens
de e0(θ), c’est-à-dire :

Vu · e0(θ) � ‖u‖2 > 0.

Ainsi, pour θ = 0, comme e0(0) = −e3, il vient :

S(0) ⊂ π−1
3 (R−

∗ ).

D’autre part, pour θ = π, nous avons e0(π) = e3 et, par conséquent :

S(π) ⊂ π−1
3 (R+

∗ ).

Or, en terme de degré topologique : γF = γ+
F + γ−

F , et donc :

γF (0) = γ+
F (0) et γ−

F (0) = 0, γF (π) = γ−
F (π) et γ+

F (π) = 0. (3.3)
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Les fonctions γ+
F et γ−

F étant localement constante sur [0, π], connexe, elles
sont constantes. Ainsi :

γ−
F (π) = γ−

F (0) = 0.

Finalement γF (π) = 0, ce qui contredit le résultat du Lemme 3.1. Il existe
donc θR ∈ [0, π] et uR ∈ S(θR) tels que π3(uR) = 0. Ce couple (uR, θR) est
une R-solution pour F . Ceci achève la preuve du Théorème 2.14.

Notons qu’un raisonnement similaire nous aurait également donné une
solution entre π et 2π ce qui est réminiscent du degré de liberté sur le signe
de mag.

4. Quelques résultats sur l’approximation linéaire du problème
de chute libre

Avant de nous intéresser au développement asymptotique des forces ap-
pliquées au solide au voisinage de l’approximation linéaire, nous rappelons
différents résultats connus sur ce modèle linéaire, le modèle de Stokes.

4.1. Problèmes d’intégrabilité

Dans le cadre de l’approximation de Stokes, le système (1.1,1.3) se réécrit
en négligeant le terme quadratique en (u,V). De plus, dans l’idée de se
servir des solutions de ce système comme fonctions-test pour notre formula-
tion variationnelle, nous réécrivons (1.1,1.3) pour une vitesse de translation
V fixée, en nous affranchissant de la relation d’équilibre des forces en con-
trepartie.

Pour une vitesse de translation V le système en les inconnues (u, p,Ω)
s’écrit alors :{

−∆u +∇p = 0,
div(u) = 0, dans F ,


u|P = 0,
u|∞ = 0,
u|∂B = V + Ω× y.

(4.1)

∫
∂B

(T(u, p)n)×′ ydσ = 0. (4.2)

Nous lui associons, comme dans le cas de Navier-Stokes, un concept de
solution variationnelle. et un concept de R-solution :

Définition 4.1. — Nous appelons solution variationnelle du Problème
Stokes pour V ∈ R

d tout u ∈ Y tel que{
Vu = V
((u,w)) = 0, ∀w ∈ Y tel que Vw = 0.
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Définition 4.2. — Nous appelons R-solution de Stokes pour V ∈ R
d

tout u ∈ YR tel que{
Vu = V
((u,w)) = 0, ∀w ∈ YR tel que Vw = 0.

De la linéarité du problème, deux solutions vont particulièrement retenir
notre attention. Nous notons :

• u⊥ la solution variationnelle du Problème Stokes pour V = e3,

• u1,|| la solution variationnelle du Problème Stokes pour V = e1,

Ces notions ont, bien sûr, un sens en dimension 2, comme en dimension 3.
En dimension 3, nous aurons également besoin de :

• u2,|| la solution variationnelle du Problème Stokes pour V = e2,

De même que pour les équations de Navier Stokes, à toute solution variation-
nelle u du Problème Stokes pour V, il est possible d’associer un couple
(p,Ω) tel que (u, p,Ω) soit solution de (4.1,4.2). Nous avons, en particulier,
la propriété de régularité suivante :

Lemme 4.3. — Supposons que u est solution variationnelle du Problè-
me Stokes pour V, alors :

∇u ∈ Lγ(F) ∀γ ∈ (1, 2].

Démonstration. — Soit (p,Ω,mage) tel que (u, p,Ω,V,Ω) soit solution
de (4.1,4.2), avec mage. Rappelons qu’en particulier :

(u, p) ∈ C∞(F), V = Vu, Ω = Ωu.

Prenons maintenant χ ∈ C∞(Rd; R) satisfaisant :

χ(y)


= 0 pour tout y tel que |y| � r + h

4 ,

= 1 pour tout y tel que |y| � r + 3h
4 ,

∈ [0, 1] sinon.

Posant ũ := χu et p̃ := χp, il vient :{
−∆ũ +∇p̃ = p∇χ−∆χu− 2[(∇χ) · ∇]u =: f ,
div(ũ) = ∇χ · u =: g. dans le demi-espace R

d
+,
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avec la condition au bord ũ|P = 0. Utilisant les résultats locaux sur u et p :

f ∈ W−1,γ(Rd+), g ∈ Lγ(Rd+), ∀ γ ∈ (1, 2].

De l’ellipticité du problème de Stokes [8, Théorème 3.3, p. 200], il vient alors
que ∇ũ ∈ Lγ(Rd+), et donc :

∇u ∈ Lγ(F ∩ {|y| > r + 3h
4 }), ∀ γ ∈ (1, 2].

Cette propriété étant vraie localement, nous obtenons le résultat attendu.
�

En dimension 2, la structure des champs de vecteur à divergence nulle
implique une description encore plus précise de ces solutions variationnelles
de Stokes. En particulier, elles ont toutes, indépendamment du choix de la
donnée V ∈ R

2, le comportement à l’infini [5] :

|u(y)| � c0
|y| , |∇u(y)| � c1

|y|2 , ∀y ∈ F , (4.3)

avec c0 et c1, ne dépendant que de la géométrie du domaine. En effet, comme
dans la démonstration précédente, nos solutions du problème de Stokes peu-
vent être vue, à l’infini, comme des solution d’un problème de Stokes sur le
demi-espace R

2
+ avec une donnée f à support compact au second membre.

Ce développement est alors obtenu en utilisant une représentation intégrale.
Il est à noter que le type de décroissance est lié au fait que les termes source
sont à support compact.

Pour u⊥, ce développement asymptotique implique en particulier :

Lemme 4.4. — Il existe ψ ∈ C∞(R2
+) telle que (u⊥)|F = ∇⊥ψ. De plus,

|ψ(y)| � c ln(1 + |y|), ∀y ∈ F . (4.4)

avec c une constante qui ne dépend que de (r, h).

Démonstration. — Tout d’abord, rappelons que u⊥ est régulière sur F ,
il existe donc une extension de u⊥ sur R

2
+ qui soit C∞ et que nous notons

toujours u⊥. Considérant v = (−u⊥,3, u⊥,1)�, comme div(u⊥) = 0, il vient
rot(v) = 0. Par conséquent,

ψ(y) :=
∫ y

G

v, est bien définie et satisfait ∇⊥ψ = u.

La régularité de ψ est alors une conséquence de la régularité de u⊥. De plus,
pour tout y ∈ F il apparâıt que :

ψ(y) = ψ

(
y
|y|

)
+

∫ |y|

1

d
dt

[
ψ

(
t

y
|y|

)]
dt.
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Par conséquent, appliquant (4.3) :

|ψ(y)| � |ψ|∞,∂B + c0 ln(|y|).

�

4.2. Étude d’un point de vue variationnel.

L’existence d’une unique solution variationnelle pour le Problème Stokes
pour un vecteur vitesse donné s’obtient par le théorème de Riesz ou le
théorème de Lax-Milgram (voir [1]). En particulier, la recherche de solution
peut se reformuler par un problème de minimisation :

Propriété 4.5. — Étant donné V ∈ R
d, la solution variationnelle du

Problème Stokes pour le vecteur V est l’unique u ∈ Y réalisant le mini-
mum :

inf {‖v‖, v ∈ Y, telle que Vv = V} .

Une fois résolu ce problème, les solutions obtenues permettent de
construire un endomorphisme linéaire de R

d de la façon suivante. À tout
V ∈ R

d, nous associons sV la solution variationnelle du Problème Stokes
pour V. Du lemme des multiplicateurs de Lagrange, il existe alors un unique
vecteur ΣV ∈ R

d tel que :

((sV,w)) = ΣV ·Vw, ∀w ∈ Y.

On pourra remarquer que, pour la solution sV, notant pV la pression as-
sociée, telle que (sV, pV) est solution de (4.1), nous avons :

ΣV =
∫
∂B

(T(sV, pV)n)dσ,

la force appliquée par le fluide sur la particule. Cette nouvelle application
Σ a les propriétés suivantes :

Propriété 4.6. — Σ est diagonalisable avec deux valeurs propres α⊥ et
αP , les epaces propres associés étant respectivement Re3 et son orthogonal
dans R

d, la direction de P.

Démonstration. — Tout d’abord, pour tout V et W dans R
d, testant

successivement la caractérisation de ΣV contre sW et la caractérisation de
ΣW contre sV, il vient :

ΣV ·W = ΣW ·V, (4.5)
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l’endomorphisme Σ est donc symétrique. De l’invariance par rotation (2.3),
il commute avec toutes les rotations d’axe e3. Les espaces propres de Σ
sont les espaces stables de ces rotations,i.e. Re3 et son orthogonal dans R

d.
L’invariance par rotation implique de plus que, par restriction à l’orthogonal
de e3, l’application Σ est une homothetie. �

Combinant les différentes définitions de sV et Σ, et la propriété précé-
dente :

Propriété 4.7. — Pour tout V ∈ R
d,

1. si V est parallèle à e3, alors, pour tout u ∈ Y tel que Vu = V :

‖u‖ � α⊥|V|,

avec égalité, si et seulement si u = sV.

2. si V est orthogonal à e3, alors, pour tout u ∈ Y tel que Vu = V :

‖u‖ � αP |V|,

avec égalité, si et seulement si u = sV.

Une autre application remarquable de l’invariance par rotation avec les
solutions variationnelles du Problème Stokes est la

Propriété 4.8. — Nous avons les identités remarquables suivantes,

1. en dimension 2 :
b(u1,||,u1,||,u1,||) = 0, (4.6)

2. en dimension 3 :

b(ui,||,uj,||,uk,||) = 0, pour tout i, j, k = 1, 2. (4.7)

Démonstration. — Tout d’abord en dimension 2, du développement asym-
ptotique (4.3) des solutions variationnelles du Problème Stokes, nous
savons que :

|(u1,‖ − e1) · ∇u1,‖ · u1,‖|(y) � c

|y|3 , ∀y ∈ F .

Or, le membre de droite de cette inégalité appartient à L1(F). Par conséquent,
la quantité b(u1,||,u1,||,u1,||) est bien définie.
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En dimension 3, du fait que les solutions variationnelles du Problème
Stokes sont dans Y, elles sont également dans L6(R3

+). Associé au résultat
de régularité Lemme 4.3, il vient, via une inégalité de Hölder, que, pour
tout i, j, k ∈ {1, 2}, la fonction

(ui,|| − ei) · ∇uj,|| · uk,|| ∈ L1(F),

et que :

|b(ui,||,uj,||,uk,||)| �
∣∣ui,||∣∣6 ∣∣∇uj,||

∣∣
3
2 ,F

∣∣uk,||∣∣6 +
∣∣∇uj,||

∣∣
6
5 ,F

∣∣uk,||∣∣6 .

Ensuite, pour i = 1, 2, de l’invariance par rotation (2.3) d’une part, et
de la linéarité de la formulation variationnelle définissant la solution du
Problème Stokes d’autre part, les deux éléments Sπui,|| et −ui,||, de Y
sont solutions variationnelles du Problème Stokes pour V = −ei. Par
conséquent, ils sont égaux. Utilisant l’invariance par rotation (2.3), il vient,
en dimension 3 par exemple, pour tout (i, j, k) ∈ {1, 2} :

b(ui,||,uj,||,uk,||) = b(Sπui,||, Sπuj,||, Sπuk,||) = −b(ui,||,uj,||,uk,||) = 0.

�

5. Orientation de la gravité dans le cas des régimes lents

Pour obtenir plus de précision sur la force appliquée par le fluide sur la
particule dans le cas de nos configurations stationnaires, nous nous plaçons
au voisinage de l’approximation linéaire, i.e., dans le cas des régimes lents.
Afin de mesurer la vitesse de l’écoulement, il nous faut une vitesse
caractéristique. Nous choisissons la vitesse de translation de la particule
V. De ce fait, nous appliquons le Théorème 1.2 qui stipule que, pour tout
V = λe1 avec λ > 0 notre paramètre, il existe un solution de (1.1,1.3) pour
un certain vecteur mage. Le champ de vitesse u et le vecteur mage associés
seront notés uλ et Fλ respectivement. Par définition, nous avons alors, pour
tout λ > 0 :{

((uλ,w)) + b(uλ,uλ,w) = Fλ ·Vw, ∀w ∈ Y,

Vuλ = λe1.

Notons que, l’estimation d’énergie (2.2) associée à la Propriété 4.7 et au
Lemme 2.1 impliquent que :

α2
Pλ2 � ‖uλ‖2 � CV|Fλ|λ. (5.1)
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D’autre part, prenant des fonctions test adéquates dans la formulation varia-
tionnelle définissant u, nous obtenons qu’il existe deux constantes (C1, C2)
pour lesquelles :

|Fλ| � C1λ + C2λ
2.

Ainsi, quand λ tend vers 0, la masse relative ma de la particule dans la
configuration stationnaire tend vers 0. Du point de vue de la particule,
regarder des écoulements lents revient donc à s’intéresser à des particules
dont les masse est proche d’un volume équivalent de fluide.

5.1. Formules de représentation

Rappelons qu’en dimension 3, l’espace Y s’injecte dans L6(R3
+) alors qu’en

dimension 2, il ne s’injecte a priori dans aucun espace Lp(R2
+). Ceci va

rejaillir dans le mode de calcul des composantes de la gravité. Nous ne
pourrons en particulier obtenir de formule aussi précise en dimension 2
qu’en dimension 3. Des passages techniques vont devoir se rajouter.

En dimension 3, nous reconstruisons F de la façon suivante :

Lemme 5.1. — Étant donné λ > 0, nous avons :

Fλ =
2∑
i=1

(
((uλ,ui,||))− b(uλ,ui,||,uλ)

)
ei+(((uλ,u⊥))− b(uλ,u⊥,uλ)) e3.

(5.2)

Démonstration Il est à noter que, dans cette formule, nous avons choisi
un ordre bien précis pour les arguments de b. Nous voulons en effet nous
servir au mieux des informations obtenues sur le gradient des solutions du
Problème Stokes afin de donner un sens à ces termes.

Nous montrons que :

Fλ · e1 = ((u,u1,||))− b(uλ,u1,||,uλ).

Nous obtenons les autres termes de façon analogue.

Rappelons que, via l’inégalité de Hölder (Lemme 2.6), vue l’intégrabilité
de ∇u1,|| (Lemme 4.3), le terme b(uλ,u1,||,uλ) est bien défini et :

|b(uλ,u1,||,uλ)| � |uλ|26,F
∣∣∇u1,||

∣∣
3
2 ,F

+CV‖uλ‖ |uλ|6,F
∣∣∇u1,||

∣∣
6
5 ,F

. (5.3)

De plus, nous construisons, par troncature et régularisation, une suite (wn)n∈N

satisfaisant :
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(a) pour tout n ∈ N : Vwn = e1, et wn est à support compact.

(b) pour tout γ ∈ (1, 2] :

lim
n→∞

∣∣∇(wn − u1,||)
∣∣
γ,F = 0.

Du fait que wn est à support compact, nous l’utilisons dans la formulation
variationnelle et nous faisons l’intégration par partie dans b. Il vient donc :
((uλ,wn))− b(uλ,wn,uλ) = Fλ · e1. Or, d’une part,

|((uλ,wn − u1,||))| � C‖uλ‖
∣∣∇(φn − u1,||)

∣∣
2,F

d’autre part, comme dans (5.3) :

|b(uλ,wn − u1,||,uλ)| �

|uλ|26,F
∣∣∇(wn − u1,||)

∣∣
3
2 ,F

+ CV‖uλ‖ |uλ|6,F
∣∣∇(wn − u1,||)

∣∣
6
5 ,F

. (5.4)

Des résultats de convergence sur wn, le résultat apparâıt en laissant n tendre
vers l’infini. �

Comme nous l’avons déjà remarqué ci-dessus, un tel résultat est in-
espérable en dimension 2. Il faut donc travailler avec ce que nous avons à
notre disposition : les fonctions à support compact. Par exemple, nous pou-
vons prendre, pour tout R > r, uR1,|| comme la R-solution de Stokes pour
la vitesse de translation e1. Il vient alors, que, pour tout λ > 0, pour tout
R > r :

Fλ · e1 = ((uλ,uR1,||)) + b(uλ,uλ,uR1,||), (5.5)

Cependant, du fait que nous connaissons plus précisément u⊥, nous pouvons
être plus précis concernant le choix dans cette autre direction. A cet effet,
nous introduisons une fonction de troncature χ : R → [0, 1] satisfaisant :

χ(t) =
{

1, si t < 0,
0, si t > 1.

et φR(y) := χ
(

|y|−R
R

)
. Pour tout R > r, nous définissons alors avec les

notations du Lemme 4.4 :

u2R
⊥ := ∇⊥(φRψ). (5.6)

Ainsi, pour tout R > r, la fonction u2R
⊥ satisfait : u2R

⊥ ∈ Y2R avec Vu2R
⊥

= e3,
et, comme pour la première composante, nous avons :

Fλ · e3 = ((uλ,u2R
⊥ )) + b(uλ,uλ,u2R

⊥ ), pour tout R > r. (5.7)

Cette famille d’approximations satisfait :
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Propriété 5.2. — Étant donné p > 1, il existe une constante c(p) et
un rayon Rp > r tel que, pour tout R > Rp, nous avons :

|∇(u2R
⊥ − u⊥)|p � c(p) ln(R)

R2(1− 1
p )

,

Il existe une constante k < ∞ telle que, pour tout R > r :∫ ∞

r

sup
α

{
|∇u2R

⊥ |(ρ, α)
}
ρdρ � k ln(R).

Démonstration. — Par définition :

∇u2R
⊥ −∇u⊥ = (φR − 1)∇u⊥ +∇φR ⊗ u⊥ +∇ψ ⊗ (∇⊥φR) + ψ∇(∇⊥φR),

où, pour tous vecteurs (a,b) ∈ (R2)2, la matrice a⊗b représente la matrice
tensorielle construite à partir de a et b. Appliquant, les majorations connues
sur u⊥ (4.3), il vient :

∣∣(φR − 1)∇u⊥
∣∣
p,F � c1

[∫
R

∞ dρ
ρ2p−1

] 1
p

� c1

R2(1− 1
p )

.

et, pour tout couple (r, s) satisfaisant 1
r + 1

s = 1
p et s > 2 :∣∣∇φR ⊗ u⊥

∣∣
p,F �

∣∣∇φR
∣∣
r,F |u⊥|s,F−FR .

Avec, ∣∣∇φR
∣∣
r,F � (2π)

1
r

[∫ ∞

r

∣∣∣∣ 1
R

χ′
(
ρ−R

R

)∣∣∣∣r ρdρ
] 1
r

,

� (2π)
1
r

R(1− 2
r )

[∫ ∞

0

|χ′(t)|r(t + 1)dt
] 1
r

,

(5.8)

et donc : ∣∣∇φR
∣∣
r,F � k(r)

R(1− 2
r )

et |u⊥|s,F−FR � c0

R(1− 2
s )

.

Par conséquent, il existe k(p) < ∞ tel que :

∣∣∇φR ⊗ u⊥
∣∣
p,F � k(p)

R2(1− 1
p )

.

De la même façon :∣∣∇ψ ⊗∇⊥φR
∣∣
p

=
∣∣∇⊥ψ ⊗∇φR

∣∣
p

� k(p)

R2(1− 1
p )

.
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Et, finalement : ∣∣ψ∇(∇⊥φR)
∣∣
p

� |ψ|∞,F2R

∣∣∇(∇⊥φR)
∣∣
p
,

où, selon la majoration (4.4) et de façon similaire à (5.8) :∣∣∇(∇⊥φR)
∣∣
p

� k′(p)

R2(1− 1
p )

et |ψ|∞,F2R
� c ln(1 + 2R).

En conséquence : ∣∣ψ∇(∇⊥φR)
∣∣
p

� k(p) ln(1 + 2R)

R2(1− 1
p )

.

Nous obtenons ainsi la première partie du résultat. Pour la seconde partie,
nous atteignons l’exposant critique p = 1, pour lequel le premier terme dans
la somme précédente n’est a priori pas défini. Cependant, nous avons :∫ ∞

r

sup
α
|∇u2R

⊥ |ρdρ � J1 + J2 + J3 + J4,

avec, utilisant les même résultats sur le comportement à l’infini de u⊥ (4.3) :

J1 :=
∫ ∞

r

sup
α
|φR∇u⊥|ρdρ � c0 ln(1 + 2R),

J2 :=
∫ ∞

r

sup
α
|∇φR ⊗ u⊥|ρdρ �

∣∣∇φR
∣∣
2

(∫ 2R

R

(
sup
α
|u⊥|

)2

ρdρ

) 1
2

� k.

Toujours avec la même technique :

J3 :=
∫ ∞

r

sup
α
|∇ψ ⊗ (∇⊥φR)|ρ dρ � k.

Et, finalement :

J4 :=
∫ ∞

r

sup
α
|ψ∇(∇⊥φR)|ρ dρ

� c1 ln(1 + 2R)
∫ ∞

r

sup
α
|∇(∇⊥φR)|ρ dρ � k ln(1 + 2R),

ce qui conclut la deuxième partie de la preuve. �

Nous rappelons également que les solutions variationnelles uλ du Pro-
blème A sont obtenues comme limites faibles de R-solutions uRλ . En parti-
culier, nous notons FRλ la force appliquée de la formulation faible pour uRλ .
Et, la force Fλ est la limite de FRλ quand R va à l’infini. De plus, pour tout
R suffisamment grand, nous avons les formules de représentations :

FRλ ·e1 = ((uRλ ,u
R
1,||))+b(uRλ ,u

R
λ ,u

R
1,||),F

R
λ ·e3 = ((uRλ ,u

R
⊥))+b(uRλ ,u

R
λ ,u

R
⊥).

(5.9)
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6. Passage à la limite. Cas de la dimension 3

Nous obtenons le développement limité suivant de Fλ au voisinage de 0.

Théorème 6.1. — Pour λ au voisinage de 0, nous avons :

Fλ = λαP e1 − λ2b(u1,||,u⊥,u1,||)e3 + o(λ2). (6.1)

Pour démontrer ce théorème, nous nous intéressons, dans un premier
temps, au comportement des solutions variationnelles uλ quand λ tend
vers 0 :

Lemme 6.2. — Pour λ au voisinage de 0, nous avons :

uλ = λu1,|| + o(λ), (6.2)

pour la norme ‖ · ‖ sur Y .

Démonstration. — Tout d’abord, remarquons que, de l’estimation d’éner-
gie (2.14), nous savons que : ‖uλ‖ � Kλ. Par conséquent, nous intro-
duisons zλ = uλ/λ. Cette suite est bornée dans Y et admet au moins un
point d’accumulation pour la topologie faible. D’autre part, pour tout point
d’accumulation z0 de cette suite, passant à la limite dans la formulation
variationnelle (2.6) pour w ∈ Y tel que Vw = 0, il vient que :

Vz0 = e1 et ((z0,w)) = 0, ∀w ∈ Y tel que Vw = 0.

Or, ceci caractérise u1,||. Par conséquent z0 = u1,||. Finalement, la fonction
zλ converge faiblement vers u1,|| dans Y . Pour conclure la preuve, il s’agit
de montrer que cette convergence est forte ou de montrer que :

lim inf
λ→0

‖zλ‖ � ‖u1,||‖,

puisque nous sommes dans un espace de Hilbert. Or, rappelons que, avec
les notations de la Propriété 4.7, nous avons :

λ‖u1,||‖ = ‖sλe1‖ � ‖uλ‖, ∀λ > 0.

Ceci conclut la preuve. �

Démonstration du Theoreme 6.1. — Notons que les formules (5.2) sont
continues en uλ. En effet, de la majoration (5.3), il vient que, si un converge
vers v dans Y, alors :

b(un,w,un) → b(v,w,v), ∀w = {u1,||,u2,||,u⊥}.
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D’autre part, remarquons que, dans le développement limité obtenu de uλ,
le terme de reste est un champ de vitesse de Y dont la vitesse de translation
sur B est nulle. En particulier,

((uλ,w)) = λ((u1,||,w)), ∀λ > 0, ∀w = {u1,||,u2,||,u⊥}.

En conséquence, il vient que, pour i = 1, 2 :

Fλ · ei = λαPδi,1 − λ2b(u1,||,ui,||,u1,||) + o(λ2),

avec δ le symbole de Kronecker. Or, de l’invariance par rotation de b (Pro-
priété 4.8) :

b(u1,||,ui,||,u1,||) = 0, pour i = 1, 2.

Le terme de second ordre vient donc nécessairement de la troisième com-
posante. Comme ci-dessus, il vient :

Fλ · ei = −λ2b(u1,||,u⊥,u1,||) + o(λ2),

ce qui conclut la preuve. �

7. Passage à la limite. Cas de la dimension 2

Tout d’abord, un second regard à la preuve dans le cas de la dimension 3,
nous permet de remarquer qu’au moins deux résulats peuvent être conservés
en dimension 2, car ils ne font appels qu’au produit scalaire et non à la forme
trilinéaire b :

Lemme 7.1. — Au voisinage de 0, nous avons les développements limités :

uλ = λu1,|| + o(λ), et Fλ = λαPe1 + o(λ).

Les difficultés n’apparaissent donc que quand il s’agit de déterminer le
second terme du développement de Fλ. Dans ce qui suit, nous notons Rλ

le reste dans le développement de Fλ :

Rλ :=
Fλ − λ(αP , 0)�

λ
,

et nous notons rλ, le reste de uλ. Nous avons alors les formules de représentation,
avec les uR|| et u2R

⊥ de (5.5) et (5.7) :{
Rλ · e1 = ((rλ,uR‖ )) + λb(u‖ + rλ,u‖ + rλ,uR‖ ),
Rλ · e3 = ((rλ,u2R

⊥ )) + λb(u‖ + rλ,u‖ + rλ,u2R
⊥ ),

∀R > r. (7.1)

Dans ces formules de représentation, les deux coordonnées de Rλ sont com-
posées
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• d’un terme d’ordre zero ((rλ,uR))

• et d’un terme d’ordre un λb(u‖ + rλ,u‖ + rλ,uR).

Pour deviner le comportement au voisinage de 0, remplaçons formellement
uR⊥ par u⊥, comme en dimension 3, les termes d’ordre 0 disparaissent. Le
reste Rλ garde donc seulement, à l’ordre 1, une composante selon e3 qui est
λb(u‖,u‖,u⊥). Comme ce terme est bien défini, nous pouvons espérer qu’il
représente bien le comportement de Rλ au voisinage de 0.

Nous montrons

Théorème 7.2. — Étant donnée une suite (λn)n>0 ∈ (0,∞)N qui tend
vers 0 :

1. s’il existe une suite (αn)n>0 ∈ (0,∞)N telle que :

(i) lim
n→0

λn
αn

= 0,

(ii) il existe une constante C pour laquelle |Rλn | � Cαn, pour tout
n > 0,

alors lim
n→∞

Rλn

αn
= 0.

2. S’il existe une constante C pour laquelle, |Rn| � Cλn, pour tout n > 0,

alors lim
n→∞

Rλn

λn
= (0, b(u‖,u‖,u⊥))�.

Il s’ensuit directement :

Corollaire 7.3. — La fonction λ �→ Rλ

λ admet une limite en 0 qui est
(0,b(u‖,u‖,u⊥))�.

Démonstration. — Si l’on arrive à montrer qu’il existe une constante C
pour laquelle |Rλ| � Cλ le résultat découle alors immédiatement du 2.
du théorème précédent. Par conséquent, supposons qu’il existe une suite
λn tendant vers 0 telle que Rn := R(λn) satisfasse : |Rn| > nλn, pour
tout n > 0 et notons αn := |Rn|. A l’extraction d’une sous-suite près nous
pouvons supposer que Rn := Rn/αn admet une limite R ∈ S1. D’autre
part, appliquant le 1. du théorème précédent avec αn, il apparâıt que R = 0.
Nous obtenons donc une contradiction, ce qui achève la preuve. �

Démonstration du Théorème 7.2. — Nous donnons les arguments pour
Ln := Rλn · e3. Supposons qu’il existe une suite (αn)n>0 ∈ (0,∞)N pour
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laquelle, pour C > 0, nous avons : |Rλn | < Cαn, pour tout n > 0. Nous
notons

rn :=
uλn − λnu1,‖

λn
.

Rappelons que (2.14) et l’orthogonalité de u1,|| et rn impliquent :

‖rn‖2 � |Rλn · e1| � αn. (7.2)

Rappelons également la représentation de Ln :

Ln = ((rn,u2R
⊥ )) + λnb(u1,‖ + rn,u1,‖ + rn,u2R

⊥ ), ∀R > r.

Nous séparons le premier terme de cette formule en deux :

((rn,u2R
⊥ )) = 2

[∫
F∩DR

D(rn) : D(u⊥) +
∫
F−DR

D(rn) : D(u2R
⊥ )

]
,

avec DR l’intersection de F avec la boule de centre G et de rayon R. Comme
Vrn = 0 : ((rn,u⊥)) = 0. Par conséquent, nous pouvons reécrire :

((rn,u2R
⊥ )) = 2

[∫
F−DR

D(rn) : (D(u2R
⊥ )−D(u⊥))

]
Finalement :

Ln
αn

=
2
αn

∫
F−DR

D(rn) : (D(u2R
⊥ )−D(u⊥))− λn

αn
b(u1,‖+rn,u2R

⊥ ,u1,‖+rn).

Nous forçons l’apparition du terme principal :

Ln
αn

= −λn
αn

b(u1,‖,u⊥,u1,‖) + In1 + In2 + In3 + In4 ,

avec :

In1 =
2
αn

∫
F−DR

D(rn) : (D(u2R
⊥ )− D(u⊥)), In2 =

λn
αn

b(u1,‖,u⊥ − u2R
⊥ ,u1,‖),

In3 = −λn
αn

(
b(u1,‖,u2R

⊥ , rn) + b(rn,u2R
⊥ ,u1,‖)

)
, In4 = −λn

αn
b(rn,u2R

⊥ , rn).

Et nous montrons le

Lemme 7.4. — Il existe k0, k1 et N0, R0 tels que pour tout R > R0 et
n > N0 :

|In1 + In2 | �
k0λn‖rn‖ ln(R)

αnR
2
3

, |In3 + In4 | �
k1λn‖rn‖ ln(R)

αn
.
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Démonstration. — Appliquant l’inégalité de Hölder (Lemme 2.6) et
rappelant la Propriété 5.2 de u2R

⊥ :

|In1 | �
‖rn‖

∣∣∇(u2R
⊥ − u⊥)

∣∣
2

αn
� c(2)‖rn‖ ln(R)

αnR
, pour R > R2.

Ensuite, pour R > R3,

|In2 | �
c(3)λn

∣∣u1,‖ − e1

∣∣
∞

∣∣u1,‖
∣∣
3,F ln(R)

αnR
2
3

.

Rappelons que, de leur décroissance en 1/|y| (cf (4.3)), les solutions varia-
tionnelle du Problème Stokes (et donc, notamment u1,‖) sont des éléments
de Lp(F) pour tout p > 2. D’autre part, pour R > r,

|In3 | � λn
αn

(
∣∣u1,‖ − e1

∣∣
∞ +

∣∣u1,‖
∣∣
∞)

∫ ∞

r

∫ 2π

0

|∇u2R
⊥ ||rn|dαρdρ,

�
√

2π
λn
αn

(2
∣∣u1,‖

∣∣
∞ + 1) sup

ρ

[∫ 2π

0

|rn|2dα
] 1

2 ∫ ∞

r

sup
α
|∇u2R

⊥ |ρd ρ,

où, appliquant le Lemme 2.3 et la Propriété 5.2 :

sup
ρ

[∫ 2π

0

|rn|2dα
] 1

2

� K |∇rn|2 ,

∫ ∞

r

sup
α
|∇u2R

⊥ |ρdρ � k ln(1 + R).

Par conséquent :

|In3 | � k
λn
αn

(2
∣∣u1,‖

∣∣
∞ + 1) |∇rn|2 ln(1 + R).

Avec la même technique :

|In4 | �
λn
αn

sup
ρ

[∫ 2π

0

|rn|2dα
] ∫ ∞

r

sup
α
|∇u2R

⊥ |ρdρ � λn
αn

k |∇rn|22 ln(1 + R).

Pour conclure, rappelons que ‖rn‖ tend vers 0 quand n va à l’infini. Par
conséquent, pour n suffisamment grand, nous avons ‖rn‖2 � ‖rn‖. �
Finalement, nous prenons :

Rn := exp
(

1
‖rn‖

1
2

)
, donc, en particulier ln(Rn) =

1
‖rn‖

1
2
.

Rappelons que ‖rn‖ → 0 ainsi Rn →∞. En particulier, pour n suffisament
grand, nous appliquons le lemme précédent et :

|In3 + In4 | �
k1λn‖rn‖

1
2

αn
, |In1 + In2 | �

k0λn‖rn‖
1
2

αnR
2
3
n

,
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Ainsi : |In1 + In2 + In3 + In4 | → 0 dans les deux cas :

αn = λn and lim
n→0

λn
αn

= 0.

Le comportement quand n va à l’infini est donc fixé par le terme principal
que nous avons introduit. Ceci achève la démonstration du Théorème 7.2.
�

8. Conclusion

Dans cette étude, nous avons montré que, pour toute particule, étant
donnée une distance entre la rampe et la particule, il existe une orientation
du corps telle que la particule peut tomber le long de la rampe sans jamais la
toucher. La méthode employée utilise cependant des arguments abstraits. En
particulier, elle ne donne aucune information sur l’orientation de la rampe
par rapport à la gravité. Dans un second temps, nous avons donc également
obtenus plus de renseignements sur cette orientation. Il est apparu dans
notre analyse, que dans le modèle bidimensionnel, comme dans le modèle
tridimensionnel, l’angle est non-nul au moins pour des nombre de Reynolds
faibles (ce qui est équivalent à des masses de particules proches de la masse
d’un volume équivalent de fluide) si la quantité b(u1,||,u1,||,u1,⊥) est non-
nulle. Pour compléter l’étude, il faudrait maintenant calculer cette quantité
avec des outils numériques par exemple.
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