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Indépendance linéaire et algébrique

de fonctions liées a la fonction ¢-dzeta(*)

JEAN-PAUL Brzivin®

RisumEi. — Pour g € C, |g| < 1, on définit la g-analogue de la fonction

. ot nk—1gn

zeta de Riemann par les égalités (4 (k) = Z ok—1(n)q" = Z T
n=1 n=1 4
Dans [8], W. Zudilin énonce deux questions & propos de ces fonctions de
g. La premiere concerne I'indépendance linéaire sur C(q) des fonctions
¢q(k), pour k = 1, et la seconde 'indépendance algébrique sur C(q) des
fonctions (4(2), (q(4), (q(6), et des fonctions (4(2k + 1), k = 0. Dans [5],
Y. Pupyrev répond positivement & la premiére question, et donne des
résultats partiels pour la seconde.

Dans cet article, nous considérons la fonction L(z,y) =
nz=1

TL:I:TL
ly —. Pour des

et, avec 7 = ydi7 les fonctions 77 (L)(x,y) = an

Y n=1
valeurs ag,k = 1,..., s, soumises & quelques conditions techniques, nous
démontrons des résultats d’indépendance linéaire et algébrique pour les
fonctions 77 (L) (z, ay,).

ABsTRACT — For g € C, lg| < 1, one extends the Riemann Zeta function
k—1.n
in the following way: (4(k) = Z ok—1(n)g" = Z Tbl—qn
n>=1 n=1 4

In the paper [8], W. Zudilin has formulated two questions about these
functions. The first one is about the linear independence over C(g) of the
functions (4(k), k 2 1, and the second one about the algebraic indepen-
dence over C(g) of ¢4(2),¢q(4),¢q(6), and ¢q(2k + 1), k > 0.

In the paper [5], Y. Pupyrev has positively answered the first question,
and has given partial results for the second.

(*) Recu le 9 novembre 2006, accepté le 31 janvier 2007

(1) Université de Caen, Département de Mathématiques et Mécanique, Laboratoire
N.Oresme, Campus II, Boulevard du Maréchal Juin, BP 5186, 14032 Caen Cedex, France.
bezivin@math.unicaen.fr
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Jean-Paul Bézivin

nxn
In this paper, we consider the function L(z,y) = E 1y—n’ and, with
—x
nz=1
ynmn
1—

d . .
T = y—, the functions 77 (L)(z,y) = an For complex values

dy zn’
nz=1
ar,k = 1,...;s, satisfying some technical conditions, we show linear and

algebraic independence results for the functions 77 (L)(z, ax).

1. Introduction et résultats

Soit ¢ € C, |g| < 1 ; une maniere possible pour définir une g-analogue
de la fonction dzeta de Riemann est (k > 1) :

Dans [8], W. Zudilin énonce deux questions & propos de ces fonctions
de q :

Question 1 : Montrer que les fonctions (4(1), (4(2), (4(3), ... sont C(g)-

linéairement indépendantes.

Question 2 : Montrer que l'ensemble des fonctions définies par (4(2),
Cq(4), (4(6), et ((2k + 1), k > 0, est formé de fonctions algébriquement
indépendantes sur C(q).

On renvoie & [8] pour plus de détails concernant le contexte de ces deux
questions.

Dans [5], Y. Pupyrev répond positivement & la premiére question :

THEOREME 1.1 (PUPYREV). — Soit m un entier non nul. Les fonctions
de g € C, |q < 1 définies par (4(k), k = 1,---,m sont linéairement
indépendantes sur le corps C(q).

Dans le méme article, Y. Pupyrev donne également des résultats partiels
pour la seconde question.

Nous noterons aussi un lien avec d’autres conjectures :
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Indépendance linéaire et algébrique

Soit x € C, et cette fois-ci ¢ € C, |g| > 1. On définit la fonction g-
logarithme L,(z) par :

n>1

Ces fonctions sont intervenues récemment dans plusieurs articles (voir
[1][2],[5][8] par exemple), et il existe une conjecture sur la nature arithmétique
des valeurs prises par cette fonction aux points rationnels dans le cas ot on
suppose ¢ € Z (voir P. Bundschuh et K. Vdénénen, [1]) :

CONJECTURE 1.2. — Soient q € Z, tel que |g| > 1,1l €N, et x1,...,Tm
des nombres rationnels non nuls, avec |z < |q| pour k = 1,---,m. On

suppose que Lk & qZ pour k # k'.
T
Alors les nombres 1, ng)(xl), e ng) () j =0,---,1 sont linéairement
indépendants sur Q.

Dans ce contexte, le résultat de Y. Pupyrev prend la forme :

THEOREME 1.3 (PUPYREV). — Soit m un entier non nul. Les fonctions
de q € C, |g| > 1 définies par l,L((IJ)(l), k=1,---,m sont linéairement
indépendantes sur le corps C(q).

Dans ce résultat, les symboles de dérivations sont effectués par rapport
a la variable z.

Nous allons introduire des fonctions L liées aux fonctions g-dzeta :

ynxn
L(z,y) =) T

n>1

Dans tout ce qui suit, sauf mention du contraire, le symbole de dérivation
est considéré par rapport a la variable y. On aura donc pour j > 0 :

n n

LY (z,y) :Zn(n—l)-~-n—j+1)y I

1—an
n>1

d
Nous utiliserons la dérivation 7 définie par 7 = yd— On a alors
Y

yn:cn
1—2an

(L) () = 3w

n>1
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et pour y = 1, on retrouve les fonctions considérées par W. Zudilin et Y.
Pupyrev.

Dans cet article, nous allons donner des résultats dans la direction con-
sidérée par Y. Pupyrev :

THEOREME 1.4. — Soient ai,---,as des nombres complexes non nuls
et distincts, vérifiant |agx| < 1 pour tout k = 1,---,s, et multiplicative-
ment indépendants. Soit m € N. Les fonctions définies par l,L(j)(x,l),
LUz, ap),k =1,---,5,7 = 0,---,m sont linéairement indépendantes sur

C(x).

On peut aussi donner des résultats d’indépendance algébrique, mais avec
des hypotheses plus restrictives :

THEOREME 1.5. — Soient ay,---,as des nombres complexes non nuls et
distincts, vérifiant |ag| < 1 pour tout k = 1,---,s. On suppose que ces nom-
bres sont multiplicativement indépendants. Alors les fonctions L(z,ar), k =
1,---,m, sont algébriquement indépendantes sur C(x).

THEOREME 1.6. — Soient a € C, 0 < |a|] < 1, et s, s2 deux entiers tels
que s2 > s1 = 1. Alors les fonctions L(x,a), 7 (L)(z,a), 752(L)(z,a) sont
algébriquement indépendantes sur C(x).

On peut aussi définir pour j > 1 les fonctions

1 ynxn
nil—an

T_j(L)(.L y) = Z

n=1
Dans ce cas, on peut aussi donner un résultat d’indépendance algébrique :

THEOREME 1.7. — Soient s > 1, a1,---,as des nombres complexes non
nuls, de module < 1, algébriquement indépendants. Alors si m > 0, les
fonctions 77I(L)(z,ax), 1 < k < s et 0 < j < m sont algébriquement
indépendantes sur C(x).

L’auteur remercie vivement le Referee pour une lecture attentive du texte
et des remarques constructives.
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Indépendance linéaire et algébrique
2. Résultats techniques

Soient f,g deux fonctions. On note par =< quand x — a la relation
suivante : Il existe deux constantes strictement positives c; et ¢y telles que,
siz —a,onac|f(x)] <|glx) < el fx).

Nous aurons tout d’abord besoin du résultat suivant da a Y. Pupyrev,

[5] :

LEMME 2.1. — Soient { une racine de l'unité, et r €]0,1[. On a :
1
a) Sise€N,s>0, onat’(L)(r(,1) =< m, sir—1;
log(1—1)

b) Sis=0, onalL(r{,1) =<

1 , st — 1.
—r

Nous aurons aussi besoin d’un résultat général sur le comportement au
bord des séries de Lambert, dii & K.Knopp [4], Satz 3, page 292 :

THEOREME 2.2. — Soit a,, une suite de nombres complexes, on suppose

a
nv+r7n>1’
nv—+r

que Uentier v > 1 est tel que les v séries de termes généraux

ot r € {0,---,v— 1} sont toutes convergentes.

xn
La série de Lambert F défini F:E —— véri lors 1
a série de Lamber éfinie par F(z) 2 Uy vérifie alors la
propriété suivante : Soit vy = exp(2inh), ou O = Y avec u e {0,---,v—1}
v
premier a v, alors :
lim(l — )F(a) =y 2

T nv
0 n>1

ot la limite se fait quand © tend vers xg sur le rayon [0, zg].

Nous aurons aussi besoin des résultats suivants :

LEMME 2.3. — Pour tout entier m positif, la série Py, (z) = anz"

nx1
Am
est de la forme Pp,(z) = z%, ou A, est un polynome non nul, de
— 2z m

degré m, a coefficients positifs, et tel que Ap, (1) = m!

—927 -
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Démonstration. — Ceci vient des calculs faits dans [5], Lemma 1, page
564. O

LEMME 2.4. — Soient s > 1, et a1, --,as des nombres complexes non
nuls et multiplicativement indépendants, de modules < 1. Soient N un en-
tier naturel, et O, k = 0,---, N, des fonctions analytiques de s variables
complexes, convergentes dans le polydisque unité. On suppose que, pour tout
v entier assez grand, on a

N
Z@k(ai’, ca)f =0
k=0

Alors les fonctions 0y, sont toutes nulles.

Démonstration. — Posons 0y (x Zbk lx R L avecl = (13, wols) €
N?. L’hypothese s’écrit

} :bklallv--~ § :allv_“aisv(E bk,gvk) _
k
pour tout v assez grand, ou encore que ¢, = g al“’ . YSi(v) =0, o1 on
a posé Sy(v g by, lv

On majore facilement les coefficients by ;. En effet, soit r un nombre
réel strictement inférieur & 1, et strictement supérieur aux modules des a;,
que l'on fixe dans toute la suite de la preuve. On a alors en notant |0|(r)
le module maximal de 0 (z1,--,xs) sur le polydisque de centre lorigine

|0k (r)
plit+ls
Il existe donc une constante M; (qui sera le maximum des |0x|(r),k =
0,---, N, ne dépendant donc que de 7, des 0, et de N), telle que pour tout
1

et rayon r, par les inégalités de Cauchy la majoration [by;| <

ket I, on ait |by| < o pm—
Soit g(z Z ¢y 2" . Puisque ¢, est nulle pour tout v assez grand, g est
v>1

un polynome.
D’autre part, on a en appliquant le lemme 2.3, on a, si S; est non nul,

o N Ak(z) . BL(Z)
Z SL(U)Z = ];)bk,LZ(l — Z)k+1 - Z(l _ z)d£+1

v>1
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Indépendance linéaire et algébrique

avec les By polynomes, vérifiant By(1) # 0. Le degré de B; est majoré par le
degré d; de S;, qui est borné par V. Ses coefficients sont des formes linéaires
en les coefficients de Sj ; il en résulte que les coefficients de B; sont majorés

M, ) )
que de 7, des 0 et de N.

par ot M est une nouvelle constante, ne dépendant également

Soit R > 0, et z € C, |z| < R ; on a pour tout | sauf un nombre fini
1
s 2] < o On en déduit

d’entre eux |a!' - a

S S

R < 2 de sorte que \alll ea
que sous ces conditions,
Mo Ms

l ls —
|BL(a11 TGy Z)‘ < (N + 1)rl1+"'+ls T ol

On a donc sous ces hypotheses que

l
I I By(ay' --al2)
al ...a Z l l‘ d
(1 — all .. ‘CL;Z) 1+1

M.
! L. 3
| <lay - -agzl VL

S

Si on pose My = RM32N+1 constante indépendante de [ = (Iy,-- -, 1),
il vient

M,
rlittls

!
I L Bi(a7' -- -als2)
al e a Z

s (1 — al11 e a‘lssz)dl-%-l

| <lay ---af

Il résulte alors du fait que r > |a;| pour tout j et de cette majoration
By(al ---dl2)

(1—alt - akz)dn

que la famille des fonctions a'! - - als 2

est sommable, et

aussi que la fonction

By(alt - dkz)

15 l
z) = E at--agz
9(2) l 1 T —ab - alz) i

. , . —1 _
est une fonction méromorphe dans tout C, qui admet a;"* ---a; ' comme

pole si le polynome S; est non nul (ce qui équivaut a dire que le polynéme
By est non nul). En effet les éléments a;™ - agl sont distincts pour des
L=(l,---,l,) distincts en raison de I'hypothese faite d’indépendance multi-
plicative des nombres ay, .., a,. Comme g est un polynéme, on a donc .S; = 0
pour tout [, donc by ; = 0 pour tout k et [, et par suite les fonctions 0, sont

toutes nulles. O
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On note enfin par Lig pour k > 1 la fonction polylogarithme Lig(z) =

z" .
E — On a alors le résultat suivant :
n

n=1

LEMME 2.5. — Soit s > 1. Les fonctions Lix(z), k = 1,---,s, sont
algébriquement indépendantes sur C(z).

Démonstration. — Voir [3], [6] ou [7]. O

3. Démonstration des résultats

3.1. Preuve du théoréme 1.4

Nous allons raisonner par I’absurde, en suivant d’assez pres la démonstration
de Y. Pupyrev. Tout d’abord, on remarque que les dérivées L) (z,7) et les
expressions 77 (L)(z,y) s’expriment 'une en fonction de 1'autre par des for-
mules C(y)-linéaires inversibles : on a 7(L)(x,y) = yL'(x,y), (on rappelle
que les dérivées sont prises par rapport a y sauf mention expresse du con-
traire) et 72(L)(x,y) = yL'(x,y) + y2L" (x,y), etc. On peut donc, puisque
I’on ne prendra jamais y = 0, au lieu de travailler avec les LU (. y), le faire
avec les 77 (L)(z,y). Soit donc

@)+ 0@ (L) (2, 1) + > pj k()7 (L) (2, ax) = 0
=0 Gk

une relation de dépendance linéaire sur C(x) pour ces fonctions ; on peut
supposer que les p; 5, sont des polynomes.

Soit tout d’abord xo une racine de l'unité, xg = exp(2imu/v), avec u et
v dans N v non nul, u et v premiers entre eux.

On remarque tout d’abord que si k € {1,---,s} et j est fixé, 77 (L)(z, ay)
n

= E n’ay T on est une série de Lambert de la forme E by,
-z
nx=1 nx=1

b, = n’a}} qui est le terme général d’une série absolument convergente.

1 n avec
— T

Par le théoreme de Knopp (théoréme 2.2), 'expression (1 — ﬁ)7'3'([/) (z,ax)
. azv o
converge vers nv)’
verge vers » _(nv) v

n>1

si x tend radialement vers x.

Nous allons tout d’abord démontrer que les p;0(x) sont tous nuls.
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Indépendance linéaire et algébrique

S’il existe des p,0(x) qui sont non nuls, on peut supposer que i o(z) est
non nul et on choisit une racine primitive v-ieme de 'unité xq = exp(2i7ru /v)

t+1

telle que gy 0(xo) # 0. On multiplie alors I'expression par (1 — —) et on
Zo

fait tendre x radialement vers z.

Sit est non nul, par le lemme 2.1, chaque terme (17£)t+1,uj70(x)7j (L)(z,1)
Ty

converge vers 0 si j < t, et le terme (1 — £)t"rl,utyo(a;)Tt(L)(;zc,1) est
Ty

t+1

= pig,0(z0). Comme les termes (1 — i) ;. x(z)77 (L) (2, ax) ont tous une
o

.. . . s o x .
limite nulle par ce qui précede, ainsi que le terme (1—-—)**1 (), on obtient

que 0 <y 0(z0), ce qui est absurde.

x
Si t = 0, on obtient en multipliant par 1 — — et en faisant tendre x
To

x
radialement vers zy que le terme (1 — —)u(z) tend vers 0, chaque terme
)
€T .
(1——)pj k(z)77 (L) (2, ar) admet une limite finie, et si zg est choisi de fagon
Lo

que po0(xo) est non nul, le terme (1 — i),uo,o(ac)L(ac, 1) est < —log(1 —7),
o

donc aussi ’expression totale, ce qui est absurde puisqu’elle est nulle.

On a donc démontré que les p; o sont tous nuls. Il ne reste donc qu'une
égalité de la forme

2)+ > k(@) (L) (x,ax) = 0
i,k

Nous allons maintenant réutiliser le théoréme de K. Knopp pour ter-
mianer la démonstration.

x
On multiplie par 1 — — D'expression précédente, on a donc :
o

(= ) +Zm L)(x, ar))
=<1—— +Zug, (1= ) (L), ax)

To Zo

et on fait tendre x radialement vers z.
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Le terme (1—£),u(;v) converge vers 0. Chaque terme (1—£)Tj(L)($, ak)

Zo Zo
nv

a , .
converge vers E (nw)? =k~ 11 en résulte que I’expression :

nv
n>1

Zm )(1 — ) (L) (2, a)

Zo

. anv
converge vers ik(x nw)? = qui est donc nulle, et ceci pour toute
govers 3 () Yo (n) % g et ceci p
7,k n>1
valeur de v > 1 et tout xg = exp(2imu/v) avec u et v premiers entre eux.

Soit d le maximum des degrés des p; (). Si on choisit v assez grand,
on aura un nombre de valeurs x( possibles strictement plus grand que d. 1l
nuv

a
en résulte que le polyno ; i 2k
que le polynome Zuj,k(:c) > (noy 2k
J:k n>1
En appelant p; g, le coefficient de =™ dans p; x(z), il en résulte que pour

. a’I’L’U . .
tout m, et v assez grand, on a E g kom E (m})JL = 0. En multipliant
nv
J.k n>1
par v, cette expression s’écrit aussi :

Zujkmzv]nj g ZZMkaZnJ o)l =3 Y Ojklap)v’

n>1 n>1 ik

avec Oy ;(x) = /Lj_,k,man*lx” qui est analytique dans le disque unité
n=1

de C.

Nous sommes dans les conditions d’application du lemme 2.4, ce qui
fournit que tous les ;i m sont nuls. Finalement, tous les p, 5 (x) sont nuls,
et il en est de méme de p(z), ce qui termine la démonstration.

3.2. Preuve du théoréme 1.5

On se donne une relation de dépendance algébrique entre 1, L(x,ax), k =

1,-+-,s. On a donc un polynéme non nul Q(Y, X1, -, X;), & coefficients

dans C, tel que Q(z, L(x,a1), -+, L(z,as)) = 0 pour tout € D(0,1). On

peut considérer la décomposition de @) en polynomes homogenes relative-
m

ment aux variables X, on écrit donc QQ = ZQ’“ le polynéme @Qj étant
h=1
homogene de degré h, et @), est non nul. Nous allons utiliser le théoréeme

de Knopp.
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Indépendance linéaire et algébrique

Considérons un monéme X' ... X! et posons w = Iy + --- + [,. Par
le théoreme de Knopp, que nous pouvons utiliser puisque tous les a; sont
de modules strictement inférieurs & 1, si zg est une racine de I'unité de la
forme xg = exp(2imu/v), avec u premier & v, et si x tend radialement vers
g, I'expression

(=) (L(wa1)" - (L, a0)" = (1=—) L(w, 1)) - - (1= —) L(x, a,))"*
Zo Zo Zo

a’iw l s 1
converge vers (Z — ). (Z ).
nv nv

n=1 n>1

Si on multiplie Q(z, L(z,a1),- -, L(x,as)) par (1— ﬁ)m, et que l'on fait
T

T
tendre radialement x vers xg, chaque terme (1 — —)"Qp(z, L(x,a1),- -,
zg

L(z,as)) aura si h < m une limite nulle. Pour ce qui concerne le terme
T
(1 - l,_)lem('/I:) L(.’I}, a/l)a Y L(m,as)),
0
qui est égal a

x x
> @) (1= @) (1= ) L(,a,)
li=m "o "o

il converge vers 'expression

v . ar i,

> o) ) O o)

|U:m n>1 n>1

Comme l'expression est homogene, on peut faire disparaitre le terme v
n

en dénominateur, et comme — log(1l — z) = g —, il vient que
n

n>1
Qm(an - IOg(l - a’llj)7 Tty T lOg(l - CLZ)) =0

pour tout v, et tout zy de la forme zy = exp(2imu/v) avec u premier & v.

Soit d le degré en Y de Q. Si I'on choisit v assez grand, le polynome
Qm(Y,—log(l —a}),------ ,—log(1 — a¥)) aura plus de racines distinctes
que son degré, il sera donc identiquement nul.

Si I'on écrit maintenant Q,,(Y, X1, -+, X,) = Y Y!A/(Xy, -+, X,), il
vient que A;(—log(l —a}),---,—1log(1 —a?)) = 0 pour tout v assez grand.
Le lemme 2.4 s’applique et montre que A;(—log(l — z1),---,—log(l —
Zs)) est une fonction identiquement nulle sur le polydisque unité, puis que
Ai(Xq,--+, Xs) est nul pour tout [, et donc @,, est le polynéme nul, con-
trairement a ’hypothese faite, ce qui termine la démonstration.
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3.3. Preuve du théoréme 1.6.

Nous raisonnons par I’absurde, en supposant I’existence d’un polynéme non
nul Q(X, Yy, Y1,Ys) a coefficients dans C tel que

Q(z, L(x,a), 7 (L)(x,a), 7 (L)(z,a)) =0

On décompose encore ) en ses parties homogenes par rapport a Yy, Y7, Ya,
et soit @, le polynéme homogene de plus haut degré.

x
On va utiliser le théoréme de Knopp, on multiplie donc par (1 — —)™,
x

0
ol g est une racine de I'unité de la forme xg = exp(2imu/v), u et v entiers
premiers entre eux. Par le théoreme de Knopp, on trouve ainsi que nous
I’avons déja vu que

anv

Qu (o, (D —); (D (nv) = ta™), (Y ()=~ a™)) = 0

pour tout v. En choisissant encore v assez grand par rapport aux degrés des
coefficients (polynomes ) de @Q,,, on voit que pour tout v assez grand, on a

CLTL'U

Qm(Xa (Z H)7 (z:(nv)m—lanv)7 (Z(nU)SQ—lanv)) =0

n>1 n>1 n>1

Posons @, (X, Yy, Y7,Ys) = Z m(X)YoY v, On a donc

|L|=m

a’ﬂ’U

1 (X)Uflo+(sl*1)ll+(s2*1)12 (Z _)lo (Z ns171anv)l1 (Z n8271anv)12)
N n

pour tout v assez grand.

On introduit les fonctions fo(z) = —log(l — z), fi(x) = Znsl_lx”7
nx=1
fa(x) = Z n*2~ 12" qui sont analytiques dans le disque unité. Apres mul-
n>1
tiplication éventuelle par une puissance de v, de sorte que les exposants de

v soient positifs, on trouve que ’expression est de la forme Z 0r(X, a")z/C

(somme finie), ou les 6 sont des polyndmes en X, fo(x), f1(x), f2(z). On
s’est placé dans les conditions ol 'on peut utiliser le lemme 2.4.

— 34 —



Indépendance linéaire et algébrique

Il en résulte que, en remplacant la variable entiere v par Z, on a :

Y m(X)z etk (og(1-))0 (Py, 1 (2))" (Pay—1(2))"2) = 0

|Z|=m.

Comme la fonction log(1 — z) est transcendante sur C(z), il vient

Y m(X)z etk Yo (P (2))1 (P (2)") = 0

[L|=m

Fixons [y, ainsi que —ly + (s1 — 1)l1 + (s2 — 1)l2, et on tient compte
de lp + 13 + 13 = m. On voit alors qu’il n’y a qu'un seul couple (l2,13)
qui correspond. Donc comme la fonction (P, _1(z))1 (Ps,_1(z))" n’est pas
nulle, on a y,(X) qui est nul, et finalement le polynéme @, est nul, ce qui
est contraire & ’hypothése faite, et ceci termine la démonstration.

3.4. Preuve du théoréme 1.7

On va suivre le schéma de démonstration des résultats précédents. On
raisonne par I’absurde, on suppose donc qu'il existe un polynéme Q(X, Y] )
a coefficients dans C, non identiquement nul tel que Q(x, 77 (L)(x, ax)) = 0.
On le décompose en ses parties homogenes en Y = (Y] 1), et on note @, la
partie homogene de plus haut degré.

On note que la série de Lambert 77 (L)(z, ay) vérifie pour tout (j, k)
les hypotheses du théoreme de Knopp, et que I'on a donc, pour tout zg =

exp(2imu/v), u, v entiers premiers entre eux que (1 — xi)T_j (L)(z, ax) con-
0
nv
verge vers z:l (n?}# = v_j_lLin(a};). De maniere analogue aux raison-
n>

nements précédents, on trouve donc que I'on a Q, (zo,v 7 "' Li;11(a})) = 0
pour tout v, puis que pour tout v assez grand, on a Q,, (X, v_j_lLin (a})) =
0. Comme les fonctions Liji1(xy) sont analytiques dans le disque unité, on
peut appliquer le lemme 2.4 qui montre que 'on a Q, (X, Z 777 L1 (xy)) =
0, ou on a remplacé la variable entiere v par Z. Le lemme 2.5 fournit alors,
en travaillant variable par variable, que Q,,(X,Z771Y; ) = 0, et donc fi-
nalement le polynéme @, est nul, contrairement & I’hypothese faite, ce qui
termine la démonstration.

Remarque 3.1. — L’hypothese que les ai sont multiplicativement indé-
pendants dans les énoncés qui précedent parait uniquement de nature tech-
nique. On pourrait peut-étre avoir les mémes énoncés en faisant simplement
I’hypothese que ces nombres sont distincts.
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