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L’obstruction d’Euler locale d’une application®

N1vVALDO DE GOES GRULHA JUNIOR()

RESUME. — L’objectif dans ce travail est de présenter une généralisation
pour l'obstruction d’Euler locale d’une fonction holomorphe singuliere a
l'origine dans le cas d’une application holomorphe f : (V,0) — (C¥,0), ot
(V,0) est un germe de variété analytique complexe, équidimensionnel de
dimension n 2> k. Le résultat principal (Théoréme 6.1) exprime 'obstruc-
tion d’Euler locale, définie pour un k-repere par Brasselet, Seade, Suwa,
en fonction de I'obstruction d’Euler relative a f.

ABSTRACT. — Our objective is to present a generalization for the local
Euler obstruction of a holomorphic function singular at the origin to the
case of a holomorphic map f : (V,0) — (C*,0), where (V, 0) is a germ
of complex analytic variety, equidimensional of dimension n > k. The
principal result (Theorem 6.1) is a formula which computes the local Euler
obstruction, defined for k-frames by Brasselet, Seade, Suwa, in terms of
the local Euler obstruction of f.

Introduction

Etant donné un point p d’une variété analytique V', ’obstruction d’Euler
locale Fuy (p) a été définie par MacPherson [M] comme 1'un des ingrédients
de sa preuve de la conjecture de Deligne et Grothendieck concernant ’existen-
ce et l'unicité des classes caractéristiques des variétés algébriques com-
plexes singulieres. Elle a été ensuite définie par J.-P. Brasselet et M.-H.
Schwartz [BS] pour montrer que les classes de Schwartz d’un variété sin-
guliere coincident avec les classes de MacPherson. Par la suite, Gonzalez-
Sprinberg et Verdier [GS] ont montré une formule pour 'obstruction d’Euler
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locale en fonction des classes de Chern de fibrés vectoriels sur le trans-
formé de Nash de la variété algébrique. Pour des singularités génériques,
Iobstruction d’Euler s’exprime en termes d’invariants polaires, d’apres un
résultat de Lé et Teissier [LT].

Par la suite, ces invariants ont été généralisés de plusieurs facons :

D’une part, dans [BLS] J.-P. Brasselet, Lé D. T. et J. Seade donnent
une formule du type de Lefschetz donc plus topologique, pour I'obstruction
d’Euler locale, alors que le résultat de [LT] est de nature algébrique. La for-
mule prouvée revient a dire que I'obstruction d’Euler locale, comme fonction
constructible, satisfait la condition d’Euler (en théorie bivariante) en ce qui
concerne les formes linéaires génériques. L’article [BMPS] di & J.-P. Bras-
selet, D. Massey, A. J. Parameswaran et J. Seade est une suite naturelle

e [BLS], le but est de comprendre ce qui empéche l'obstruction d’Euler
locale de satisfaire la condition d’Euler en ce qui concerne les fonctions
holomorphes f : (V,0) — (C,0) singuliéres & l'origine. Le défaut est appelé
obstruction d’Euler locale de f et noté Euy v (0).

D’autre part, étant donné un germe (V,0) C (M, 0) de variété analytique
complexe équidimensionnel de dimension complexe n et (M, 0) un germe de
variété complexe lisse de dimension complexe m, J.-P. Brasselet, J. Seade et
T. Suwa ont donné une définition pour l'obstruction d’Euler locale, associée
& un k-repere stratifié v(®) sur la variété V. Celle-ci dépend de la cellule
o de dimension réelle 2(m — k 4 1) telle que le point 0 soit la seule singu-
larité de v*) dans o. Nous notons Eu(v(k), V,0) cette obstruction, notée
Eu(v™,V,0) dans [BSS].

Dans le casott k = 1, et v)) = v est un champ radial, on a : EBu(v,V,0) =
Euy (0). La formule du théoréme 3.1 de [BMPS] peut alors se lire de la fagon
suivante :

u(v,V, o) <Z Euy(Vy) - x(VoaN BN fl(to))> + Euyv(0), (0.1)

ott {V,} décrit 'ensemble des strates de V telles que 0 € V, to proche
de 0 et ¢ sufisamment petit, et ot o est une cellule d’une décomposition
cellulaire (D) de M transverse a V a lorigine, c’est-a-dire transverse a
toutes les strates V,, # {0} de V telles que 0 € V.

Notre objectif, dans ce travail, est de généraliser cette formule dans le
cas ot f : (V,0) — (C*,0) est une application holomorphe, avec 1 < k < n.

Dans un premier temps, on généralise I’obstruction d’Euler locale Euy, v (0)
de [BMPS] dans le cas d’une telle application. L’obstruction généralisée
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dépend de la cellule o de dimension (réelle) 2(m — k + 1) et de centre 0 (cf
ci-dessus), nous la notons Euy y (o) (définition 5.2). La définition nécessite
que f satisfasse une condition naturelle, remplie dans le cas ou ’ensemble
singulier de V est de dimension inférieure ou égale & k — 1 (ce qui inclut le
cas ou V est lisse) et f est générique. Cette condition notée (§) est explicitée
en section 5.

Soit f : (V,0) — (C*,0) comme ci-dessus et v*) = (=1 4,.) un champ
de k-repéres stratifiés tel que 0 soit la seule singularité de v(*) dans la cellule
o et que le dernier champ de vecteurs vy, soit un champ radial. Notre résultat
principal est alors la formule suivante, généralisation de la formule (1) :

Eu(v™ V, ) (ZEuV x(VaNB:N f7H(2 ))) + Euyy (o),

ott {V,} décrit I'ensemble des strates de V telles que 0 € V, et le point
20 € CF\{f(Zf)} est une valeur réguliere de f proche de l'origine.

1. Modification de Nash

Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique complexe, équidi-
mensionnel de dimension complexe n et (M, 0) un germe de variété complexe
lisse de dimension complexe m. La Grassmanienne des n-plans de C™ est
notée G(n,m). Considérons le fibré en Grassmaniennes des n-plans (com-
plexes) de TM, noté G. La fibre G, au dessus de z € M est I'ensemble
des n-plans de T, M, elle est isomorphe & G(n,m). Un élément de G est
noté (x, P) on x € M et P € G,. Sur la partie lisse de V', on peut définir
l’application de Gauss ¢ : V;..q — G de la fagon suivante :

¢(x) = (2, T Vieg)-
G

b

V;"eg—>M

DEFINITION 1.1. — La modification de Nash V est définie comme l’adhé-
rence de l'image de ¢ dans G. Elle est munie d’une projection analytique
naturelle v : V. — V.

Le fibré tautologique T sur G est défini de la maniere suivante : la fibre
T, de T', au dessus d’un point p = (x, P) € G est I'ensemble des vecteurs v
du n-plan P.
T,={veT,M:vePuz=v(z,P)}
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On définit le fibré T de base V comme la restriction de T sur ‘7, on a
donc le diagramme :

T — T
! !
V - G
vl lv
V. — M

2. L’obstruction d’Euler locale

Notons {V,} une stratification de Whitney de M compatible avec V. On
suppose aussi que lorigine {0} est une strate. L’union des fibrés tangents &
toutes les strates, UT'V,, n’est pas un fibré, mais peut-étre regardée comme
sous-ensemble du fibré tangent T'M|,,. Par définition, une section de UT'V,
est donc une section de T'M|,, dont I'image est dans UT'V,.

DEFINITION 2.1. — Soit v une section de TM au dessus d’une partie A
de M, on dit que le champ v est stratifié si pour x € Vo,NA on av(x) € T, V,,
ou Vy, est la strate contenant x.

LEMME 2.2 ([BS], PROPOSITION 9.1). — Un champ de vecteurs stra-
tifié v non nul défini sur un sous-ensemble A C 'V admet un relevement
canonique © comme section non nulle de T au dessus de v—1(A).

Si 7 est un point de V tel que v(Z) = x, alors v(x) € T,(Vy) C T M.
On définit v, : T — TM|y par v, (0(%)) = (x,v(v)).

On a donc le diagramme suivant :

~ v,
T’\A TM|A

Soit Bc(a) la boule centrée en a et de rayon ¢ dans M, localement
identifiée & C™.

THEOREME 2.3 (BERTINI-SARD VOIR [V]). — St {V,,} est une stratifi-
cation de Whitney de V et a € V', pour & suffisamment petit (et positif) la
sphére OB, (a) est transverse auzx strates Vo telles que a € V.
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DEFINITION 2.4. — On dit que le champ de vecteurs v est radial en a si
v est un champ stratifié et s’il existe g > 0 tel que le champ v est sortant
de Be(a), pour 0 < € < go.

La définition suivante est due & J.-P. Brasselet et M.-H. Schwartz ([BS],
Proposition 10.1). La définition originale est due & R. MacPherson [M].
Dans toute la suite, nous noterons B, = B.(0).

DEFINITION 2.5. — Soit v un champ de vecteurs radial sur V N OB, et
0 le relevement de v sur l’ensemble v=2(V N OB.). Le champ ¥ définit un
cocycle d’obstruction Obs(D), mesurant l'obstruction pour étendre © comme

section non-nulle de T au dessus de v=*(V N B.) :
Obs(v) € Z*" (v (V N B.),v 1 (VN OB.)).

L’obstruction d’Euler locale Euy (0) est I’évaluation du cocycle Obs(0) sur
la classe fondamentale [v=2(V N B.),v=Y(V N dB.)], autrement dit :

Buy(0) := (Obs(d), [v~H(V N B.), v~ (VN IB.)]).
Lé et Teissier [LT] on montré une formule exprimant ’obstruction d’Euler

locale Fuy (0) en fonction des multiplicités polaires, laquelle permet d’ef-
fectuer le calcul pour des exemples concrets.

THEOREME 2.6 (FORMULE DE LE-TEISSIER). —

Buy (0) =Y (=1)" " 'mp_r_1(V),
ots m; (V) est la multiplicité de la variété polaire de codimension i en 0.

Remarque 2.7. — Comme propriétés importantes de I’obstruction d’Euler
locale on a les résultats suivants :

e [’obstruction d’Euler locale en un point lisse est égale a 1.

e L’obstruction d’Euler locale en un point d’'une courbe est la multi-
plicité du point sur la courbe.

e Formule de produit : on a Fuy, xv, ((z0,y0)) = Fuv, (o) - Euy, (yo).

Remarque 2.8. — Un résultat tres important, implicite chez MacPherson
[M], et montré par J.-P. Brasselet et M.-H. Schwartz [BS], puis par plusieurs
auteurs, est que 'obstruction d’Euler locale est une fonction constructible,
en fait elle est constante le long de chaque strate d’une stratification de
Whitney.
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3. Résultats antérieurs

3.1. Le résultat de [BLS]

La formule principale prouvée en [BLS] est une formule de type Lefschetz,
pour l'obstruction d’Euler locale. Elle s’avere étre équivalente a dire que
I’obstruction locale d’Euler, comme fonction constructible, satisfait la con-
dition locale d’Euler (en théorie bivariante) en ce qui concerne les formes
linéaires génériques. Dans [BMPS] le but est de comprendre ce qui empéche
lobstruction locale d’Euler de satisfaire la condition locale d’Euler en ce
qui concerne les fonctions qui sont singulieres & l'origine. Ceci est mesuré
par un invariant (ou «défaut») de telles fonctions dont nous rappelons la
définition ci-dessous.

THEOREME 3.1 ([BLS|, THEOREME 3.1). — Soit (V,0) C (M,0) un
germe de variété analytique complexe comme ci-dessus et {V,} une strati-
fication de Whitney de V. Soit I : U — C un forme linéaire générique, ot
U est un voisinage ouvert de 0 dans M. On a :

Euy(0) =Y x(Va N B-N1""(t0)) - Buy (Va),

ot e est suffisamment petit, to € C\{0} est situé prés de lorigine et Euy (Vy,)
est l’obstruction d’Euler de V' en n’importe quel point de la strate V.

Donnons un exemple non trivial d’application de ce théoréme.

EXEMPLE 3.2. — Considérons la fonction f(z,y,t) = y? — 23 — t22? et
notons V.= f~1(0). Considérons la stratification de Whitney de V définie
par Vo = {0}, Vi = {aze des t} \ {0} et Vo = Vieq. Il est possible de cal-
culer les obstructions d’Euler en utilisant le Théoréme 2.6 et le calcul des
multiplicités polaires. Nous utilisons ici le Théoréme 3.1.

Considérons la forme l(z,y,t) =t. La formule précédente dit que

)
)
).

Euy(0) = x(Von BN (tg)) - Euy(
x(Vi N BN (tg)) - Buy(
x(Va N B. N1 (tg)) - Buy(

SRS

_|_
+
Mais, Vo N\ B N1~ (tg) =0 donc on a x(Vo N B N171(tg)) = 0.
D’autre part ViNBNI"1(tg) = {(0,0,t0)} donc x(ViNBNI"1(tg)) = 1.
On a VaN B N1 to) = {(z,9,t)/y* — 2® — t32% = 0}\{(0,0,%0)}. Avec
Vaide du théoréme 2 de [GLM] on obtient x(Va N B- N171(ty)) = —1.
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A laide de la remarque 2.7, on a Euy, (to,0,0) = Euymi-1(4))(0,
Eup(to), ot D est un disque contenu dans Vi centré enty. Donc Euy (V4
2. D’autre part, comme Euy (Va) = Euy (Veeg) = 1, il vient :

0) -
)

Fuy(0) =0.Euy(0) + 1.2+ (-1).1=1.

3.2. Le résultat de [BMPS]

Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique complexe, équidimen-
sionnel de dimension complexe n et (M,0) un germe de variété complexe
lisse de dimension complexe m. Notons {V,} une stratification de Whitney
de M compatible avec V. On suppose aussi que l'origine {0} est une strate.

Soit maintenant f : V — C, fonction holomorphe avec singularité isolée
a 'origine et restriction de f : U — C, ou U est un sous-ensemble ouvert de
M contenant V. En suivant la construction de [BMPS], on peut associer &
f un champ stratifié noté Vy f(z), de la facon suivante :

Notons V f (2) le champ de vecteurs gradient de f en un point z € U,

defini par vf(z) = (%""’%2’ ou le surlignement désigne la conju-
gaison complexe. Le noyau ker(df,) est transverse a T,(V,(z)) pour tout

z € V\{0}. On a donc, pour z € V\{0} :
Angle(V f(2), T2 (Va(2))) < /2,

donc la projection de YV f(z) sur T, (Va(z)), notée (,(z), n’est pas nulle.

Soit V3 une strate telle que V,, C 75, et soit 7 : U, — V,, une voisinage
tubulaire de V,, dans U. En suivant la construction de M.-H. Schwartz [Sc2],
on peut voir que la condition (a) de Whitney implique que pour tout point
z € Vg N Uy, 'angle entre (g et 'extension parallele de ((m(z)) est petit.
Cette propriété implique que ces deux champs de vecteurs sont homotopes
sur le bord de U,. On peut donc recoller les champs (, pour obtenir un
champ stratifié sur V, noté Vy f(z). Ce champ est homotope & Vf(2) |y et
on a Vy f(z) # 0 pour tout z € V\{0}.

En utilisant le relevé év f du champ Vy f dans le transformé de Nash,
on peut définir :

DEFINITION 3.3. — L’obstruction locale d’Euler de [ a Uorigine, notée

Eugyv(0) est Uentier obtenu par Uévaluation de Obs(Vy f) sur la classe
fondamentale [v=1(V N B.),v=1(V N IB.)].
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THEOREME 3.4 ([BMPS], Théoreme 3.1). — Soit f : (V,0) — (C,0),
fonction holomorphe, avec singularité isolée a lorigine et {V,} une strati-

fication de Whitney de V. On a :

Euy(0) = (Z x(Va N BN (1)) - Euv(Va)> + Euy v (0),

ot ¢ est suffisamment petit, to € C\{0} est situé pres de lorigine, ou
{Va} décrit ’ensemble des strates de V telles que 0 € V, et Euy(V,)
est l’obstruction d’Euler de V' en n’importe quel point de la strate V.

Remarque 3.5 ((BMPS] Remarque 3.4). —Si V = C" et f : (C™,0) —
(C,0) est une fonction holomorphe avec singularité isolée a l’origine et nom-
bre de Milnor pu, on a :

Eupy(0) = (~1)"a.

En effet, par [Mi], la caractéristique d’Euler-Poincaré de la fibre de Milnor
de f est égale a 1+ (—1)" "1y .

4. L’obstruction d’Euler d’un k-champ

Un k-champ est une collection v*) de k champs de vecteurs. Un point
singulier de v(*) est un point ot les vecteurs ne sont pas linéairement indé-
pendants. Un k-repere est un k-champ sans singularité. On dit que le k-
champ v(®) est stratifié si chaque vecteur v; est un champ stratifié dans le
sens précédent.

Soit (K) une triangulation de M subordonnée a la stratification {V,} de
M et o une cellule de dimension réelle 2(m — k 4+ 1) d’une décomposition
cellulaire (D) contruite dans M par dualité a partir de la triangulation (K),
o est transverse a toutes les strates.

Soit v*) un k-champ stratifié dans o NV avec une singularité isolée en
le barycentre a de ¢. Le champ v®) n’a pas de singularité sur do N V. Soit
v : V — V la modification de Nash de V et T' le fibré de Nash. Chaque
composante v; de v*) admet un relévement ; comme section de 7" au dessus
de v=1(@oNV). Le champ de k-repéres v®)_ se releve comme ensemble §(F)
de k-sections linéairement indépendantes de T' au dessus de v=1(0oNV)

[BSS].

Notons Obs(9®), eNV) la classe en H2("=#+1 (y=1(aNV), (v~ (doNV)))
du cocycle d’obstruction pour étendre ?®) comme ensemble de k sections
linéairement indépendantes de T' au dessus de v~ (o N V).
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DEFINITION 4.1 (Définition originale, voir [BSS]). —  L’obstruction
d’Euler locale Bu(v™®,V, o) dun k-champ stratifié v*) défini sur o NV
avec singularité isolée au barycentre a de o est définie comme [’évaluation
du cocycle d’obstruction Obs(t*) o N V) sur la classe fondamentale de la
paire [V (o NV), v (0o NV)]|. Autrement dit,

Eu(v™ V,0) = (0bs(8™® o NV, b), [ (e NV),v (8o NV)]).

On se propose de donner une méthode de calcul (formule (4.3) ci-dessous)
de cette obstruction d’Euler en fonction de l'obstruction d’Euler locale
Euy (V) des strates.

4.1. Cas d’un k-champ obtenu par prolongement radial.

Dans toute la suite, nous noterons p =m — k + 1.

Dans [BS], il est montré qu’on peut construire, sur le 2p-squelette de
D, noté (D)??, par le procédé d’extension radial de M.-H. Schwartz, une
k-section de UT'V,, appelée k-champ radial et notée v*) = (v(F=1 o)
satisfaisant aux propriétés suivantes :

1. v® n’a que des points singuliers isolés, ceux-ci sont des zéros du
dernier vecteur vy. Sur (D)%~ v(¥) n’a pas de point singulier. Sur
(D)?P, le champ de (k — 1)-reperes v*~1) n’a pas de point singulier.

2. Les points singuliers de v*) sont les barycentres des cellules o2 de
dimension 2p, notés a = o?? N's ol s est le 2(k — 1)-simplexe dont
o est la cellule duale, s est situé dans la strate de dimension la plus
petite rencontrant o.

3. Soit a € V,, N (D) un point singulier de v*). Si dim¢ V,, > k — 1,
I'indice de v*) en a est égal & lindice de la restriction de v(¥) &
Vo N (D)?P, considéré comme champ de k-repéres tangent a V.

Si dimgV, =k — 1, on a I(v™®) a) = +1.

De plus, le champ vy est sortant de certains tubes, voisinages de V;
dans M (Voir [BS]).

Remarque 4.2. — Si le k-champ v(®) est un k-champ radial construit par
le procédé de prolongement radial de M.-H. Schwartz et a € V,, une singu-
larité de v(®), barycentre de o, alors 'obstruction d’Euler locale Eu(v®,V, o)
ne dépend que de o, = 0 NV, et de la restriction v&k) de v & o,,. Elle ne
dépend pas de la cellule o telle que o NV, = 0, et o transverse aux strates

de V.
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En effet, si v*) est obtenu par la méthode de prolongement radial de

M.-H. Schwartz a partir de v&k), on a le théoréme de proportionalité ([BS]) :

Eu(v® |V, o) = Buy (V) - I(w®), a). (4.2)

Le second membre ne dépend que de o, et ’U((lk) d’ou le résultat.

4.2. Cas d’un k-champ quelconque.

Soit v*) un k-champ quelconque admettant une singularité isolée en a,
barycentre de la 2p-cellule o. Nous nous proposons de donner une méthode
de calcul de Eu(v®),V, o).

Notons V,, la strate contenant a et soit v,(xk) la restriction de v(®) & V.
Notons ¢’ la cellule de dimension 2(m — k + 1), obtenue & partir de o par

homothétie de centre a et de rapport 1/2. On étend le champ v((lk), restreint

(k)

a o’ NV,, par prolongement radial sur ¢’, on obtient un A-champ noté v,

sur o’.

Considérons maintenant la «couronne» C' = o \ Int(c’). Sur le bord de
(k)

C, o’ U do on peut définir un k-champ w'® par U, oy SUr 0o’ et par vk

sur Oo.

Par chaque strate V3 de dimension complexe ng telle que a € 7[3 I'inter-
section V3 N C est de dimension 2(ng — k + 1), ce qui est la dimension
d’obstruction a la construction d’un champ de k-repere sur V3. On peut donc
étendre w®) en un k-champ stratifié dans C' avec des points singuliers isolés
a;. Cependant, pour pouvoir exprimer Eu(v(k), V, o) en fonction de 'indice
en ces points singuliers, nous allons procéder par induction sur la dimension
des strates Vg telles que a € Vﬁ, et en utilisant le procédé d’extension de
M.-H. Schwartz.

Soit Vg, la strate de dimension la plus petite telle que a € Vg, et Vs, #
V... Nous pouvons étendre le k-champ w®), défini sur Vg, NOC, alintérieur

de Vg, N C en un k-champ w%k) égal a o sur Vo n C, avec singularités

isolées aj.

Autour des points a% on étend wgk) par la méthode de prolongement

radial, dans une petite boule B.(a%)No. Le champ obtenu, encore noté wgk)
a méme indice au point a} que sa restriction a Vj,, on le note I(wgk)7 at).
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D’apres [BS], on a :

Bu(w™,V,a}) = Buy (Vy,) - 1w ad).

Nous explicitons maintenant le passage de V3, a la strate suivante. Ce
passage est identique a toutes les étapes de la démonstration par récurrence,
laquelle porte sur la dimension des strates Vs telles que a € Vs.

Considérons donc la strate Vi3, de dimension immédiatement supérieure
a celle de Vg, et telle que a € Vg,. Considérons le sous-espace

Xy = (V3,NC) \ UiInt(B.(a}))
dans Vg,.

Le bord de X3 est constitué de : Vg, NOC sur lequel le k-champ w®) est
défini, de (V g, N C) \ U;Int(B:(a})) et de U;(V 5, N OB (al)) sur lesquels le

k-champ wgk) est défini. Nous pouvons donc étendre le champ ainsi défini
sur le bord de X5 a 'intérieur de X5 en un champ wék) égal a ’U((Xk) sur V,NC,

avec singularités isolées af.

La démonstration par récurrence se continue ainsi de la méme fagon pour
toutes les strates Vg telles que a € Vg.

Nous obtenons finalement sur V N C un k-champ, noté w® | égal & v&k)

sur V, N C, avec singularités isolées a? d’indice I(w™, a’) et situées dans

>0 J
les strates Vp; telles que V,, C Vig,. On a:

Eu(w®,V,0%) = Buy (V) I(w®, ab),

ol 0'; = BE(CL;) No. Le champ défini par w® dans C coincide avec v*) sur
do. Notons encore w®) le champ défini dans o comme étant w*) dans C
et vf,i)d dans ¢’. On a :

Eu(w™,V,0) = Eu(v(];)d, V,o') + Z Eu(w™®,V, aj»).

T
Bj»i

Dans cette égalité, tous les termes du membre de droite se calculent par le
formule (4.2) . Il vient :

Eu(®),V,0) = Buy (Va)I(v,a) + > Buy (Vs) (Z I(w®, a;‘_)> ,
K Z (4.3)
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5. L’obstruction d’Euler d’une application

Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique complexe, équidimen-
sionnel de dimension complexe n et (M,0) un germe de variété complexe
lisse de dimension complexe m. Notons {V,,} une stratification de Whitney
de M compatible avec V. Soit (K) une triangulation de V subordonnée &
la stratification {V,} et (D) une décomposition cellulaire duale de (K). On
suppose que {0} est barycentre d'un (k — 1)-simplexe s de (K). On notera
o la cellule de (D) de dimension réelle 2(m — k + 1) duale de s. Le point
{0} est donc aussi barycentre de o.

On note U un voisinage de 0 dans M et, avec k < n, f:V — CF,

f(Z) = (fl(z)7f2(z)7 7fk(z))

application holomorphe, restriction de F : U — CF, ot
F(z) = (Fi(2), Fa(2), ..., Fi,(2))-

En suivant la construction de [BI\QDS] rappelée en 3.2 on peut associer a
chaque f; un champ stratifié noté Vy f;(2).

Soit ¥ f Pensemble singulier de f. Le noyau ker(dF.,) est transverse &
lespace tangent T,V,(z) en tout point z € V \ {Ef}, o V,(z) désigne
la strate V, de V qui contient le point z. Donc ker(dF,) + T.Vy(z) =
T.U g’identifie & C™, et comme dim(ker(dF,)) = m — k nous obtenons
dim(7T,V,(z)) > k, autrement dit, V' \ {¥f} est contenu dans I'union des
strates de V telles que dimV,, > k.

Soit p : C™ ~ T, U — T.V4(z) la projection canonique sur T.V,(z),
ot z € V\ {Zf}. On peut définir Vy f1(z) comme p,(Vy f1(2)), qui est
un vecteur non nul (voir section 3.2). Pour 4 tel que 1 < i < k nous
faisons par récurrence la construction suivante : on associe a f;(z) le champ
Vv fi(2) = pa(V fi(2)), si Pensemble {Vy f1(2), Vv fa(2), . . ., vai(Z,))} est
linéairement indépendant. Dans le cas contraire, nous définissons f;(z) =
fi+eils, ouly o (V,0) — (C,0) est une transformation linéaire générique,
avec g; suffisamment petit de telle fagon que I’ensemble

{val(Z)vafZ(z% s 7vai71(Z)’pa(vfil (Z))}

soit linéairement indépendant. Nous définissons alors Vy f;(2) = pa (Vf; (2)).
Notons que, pour || (0,e2,...,e) || suffisamment petit, f est homotope &
I’application :

9(2) = (1(2), fa(2) + eala, -, fi(2) + erlic)-
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On note Vgc)f le k-champ (Vv f1(2), Vv fa(2),. .., Vv fi(2)), c’est un
k-champ stratifié sans singularité sur (0B: NV \ {Xf}), ol Be est une boule
dans M centrée en 0.

Dans le cas ou V' est une variété lisse et ou dimXf < k — 1 on peut
toujours choisir la cellule o telle que :

YfNnado =0. ()

Dans le cas ot V' est une variété singuliere, soit X la partie singuliere de
V et Vieq la partie lisse. Si on a dimeX < k — 1, et si f|VTeg est tel que
dim(cEf|Vmg < k—1, il existe o telle que la relation (9) soit encore satisfaite.

Dans la suite de ce travail, nous considérons des applications f telles que
la relation (0) soit satisfaite, ce qui au vu des cas particuliers précédents,
n’est pas une condition tres restrictive.

DEFINITION 5.1. — Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique
compleze, équidimensionnel, de dimension complexe n, situé dans (M,0)
germe de variété analytique complexe lisse de dimension complexe m. Soit
f: (V,0) — (C*,0), holomorphe, f(2) = (fi(2), f2(2),..., fx(2)) et Tf
Uensemble singulier de f. On dit que [ satisfait o la condition (§) s’il
existe une cellule o de barycentre 0, de dimension réelle 2(m —k+1) d’une
décomposition cellulaire (D) de M, telle que :

YfNdo=0. (6)

La cellule o de dimension réelle 2(m — k + 1) ayant le point 0 comme
barycentre, est transverse a V' a ’origine, c’est-a-dire est transverse a toutes
les strates V,, # {0} de V telles que 0 € V, cela signifie que codim(aNV,,) =
codimo + codimV,, pour toute strate V,. On note V7 ’ensemble o N V.

Si f satisfait la condition (J) pour la cellule o, le champ ﬁg/k ) f se releve
=~ (k) ~
en un ensemble de k sections linéairement indépendantes Vi, f de T au
dessus de v=1(9V7). Soit & € H?>=F+tD(,=1(V7), =1 (dV?)) le cocycle
(k)

d’obstruction pour l'extension de V, f comme ensemble de k sections
linéairement indépendantes de T sur v=1(V7).

DEFINITION 5.2. — Dans les conditions précédentes, on définit [’obstruc-
tion d’Euler de f notée Euyy (o), comme évaluation du cocycle & sur la
classe fondamentale de la paire [v=1(V?),v=1(0V7)]. Autrement dit,

Buyy (o) = (& [~ (V), v~ (V))]).
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Dans le cas k = 1, on retrouve, bien entendu, ’obstruction d’Euler locale
Euyy(0) définie dans [BMPS] (Définition 5).

6. Le Théoréme

Rappelons que f = (fi,...,fx) : V — C* est restriction d'une appli-
cation holomorphe F = (Fy,...,Fy) : U — CF ou U est voisinage de 0
dans M. Nous notons encore B, une boule centrée en 0 et de rayon €. A
transformations linéaires pres, on peut supposer que

or=B.NF ' 0)NnFH0)N---nF Y (0)

est transverse & V. En effet, si oy n’est pas transverse & V' (c’est-a-dire n’est

pas transverse a toutes les strates V,, de V'), on peut prendre F; = F,+ A\,

oul; : (V,0) — (C,0) est une transformation linéaire générique, telle que
’ 71

NF; (0) est transverse a V.

L’ensemble o peut étre identifié localement a une cellule de dimension
2(m — k + 1) d’une décomposition cellulaire duale (D), construite & partir
d’une triangulation (K) de M subordonnée a la stratification {V,}, ot 0 est
le barycentre de la cellule o.

Notre résultat principal, généralisation du résultat de [BMPS] (voir la
formule (1)) s’énonce comme suit :

THEOREME 6.1. — Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique
complexe, équidimensionnel de dimension complexe n situé dans (M,0)
germe de variété lisse complexe de dimension complexe m, et soit {Vy} une
stratification de Whitney de M compatible avec V. Pour un entier k < n,
soit f : V. — CF, analytique, satisfaisant la condition (§) pour la cellule
o = oy de dimension réelle 2(m —k+1) d’une décomposition cellulaire (D)
et telle que 0 soit barycentre de o. Soit v(¥) = (v("”'_l),vk) un champ de
k-reperes sans singularité sur OV tel que vy soit un champ radial dans le
sens usuel, on a :

Eu(v(k)’ V, U) = (Z EUV(Va) : X(Va NB.N f_l(ZO))> + EuﬂV(J)?

ou {V4} décrit I’ensemble des strates de V telles que 0 € V.
Démonstration. — Soit 0 = o5 la 2(m—k+1) la cellule construite ci-dessus,
et soit ¢/ C o homothétique de o, par une homothétie de centre 0, on note

Vei=ocnNVetVe =o'NV.
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Soit f: (V,0) — (C*,0), holomorphe,
f(2) = (f1(2), f2(2), - - fr(2)) 5

nous montrons tout d’abord qu’on peut construire un champ de k-reperes

«adapté & f», U](ck) = (v‘gck_l),v) sur Vo\Int(c') tel que :

(i) v}k) coincide avec vif)f sur OV et avec v*) sur OV ;

(ii) v est tangent & f~1(z0) N V7, ou z9 € CF\{f(Xf)} est une valeur
réguliere de f proche de 'origine ;

(iii) v;k) a seulement un nombre fini de singularités sur V7 \ {0}, toutes

situées dans f~1(z9) ;

iv) en chaque singularité a de o'®) 1e champ v est transversalement radial
I
a la strate contenant a.

Considérons la «couronne» C' = o \ Int(c’). Sur le bord de C, do’ U do
on peut définir le k-champ vgc ) comme étant Vif) f sur 9o’ et v*) sur
do. Comme dans le cas du k-champ v*) dans la construction 4.2, on peut
prolonger vgc ) sur C' en un k-champ par le procédé de prolongement radial
de M.-H. Schwartz, on note encore vgv ) l'extension obtenue. Le k-champ

ng) sur C NV coincide avec vgﬁ)f sur o' NV.

On appelle w;k) le k-champ obtenu sur o NV, égal a vé@ sur C NV et
a vgf)f sur o' NV.

Considérons la derniere fonction coordonnée fj, : V° — C, on sait par
[BMPS] que, si o et ¢’ sont suffisamment petites, il existe un champ de
vecteurs stratifié v sur Vo\Int(o’) tel que :

a) v coincide avec Vy fr(z) sur OV et est un champ radial sur V7 ;
b) v est tangent a fk_l(to) pour tg proche de O ;

¢) v a seulement un nombre fini de singularités, toutes situées dans

I

d) en chaque singularité a, le champ v est radial relativement a la strate
contenant a.

En changeant la derniere coordonnée de wgck) par le champ v ainsi con-

struit on obtient un champ de k-reperes satisfaisant les conditions désirées.

On note vgck) le k-champ obtenu.
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Le k-champ v(®) | resp. le k-champ v;k

'ﬁl((k), comme ensemble de k sections linéairement independantes de T au

dessus de v=1(9V 7).

), admet un relevement 9% resp.

On note Obs(5™), v=1(dV?)), resp. Obs(vf ,v=H0OV 7)), le cocycle

d’obstruction pour étendre 7*), resp. v( ?) ,sur v~ (V) apartir de v =1 (V7).

En remarquant que les k-champs v(*) et v;k) sont homotopes sur 9V 7,
on a :
Obs(8®), =1 (9V7)) = Obs(3{", =1 (V7))

11 vient :
Obs(8®), =1 (V7)) = Obs(a} v (OV))

+ 0bs(@, v H(V N d(o\Int(d")))).

Comme le k-champ v( )

struction de vy (*) ot par définition (Définition 5.2) on a (par abus de langage
entre classe et évaluation) :

est adapté a f, par la condition (i) de la con-

BEu(v®,V,0) = Buyy (o) + Obs(a\"), v=1(V N d(o\Int(0"))).  (6.1)

Par la condition (#i7) de la construction de v}k ) ci-dessus, la contribution du

cocycle d’obstruction Obs(v;k), v=1(VNd(o\Int(c")))) est concentrée dans
v=1(f71(20) N V7). Par la condition (iv) et le théoréme de proportionalité

(voir formule (2)) [BS], la contribution de chaque singularité a; de v;k)

est
Euy (al)I(v}k), a;), ou Fuy (a;) est constant et égal & Fuy (V,,) pour toutes
les singularités q; situées dans V,, (Remarque 2.8). L’évaluation du dernier

terme de (6.1) est donc égale a :

Z Euy (a;)I( vf ,Val ZEUV Z (U;),Va,al)

a €V GZEV;

k)

Mais, les singularités de v( sont en fait des singularités de v, qui sont

toutes situées dans f~!(zp), par la condition (i) de la construction de v( )

on a donc :

Z I(v](ck),Va,al): Z I, Vono,a) =xVanon f1(z)).

a1 €EVyNo a;€EVaNo
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Finalement, en remarquant que Fuyy(0') = Euy,y (o), et comme
o=B.NF ' 0)NF, 1 (0)n---NF 4 (0),

on en déduit le théoreme.

7. Cas des variétés lisses
Dans le cas ol V' est une variété lisse, on obtient la formule suivante :

COROLLAIRE 7.1. — Soit f : (C*,0) — (C*,0) holomorphe, n > k, telle
que :
f(iUl,CCQ, cee 7x7l) = (171,1:2, cee 7xk—1vg(z))7

ot x = (Z1,...,2Ty). Supposons que
9go(Tky .y xn) =g(0,...,0, 2k, ..., 2,)
soit une fonction avec singularité isolée a l'origine, on a :
Buyen(0) = (=1)" """ u(g0),
ot u(go) est le nombre de Milnor de go a Uorigine.

Démonstration. — L’ensemble singulier de f est donné par :

Sf={(z1,22,...,Tn_1,%,) : Oxg(x) = Ogy19(x) = -+ = Opg(x) = 0},

On peut prendre
o =DB.N(0,0,...,0) x C"~k+L,

ona f710,0,...,0,t0) No = go~'(tp) N o. Comme
go(xk,"'axn) 29(07"'7O7xk5"'7mn)

est une fonction avec singularité isolée a l'origine, la condition () est vérifiée
donc, par la formule du théoreme 6.1 on a :

EUC" (0) = X(U N f71(07 .. 7t0)) + Euﬁ@" (0’)7

mais
X(o N f7H0,...,0,t0)) = x(0 N go~ ' (to)),
donc,
Bugcn(0) = (1" u(go).
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Remarque 7.2. — Notons qu'un germe f(z) de corang 1, du type ci-
dessus, c’est-a-dire,

f(.f) = (xla ) axk—lag(x))a
ou z = (x1,...,%,), est K-equivalent (cf [W]) au germe
h(z) = (z1,...,2p-1,90(Tk, ..., Tn)),

parce que les idéaux engendrés par les fonctions coordonnées des deux ger-
mes sont égaux. Ainsi, le corollaire 7.1 s’applique, par exemple, a toutes les
singularités du type A;.

EXEMPLE 7.3. — Soit f : (C3,0) — (C%,0) ou f(z,y,2) = (z,y?+2"T1),
Uensemble singulier de f est ¥f = C x {0,0}, par la formule du corollaire
7.1 o0ona:

Eugcs(o) = (=1)%p(y? + 2" = p(y? + 2" = .

EXEMPLE 7.4. — Soit f : (C*,0) — (C*,0), n > k, un germe holo-
morphe de détermination finie (voir [W]). Alors f=1(0) est une ICIS (in-
tersection compléte avec singularité isolée, voir [L] pour la définition et les
propriétés des ICIS). FEn particulier, la dimension (complexe) est

dime(f~1(0)) =n — k.
En utilisant le théoréme principal (Théoréme 6.1) on a
Eu(w®,C", o) = x(f~"(20) N B=(0)) + Euy cn (o),
et, comme Eu(v®),C" o) =1, il vient :

Bug () = 1- x(£(0) 1 B=(0)).

Puisque f~1(0) est une ICIS, on a

X(f 71 (20) N B=(0)) = L+ (=1)""*u(f7(0))
ou pu(f~1(0)) est le nombre de Milnor de f=1(0). On obtient donc

Buyen(0) = (=1)""" u(f71(0)).
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