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Vers un théoréeme de Skorohod simultané®

Henr! HeEmNnica()

RESUME. — Nous étudions un théoréeme de Skorohod pour des mesures
vectorielles & valeurs IR?. En notant X (IP) la mesure image de IP par la
variable aléatoire X, nous donnons des classes de mesures IP et éventuel-
lement de variables telles que, si la suite { X, (IP)} converge étroitement, il
existe une suite {¢n }, pn(IP) =X, (IP) qui converge en mesure, éventuel-
lement p.s.

Le probleme de Monge est abordé comme application. Soit |IP| la mesure
variation de IP, pour un couple ([P, @) et une fonction cott ¢, le probléme
de Monge est lexistence d’une fonction ¢ telle que ¢(IP) = @ et
E\p|le(z, ¢(2))] =inf{E|x v)up)lc], X(P)=IP, Y(IP)= @}. Pour un
cout quadratique et certaines mesures vectorielles, nous montrons que
cette fonction existe.

ABSTRACT. — We study the Skorohod’s Theorem for vector-measure
with IR? values. Let X (IP) be the measure push-forward of IP by X. For
a class of vector-measure and possibly variables, we have : the sequence
{Xn(IP)} converges in distribution if and only if there is a sequence {¢n }
such that ¢, (IP) = X, (IP) and ¢, — ¢ in measure, possibly a.s.

As application, if |IP| is the variation of IP, (IP, @) be a couple and a cost
function ¢, the Monge problem is the existence of a function ¢, such that

$(IP)=@ and E|p|[c(z, (z))] =inf { B|(x v\ [c], X(P)=P, Y(IP)=
@} With a quadratic cost, we show that this function exists.

1. Introduction

Nous nous intéressons au théoreme de Skorohod qui assure ’existence
d’une suite de variables aléatoires convergeant presque stirement a partir
d’une suite convergeant en loi.

(*) Regu le 18 juillet 2007, accepté le 25 février 2008
(1) INSA de Rouen, LMI, place E. Blondel, 76131 Mont-Saint-Aignan Cedex, France.
heinich@insa-rouen.fr
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En écrivant £(X) la loi de X, la version classique du théoréme de Sko-
rohod, cf. [4], [14] et [25], énonce :

Si {Xn} est une suite de v.a. a valeurs dans un espace polonais con-
vergeant en loi, il existe une suite de v.a. {Y,} telle que L(X,) = L(Y},) et
qui converge p.s.

C’est un outil précieux en probabilités et, plus généralement, en théorie
de la mesure.

Pour une probabilité P diffuse, définie sur [0, 1], I'idée centrale de la
preuve consiste a définir une sélection, c¢’est-a-dire une application S de [0, 1]
dans 'ensemble des boréliens telle que P(S(a)) =« et, si BC A, P(B)=
B, P(A)=q« alors, S(8)CS(a).

L’existence d’une sélection est évidente en prenant par exemple S(«a) =
[0,a] ou [1—a, 1].

Nous allons chercher des versions de ce théoreme adaptées aux mesures
vectorielles.

A cette fin, nous définissons de maniére « canonique » des sélections qui
associent, a une famille de boréliens un borélien de cette famille.

Cela ne suffit pas et nous devons adapter la relation d’inclusion du cas
uni-dimensionnel.

De plus, dans le cas uni-dimensionnel, on sait qu’il suffit que la proba-
bilité P soit diffuse pour que toute autre probabilité (sur la méme tribu)
soit I'image de P par une variable aléatoire adéquate. Cela s’avere faux pour
des mesures vectorielles.

Finalement, nous obtenons des versions donnant la convergence en mesu-
re, une pour la convergence p.s. et nous verrons au passage de nouvelles
propriétés sur les mesures vectorielles.

Dans une seconde partie (paragraphe 8) et comme «application» des
théoremes de Skorohod obtenus, nous examinons le probleme de Monge.
Ce n’est que récemment que ce probleme a recu des solutions satisfaisantes
dans le cadre des probabilités. Nous abordons ’aspect vectoriel et donnons
les premiers résultats.

- 520 —



Vers un théoréme de Skorohod simultané

1.1. Notations et rappels

Soit IP une mesure vectorielle définie sur la tribu borélienne B éB( [0,1])
et & valeurs dans un espace de Banach IE réticulé, cf.[3]. On rappelle que
IP est a variation bornée s’il existe une mesure réelle positive bornée, notée
|IP|, qui soit la plus petite mesure majorant ||IP(-)| i.e. ||[IP(A)| < |P|(A).
Nous adoptons ici la notation |IP| contrairement & celle plus classique de
v(IP). Ainsi, dans le texte nous écrirons p.s. sans préciser si s’agit de IP-
p-s. ou de fagon équivalente de |IP|-p.s. Les références relatives aux mesures
vectorielles sont nombreuses, contentons nous de citer [5], [12] et [13].

Si X est une variable aléatoire (v.a.) de [0,1] dans [0, 1] la mesure im-
age induite par cette v.a. est la mesure @ = X(IP) ou, selon de nombreux
auteurs @ = IPx ou @) = X4 IP, définie sur la tribu borélienne B([0,1]) par
Q(B) é]P(X € B). On écrit aussi, de maniere probabiliste, Lp(X)= @ ou
plus simplement £(X)=@.

L’espérance d’une v.a. X par rapport & une mesure IP est notée Ep[X]
ou parfois IP[X].

Soit (', l'ensemble des fonctions réelles continues et bornées définies
sur [0,1], la suite de mesures vectorielles {IP,} définies sur B converge
étroitement (ou par abus de langage, converge en loi) vers IP si Ep, [f]=

/fd]Pn — Ep[f], pour toute fonction f € Cp. Une suite de v.a. {X,}

converge en loi, relativement & IP, si la suite de mesures images { X, (IP)}
converge étroitement.

Des compléments sur ces notions se trouvent dans [6], [12] et [19].

Nous limitons notre étude a IE = IR?, cela suffit pour voir apparaitre
les principales difficultés. De plus, par souci de simplification, nous ne con-
sidérons dans la suite que des mesures positives i.e. IP(-) > 0. Autant que
possible, nous réservons ’écriture IP, ) aux mesures vectorielles et P, @)
pour les mesures réelles. En outre, A est la mesure de Lebesgue sur B et Id
est l'identité. Enfin, les fonctions considérées sont supposées mesurables.

Toujours pour réduire les probléemes, nous prenons sur IR? la norme ||z =
d d
(2:)||[=>_ |x;|. La mesure variation est |IP|=>_ P; ol les P; sont les mesures
1 1

composantes de IP (positive) et on a la propriété : | X (IP)|=X(|IP]). Ceci
simplifie considérablement les preuves et les résultats demeurent pour toute
autre norme classique sur R?.
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Rappelons le théoreme de Lyapounov, dont nous ferons un usage fréquent,
cf. [12] et [13].

«Soit IP = (Py,---,P;) une mesure vectorielle a coordonnées positives
et diffuses, alors l’image de IP, soit I(P)é {IP(A) | A€ B(IR)}, est un
conveze compact de IRY.

De plus, on a Uidentité I(IP) = {Ep[¢], 0<p<1}.»

2. Sur les mesures vectorielles

Introduisons quelques unes des principales propriétés que nous utili-
serons.

Le lemme suivant, qui est une extension du théoréme 1, p. 265 de [12],
joue en role crucial dans I'étude de Z(IP).

LEMME 2.1. — Soient IP une mesure vectorielle diffuse définie sur B
et {a;} un ensemble dénombrable de points de Z(IP). Si l'ensemble F =

{¢ = {iti, 0 < ¢ < X ¢ <1, Epldi] = ai} est non vide, alors ses
1

points extrémauz sont de la forme ¢ = {14, }, ot les A; sont disjoints et
P(Al) = ;.

Preuve. — L’ensemble F' est un convexe compact pour la topologie in-
duite par U(Efﬁ,l,llllpl), ie. ¥ — ¢ si et seulement si, pour tout i, ¢F
converge pour cette topologie vers ¢;. Le théoreme de Krein-Milman, cf.[5],
affirme que F' est 'enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Montrons que les points extrémauz de F' sont des partitions.

Procédons par négation. Soit ¢ = {¢;} un point extrémal et supposons
qu'il existe €>0, un indice noté 1 et B C {e<¢1 <1—e} tels que IP(B) # 0.

Soit By C B un borélien de mesure IP(B;) = 1IP(B) et B; le complément
a B de B]_.

Plusieurs cas peuvent se présenter :
o0

- Si B C Y. ¢;<1l—¢, posons
1

¢ = ¢1Ige + (p1+€)Ip, + (p1—€)1p,
et ¢~ = ¢1lpe + (p1—€)Ip, + (p1+€)lp,.
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Les deux suites {¢T, ¢o, -} et {¢, ¢o2,-- -} appartiennent & F et leur
demi somme donne {¢1, @2, -} qui n’est pas extrémale.

— Cas ou ]P(B N{H> ¢ = 1}) # 0, sans perte de généralité, on peut
1

o0
supposer que B est contenu dans {>_ ¢; = 1}. Choisissons e suffisament
1

petit de sorte qu’il existe ¢ # 1 tel que ]P(B N{¢p; > e}) # 0. Pour simplifier
les notations, prenons i=2 et posons

of = p1lpe + (p1+€)Ip, + (¢1—€)1p,
et @3 = dollpe + (¢2—€)lp, + (d2+€)p,;

07 = ¢1lpe + (¢1—€)lp, + ($1+¢€)1p,
et ¢y = pollpe + (p2+€)lp, + (Pp2—€)lp,.

Clairement les deux suites {(bli, ¢§t, @3, - -} appartiennent & F' et, comme
précédemment, on en déduit que ¢p={¢1, @2, - - -} n’est pas extrémale. O

Appliqué aux v.a. I’étude des points extrémaux permet d’obtenir le
résultat qui suit.

PROPOSITION 2.2. — Si IP est diffuse et {@Q, = X,(IP)} une suite de
mesures a supports au plus dénombrables et qui converge étroitement vers
une mesure @ a support au plus dénombrable. Alors, il existe une v.a. X

telle que @ =X (IP).
Preuve. — Cas ot le support de @ est fini.

Si {z!"}; est ensemble des valeurs de X,,, notons F}, le convexe compact,
non vide, {{¢7'};, 0< P <2 o7 <1, Epl¢}]=a éP(Xn =z7)}. Pour
J

tout 4, il existe une sous-suite {n;} telle que ¢’ converge faiblement vers
¢; et a;? — a;. 11 en résulte que Pensemble F = {{¢;}i, 0< ¢ <D ¢; <
J

1, El¢) :ai} est non vide. Le lemme 2.1 assure qu’il existe une partition
{4;} telle que IP(4;)=q;.

Si {z;} forme le support de @, alors la v.a. X => a;14, vérifie @ =
X(P).

En effet, pour chaque i, notons I; un intervalle tel que I;N support(®)=
{z;}. Comme @, (I;) tend vers o; = IP(X =x;) on a la convergence étroite
de X, vers X, @, (I;) — Q(I;) et @ = X(IP).
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Cas ou le support de @ est dénombrable.

On fixe un point x; du support de @ et on consideére deux suites {y;} et
{z}} convergeant vers x;, incluses dans le complémentaire de la réunion des
supports des mesures @,, et @ et telles que yli,fl < y; <z < z;, < z;;fl. Quand
n—00, Qu ([} #D) — @[y}, 240) et quand p — oo, Q(lyh. ) — Qlar)=
;. Soit I(i)=[y,, 2,[, il existe une sous-suite {n,} telle que @, (1,(7)) —
;. Si ¢; est une valeur d’adhérence de la suite { ]I{X,,Lp eIp(i)}}, alors Ep|¢;|=
«;. Lorsque 7 varie, par le procédé diagonal, il existe une sous-suite notée
encore {n,} telle que 1 Xn, €1,(i)} converge faiblement, pour p infini, vers ¢;

k
et ceci pour tout 4. Il est clair que Y ¢; <1 car Y ¢; =lim ZlI{anE U 1,(i)}
9 1 i<k
par conséquent ’ensemble F' = {{¢i}i, 0<¢; <> ¢; <1, Eplgi] = ai}
J
est non vide. Il existe donc une partition {4;} telle que IP(A;) = ;. Nous

avons vu que @Q(z;)=ay, donc la via. X =" x; 14, vérifie Q=X (IP). O

Complétons nos notations :

— Lorsque la suite {¢,} converge faiblement, i.e. pour o(LL, IL55), on
écrit ¢y, = .

— On dit qu’une suite de convexes, {C),}, converge vers C et on écrit
C,, — C, si pour toute suite {z,},z, € C,, qui converge vers z, alors z € C
et, réciproquement, si tout point de C est limite d’une telle suite.

— On écrit C,, > C, sl existe une sous suite {n;} telle que C,, — C.
Nous utilisons les propriétés données dans [8] pour ces convergences.

[e]
— L’intérieur d’un ensemble A est noté A.

DEFINITION 2.3. — Soit ¢ une fonction mesurable telle que 0 < p < 1,
on désigne par Z(p) l'ensemble {QS, Ep[d], 0<¢<gp}. Lorsque p=14, on
écrit T(A) et T=1I(ljy 1)) =Z(IP).

On introduit aussi  F, = {1, 0< <1, Ep[Y]€Z(p)} et Fr(,) =
{, Z(¥)=1(¢)}.

L’ensemble F7 () est la classe d’équivalence de o pour la relation d’égalité
des 1mages.

Enfin F,= {1/), chw} est la classe d’équivalence de ¢ pour la relation
d’équivalence R définie par : « Pour tout 0, 0 < 0 < v, il existe ¢,
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0< ¢ <@ avec I(¢) =Z(0) et réciproquement, pour tout ¢, 0 < ¢ < ¢, il
existe 6, 0<O0<Y avec I(p) =Z(0).»

L’ensemble Z () est un convexe o-compact de Z(IP).

LEMME 2.4. — Les ensembles F,, Fr(,y et F, sont convezes et les points
extrémauz de F, sont des fonctions indicatrices.

Preuve. — L’ensemble F, est convexe car si 1; € F, et si ¢; sont les
fonctions associées i.e. 0< ¢; <, Epl[t;] = Ep[o;] alors D ¢;10; est associée

ay cip;.

Ce convexe est non vide et compact pour U(ZL|11P| , JL@%‘). Dans le lemme
2.1 nous avons vu que si ¢ n’est pas une fonction indicatrice, il existe ¥;, i=
1,2 telles que 0<¥; <1, =1 (¢1+1h2) et Ep[1]=Ep[i)2]. Par conséquent,
1 n’est pas extrémale dans F.

Montrons que I’ensemble Fir(,)= {ogu) <1, Z(v) :I(cp)} est conveze.

Prenons 1) = ¢;1; une combinaison convexe de v; € '), alors Z(p) C

Z(¥).

En effet, un point de Z(¢p) s’écrit comme Ep[f] pour 0< 8 < ¢ et, comme
ce point appartient a chaque Z(v;), il s’écrit aussi Ep[y;] pour 0< x; <.
Par conséquent, Ep[0]=> c;Ep[x:] €Z(¢).

i

. .. . ai + as
Pour I'inclusion inverse, on remarque que si 0<a; <as et 0<z < 5

r1+x . .
L2 avec 0 < x; <a;. En effet, il suffit de prendre 1 = x5 si

. a1 +ag
r<ay; xr1=a1 et 1o =2x —ay sia; <z < 5

alors = =

Cette procédure se généralise de la maniere suivante :

Si {a;} est une suite croissante et 0 <x <> ¢;a; (combinaison convexe
des a;), alors x =) ¢;x; avec 0 < x; <a;. Le choix étant bien fait, on peut
passer aux v.a. :

Si {X;} est une suite de v.a. (& valeurs dans [0,1]) et 0 < X <> ¢ X;
(combinaison convexe), alors X =>"¢;¥;, 0<Y; < X;.

Revenons au lemme et supposons que ) =>_ ¢;1; soit une combinaison
convexe de v; € Fiz(,y. Un point de Z(¢)) s’écrit comme Ep[¢] pour 0< o< ep.
Ainsi, on a ¢=>" ¢;d;, 0< ¢; <y et, par conséquent, Ep(p;] €Z(p), d’ol,
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Epl¢] € Z(p). Clest inclusion inverse et on vient de voir au passage que
(X cndn) =3 cnZ(9n).

Ce convexe est borné donc ses fermetures faible et forte coincident et
Fr(,) est clairement fortement fermé. C’est un compact pour la toplogie
faible de IL'.

Enfin, F, est convexe car si 11 et 1 sont équivalentes a ¢ et 0 <, il
existe ¢7 <, i=1,2 telle que alors Z(0) =Z(¢}) = $Z(¢* = (v +13)).
Et si 0<y* < %(1/}1+1/12), on peut écrire p* = %(1/1}‘+w§), ¥ <y, donc il
existe 01 < telles que Z(0;) =Z(¢}).

Et, par suite, Z(¢*) = Z(0 = 1(0; +63)), ce qui prouve la convexité :
ER(5 (Y1 +12)). U

La recherche des points extrémaux de Fz(,) et de F reste en suspend.
Néanmoins, nous allons avancer dans cette direction. Commencons par le
lemme suivant :

LEMME 2.5. — Soient {IP,} une suite de mesures qui converge uniformé-
ment vers IP et ¢, — ¢. En notant T,, (1)) — respectivement I (1) — I’ensemble

relatif & v et IP, — resp. IP -~ alors les ensembles I, (¢n) — L(¢), en parti-
culier, Z(¢n) — Z().

De plus les convezes Fy, Fr4) et Fyg sont o(IL, IL>)-compacts.

Preuve.— Pour une sous suite montrons la convergence des images
Tn=T,(¢n) vers Z(¢).

Pour une éventuelle sous-suite les Z,, convergent vers un convexe Z*,
cf.[8] Lemma 2, alors Z* CZ(¢).

En effet, soit {ay,}, oy €Z,, une suite convergeant (éventuellement pour
une sous-suite) vers a € Z*. Pour chaque n, il existe ¥,,, 0< ¥, < ¢, telle que
IP,,[{)] = a,,. On peut supposer que 1, — 1 (pour IP), or || 1Py, [t |-IP[1)n]|| <
g, dés que n > N(e), ceci montre que IP,[¢,] — IP[¢)]. La relation 0< 9 < ¢
et IP[¢)]=a, donnent a €Z(¢p), i.e. T* CZ(¢).

Montrons 'inclusion inverse : Z(¢) CZ*.

Soit o € Z(¢), par définition, il existe ¢, 0 < < ¢ telle que IP[Y] = a.
Pour chaque p, il existe une combinaison convexe {c£}, n € I,, telle que
la suite {¢? =3 B¢y} converge fortement vers ¢. La suite {inf(¢?,1)}

I

P
converge fortement vers v et, on a vu dans la preuve du lemme 2.4, que
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inf(a?, )= > bk, 0<Yh < ¢y Comme P, [Yh] € T, et que ||[IP[ ) chyh]-
nel, nel,
P,[ > cEyP]||<e pour n grand, on en déduit P[inf(¢?, )] € > PZ,, ce
nel, nel,
qui exprime, en passant a la limite, que a €Z* i.e. Z(¢) CT*.

Le cas particulier est évident.

La partie précédente assure la fermeture, donc la compacité
pour o(IL', IL°°) de Z(¢).

Montrons qu'il en est de méme pour Fz(4).

De toute suite {1, } C F'7(4) on peut extraire une sous-suite qui converge
faiblement. Supposons donc que cette suite converge faiblement vers v, on
vient de voir que Z(¢,) — Z(v). Et, comme Z(,) = Z(¢), on obtient
Z(¥)=I(¢), c’est le résultat recherché.

Pour Fy, considérons une suite {¢,}, ¥, € Fy dont une sous suite
(omise) converge faiblement vers . Il existe des combinaisons convexes P =
chwn telles que 9P converge fortement vers ¢. Comme F, est convexe,

P
chaque P cFy.

Prenons une fonction 8, 0 <6 <% et, pour chaque p définissons 6, par
0, =1inf(0,?). La suite {0, } converge vers 6, 0< 60 <. Par hypothese, pour
chaque p, il existe p,, 0<p, < ¢ telle que Z(0,) =Z(p,). Quitte & prendre
éventuellement une sous-suite, supposons que {p,} converge faiblement vers
p, 0<p<¢. Comme Z(0,) — Z(0) et que Z(p,) — Z(p), on obtient la preuve
de l'assertion suivante :

Pour toute fonction mesurable 8 <, il existe une fonction p < ¢ telle que
7(0)=Z(p).

En intervertissant les roles de 6, et de p, on prouve le « méme » résultat :
pour toute fonction mesurable p < ¢, il existe une fonction 6 < ¢ telle que
Z(0)=Z(p). Ceci acheve la preuve. O

Pour une mesure diffuse, complétons la propriété classique assurant que

« Pour tout borélien A, il existe BC A tel que IP(B)=1IP(A).»

LEMME 2.6. — Soit IP une mesure diffuse, si T(A)=1I(B), respective-
ment ARB, alors T(AB®) = Z(A°B) et I(B°) = I(A°), respectivement
ARB® et B°RA°®.
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Preuve. — Pour une probabilité (ou une mesure positive bornée) diffuse,
P, sur [0, 1], posons

er(4.B)2 sup { nt {|P(E)~ P(F)}} + sup { nf {|P(E) - P(F)]})

— adaptation de la distance entre Z(A) et Z(B) — et eh(A,B) 2
sup inf ep(E, F)+sup inf ep(E, F). Clairement, ep(A, B) =0 est équivalent
EcA FCB FcB BCA

aZ(A)=Z(B) et ARB équivaut a e} (A, B)=0.

La preuve de I'inégalité ep(AB¢, A°B) < ep(A, B) est évidente et, par
conséquent, on a ep(AB¢, A°B) < eh(A, B).

Lorsque IP est une mesure simple i.e. a densité constante sur des in-
tervalles disjoints Iy, remplacons, dans la définition de ep, les valeurs ab-
solues par une norme sur IR?. Alors, en écrivant IP = P, ou IPy, est
la restriction de IP a I, les mémes inégalités sont valables pour IP i.e.
ep(AB°, A°B) < ep(A, B) et ep(AB®, A°B) < eip(A, B). Pour obtenir les
mémes relations avec une mesure vectorielle IP, il suffit de 'approcher par
une suite de mesures simples qui converge uniformément. On obtient encore
ep(AB°, A°B) < ep(A, B) et eip(AB¢, A°B) < ejp(A, B)

Ceci montre que si Z(A) = Z(B), alors T(AB¢) =Z(A°B) et si ARB,
alors (AB°)R(A°B).

En effet, soit £ C A, on vient de voir qu’il existe F' C AB€ tel que
IP(F) = IP(EB), ainsi ’ensemble EB¢+ F a méme mesure que F et est
inclus dans Z(B€). Ceci implique Z(A°) CZ(B¢), d’ou le résultat. La preuve
est similaire pour la relation ARB. (I

3. Premiére sélection

Une sélection est un choix « canonique » d’un borélien associé a une classe
de boréliens.

Pour obtenir une version du théoréme de Skorohod on recherche les
propriétés suivantes :

~ Sila suite {IP(A,,)} converge alors la suite des sélections {4,,} converge
en mesure.

~—Si X est une v.a. on peut définir une v.a. sélection X de X telle que
{X >z} soit une sélection de {X >=x}.
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Dans cette partie nous allons définir une application S permettant un
choix naturel d’un borélien. L’inconvénient de cette «sélection» est la diffi-
culté du passage aux v.a, voir cependant le paragraphe 6.

L’application S est définie a travers une application, notée aussi S, de
Z(IP) dans B([0,1]) de sorte que IP(S(a))=a. A tout borélien A on associe
S(IP(A)), ce qui s’interprete comme un choix « canonique» d’un borélien de
mesure . C’est ’analogue, dans le cas unidimensionnel, d’une des applica-
tions a — [0, a] avec P([0,a])=a ou oo — [1—-b,1] et P([1—b,1]) =0

La définition suivante est un pas vers la possibilité d’un choix parmi les
boréliens de mesure donnée. Ce choix se fait par I'intermédiaire de mesures
auxiliaires & densité par rapport a |IP|.

DEFINITION 3.1. — Une fonction test f est une fonction strictement
croissante de [0,1] dans [0,1] avec f(0) =0 et f(1) = 1. Pour une telle
fonction et IP une mesure vectorielle positive sur B, my est la mesure de

densité f par rapport & |IP| i.e. ms(A) éEl]pl[f(t)][A(t)].
Le lemme suivant relie les convergences faibles par rapport a IP et a my.

LEMME 3.2. — Pour une suite {¢,}, 0< dn, <1, on a l’équivalence des
convergences faibles pour IL*(IP) et pour IL*(my).

Preuve.— Commencons par établir que si ¢, converge faiblement pour
la mesure [P, il en est de méme pour my. Pour cela montrons qu’une suite
{h,} est relativement compacte pour IL?(IP) si et seulement si elle 1'est
pour ]Lz(mf). De plus, les valeurs d’adhérences pour les deux topologies
sont identiques.

Supposons que h,, — h pour la topologie faible de IL?(IP), donc pour
celle de IL?(|IP]). Pour g€ IL?(|IP|), on a f.g € IL*(|IP|) car application f
est bornée, d’ot1 la convergence de my¢[g.h,] = E|p|[f.g.hn] vers myg[g.h] =
E\p|[f.g-h] i.e. h,, — h pour la topologie faible de IL*(my). La convergence
faible de h,, pour IL?(IP) vers h implique sa convergence faible pour IL?(m )
vers la méme limite.

La réciproque résulte de 'équivalence g € IL?(m ) <= g/ f € IL*(IP), qui
implique f.ge L*(PP). O

L’introduction des mesures auxiliaires par des fonctions tests, permet
d’obtenir le résultat suivant :

o0
PROPOSITION 3.3. — Pour toute mesure @ s’écrivant @ = a;0,, =
1

X(IP) et pour toute fonction test f, il existe une fonction ¢ telle que @ =
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¢(IP) et Emf[(;S] > En[Y], si @ = Y(IP). En d’autres termes, ¢ €
Argmax {E,,,[Y], Q=Y (IP)}.

Preuve. — L’ensemble F = {(b E {d:i}, 0< s <Z¢l 1, Eplgi] = az}
est non vide, il suffit de prendre ¢; =T x_; 3.

Notons 7y I'application de F' dans IR, définie par (@] 2 S yimylodl].
1

Montrons que cette application linéaire est continue.

Comme 0<z; <1 et 0< f<1 on a l'inégalité uniforme en ¢ :

N 00 00
(@] —21: yimy[¢il] < %: m[ei] < %: (Ejp[di]=llaill) <e, pour N grand.
De la, comme F est compact, il existe ¢° € F telle m s[¢°] =s 2 s%p m¢(g).

L’ensemble {m; = s} est un convexe compact non vide, il est donc
I’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Montrons que les points extrémauz de {m;=s} sont des points extrémauz
de F.

Par négation, soit ¢° un point extrémal de {m; = s} sécrivant
¢° = %(qﬁl +¢?), ¢' extrémal dans F, pour i=1,2 (ou plus généralement, ¢°
est une combinaison convexe de points extrémaux de F'). Nécessairement
m[¢'] =s, les ¢ appartiennent & {ms = s} et sont donc extrémaux dans
cet ensemble. Par conséquent ¢¢ = ¢°, ceci prouve notre assertion.

Ainsi, avec le lemme 2.1, il existe une partition {A;} telle que pour
tout i, IP(A;) = a; et, pour toute autre partition {B;} avec IP(B;) =
o, Zysz( i) 2 Zysz(B) O

Le théoréme suivant permet de définir le choix, c’est a dire I’application S.

THEOREME 3.4. — Soient IP une mesure vectorielle diffuse sur B([0, 1]),
f une fonction test et a € I(IP). Alors les deuz ensembles suivants sont
égaux
¢ £ Argmax {my(A), P(A)=a}
et Argmax {my[¢], 0<¢<1, Ep[¢]=a}.

De plus, il existe un ensemble non dénombrable de fonctions tests f pour
lesquelles A est un singleton IP-p.s. noté Sy(a) ou Sg(A).
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Preuve. — La mesure vectorielle (IP,my) est diffuse et le théoreme de
Lyapounov assure que I'ensemble {m(B), IP(A)=1IP(B)} est un intervalle
fermé non vide. Il existe donc un borélien A tel que IP(A) =« et my(A)
maximal.

— Montrons l’égalité des ensembles.

Le lemme 2.1 assure que les points extrémaux du convexe compact F =
{0, 0< o<1, Epl[od]=a} sont des fonctions indicatrices. De méme, comme

dans la proposition 3.3, si s ésup{7nf[<;5], ¢ € F'}, les points extrémaux de
{¢, 0< ¢ <1, Eplp] =, myslp]=s} sont contenus dans ceux de F. Ceci
prouve la premiere partie.

Soit Cy la classe des mesures diffuses IP sur B([0, 1]) vérifiant la propriété
suivante :

« Pour tout A € B, IP(A) # 0 il existe BCA

avec P(B)z%P(A) et mf(B)#%mf(A) ».

Clairement IP € Cy si et seulement si

Pour tout A, IP(A) # 0, il existe deux ensembles disjoints A;, i = 1,2
contenus dans

A tels que IP(A;) = $IP(A) et my(A1) # my(As).

— Montrons que la condition IP € C; assure que .A‘]%‘ est réduit a un
singleton.

Supposons qu’il existe deux boréliens distincts A et B appartenant a
AF.

Notons A;, i=1,2, deux ensembles disjoints, contenus dans A\B, tels
que IP(A;) = w et my(Ay1) < my(Az). Eninversant les roles de A et B,

on obtient B;, i=1, 2, contenus dans B\ A, avec IP(B;) = IP(B;\A) = IP(’L;\B)
et my(B1) < my(Ba).

Comme ]P(EéA NB+ Ay + By) = a et my(A) < mg(E) on a une
contradiction.

Pour une mesure diffuse, la négation de la propriété IP€Cy est :

Il existe A tel que IP(A) # 0 et si B C A et IP(B) = 1IP(A), alors
my(B) = zmy(A).
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Dans ce cas on dit que A vérifie (xf).

— La propriété (xf) est héréditaire

Si A vérifie (xf), alors tout borélien B C A posséde la méme propriété
i.e. si CCB et IP(C) = 1IP(B) alors my(C) = +my(B).

Procédons par négation. Supposons qu’il existe C C B C A tels que
IP(C) = IP(B) et my(C) # 3my(B). Prenons un borélien E C A\B tel
que (IP,my)(E) = 3(IP,my)(A\B), on obtient IP(C+E) = 3IP(B+A\B)=
1IP(A) et my(C + E) # $my(A), ce qui est contradictoire.

Pour une mesure IP diffuse donnée, examinons les fonctions tests f telles
que IP & Cy.

Pour a€ Z(IP), notons I, l'intervalle [m,(a), 7 (a)] on
m (@) = inf{my(A), P(A)=a} et my(a) = sup{m(A), P(A)=a}
Par hypothese IP & Cy, il existe A, IP(A) #0, vérifiant (xf).

Considérons la restriction de IP a A et, pour simplifier les écritures,
prenons A = [0,1] = L. Ainsi D'égalité IP(B) = 2 IP(I) implique my(B) =
1
gmy(I).

— Montrons que cela se traduit par «pour tout a € Z(IP), I, est un
singleton. »

On sait déja que pour tout a € [0, P(I)], Io={ms(-) = a ms(I)} est
un singleton.

Supposons qu'il existe 5 €Z(IP) tel que Ig ne soit pas réduit & un point.
Le point v € Z(IP) tel que S+ v = IP(I) est dans le plan défini par le
couple (8, IP(I)) et les points [ et 7y sont situés de parts et d’autres de la
ligne [0, IP(I)]. Soit a lintersection des segments [0, IP(I)] et [3,~], alors
le convexe engendré par Ig et I, contient un intervalle ouvert non vide de
la droite engendrée par [« I,] : I, n’est pas réduit & un point, ce qui est
contradictoire.

Donc pour tout 8 € Z(IP), Ig est réduit & un point, ce qui signifie que
le convexe Z(IP,my) est contenu dans un hyperplan.

Montrons que la relation IP diffuse, IP(A)=IP(B) = ms(A)=my(B)
implique [ appartient localement a un espace vectoriel de dimension finie.
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Nous avons vu que si IP=(Py,---, P;) est diffuse et n’appartient pas a
Cy, il existe un borélien Ay, IP(As) # 0, tel que la trace de ms sur Ay, s’écrit

d
my =y a{PZ- pour des constantes azf, i=1,---,d. Notons h; la densité de
1
d d d
P; par rapport & [IP|=)"PF;, > h; =1, la relation my = f|IP| = Za{Pi
1 1 1
d
donne : f(t)T4, (t) = (Za{hi(t))]IAf (1) P-ps.
1

Sur un ensemble non négligeable f appartient a I’espace vectoriel en-
gendré par les h;. Cet espace est de dimension inférieure a d. Comme il
n’existe au plus un nombre dénombrable d’ensembles A non négligeables
et disjoints pour lesquels IP ¢CY, ceci acheve la preuve. |

Nous supposons dans la suite que la fonction test f vérifie I'unicité du
théoreme 3.4 et, pour alléger les écritures, nous supprimons la référence a
cette fonction test.

LEMME 3.5. — Soient IP une mesure diffuse et {14, } une suite con-
vergeant vers ¢ pour o(IL?, IL?). Sim[¢p]=m(S(a)), alors p=1Tg,) et {A,}
converge en mesure vers S(c).

Preuve. — Soit A un borélien tel que a=IP(A)=Ep|¢], comme m[p]=
m(S(A) = S(a)), le théoreme 3.4 assure que ¢ = Ig(,). Ceci prouve la
converge faible dans IL?(IP) de la suite {14, } vers ]IS(Ag. Avec le lemme 3.2
on en déduit la convergence forte de cette suite dans IL?(IP) et dans IL?(m)
et donc sa converge en mesure. O

3.1. Quelques compléments autour de Z(IP).

La preuve de la propriété suivante est laissée au lecteur.

LEMME 3.6. — a) Soient C' un conveze compact de IR et {x,} une
suite de IR? convergeant vers x. Notons inf, (z,) et sup,,(z,) les extrémités
de Uintervalle I(x,) = A, NC ot A, estla droite {(zn,y), yeR}. Alors
SUpy () — SUD(z).

b) Soient {Cy,} une suite de convexes compacts décroissant vers C et A
une droite passant par x, x € C. Alors les intervalles ANC,, convergent vers
Uintervalle AN C.

[e]

¢) Soient {C.,} une suite de convexes compacts convergeant vers C, x € C

et A une droite passant par x. Alors les intervalles A N C,, convergent vers
Uintervalle AN C.
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Donnons maintenant un complément au lemme 3.5.

PropPOSITION 3.7. — Pour wune mesure diffuse IP, [’ensemble
{S(a), a€Z} est compact pour la convergence en mesure.

Preuve. — 11 s’agit d’une simple application de la partie a) du lemme 3.6
ci-dessus. En effet les intervalles I, intersection de Z(IP) avec la droite or-
thogonale & IR? et issue du point a,, convergent vers I,. Donc m(S(a,)) —
m(S()) et il suffit d’appliquer le lemme 3.5 & la suite de terme général
Ay, =S5(ay) pour achever la preuve. O

Notons p, éventuellement pp, Papplication définie par p(«) :m(S(a)),
nous avons :

PROPOSITION 3.8. — a) Pour une mesure IP diffuse, l’application p est

continue et on a ’équivalence entre p continue et IP(S(a*)A(S(a)) — 0 si

OlkHOL.

Soit {IPy} une suite de mesures diffuses qui converge uniformément vers
1P, alors

b) en posant pp=pp,, on a px — p sur L, Uintérieur de Z(IP).
¢) pour a« € Z(IP), il existe une suite {ay}, ar €Z(IPy), telle que oy — «
et pr(ow) — pla).

Preuve.— a) Pour a € Z(IP), la section en a du convexe compact de
Rd“ I(]P m), est un intervalle de la forme I(a) = [inf(a),sup(a)] =
{z, (a,2) € Z(IP,m)} = {z, 3 A, IP(A) = o et m(A) = x}. Avec les
notatlons précédentes, sup(a)=p(«).

Lorsque oy, — « les intervalles I(a;,) tendent vers I(«), lemme 3.6, donc
sup(ay,) — sup(a).

Montrons que si P(S(a*)A(S(a)) — 0 lorsque of — «, alors p est
continue.

En effet, comme p(a®) =m(S(a*)) et que P(S(a*)A(S(a)) — 0, il en
résulte que m(S(a*)) — m(S(a)) i.e. p est continue.

Réciproquement, supposons que p soit continue, donc que m(S(a*)) —
m(S(a)). En particulier, avec la proposition 3.7, S(a*) — S(a) en mesure,
c’est la condition recherchée.

b) Considérons maintenant le cas de la suite {IPy}.
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Montrons que Zj, éZ(Pk, my) — IéI(P, m). Considérons (IP,m)(A)=
(a, B) € T alors (IPx,my)(A) = (ak,Pr) — (a,B). Réciproquement, si
(P, mi)(Ar) = (ak, Br) — (a, ), pour une sous-suite T4, — ¢ faiblement

et (IP,m)(¢)=(«, ) ainsi («, B) €Z.

o
Si maintenant « appartient & Z(IP), il existe un entier K tel que « €
Z(IPy;) pour tout k > K, voir Lemma 3 de [§]. Pour un tel o, la partie
¢) du lemme 3.6, montre que les intervalles I,(c) = {m,,(A), =a}
convergent vers I,. C’est la convergence de my, (S, (a)) = pn( ) vers p( )-

c) Pour a € Z(IP), soit S(«) I'élément maximal pour IP et o, posons
]Pk(S(a)) = Q.

La suite {ay} converge vers a, notons Si(ay) 1’élément maximal pour
1Py, et ay i.e. le point de Argmax {mk(A), P (A) = ak}.

La suite {Ig, (a,)} vérifie les hypotheses du lemme 3.5. En effet, la con-
vergence uniforme de my, vers m implique que my,(S(a)) — m(S(a)) et

donc my (Sk(ak)) — m(e).

L’inégalité my (Sk(ax)) =mi (S()) donne & la limite m(¢) > m(S(«)).
Ainsi la suite {Sk(ay)} converge en mesure vers S(«), d’ou py (ak) — p(a).

O

Remarquons que si la suite {Z(IP;)} est décroissante, la partie b) du
lemme 3.6 donne la convergence uniforme de py vers p sur Z(IP).

Le but de la partie suivante est d’établir I'existence d’une telle suite
de mesures simples, {IP;}, convergeant uniformément vers IP et telle que
I(P)CZ(IPy).

LEMME 3.9. — Soient f et g deux fonctions positives intégrables telles
t t

que, pour tout t €[0,1], F(t ):/ flz)de < G(t)= / g(x)dx, alors pour
tout borélien A, il existe un borélien B tel que F(A)=G(B). Par suite, si

=(f, 1)\ il existe une fonction h telle que, si @ = (g,h)\, alors Z(IP) C
z (@)~

Preuve. — Posons F(A) :/ f(z)dz, A€ B, application x — F(A)—
A
G(z) décroit de F(A) >0 a F(A)—G(1)<0. Il existe x tel que F(A4)=G(z).
Enfin, sans perte de généralité, nous pouvons supposer F inversible, soit
H=F"'oG(z), ainsi, pour tout ¢, il existe x tel que (F(t),t) = (G (z), H(z)).
Autrement dit les mesures IP=(f, 1)\ et @=/(g, h)\, vérifient Z(IP) CZ(@).
(]
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LEMME 3.10. — Soit IP une mesure diffuse, alors il exriste une suite
{IP,} de mesures simples convergeant uniformément vers IP et telles que

I(P)CZ(P,).
Preuve. — a) Cas des mesures bi-dimensionnelles o densité bornée.

Soient f bornée et {f,} une suite de fonctions simples qui décroit vers
uniformément (pour Ly ]P‘) vers f. Notons P, la mesure réelle de fonction

de répartition F*(x) définie par le relation du lemme 3.9 i.e. Fi(z)=F"1o

F,(x), o F(z) = / f)dt et F( / fa(t)dt. La suite de mesures
0

{IP,=(fa) P,)} converge uniformément vers IP=(f, Id)A.

Le méme lemme montre que Z(IP) CZ(IPy).

Plus généralement, si IP = (f,h)\ et H(x / h(t)dt, alors la suite
{]Pn = (fu)\, Py )} ou P, est la mesure de fonction de répartition G =
Ho F~lo Fr, vérifie F(t) = Ff(x), H(t) = G(z) donc Z(IP) C Z(IP,) et
les mesures IP, sont simples et convergent uniformément vers IP. C’est la
propriété d’approximation par I’extérieur pour les mesures a densité bornée
a valeurs IR?.

b) Cas des mesures vectorielles a densité.

Par récurrence, on renouvelle ce procédé.

Ainsi pour P=fX, f=(fn),n<d et F,( / fn(t)dt. Approchons
f1 (bornée) par une suite décroissante de fonctions simples ff et Fj(x) <
x
FF(z) = / fE(t)dt. Supposons, par récurrence, on ait des fonctions de
0
répartions F¥ telles que, pour tout ¢ et tout n < d—1, il existe = avec
F,(t) = F¥(z). Si, par exemple, F; est inversible, alors t = F~1 o Ff(z) et
donc Fy(t)=Fy0 F~'o Ff(z) éFj(x) En posant IP*¥ la mesure dont les
coordonnées ont pour fonction de répartition F¥, alors Z(IP) CZ(IP*). Les

IP* sont des mesures simples et la condition de convergence ne pose pas de
difficulté. Ceci prouve le lemme pour les mesures a densité.

¢) Cas général.

Pour achever la preuve il suffit de remplacer la mesure de Lebesgue par
|IP|. Le lemme 3.9 demeure valide sous les hypotheses F' et G continues. En
particulier, si IP=(f, Id)u, il existe une mesure simple @ = (g, h)u telle que
Z(IP)CZ(@). Enfin les parties précédentes demeurent pour p. O
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Remarques 3.11. — Le théoreme 3.4 s’étend naturellement lorsque I'on
remplace l'intervalle [0, 1] par un borélien B; ce qui donne un sens & I’égalité :

Af’a éArg]tnax{mf(A), P(A)=a, AC B}
= Argmax{my[¢], 0<¢<1p, Ep[¢|=a}.

Et, comme précédemment, si ces ensembles ne sont pas vides, il existe une
fonction test f telle que A}g’o‘ soit un singleton ([P-p.s.), noté Sy(B, ).
Lorsque B=S¢(a), on écrit S¢(c, ). Néanmoins, méme pour des mesures
simples, on peut trouver A, IP(A) = a tel que Z(S(a)) soit strictement
inclus dans Z(A).

Ce fait permet de construire une v.a. de support A telle qu’il n’existe
pas de v.a. de support S(«) ayant méme loi.

— Comme dans la proposition 3.3, les points extrémaux de
o0

{(¢n)2<n | Smy[¢i] = s} sont des points extrémaux de F(B,ag, ) et,
2

par conséquent, il existe By C B contenant une partition de mesures ag, - - -
et my(B2) maximale parmi les ensembles vérifiant cette condition. A priori,

rien assure que B = Argmax {ms(A), ACB, IP(A)=Y a;}.
2

C’est aussi une différence avec le cas unidimensionnel.

Il n’est guere difficile de trouver un contre-exemple : une mesure IP
et deux boréliens By C Ag tels que IP(Ap) = «, IP(By) = 3 et Argmax
{m(B), IP(B)=p} ne soit pas inclus dans Argmax {m(A), IP(A)=a}, il
suffit de prendre « extrémal dans Z(IP).

Ainsi, contrairement au cas uni-dimensionnel, la relation BC A, IP(B)=
B, IP(A)=q, n’implique pas que S(3) C S(«).

— Nous avons vu que, sous conditions, ’on peut donner un sens a
S(aq, a9, -+, ay). Une condition nécessaire et suffisante est que pour tout
i, 1<i<n, o; € I(S(a1 e ,oz,;_l)). Plus généralement, on peut définir
S(a) ou a = (av,) est une suite «décroissante» i.e. pour tout i, «; €
I(S(a1 e 7ai,l)), comme limite décroissante de la suite {S(oq cee an)}.
Ceci permettrait de définir certaines v.a. Nous ne poursuivons pas cette
étude.
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4. Sélection pour la relation R

Cette sélection est un cas tres particulier de la sélection qui suit (troisieme
sélection). C’est pour cela que nous limitons cette partie, qui peut étre lue
apres le paragraphe 5.

La proposition suivante complete la relation d’équivalence R.

PROPOSITION 4.1. — Pour wune mesure IP diffuse, les assertions
suivantes sont équivalentes

i) Pour tout borélien A, il existe Ay et Ao disjoints tels que A1+As = A
et AlRAg.

it) Les points extrémaux de Fy, 0< <1, sont des fonctions indicatri-
ces.

Preuve. — La preuve de I'implication i) = i) est «semblable» a la
partie correspondante dans la preuve de la proposition 5.1. Soit YR¢ et
IP(B={y€[e,1—¢]}) # 0, définissons, comme dans le lemme 2.1, p* =
’(/) + 6][31 F 6][32 ou B = B1+B2, BlRBQ.

Pour établir que ¥*R¢, prenons 0 < T < . Lorsque 6 < 4 on a
Ep[0*] € Z(v). Supposons que IP(A; = {61 >}) # 0, comme A; C B
il existe Ay C By avec IP(A;) =IP(As3). On vérifie que la fonction S+
ell4, +€ll 4, satisfait aux conditions suivantes :

0 < 0 < 9, ce qui entraine que Z()™) CZ(1)). On montre de méme que
Z(yp~)CZI(¢) et on voit que cette construction fonctionne dans I’autre sens,
ce qui permet d’en déduire que Z(yp*) = Z(v) et, de la, ¥+ € F4. La suite
de la démonstration est semblable a celle de la proposition 5.1.

La réciproque est évidente. ([l

DEFINITION 4.2. — Nous désignons par Pr ’ensemble des mesures véri-
fiant les assertions de la proposition 4.1.

SiIPe€Pr,onalégalité Fy=F 4 i.e. pR14, pour un borélien A contenu
dans le support de ¢, noté supp(o).

Le lemme suivant, qui compléte le lemme 2.5, joue un role essentiel dans
la continuité de I’application p, voir paragraphe 5.

LEMME 4.3. — Soient IP € Pr et ¢, > ¢. Alors les ensembles F,, =
{, YRd,} convergent vers F={1, v Ro}.
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Preuve. — Pour une sous suite éventuelle {F,,} converge, notons F la
fermeture (faible ou forte) du convexe limite. Pour ¢ € F, il existe une suite

{0}, o €Fy, telle que ¢y, 1.

Comme ¥, Ry, si {0, } est une suite qui converge vers 6 et telle que 0 <
0., < 1y, il existe une suite {p, }, convergeant vers p, telle que 0 < p,, < ¢y,
et Z(0,) = Z(pn)-

En «inversant » les roles Ele 0, et de p,, on voit avec le lemme 2.5 que
Z(0) =Z(p) i.e. p€F, donc FeF.

Réciproque. Comme F,, converge vers F, il en est de méme pour la
suite {C,,} formée par les combinaisons convexes des Fp,, p > n. Quitte
a remplacer la suite {¢,} par des combinaisons convexes des ¢,, p = n
et prendre une sous suite, on peut supposer que {¢,} converge presque
stirement vers ¢. La condition IP € P, assure de 'existence de A,, contenu
dans le support de ¢, et tel que T4, Re,, c’est la proposition 4.1.

Montrons la convergence des A, vers A.

— Si ¢ est extrémale i.e p=1 4, la convergence de ¢, T 4c vers 0 implique
que IP(A,A°) — 0. Comme IP(A,,) — IP(A), il en résulte que la suite {A,}

converge en mesure vers A.

— Supposons que {(Z) € [e, 1—6]} ne soit pas négligeable, pour n suff-
isamment grand il en est de méme pour les ensembles {¢,, € [e, 1—¢]} qui
convergent en mesure.

Pour n> N(e), on a 'inclusion A2 {p€2e, 1-2¢]} C{pn€le, 1—¢]}.

Notons A = A;+ As un découpage tel que A;RA5 et posons ¢ = ¢ +
€l 4, —ell 4,. Toujours pour n suffisamment grand, soit ¢, = ¢, +ella, —€l4,.
La suite {¢¢} converge vers ¢¢ et, pour chaque n, ¢5R¢p,. Ainsi, pour
chaque € > 0, ¢° € f‘, en passant a la limite, nous obtenons une fonction
indicatrice. Ceci prouve 'assertion.

Revenons a notre preuve.

Pour établir I'inclusion F C F, il suffit de montrer que les points extrémaux
de F appartiennent a F. C’est-a-dire que si Ig € F alors Ip € F.

En notant F4 ={¢, ¢RA}, montrons la propriété suivante :
Soient IP € Pr et deux boréliens disjoints A et B, alors Fayp CFA+F 4.
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Il suffit de faire la preuve pour les points extrémaux de F 4, p. Soit
ER(A+B), alors il existe By CE tel que E1RA et ainsi (EN(E1)°)RB, ce
qui prouve 'assertion.

Reprenons les notations précédentes, on a F,, CF 44, + Faca,, il est

aisé de voir que FACAn — {0} i.e. sup {Ellpl [¢], ¢RACAn} "=,

n?

Ainsi il suffit d’établir la convergence de F 44, vers F. Il faut donc
prouver que si BRA et A, CA, A,, — A en mesure, alors il existe une suite
{B,} convergeant vers B et telle que B, RA,. Cela est clair car les relations
ARB et A,, C A impliquent 'existence de B,, C B avec B,RA,. O

Le théoreme précédent, théoreme 3.4, admet la version suivante pour la
relation R.

THEOREME 4.4. — Soit IP € Pr alors pour toute fonction de test f
l’ensemble Argmax imf(B), BRA} = Argmax {m[¢], ¢RI} est IP-p.s.
un singleton noté A’™.

Preuve. — L’égalité des deux Argmax résulte de la proposition 4.1.
Montrons l'unicité.

Notons I l'intervalle [0, 3] et A un ensemble tel que Z(A) = Z(A°).

L’hypothese sur IP assure qu'il existe B C A° tel que Z(AI)=Z(B).

Supposons que IP(B N I¢) # 0. Il existe alors un borélien £ C AN T
tel que Z(E) =Z(B N I°). Ceci implique ms(E) =ms(B N I°), ce qui est
impossible car f est strictement croissante.

Par suite, Z(AI) =Z(B), B C A°l. En faisant la «méme procédure »
avec AI°, on trouve un ensemble EC A° N I° tel que Z(AI°)=Z(FE).

Les relations Z(AI) = Z(B), B C A°I, T(AI°) =I(F), E C A°I° et
Z(A)=Z(A°) impliquent
I(AI=TI(A°I) et Z(AI¢)=T(AIc).

En remplacant lintervalle [0, 1] par [0, 1] et I devenant [0, 1], de
maniére similaire, on obtient : Z(A N[0, 1]) = Z(4°N [0, 1]) et
I(AN[3, 3)) =Z(A°N (5, 3))-

On en déduit que pour tout couple de dyadiques 0 <7y <7re < %, on a
Z(ANry, ro))=Z(A°N[r1, r2]). Dela, Z(ANz, y]) =Z(A°N ][z, y]) pour
tout couple (z,y), 0 <z <y < %
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Cette derniere relation passe sans difficulté aux ouverts et aux boréliens
i.e.si BC[0, 1], alors Z(AB) = I(A°B), ce qui est absurde. O

En omettant la référence a la fonction test, nous avons :

PROPOSITION 4.5. — Pour une mesure IP € Pr Uapplication p® qui a
un borélien A associe p™(A) =m(AR) est continue i.e. si une suite { AR}
converge faiblement vers ¢, alors p=1T,= et la convergence est forte.

Preuve. — C’est une conséquence du lemme 4.3. En effet la convergence
de {1, PRI =} vers {1, Y R¢} implique la convergence des intervalles
images par m de ces ensembles. Les extrémités convergent vers les extrémités
de l'intervalle limite, d’ou le résultat. O

Conformément au début de la section nous ne cherchons pas a développer
cette étude vers une version du théoreme de Skorohod.

5. Troisiéme sélection

Cette partie est consacrée aux développements de la relation d’équivalence
F1(4) i.e. I'ensemble des fonctions 1, 0<v¢ <1 telles que Z (1)) =Z(¢).

L’adaptation de la proposition 4.1 est :

PROPOSITION 5.1. — Pour wune mesure IP diffuse, les assertions
sutvantes sont équivalentes

i) Pour tout borélien A, il existe Ay et Ay disjoints tels que
A+ Ar=A, T(A1)=I(A2) =5 I(A).

it) Pour toute fonction mesurable ¢, 0< ¢ <1, il existe A contenu dans
le support de ¢ et tel que T(A)=TZ(¢).

i4i) Les points extrémaur de Fr(y) sont des fonctions indicatrices.

i) Les points extrémauz de F7 , = {v, I(y) Cc Z(¢), E[¥] = E[¢]}
sont de la forme T 4.

Preuve. — Remarquons tout d’abord que si E;, i = 1,2 et E sont des
convexes fermés positifs tels que F; CE et %(El +E,)=F, alors E;=FE.

En effet, par négation, supposons qu’il existe e € E' et u une forme linéaire

continue tels que supy, u(er) <u(e). Alors sup u(3(e1-+ez)) <supgu(e),
ei€l;
ce qui est contradictoire.
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Montrons Uéquivalence de iii) et de iv).

iv) = iii). Si la fonction 1 € Fi7(4), elle appartient a F74) et; siellen’est

pas une fonction indicatrice, elle s’écrit comme ) = %(¢1 +1h2), ;€ F;(d)).
Avec la remarque précédente, on en déduit que v; € Fr(4) et donc 9 n’est
pas extrémale.

191) = ). 1l est clair que F7 4 est la réunion des Fz(,) pour tous
les fonctions ¢ telles que 0 < ¢ < 1, Ep[y] = Ep¢] et Z(y) C Z(¢). Par
séparabilité, FI*( ) est la fermeture d’une réunion dénombrable d’espaces
Fr(y,,) pour une suite {1, } vérifiant les conditions précédentes. Notons Cy, le
convexe engendré par pLan Fz(y,), les points extrémaux de C), sont contenus

dans la réunion des points extrémaux des Fz(y,). Avec la conditions i)
ce sont des fonctions indicatrices. Il en résulte que les points extrémaux de
FI*( ) sont aussi des fonctions indicatrices.

11 suffit de prendre ¢p= %]I A pour voir que 4¢) implique 7).

De méme 4ii) == 7i) car si 14 € Fr(4) alors A vérifie ii).

Montrons que i) implique iii).

Soit 1) € Fir(,y telle qu'il existe >0 et B C{e <1 <1—¢} avec IP(B) # 0.

Avec 'hypothese i) il existe B; C B, i=1,2 disjoints tels que Z(B;) =
%I(B) Notons '(/):t = wlIBC + (,(/) + €)]IB1 + W + 6)1132 = '(/J + €]IB1 + 61[327
ona0<ypt <1

Montrons que 1)+ €EF7p)-

Faisons la preuve pour ¢+. Prenons 87, 0< 0% <+ et notons A; é{@“‘ >
¥}, cet ensemble est inclus dans By. Si IP(A;)=0 alors 07 <¢ et Ep[0T] €
().

Si P(Al) ;é 0, comme I(Bl) :I(BQ), il existe AQ, Ay C Bs, P(Al) e
IP(As3). La fonction § = 0+ —ell 4, +€l 4, vérifie les relations suivantes : sur
Ay, =1 ; sur Ay, 0=0"+ec=1 et sur (A1 U A3)¢, qui est contenu dans
(A1)¢, 0 =0T <.

En définitive, 0 < 6 < ¢, on en déduit que E[f] = E[0T|eZ(¢) = Z(¢).
Ceci montre que Z(¢) C Z(¢).

Réciproquement, montrons que Z(¢)) CZ(¢T).
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Soit 4 telle que 0< 60 <1, notons Ay I'ensemble {6 >1T}. Cet ensemble
est contenu dans By et il existe A; C Bj tel que IP(A;) = IP(A3). On
introduit la fonction 7 = 0+ €ll4, —€ll4,, un raisonnement similaire au
précédent permet de voir que 0< 0T <™. Et, comme E[f]=E[01] € Z(y ™),
on a Z(y)CZ(ypT), d’ou finalement, Z(1)) =Z(¢7T) i.e. Y+ € Fr(,.

De fagon analogue, en prenant 0< 6~ <¢~, on obtient de méme Z(¢)=
T(y-).

Nous avons prouvé que ¥+ € F714) et comme w+§¢_ = 1, 1 n’est pas
extrémale. Les points extrémaux de Fr(4) sont des 1.

Remarquons que si IP vérifie i) il en est de méme pour P4, restriction de
IP & A. Ceci implique que si S est le support de ¢, et FZS(¢) ={v, Ip;(v)=
T ((/ﬁ)}, alors les points extrémaux de ce convexe, sont inclus dans S. Ainsi,
il existe AC S tel que Z(A)=Z(¢), ceci acheve la preuve de ) implique i7)
et par conséquent celle de la proposition. O

DEFINITION 5.2. — On désigne par P l’ensemble des mesures vérifiant
une (donc toutes) des assertions de la proposition 5.1.

On voit que les mesures simples appartiennent a cette classe et si f est
une bijection bi-mesurable alors f(IP)€ P si et seulement si P €P.

L’analogue des théoremes 3.4 et 4.4 est :

THEOREME 5.3. — Soient IP € P une mesure vectorielle sur B et f une
fonction test. Alors les deux ensembles suivants sont identiques
Af(A) 2 Argmax {ms(B), T(A)=Z(B)} et Argmax {ms[¢], 0< $ <1,
I(A)=1()}

De plus, il existe une fonction test (en fait, un ensemble non dénombrable)
f, telle que pour tout A, Aj(A) est un singleton IP-p.s. noté A7

Preuve. — L’ensemble {my[¢], Z(A) = Z(¢)} est convexe comme
image linéaire d’un convexe compact, voir lemme 2.4, c’est donc un intervalle
fermé. C’est aussi I'intervalle engendré par I'image des points extrémaux de
Fz(4), ainsi Argmax est formé de fonctions indicatrices. Ceci donne I'égalité
des ensembles.

Pour la seconde partie, nous devons montrer que Af(A) est un singleton.

Considérons la classe Cy des mesures telles que
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Tout A s’écrit Ay + Ay = A avec T(Ay) = I(As) = 1Z(A) et my(Ay) #
amy(A).

— Montrons que la condition IP € Cy assure que Ag(-) est réduit a un
singleton.

Supposons qu’il existe deux boréliens distincts A et B appartenant a
Ayr(Ap). L’hypothese sur IP assure de l'existence de deux ensembles dis-
joints, A;— 0, contenus dans A\B, tels que Z(A;) = 3Z(A\B). Comme
IPeCy, supposons my(A1) < my(Az2). En inversant les réles de A et B, on
obtient B;, i=1,2, contenus dans B\ A, avec Z(B;) = sZ(B\A) = 3Z(A\B)
(cette derniére égalité provient du lemme 2.6) et my(B1) < ms(Bs2).

L'ensemble E2 AN B+ Ay + By vérifie T(E) =I(AN B)+I(Ay)+I(By)
donc Z(E)=Z(Ao) et comme ms(A) < my(E) on a une contradiction.

La négation de la propriété IPc€Cy est :

Une mesure vectorielle IP € P, n’appartient pas a Cy, si et seulement si,
il existe A

avec IP(A) # 0 tel que si B C A et Z(B) = 3Z(A), alors my(B) =
3y (A)-

Nous dirons que A vérifie (xf).
— La propriété (xf) est héréditaire

Clest-a-dire, si A vérifie (xf), alors tout borélien B C A vérifie la méme
propriété i.e. CC B et Z(C) = $Z(B) impliquent ms(C) = smy(B).

Procédons par négation. Supposons qu’il existe C' et B tels que
CCBCA, I(C)=3Z(B) et ms(C)>$my(B). Avec le lemme 2.6, prenons
un borélien E C A\B tel que Z(E) = 1Z(A\B = AB®), on peut supposer
que mys(E) > imys(AB¢), sinon on remplace E par E°AB°. On obtient
I(C+E) = 3I(B + A\B) = 3Z(A) et my(C+E) # imy(A), ce qui est
contradictoire avec la condition sur A.

Remarquons au passage que A vérifie (xf) si et seulement si
«BCA etZ(B) = rZ(A), impliquent ms(B) = rmys(A), pour tout r € [0, 1]. »

Si Ag vérifie (xf) en considérant la restriction de IP & Ap, on peut
supposer sans perte de généralité, que Ay = [0,1] et ainsi tout borélien
A vérifie (xf). S'il existe A et B tels que Z(A) = Z(B), m(A) & m(B);
par le lemme 2.6 nous avons Z(AB¢) = Z(BA°) et m(AB°) & m(BA°).
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L’ensemble E = AAB ne vérifie pas la relation (xf) ce qui est contradictoire.
Par conséquent, pour tout borélien A, I'intervalle 4 = [mf (A), Ty (A)] ol
m(A) = inf {ms(B), Z(A) =Z(B)} et ms(A) = sup {m(B), I(A) =
Z(B)} est réduit & un point.

Ce qui signifie que le convexe Zp ([0, 1]) est contenu dans un hyper-
plan.

La suite de la preuve est similaire a celle du théoreme 3.4. (I

Remarques 5.4. — Prenons comme fonctions tests des fonctions de la
forme f(t) = (f(t))*. Pour que ensemble {z | IP ¢ C;,} soit au plus
dénombrable, il suffit que

«Pour tout d-uplets (z1,---,xq), z; # x; si i # j, les fonctions f7 sont
linéairement indépendantes sur tout ensemble de mesure non nulle pour IP. »

La mesure IP étant diffuse, on sait (ou on le voit aisément) que les
fonctions x; : t — t*i sont linéairement indépendantes sur A, IP(A) # 0,
si les x; sont tous différents. Nous obtenons qu’en dehors d’un ensemble au
plus dénombrable de z, IP € Cy, .

— La proposition 2.6 permet de voir que (4 7 )¢ appartient & I’ensemble
Arginf {my(B), Z(B)=Z(A°)}. Lorsque Ay (A) est un singleton, avec des
notations évidentes et en supprimant la référence a la fonction test f, on a
(A7)° = (A%)= et (A=) = (A9)~.

Dans la suite nous choisissons une fonction test f de sorte que A¢(A)
soit réduit au singleton A7, ce qui est loisible par le théoreme 5.3. Pour
simplifier I’écriture, nous omettons la référence a cette fonction test.

Lorsque que IP € P montrons que la relation BC A implique B~ C A=,
ce qui permet de passer aux variables aléatoires et donne un bon candidat
a une sélection.

PROPOSITION 5.5. — Pour IP€P on a : BCA implique B=C A=,

Preuve. — Cette relation est évidente pour les mesures simples. Prenons
une suite {IP,} de telles mesures convergeant uniformément vers IP. La suite
{Z.(A) éI]pn (A)} converge vers Z(A) éLp(A) (lemme 2.5) et la suite de
mesures {my}, o m,, est associée & IP,, (la fonction test peut-étre la méme
pour toutes les mesures et est omise) converge uniformément vers m associée
a IP. On en déduit que les intervalles my, (In (A)) convergent vers l'intervalle
m(Z(A)). En particulier les extrémités convergent, donc my, (A5;) — m(A~)
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ou A7 est le singleton de Ay p, (A), voir aussi la proposition 5.9 suivante.
Ceci implique que si {I4=} converge faiblement (pour IP) vers ¢, alors
Z(¢) = Z(A) et, comme m[p] = m(A~), I'unicité du théoreme 5.3 donne
¢ = 14, par conséquent la suite { A} converge en mesure vers A=,

Si, maintenant B C A alors, on sait que B, C A7, et nous venons de voir
la convergence en mesure de ces ensembles, d’ou B= C A~. (]

Le lemme suivant est 'amorce du théoreme de Skorohod.

LEMME 5.6. — Soient IP€P, une suite {14, } qui converge vers ¢ pour
o(IL?, IL?) et A tel que Z(¢) = Z(A). Si m(A,) — m[¢p] = m(A7), alors

¢o=14= et A, — A= en mesure.

Preuve. — Soient ¢ la limite faible de la suite {I4,} et A un borélien
tel que Z(A)=Z(¢), proposition 5.1, et comme m[p] =m(A~), le théoreme
5.3 assure que ¢ = I4=. Ceci prouve la converge faible dans IL?(IP) de la
suite {I4, } vers T4=. On en déduit la convergence forte dans IL?(IP) et
dans IL?(m) par le lemme 3.2, d’ott la convergence en mesure. |

La proposition 5.5 donne un sens a la définition suivante :

DEFINITION 5.7. — Pour PSP et une v.a. X, il existe une unique v.a.

notée X= et appelée version monotone de X définie par {X~ > x} é{X >
x}=, Vz et ainsi X (IP) = X=(IP).

Contrairement au cas unidimensionnel, la version monotone de X dépend de
X et non pas de la loi de X. Il se peut que X (IP)=Y (IP) et que X= £ Y~.

PROPOSITION 5.8. — Pour une mesure IP € P [’ensemble des versions
monotones est un convexe fermé, réticulé et stable par limite IP-p.s.

Preuve. — Soient ¢ et ¢ deux fonctions IP-monotones, pour établir que
le sup de ces deux fonctions est aussi une fonction monotone, introduisons
les notations suivantes : A é{sup(qS, Y)>y}, B é{d)}y} et Cé{w>y}). La
proposition 5.5 donne B U C C A=, ces deux ensembles ont méme mesure,
donc A = A~ i.e. le sup est monotone.

Avec les notations A={inf(¢,v) >y}, B={¢>y} et C={p>y}), on a
AC B donc A= C B==B. En remplagant B par C il vient A~CBNC=A
d’ou l’inf de deux fonctions monotones est monotone.
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Passons aux limites :

Pour une suite {¢,,} de fonctions monotones croissant vers ¢. Les en-
sembles {¢,, >y} croissent vers {¢ >y} et, comme précédemment, on voit

que {¢n, >y} C ({#>y})~ ps. Dou {¢p >y} = ({¢ >y})~ ps. ie. ¢ est
monotone.

Soit {¢,} une suite de fonctions monotones décroissant vers ¢. Les en-
sembles {¢, >y} décroissent vers {¢ =y} et {¢=>y}=C{pn >y} ps. A la
limite {¢ >y}~ C{p >y} et comme ces deux ensembles ont méme mesure,
{2y}~ ={é>y} ps., i.e. ¢ est monotone.

En définitive, la limite IP-p.s. d’une suite {¢,} de fonctions monotones
est elle aussi monotone.

Montrons que toute fonction monotone est limite croissante de fonctions
monotones ne prenant qu'un nombre fini de valeurs.

Soit ¢ une fonction monotone (a valeurs [0, 1]), il existe une suite crois-
sante de fonctions {6, } ne prenant qu’un nombre fini de valeurs convergeant
IP-p.s. vers p i.e. 0, <0,11 <p. Il en résulte que {0, >z}=={(0,)" >z} C
{0741 =22} C{p>x}. La suite {0} est croissante, majorée par ¢, de plus
PO, >x) = P(6,>x) — IP(p>2x) ce qui signifie que la suite croissante
{65} converge IP-p.s. vers .

Il suffit maintenant de montrer que I’ensemble des versions monotone
est un convexe pour qu'’il soit faiblement (ou fortement) fermé.

Or comme toute version monotones est approchable dans L' par des

versions monotones ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, il suffit de
N N

prouver que » . ¢, ]IA? 0<ep<---<epn, Y, ¢, =1 est une version monotone.
1 1

Cela résulte de la réticulation précédente. O

5.1. Convergence simultanée

Pour une mesure IP € P sur [0,1], on note p= (ou pp) I'application définie
sur B([0, 1]) par p=(A) £ m(A7).

PROPOSITION 5.9. — Pour IP € P Uapplication p~ est continue au sens
ot : siTiay, ¢ et I(¢)=Z(A), alorsm((A7)n) =p~ ((A7)n) — m(A7)=
p—(A). Cetle continuité équivaut o I’équivalence entre la convergence faible
et forte pour les suites {(A™),}.
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Preuve. — L’existence de A résulte de la proposition 5.1. En outre, si S
est le support d’une version monotone ¢=, alors S = S=. Par conséquent,
avec la proposition 5.5, si A C supp(¢~) alors A= C supp(¢™).

Alinsi, les relations A C supp(¢~) et Z(A)=Z(¢~) impliquent A=A=.

Notons A7 é(A:)n7 la proposition 5.8 assure que la limite faible de la
suite {T 4=} est une version monotone que nous notons ¢=. Avec la propriété
précédente, on a A= Csupp(¢~) et Z(AT)=Z(¢~).

Dans la preuve de la proposition 5.1 nous avons vu qu’un élément extré-
mal est atteint comme limite de ¢° = ¢ + ell4, — ell4, lorsque ¢ — 0.
L’hypothese IP € P permet de choisir m(Ay) = m(Az) donc m[p€] = m]g].

En utilisant le fait que A = A= et en remplacant ¢ par ¢=, on obtient
que T4= est la limite de (¢=)¢ et que m(A~) = lim m[(¢7)] = m[¢~].

Par ailleurs comme (¢7)° € lim F,, avec F, = {v, Z(¢) = Z(4;) =
I(An)}, il existe une suite {1, }, ¥, € F,, qui converge faiblement vers
Ta-.

Le lemme 3.2 donne la convergence pour m et ainsi m(A~) =lim m[yy,] <
lim m(A>). L'inégalité lim m(A>) < m(A~) étant évidente, on obtient
m(A;) — m(A7). Ceci permet d’affirmer que ¢~ = 4= et, par suite, la
convergence forte de la suite {A7}. O

Nous sommes en mesure d’énoncer le résultat central :

THEOREME 5.10 (théoréme de Skorohod). — Soient IP € P une mesure
positive sur B([0,1]) et {@Q, = X,,(IP)} une suite convergeant étroitement
vers @. Alors la suite {X} des versions monotones associées converge en
mesure vers la version monotone d’une v.a. de loi @).

En particulier, I’ensemble des versions monotones est compact pour la
convergence en mesure et l’ensemble des mesures de la forme Q=X (IP) est
fermé pour la convergence étroite.

Preuve.— Soient X la version monotone de X,, @, = X,(IP) =

X (IP) et D un ensemble dénombrable dense de points de continuités de @.

Notons A7 () 'ensemble { X~ >x}. Pour une sous suite éventuelle, on

peut supposer que T =(y) Zp(x) et cela pour tout z € D. La condition
IP €’P montre que Z(y(x))=Z(A(z)) pour un borélien A(z) convenable et,
avec lemme 2.5, on a vu que Z(A7 (x)) — Z(A(z)).
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Les équivalences des convergences pour IP et m, lemme 3.2, ainsi que
la continuité de p, proposition 5.9, montrent que m(A; (x)) — m(A=(x)).
Enfin, le lemme 5.6 assure la convergence en mesure de A7 () vers A=(z),

et ceci pour tout x€D.

Si z <y, les inclusions A5 (y) C A (z) donnent & la limite, A=(y) C
A=(z). Ceci permet de définir une v.a. X~ telle que {X= > z} = A= (x)
(voir aussi la partie Compléments). Il est clair que la suite { X} converge
en mesure vers X et que @ = X~ (P).

Le reste de la preuve n’offre pas de difficulté et on complete aussi la
proposition 5.9. (Il

Remarquons qu’il est possible d’établir une version analogue lorsque IP
vérifie une des assertions de la proposition 4.1 relatives & la relation R.

Nous pouvons compléter la proposition 3.3 :

PRrROPOSITION 5.11. — Pour  une  mesure PP, l’ensemble
Argmax{m[X], X(IP) = @} est réduit au singleton {X=, X(IP) = @}.

1
Preuve.— Le théoréme de Fubini donne m[X] = / m(X > t)dt donc
0
m[X]<m[X7].

La proposition 5.8 assure que l’ensemble des versions monotones est
fermé pour la convergence faible. Par suite, si m[X ] croit vers sup {m[X],
X(IP) = @}, pour une sous suite éventuelle, on peut supposer que X
converge faiblement vers X=. On a vu que cette convergence est valable
pour m et, par conséquent, m[X =] =limm[X ].

11 reste & établir que si X (IP)= @ alors X~ (IP) = @. Cela résulte du
théoreme de Skorohod, théoréme 5.10. Enfin, si m[X] = m[XT]
alors m({X >t}) =m({X= >t}) d’on avec 'unicité, {X >t} = {X= > 1}
p-s.ie. X = X=, IP-p.s.

En particulier en prenant pour X une fonction indicatrice, la proposition
précédente assure qu’il existe un borélien tel que IP(A~) =« et m[A~] >
m(E), IP(F)=a. On retrouve la premiere sélection.

6. Quatrieme sélection : S*

Cette «sélection» qui reprend la premiere version du paragraphe 3,
utilise de plus une relation sur les images. Elle permet d’obtenir, pour une
certaine classe de v.a., un théoreme de Skorohod de convergence p.s.
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DEFINITION 6.1. — Une mesure IP appartient a la classe P* si

a) Il existe une suite finie {a;} C [0,1], 0 < a1 <az <---<ap <1
et pour chaque i, une famille d’intervalles disjoints : I;(x) = [a; — gi(x),
a;+hi(z)], 0<inf(g;, h;), éventuellement du type [0, ho(zx)]U[l—g1(z),1]

b) Pour tout a € Z(IP), il existe un unique ensemble formé d’une union
finie d’intervalles disjoints : S’*(a)éu]i(mi), de mesure IP(S*(a)) = «
vérifiant T(A) CZ(S*(«)) pour tout A de mesure IP(A)=q.

Rappelons qu’un borélien A est extrémal si IP(A) est un point extrémal
de Z(IP). Si A est extrémal il en est de méme pour A°. Il est alors clair que
pour un borélien extrémal A, on a S*(A)=A.

Pour des mesures uni-dimensionnelles, les extrémaux sont () et [0,1].
Néanmoins, pour la mesure de Lebesgue en choisissant, par exemple, a; =
0, ag =1 et I1(x) = [0,z], I2(z) = [z,1], on peut énoncer A\ € P* et
redémontrer le théoreme de Skorohod classique en utilisant la procédure
qui suit.

Principalement pour des mesures & valeurs IR?, de nombreux exemples
se trouvent dans la partie 7.2.

6.1. Versions x-monotones et théoréme de Skorohod

On remarque tout d’abord que la définition 6.1 reste valable lorsque
remplace l'intervalle [0, 1] par un S*(A) obtenu a partir d’un borélien A. En
outre, il se peut qu’il existe un couple B C A tel que S*(B) ZS*(A).

Dans la partie 3 nous avons remarqué la difficulté de passer aux v.a. La
relation d’inclusion des images permet de lever cet obstacle.

Dans certains des exemples de 7.2 ou IP € P*, il est aisé de voir que si X
est une v.a. simple i.e. ne prenant qu’'un nombre fini de valeurs {0 < x; <
T < -+ < xp <1} et pour tout ¢, {X =x;} est un intervalle, alors X est la
seule v.a. de loi @=X(IP).

Ceci permet de construire des contre-exemples au théoreme de Skoro-
hod : des v.a. simples convergeant en loi vers la mesure @ = (%, 1)(do + 61)
et ne convergeant pas en mesure.

Cette situation nous conduit a adapter le cas uni-dimensionnel :

DEFINITION 6.2. — Une v.a. Y est x-monotone si elle vérifie {Y >z} =
S*(Y zz), Yx. Une v.a. X, ou la mesure @ =X (IP), appartient a la classe
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F si elle a méme loi qu’une v.a. x-monotone, appelée version x-monotone
de X et notée S*(X).

Nous pouvons énoncer :

THEOREME 6.3 (théoreme de Skorohod). — Soient IP € P* et {®, =
X, (IP)} C F une suite qui converge en loi. Alors la suite {S*(X,,)} converge
p.s. vers une v.a. S* x-monotone.

Preuve. — Pour un x de continuité, I’ensemble S, é{S"“ (Xn) >z} estde
mesure IP(S,) =ay, et écrivons S, = 5" (). Notons « la limite de IP(S,,)
et S(x)=5*(a, z). Par hypothese, les ensembles S,, et S(x) sont des unions
finies d’intervalles.

Toute sous-suite admet une sous-suite, notée pour simplifier {n;}, telle
que Sy, converge p.s. vers un ensemble : S. Cet ensemble, de mesure a,
est une union finie d’intervalles ; on a donc S = S(z). Ceci exprime la
convergence p.s. de la suite initiale vers S(z)=.5*(o, z).

Prenons un autre point de continuité y, y > x, comme {S*(X,) >y} C
{8*(X,) >z}, le passage aux limites donne S(y) C S(z).

Enfin, si @ est la loi limite de la suite {@,, =X, (IP)}, on a :
Q({> z})=5(x).

La proposition 9.1 assure de l'existence d’une v.a. X de loi @ et
{5*(X) > z} = S(z). D’ou la convergence p.s. de S*(X,,) vers une v.a.
k-monotone S*(X). O

6.2. Compléments sur I’inclusion des images

La relation d’inclusion Z(A) CZ(S*(A)) a un role primordial dans la définition
de v.a. de méme loi. C’est pourquoi nous étudions ici une extension de la
proposition 5.1 et ses conséquences.

PROPOSITION 6.4 Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) Tout borélien A se décompose en A= A1+ Ay avec IP(Ay) = IP(A2)

b) Pour toute v.a. ¢, 0¥ <1, il existe A contenu dans le support de v
et tel que Ep[yp] = IP(A) et Z(v) C I(A).

¢) Les points extrémauz du convere o-compact Fy= {v, E[v]=E[¢],
Z(¢) CZ(¢)} sont des fonctions indicatrices.
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Preuve. — En fait il nous suffit de prouver ’équivalence des deux premieres

assertions.

b)==a) Prenons ¢)= 314, 'hypothese b) donne I'existence d’un borélien
Ay C A tel que IP(A1) = 2IP(A) et 1T(A) C I(A;) C Z(A). En posant
Az =AN(A;1)° on obtient a).

Réciproque. Notons F' le convexe {¢ | E[¢] = E[Y] et Z(¢) C Z()}.
Pour ¢ € F supposons que B = {e < ¢ < 1 —¢€} soit non négligeable. Avec
a) écrivons B = By + By avec IP(By) =IP(B3) et Z(By) C Z(By) et posons
p1=¢ +elp, —elp,.

Montrons que ¢ € F.

On a E[¢1]=E[¢p]=FE[¢] et 0< ¢1 <1. Considérons 0 << ¢, 'ensemble
Ao ={0> ¢1} est inclus dans Bs, donc il existe A; C B; tel que IP(4;) =
IP(As). Notons 60y =0+€ll4, —ellg,; sur Az, 61 =0—e< p—e= ¢ et, sur
(A2)¢, 01 < ¢y ie. 61 < ¢y partout.

Comme E[01]=FE[f] €Z(¢1) on en déduit que Z(¢) C Z(41) et, de plus,
le support de ¢ est contenu dans celui de ¢.

Recommencons avec Bl ={e<¢; <1—¢} ala place de B et ¢; a la place
de ¢.

En renouvelant ce procédé, on détermine deux suites {¢,, } et { B, } telles
que

B"2{c< ¢, <1—€} C B", B"=Br+Bp, P(B") =IP(BY), I(B})C
Z(BY) et support(¢,,) C support(¢d,—1).

Les ensembles A, complémentaires des B", A, = {¢, & I é(e7 1-€)}
sont croissants et se décomposent en A, =A + A avec AT ={¢, >1—¢}
et A, ={¢n<e}.

Notons A™ la limite des A;} et A~ celledes A;,. Ona ¢pypl = = ¢p T ,=.
De plus, pour une sous suite éventuelle, ¢, converge faiblement vers ¢ et

donc . Drtp plof/i ¢. Ceci donne la convergence de E[¢,1,+] vers
4 B

A
E[¢pT4+]. On en déduit que sur AT, ¢ est supérieure & 1—¢ et sur A=, p<e.

n

On obtient aussi la convergence forte de ¢,, vers ¢, support(¢) Csupport(¢)
et p€F.
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En mettant des indices € et en remplacant ¢ par ¢, nous avons une
famille {¢¢} telle que support(¢€) C support(@), Z(¢) CZ(¢¢), ¢¢>1—e sur
AT (e) et <e sur A~ (e)=(AT(¢))".

Faisons varier €, soit €* <€, ’ensemble B* ={e* < ¢ < 1—¢*} est inclus dans
B={e<¢$<1—¢€} et écrivons le découpage de méme mesure, B* = By + B;
avec Z(B3) CZ(BY).

Procédons de la méme fagon pour B\ B* = A1+ Ay, T(As) CZ(A1) et
soit B;=A;+ B, ces deux ensembles ont méme mesure et Z(By) CZ(B).

Notons ¢$ la fonction construite avec B* et ¢ celle construite avec
B=DB;+B,.

* * * *
On a, sur BY, ¢] =¢f et, sur B3, ¢f <¢f.

A la n®m itération, BX = BX(1)+ B%(2), sur Bi(1), ¢S > ¢¢ et sur
B(2), ¢1 <o

En passant & la limite en n, il vient ¢¢ Tyt (eny = ¢ Mas (o) et o Ty (e <
o1 A= () Comme précédemment cela permet de voir que ¢¢ — T4 lorsque
e — 0. L’ensemble A vérifie I’assertion b). O

Pour ces mesures nous obtenons une version analogue au théoreme 5.3 :

THEOREME 6.5. — Pour une mesure IP vérifiant la proposition 6.4 les
deuz ensembles suivants sont égauz :

Ao 5(A) 2 Argmax {m;(B), IP(A) = IP(B), Z(A) C Z(B)} et
Argmax {m[¢], 0< ¢ <1, Ep[¢] = IP(A), Z(A) C Z(¢)}.

De plus, il existe une infinité non dénombrable de fonctions tests f telles
que A r(A) soit un singleton IP-p.s. noté Sy ;(A).

Preuve. — La preuve de I’égalité des deux ensembles Argmax est semblable &
celle du théoreme 5.3. Il en de méme pour 'unicité, en adaptant la définition
de la classe Cy, qui devient I'ensemble des mesures IP telles que

«tout A non négligeable s’écrit A= A1+ Aq, IP(A1)=1IP(As), Z(As)C
T(A1) avec my(Az) # my(Ar)». O

Comme auparavant, nous supprimons la référence a la fonction test f,
en supposant qu’elle vérifie I'unicité du théoreéme 6.5 et on écrit So(A) pour

So,7(A).
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La proposition suivante exprime que pour un borélien A, So(A) a 'image
la plus «grosse » possible.

PROPOSITION 6.6. — Soient IP une mesure vérifiant la proposition 6.4
et A un borélien, alors l'ensemble So(A) vérifie
Z(B) C Z(So(A)) pour tout borélien B tel que IP(A) = IP(B) et Z(A) C Z(B).

Preuve. — Rappelons que si Fjy = {9, 0<¢<1, IP(A) = Ep[¢], Z(A) C
Z(¢)} alors So(A) = Argmax{m(B), 1p € F}. Supposons qu’il existe
une v.a. ¢ € Fy telle que Z(So(A)) C Z(¢). Avec la proposition 6.4, il
existe B C supp(¢), IP(B) = IP[¢] et I(¢) C Z(B). Par conséquent

I(A) CZ(So(A)) C Z(So(B)) et donc Tg ()€ Fa.
L’unicité donne 1'égalité Sy(A) = Sp(B) et Z(B) C Z(So(A)). O

Remarques 6.7. — La proposition 5.5 ne s’adapte pas pour Sp. Méme
pour des mesures simples, on peut trouver deux boréliens B C A tels que
So(B) ne soit pas contenu dans Sp(A).

— Lorsque B C A, la relation Z(B) CZ(Sy(A)) permet de donner un sens
a l'ensemble { EC Sy(A), IP(B)=IP(E), Z(B)CZ(E)} et, de la, définir
Argmax {my(E), ECSy(A), IP(B)=IP(E), Z(B)CZ(E)}

que l'on note So(Sp(A), B) ou plus concisément, Sy(A, B).

— Par récurrence, si {4, } est une suite finie, décroissante, A, 1 C A,,

on donne un sens a la suite {S’O,néSO(Al, -, Ap)} ot Sp,, = Argmax
{ms(E), ECSon-1, IP(Son)=1IP(E) et Z(A,)CZ(E)}.

— Le passage aux suites décroissantes infinies ne posent pas de probleme.
Si A est la suite décroisante {A,,}, alors So(A) est la limite décroisante des
So(Al, AQ, tey An) et si A=lim A,, et B CA, alors S()(A7 B) :So(A,A7 B)
a un sens. Le passage aux v.a. ne prenant qu’un nombre fini de valeurs est
aisé.

7. Exemples

7.1. Généralités pour IP a densité

Soient IP une mesure vectorielle & densité g=(gi), 1<k <d, par rapport a
A et f une fonction de test. Pour les différentes sélections on doit déterminer

un borélien maximisant
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ms(B)= [ 10-(S gi)ar

pour S7(A) on ajoute les contraintes IP(B) = / g(t)dt = IP(A) et T(A)C
B
Z(B);

pour A%, les contraintes deviennent : IP(B) = IP(A) et Z(A) = I(B) et,
pour Sf(A), les contraintes se réduisent & : IP(B) = IP(A).

L’existence de solutions pour ces problemes résulte de la proposition 2.1
et des théoremes 6.5, 5.3 et 3.4.

Simplifions en prenant pour g des fonctions simplesi.e. gy = ZiEJk aflx,

1 < k < d et, pour tout k, les {I¥}, i € Ji, étant une partition finie
d’intervalles. En prenant une partition plus fine, on écrit gr, = > ., af 1;,,
1<k<d, ou I; est un intervalle (u;—1, u;), 1<i<n, uy=0, u,=1.

Pour le cas particulier f(t) = t¥ et, en posant siézk a¥, So,; doit
réaliser le maximum de

n

my(B) = 3 [s /

tydt} sous les contraintes B; C I;, \(B;) =u;
= B;=BI;

n
et, pour tout k, 1 <k < d, Y afz; = Py(A), Z(A)CZ(B).
i=1

Dans la suite, pour simplifier, la fonction test sera l'identité.

7.1.1. Cas des mesures simples & valeurs IR?.

A.— Soient IP=(g, 1)\ une mesure & valeurs IR? définie sur la tribu
n
borélienne de [0,1] et g de la forme g = > a;lj,,_, v, 0<a; <air1, on
1
pose I; = Juj—1, w.

Notons dr(A) 'ensemble obtenu a partir du borélien A, le plus a droite
possible i.e.
dT(A) NI, = ]ui—zi, uz] ou z; = )\(A n IZ)

Alors il est clair que (dr(A4))RA, donc Z(A) =Z(dr(A)) et que m(A) <
m(dr(A)).
En particulier A= = dr(A)
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Algorithme permettant d’obtenir Sy(A4).

Commengons par remarquer que :

A est différent de So(A) si et seulement si, il existe un couple (B, B¥)
tel que BC A,

B*C A, IP(B)=1IP(B*), T(B)CZ(B*) et m(B)<m(B*).

Continuons avec ’exemple précédent IP= (g, 1)\ et un A tel que, pour
tout 7, AN I; soit un intervalle.

Considérons un triplet j <i <k avec a; < a; <ai et 0 < A(AI) < A(I;)
pour =47, 1, k. Prenons un intervalle I, =|u;—x,u;] contenu dans AI;. Posons

%~ % , I'=I;NA° et I?=1;,n A°. Il suffit de choisir x suffisamment

y=z
a — aj

petit pour que ’on puisse trouver deux intervalles, I, cI? et I,y C I, de
longueurs respectives y et x—y et IP(I;)=1P(Ly+1,—y).

Si m(Iy) = m(Iy + I,_y), on pose Ay = A (on garde A),

sinon on pose A édr((A\Q)—i—Iy—i—Iw,y).
Pour A; # A, on obtient : IP(A)=1IP(A;) et m(A) <m(A;).

Ce qui nous conduit, par récurrence et en faisant varier 7 et les couples
(j, k), & une suite {A,} qui, en un nombre fini d’étapes, converge vers un
ensemble A.

Montrons que cet ensemble est Sy(A).

A cette fin, commencons par établir que Z(A) CZ(A;). Si Ay =A il ny
rien a prouver.

On suppose donc A; différent de A et examinons d’abord le cas B C ANI;.

Avec les notations de la partie précédente, si BC AN I; N (I)¢, il est
clair que Z(B) CZ(A;).

Considérons le cas BC I,. On a IP(B)=rIP(I,) pour r € [0, 1] et, comme
P(I;)=IP(Iy+ I,—,) € Z(A1), on a prouvé que IP(B) € Z(A,).
De 1a on en déduit que Z(B) CZ(A1).

Cas général : B C A. Rappelons que A; =(A\l,)+(I* 2 I,+1,_,), pour
I, €I, introduisons les notations B,=BNI,, A;=ANI et B;=A;\ By,
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ainsi 'ensemble B N (I;)€ est contenu dans A\ I,. Avec le cas ci-dessus, B,
a méme mesure qu'un ensemble B* CI* et B; a méme mesure que [*\ B*.

Par conséquent IP(B)=1IP(B N (I;)¢)+IP(B*)+IP(I*\ B*) € T(Ay).

Le bilan est : si B C A alors T(B) C Z(A;) i.e T(A) C I(A1) et, apres

itération, T(A)CZ(A).

On voit avec la remarque au début de cette partie et, par construction
méme de A, que A=Sy(A).

B. — Considérons le cas IP=(g1, g2) A, lorsque g; et g sont des fonctions
simples.

En prenant une partition plus fine, {Ii =lu;—1, uz]}, écrivons g1 =

Zaﬂ[;i et g2 = Zbi]IIi'
1 1

Remarquons que 'on a toujours A= = dr(A).

a
Il existe une permutation o telle que —— soit croissant en i. Quitte

bo (i)
a supposer toutes les valeurs différentes, on peut méme supposer que cette
suite croit strictement.

s
Pour simplifier, oublions la permutation : {b_z} est une suite (finie)
strictement croissante. '

Avec les notations précédentes cherchons & remplacer un intervalle I, C I;
par la réunion de deux intervalles disjoints, I, et I, avec les conditions

P(I,) = IP(I, + 1), I, C I, I. C I, et j<i<k.

Simplifions les écritures, en posant @ = a;, @ = b;, b= ay, b= by et
c=a;, c=b;.

Nous devons résoudre le systeme linéaire ax = by+cz, ax = by+cz, avec
les conditions y et z positifs. La solution du systeme est (ac—ac)z = (eb—bc)y
et (ba—ba)x=(cb—bc)z.

_ ¢ b _
Si éb — be est positif, i.e. —> —, on doit avoir ac—ac>0 et ba—ba >0, ce
& _

b
. . . c_a_b N .
qui conduit aux relations : — > —> b En revenant a l’écriture initiale, cela
¢ a
a; a; _ag » .
donne : b—j < b—L < T et c’est la condition de croissance.
j i k
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Ainsi lalgorithme précédent s’adapte a la mesure considérée.

De plus, un raisonnement similaire permet de voir que Z(B) CZ(A;) et
par conséquent, Z(B) CZ(Sy(A)).

Enfin, il est clair que la permutation oc~! permet d’obtenir le méme
résultat pour la mesure initiale IP = (g1, g2)A. Cela clot le cas des mesures
simples & valeurs IR?.

7.1.2. Cas R et IP simple.

La mesure est définie par la données de p fonctions simples g; que 1'on

peut écrire
n

gi=y_ afly,, 1<i<d, I=]up—1, ugl.
1
Nous allons suivre la procédure établie lors de la dimension 2.

Pour un intervalle I, C I;, cherchons des intervalles I,, C I tels que
P(I;)=IP (3 1,,)- Pour cela, nous devons résoudre le systéme linéaire avec
k

les contraintes yy, >0,

n
alz = afy, 1<j<n, 1<i
1

N

D

Et, plus particulicrement, lorsque l'inégalité m(I,) < m(Y I, ) est
k
vérifiée.
Pseudo-algorithme pour obtenir Sy(A).

Pour B=>1,,, I, C (SO(A))C N A N I;, cherchons les solutions des
équations linéaires

Zaixj = Zaiyj, 1<k<n.
Considérons l’ensemble des solutions {yr} de ces équation telles que

Ity C So(A) N A Si cet ensemble est vide pour tout B, c’est que A =
So(A).

S’il n’est pas vide, pour une solution {yx}, 'ensemble £ = 3 I, 4
dépend évidemment de {x}. Fixons un kg et faisons tendre zj, vers 0 pour
k # ko.

On a la convergence de E({zy}) vers un ensemble E(x,) qui appartient
a So(A) N A et tel que m(E(zy,)) = m(li,).
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L’égalité m(E(xy,)) =m(Ik,) est impossible, car elle implique
m(So(A)) :m(kaO U(So(A\E(2k,)), ce qui contredit I'unicité de So(A).
Et, en définitive, IP(I,,) € Z(So(A)) d’ou Z(A) C Z(So(A)).

7.1.3. Etablissons un bilan

Soit IP = g\ une mesure vectorielle dont la densité g est formée de
fonctions simples.

Alors A==dr(A) et BCA = B~ CA~; Sy est une bonne sélection :
Z(A)CZ(So(A)) et IP(A,) converge implique S*(Ay) converge en mesure.
De plus, si So(B) C A alors So(B) C So(A).

En effet, reprenons les notations de I'algorithme permettant de déterminer

So(A).

Supposons que lintervalle I, soit contenu dans I; N A N (Sp(B))°, la
méthode permettant d’obtenir A, éventuellement différent de A, laisse
So(B) inchangé, car si I, C I; N So(B), on a m(ly) + m(Iz—y) < m(Iy),
So(B) étant maximal.

Nous n’avons pas abordé la recherche d’'un algorithme permettant de

trouver S(a).

7.2. Exemples pour la quatriéme sélection

Montrons que la mesure IP = (1, f)\ ou f est une fonction strictement
monotone (croissante ou décroissante) appartient & la classe P*.

Pour cela, commengons par voir que les ensembles extrémaux sont des
intervalles du type [0, ] ou [z, 1]. Par conséquent, que a; =0 et az=1.

Prenons un borélien A C [0,1] de mesure A\(A) = a et posons F(x) =

/0 " Ftydt+ /1 1a+x F(t)dt.

11 existe un unique point z¢ €[0, al tel que P(I)=(a, F(xo)).

De méme, avec une mesure auxiliaire convenable, on a: m(A) < m([O7 xol+
[1—&—"—.1707 1])

Pour obtenir IP € P*, il faut établir que Z(A) CZ([0, zo]+[1—a+zo, 1])
et, par conséquent, S*(A) = [0, zo] + [1—a+zo, 1].

- 559 -



Henri Heinich

Montrons qu'une fonction strictement croissante et affine par morceaux
g appartient a P*.

Ceci est aisé lorsque la fonction ne comporte que deux morceaux.

Le passage & trois morceaux [0,al, [a,b], [b,1], se fait considérant les
restrictions sur les intervalles [0,b], [a, 1] et, sur chacun des ces intervalles,
la fonction ne comporte que deux morceaux. Procédant ainsi et pas par pas,
on prouve que g € P* et que S*(-) est de la forme [0, 2] U [y, 1].

Ensuite, on approche uniformément une fonction strictement croissante,
f, par une suite {f,,} de fonctions affines par morceaux. Chacune des fonc-
tions f, appartient a P*, le passage a la limite utilise le lemme 2.5 :

Notons Z,(A) I'image de A pour une mesure IP, de densité (1, f,,) et
Sx(A)=10,an] U [bn, 1] — respectivement S*(A)=10,a] U [b, 1] — 'ensemble
«maximal » correspondant & IP,, -resp. a IP. On sait qu’alors Z,,(A4) — Z(A)
et comme Z,,(A) CZ(S}(A)), on en déduit facilement que Z(A) CZ(S*(A)).
Finalement on arrive a f € P*.

Remarquons aussi que pour ces exemples, S* = S.

Pour la mesure IP = (1,2t), la version #-monotone de X = Tz 3y est
SHX)=To. 37 +11g -

Comme dans les exemples ou IP est une mesure simple, la relation BC A
n’implique pas nécessairement que S*(B) C S*(A). Ainsi, avec la mesure
précédente, c’est le cas pour A = S*(A) = [0,3], B =[%,2] et S*(B) =
[0, 1]+[5.1]-

Citons aussi des cas ou les éléments extrémaux n’ont pas la forme [0, z]
ou [y,1] :

P = (1, f)X ou f(t) = 4tTjg 1y +4(1 —t)Xj1 4y ou encore f(t)=6t(1—t) ;
les ensembles extrémaux sont [ = [% -, %—i—x], 0<z< % et I¢.

Enfin, donnons un exemple pour des mesures & valeurs IR3. Soient
0<a1<ay<---<ay,<1et IPla mesure & densité (1,2t, f(¢)), ou f est
une fonction strictement décroissante affine sur chaque intervalles [a;, a;11] ;
alors IP € P*.

- 560 —



Vers un théoréme de Skorohod simultané
8. Problemes de Monge

8.1. Généralités

Soit (IP, @) un couple de mesures vectorielles positives définies respec-
tivement sur les tribus boréliennes B(M) et B(N), M et N étant deux
espaces polonais.

Notons T'([P, @) I’ensemble des mesures sur B(M x N) dont les marges
sont respectivement IP et @. On écrit simplement I' lorsqu’il n’y a pas de
risque de confusion.

Remarquons que, si (7y;), ¢ = 1---d sont les mesures coordonnées de
v, alors v € T'(IP, @) si et seulement si pour tout i, v; € T'(P;, Q;), P; —
respectivement (Q; — étant les coordonnées de IP -resp. @-.

Une condition suffisante pour I' non vide est qu’il existe une v.a. X telle
que @ = X ([P).

Lorsqu’il n’est pas vide, ’ensemble I' est compact pour la convergence
étroite.

En effet, il existe des compacts K; et Ky tels que |IP|(K{) < € et
|@|(K$) <e, alors pour

yeT, Iy|((Kix K2)°) < [y|({Kex N} U {M x K§}) < const.(|IP|(K¢) +
|@|(K$)) < const.2e.

La suite de la preuve est classique.

Pour une fonction de coiit (continue) i.e. une application ¢ continue de
M x N — IR, on peut définir différentes fonctionnelles exprimant les cotlits
du transport de IP en @. Tout d’abord

¢1(IP, @) = inf {E|1p|[c(a:,Y(x))], Y(IP) = @} (8.1)

Nous utilisons aussi la fonctionnelle

e2(IP, @) = inf { Ej(x v [c(z,y)], (X, Y)(P) €T(P,@)}.  (82)

Puis, 'analogue de la fonctionnelle de Kantorovich, cf. [22], [24] :

cs(IP, @) = inf { E|[c(z,y)], v € T(IP, @)}. (8.3)
Ces expressions supposent l’existence des v.a. considérées.
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La fonctionnelle c3 est atteinte, en effet I' est compact pour la conver-
gence étroite, voir aussi la proposition 8.3. Ceci reste non évident pour c;
et co.

En outre, il est clair que c3 < ¢ < ¢1, lorsque ces expressions ont un
sens.

En opposition au cas unidimensionnel, nous verrons que ces fonction-
nelles sont en général différentes.

Remarques 8.1. — Il est possible de remplacer la continuité de la fonction
de colt par une semi-continuité inférieure.

A titre indicatif indiquons d’autres possibilités de cofits :

— En considérant ordre naturel de R, ||inf E,,[c(X,Y)]|| ge est aussi
un cout de transport.

— De méme, on peut s’intéresser a un critére multidimensionnel, par
exemple rechercher vy €T telle qu’il n’existe pas de y€T" avec E,[c(z, y)] <
E. [c(z,y)]. Une telle solution est dite “admissible” ou de Pareto. C’est
I’analogue de la solution aux problemes d’objectifs multicritéres en optimi-
sation ou statistique.

La motivation de cette partie est le probleme de Monge, cf. [21], qui s’énonce :

Pour un couple (P, @) existe-t-il une fonction ¢ telle que

o(IP) = @ et Ejp[c(z,é(x))] = c2(IP, @) ?

Nous pouvons distinguer le petit probléeme de Monge :

Pour un couple (P, @) existe-t-il une fonction ¢ telle que

¢(IP) = @ et Ejp[c(z,é(x))] = c1(P, @) ?

Une mesure v appartenant a une classe est dite optimale pour c et cette
classe, si E| [¢] réalise le minimum pour cette classe. Lorsqu’il n’y a pas de
risque de confusion, on dit simplement optimale sans autre précision.

Une fonction est dite optimale ou fonction de Monge, respectivement
presque-optimale, si elle est solution du probleme de Monge, resp. solution
du petit probleme de Monge.

La mesure IP vérifie la propriété du transport optimal (pour le cout
¢), respectivement la propriété du transport presque-optimal, si pour toute
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mesure vectorielle @ de la forme X (IP) = @, il existe, pour le couple (IP, @),
une fonction de Monge, resp. une fonction presque-optimale.

Nous verrons que, sauf cas exceptionnel, il n’existe pas de fonction ¢
telle que

¢(IP) =@ et Ep [c(m,qb(m))] = c3(IP, @).

Soit (IP, @) un couple de mesures vectorielles positives, pour qu’il existe
une fonction de Monge, il est nécessaire que @ soit 'image de IP par une
v.a. adéquate X, i.e. Q=X (IP).

Dans le cas uni-dimensionnel, la condition P est une probabilité diffuse
(ou continue) assure que toute autre probabilité, @ est 'image de P par
une v.a. adéquate. Ce n’est pas le cas pour les mesures vectorielles ; d’ou
les définitions suivantes :

DEFINITION 8.2. — Soit IP une mesure vectorielle positive définie sur
B(M). Notons x(IP) l’ensemble des mesures de la forme X (IP) ot X est une
v.a. de M dans un autre espace polonais N. La fermeture de cet ensemble
pour la topologie étroite est *(IP).

Nous désignons par T* (IP, @) le sous ensemble T'(IP, @)N*(IP) et T*(IP, @)
sa fermeture pour la convergence étroite.

Rappelons que pour une mesure IP € P les ensembles *(IP) et T (IP, @) sont
fermés.

En utilisant le procédé diagonal, il en est de méme lorsque IP est a
support fini

Une condition nécessaire et suffisante pour que I'*(IP, @) soit non vide
est que @ € x(IP).

Un théoreme de Prohorov assure que si M est un espace polonais alors,
pour la topologie étroite, 'ensemble des mesures positives bornées sur B(M)
est aussi un espace polonais. Ainsi les ensembles compacts T'*(IP, @) et
T'([P, @) sont métrisables et on peut se limiter aux suites pour 1'étude de la
convergence étroite.

PROPOSITION 8.3. — Pour toute mesure @) € x(IP), la fonctionnelle de
Kantorovich

K.=(P, @) 2 inf {EM [C(:L’, y)]7 vy E ﬁ} est atteinte. Autrement dit, il
existe yET* telle que K =P, ®) = E,[c(z,y)].
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Preuve. — L’ensemble I'* est compact non vide et Dapplication
v — Ejy|[c] est continue pour la convergence étroite, cela prouve I'assertion. [J

Dans le cas uni-dimensionnel rappelons le théoréme suivant qui permet
de déterminer une fonction optimale, cf. [20] :

«Soient P et Q deux probabilités sur B(IR) de fonctions de répartitions
respectives F' et G. Soit ¢ une fonction de coit de la forme c(u,v) =h(u—v), h

1
conveze paire h(0)=0; alors 1r€1£ E,lc = / h(F1(t)—G7(t))dt.»
v 0

Dans cet énoncé F~! et G~1 désignent les inverses continues & droite de
F et de G.

Lorsque F' est continue on obtient in{: E,[c] = Ep[h(z—¢(x))] avec

YE
¢=G toF.

Une extension presque immédiate du cas classique des probabilités est :

PROPOSITION 8.4. — Soient IP une mesure vectorielle sur IR? dont la
densité f = (fr) ne prend qu’un nombre fini de valeurs et ¢ un codt de la
forme c(z,y) =h(z—y) ou h est une fonction strictement conveze de IR® dans
IR. Alors IP a la propriété du transport optimal unique. En d’autres termes,
pour toute mesure vectorielle @ définie sur B(IR?) telle que @ € *(IP) il
eriste une unique fonction ¢ telle que

Q=9¢(P),
inf {E|P|[C(x,X(z))}}:E‘P‘[c(x,gb(x))]: inf {Ehl[c(z,X(z))}}.

Q=X (IP) yer=(P,@)

n
Preuve. — Ecrivons f = S aFl4, et pour v € IT'*(IP, @) optimale,
i=1
() 2 y({A;x RN 1Y) e, 7, est la trace de 7 sur A; x IRY. Pour chaque i,
notons IP; la trace de IP sur A;, si @ s’écrit @ =X (IP), ses coordonnées sont
@Q; =X (IP;). Le théoreme classique, voir par exemple cf.[15], permet de trou-
ver une fonction de Monge ¢; pour les mesures (IP;, @;). Posons ¢ = >_ ¢,
en sommant par rapport a i les inégalités Epp, [c(z, ¢;(x))] < Ey,[c], on voit
que Ejp|[c(z, ¢(x))] < B}y [c] donc v est la mesure (Id, ¢)(IP). O

8.2. Discussion autour de c3

Nous avons vu que y=(7;) € I'(IP, @) si et seulement si v; € I'(P;, Q;),
pour tout 7. Ainsi 7y est optimale pour c3 si et seulement si, pour tout 4, ;
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est optimale et donc

Arginf {EM [c(:r, y)]} = (Arg inf {E%. [c(x, y)} })

r(P.Q) D(P.Q:) i=ld
Cette relation montre, pour le probleme de Monge, une différence fondamen-
tale entre le cas unidimensionnel et le cas vectoriel. Il est peu vraisemblable
qu’il existe une fonction ¢, telle que v; = ¢(F;), pour tous les i = 1,---,d.

Voyons cependant un tel cas.

Supposons que IP = (P;) soit une mesure positive & coordonnées étran-
geres, et que la fonction de coit soit de la forme c(z,y) = h(z—vy), h
strictement convexe, paire et h(0)=0. Lorsque les P; ont tous la propriété
du transport optimal, par exemple P; << A, ¢f. [7], [10], la mesure optimale
vi est U'image de P; par (Id,¢;) ou ¢; est la fonction de Monge pour le
couple (P;,Q;). La fonction ¢ =3, ¢;Ip, ol les D; sont les ensembles de
Jordan ie. P;j(D;) =0 si j # i et P;(D;) =1, est une fonction de Monge
pour (PP, @).

Enongons le résultat de ce cas -tres- particulier.

Soit IP une mesure vectorielle définie sur B(IR*) dont les coordonnées
sont étrangéres et << \ ; soit ¢ une fonction de codt de la forme c(x,y)=
h(x—vy), h strictement conveze, paire et h(0) =0. Si IP et @ ont méme
masse, il existe une unique fonction de Monge pour le probléme général, i.e.
il existe ¢ telle que @ = ¢(IP) et

F(iﬂr.}’f@){EM [c(m, y)] } =inf {E|P| [c(az:7 X(a:))} ,X(IP)= @} =E|p| [c(x, (b(x))] )

La difficulté, occultée par cet exemple, est que la condition @ € *(IP)
n’implique pas nécessairement qu’une mesure optimale pour I' appartienne
a *(IP).

La est le probléme soulevé par la fonctionnelle de Kantorovich cs.

Pour amorcer cette question, supposons que la mesure @ € *(ZP) soit a
support fini {yx}. Pour une mesure v € I'(/P, @), une condition nécessaire
et suffisante pour que y€I'™ est qu'il existe une partition (finie) {Ay} telle
que IP(Ag)=@Q(yx) et, si [Py est la restriction de IP & Ay, et vy, la restriction
de v & [0,1] x {yx}, alors v, € *(IPy).
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Examinons de courts exemples.

D=

)54et@: (1

4

)51+

4

Ezemples 8.5. — SiP:( )514—(%)52—!-(2)534-(

0
1
1

Bl =

(

0 = X (IP).

)(52, on a @ € %(IP) mais il n’existe pas de v.a. croissante X telle que

Bl Nl

— Dans le cas de mesures a supports finis et un cotit quadratique, soient
1 2
P= (2>5o + (1)51 et X(0)=1,X(1)=0. Le couple (PP, @ éX(ﬂ-’)) a pour
1 2 1 0
mesure optimale v = (2)50,14— (1)(5170 dans T'* et v = (1)50,04— (1)50714—
1 1
( )61’14-( )(51,0 dans I'.
1 0

— Enfin, prenons IP = (P, P2) ot Pi=\, Py = (%1[[0)%[ + %]I[%)l[))\ et
1

Q= (j ) (50+(51). Pour c3, la mesure optimale pour un cotit quadratique est
3

Y

= (79, 41) avec

1 0 1 1
= (Do y+ (T 302 et v = ()T 50+ () Iz )™

Il n’existe pas de fonction ¢ telle que v = (Id, ¢)(IP) car v n’appartient
pas a *(IP) a cause des 0. Il n’y a donc pas de solution au probleme de
Monge initial. Le cotiit quadratique de v est 0.25 pour cs et celui de la
fonction optimale dans I', ¢=1(1/4,1/2u[2/3,1], est 0,47.

8.3. Mesures vectorielles a supports finis

Commengons par un rappel du transport de probabilités uniformes sur
des ensembles finis.

Soient P et @) deux probabilités uniformément réparties, la premiere
sur un ensemble A, autre sur B avec card(A) multiple de card(B) et ¢

une fonction cott de A x B — IR;. Alors inf {E7 [c(z,y)], v € F(P,Q)}

est atteint pour une probabilité v, dont le support est un graphe i.e. v =

(Id, ¢)(P), cf. [17).

Pour A et B contenus dans [0, 1], résolvons le probleme de 'unicité de la
probabilité optimale ~yy précédente. L’idée essentielle est que g est uniforme
sur son graphe.
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Ordonnons les ensembles A ={0< 21 <23 - - <z, <1} et B={0<
Y1 < Y2 < Ym < 1} ot n = k.m. Lorsque la fonction de cout est de la
forme c(u,v) =h(u—v), alors pour z; <x; et yr <y, on a classiquement :
(@i, yu) +e(zg, y) < e@i, yi)+e(zj, yr).

Ceci montre que la fonction croissante ¢ : A — B telle que ¢(P)=0Q est
associée a 7o (son graphe est le support de 7). Ainsi, lorsque la fonction
h est strictement convexe, on a l'unicité de ¢ et la mesure optimale est

(Id, ¢)(P).
Nous avons vu que dans ce cadre on a : I'*(IP, @) =T*(IP, @).

Le théoréeme suivant résoud un probleme de Monge dans le cas des
mesures vectorielles & supports finis.

THEOREME 8.6. — Soient IP une mesure vectorielle positive a support
fini et @€ x(IP). Alors, pour toute fonction de cott c, il existe une solution
¢ au probleme de Monge :

o(IP) = @, E\p| [c(x,d)(x))] = inf ){EM[C]}

vEr* (P, @

Preuve. — L’existence d’une mesure optimale v € I'* résulte de la propo-
sition 8.3. Cette mesure s’écrit v = (X,Y)(IP) ou X(IP)=1IP, Y(IP)= Q.
Soit {zk}r=1...k le support de IP notons o une bijection de {1--- K} telle
que PP(zy) =P ({X (2) =2o(r) })-

Découpons le support de IP en cycles, tous les points d’un cycle ont
méme mesure et ¢ est une bijection sur ce cycle. De plus, si k& et p ap-
partiennent au méme cycle alors ¥(zg k), Yr) = V(To(p), ¥p) €t, comme o (k)
et o(p) appartiennent aussi a ce cycle, il existe une bijection o* telle que
Y(Tky Yor (1)) =V (To k), Yk ). Ce qui signifie que le support de +y est le graphe
d’une fonction ¢. a

8.4. Convergence des fonctionnelles

Dans cette partie les mesures IP et @ sont définies sur B(M), M étant
un espace polonais.

Comme dans le cas uni-dimensionnel, nous cherchons a approcher IP par
une suite {IP,} adéquate de mesures vectorielles & supports finis.

Ceci permet aussi de justifier divers algorithmes.

En notant ¢, une des fonctionnelles ¢; ou ¢, il faut s’assurer que
¢« (P, @) — c.(IP, @) lorsque IP, converge étroitement vers IP.
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C’est 'objet des deux propositions suivantes qui constituent un pivot
pour la suite.

PROPOSITION 8.7. — Soient IP € P une mesure vectorielle a valeurs Bi
et @ €x(IP) a support fini. 1l existe une suite {IP,} de mesures d supports
finis, convergeant étroitement vers IP telles que @ € x(IP,,) et une suite de

mesures optimales {vn}, vn €S 2 I*(P,, @), qui converge étroitement vers

une mesure optimale v € T'* 2 (P, Q).

Preuve. — Soient v* = Z(IP) € T'* une mesure optimale et {y,} le sup-
port fini de @ ; par hypothese on peut écrire Z=(Z', Z*)=>(Z",y,)14,
P
Pour chaque couple d’entiers (n,p), notons {A’;} une partition de A, en
n boréliens de méme mesure IP(A%)=LIP(A,). Puis choisissons dans chaque
A’; un point (EI; et soit IP, laloidelav.a. X,= > m’; ]IA'z?' Pour obtenir
k=1--n,p

Iexistence d’une suite {Zn =(Z}, Z,QL)} qui converge en mesure vers Z et
telle que Z,(IP)=~; € I'*(IP,, @) il suffit de prendre Z, = Zo(Id,Id)oX,.

Le théoreme 8.6 assure de l’existence d’une mesure 7, optimale dans
Iy =T"(P,, @) qui est la mesure image de P, par (Id,¢,), i.e. v, =

(Id, ¢n)(IPn).
La suite {7, } est relativement compacte pour la convergence étroite.

En effet, la suite {IP,} converge et la méthode assurant la compacité
de I'(IP, @) s’applique. En prenant éventuellement une sous-suite, on peut
supposer que {v,} converge étroitement vers vy qui, clairement, appartient
a I'(IP,@). Or comme IP € P, il résulte du théoréme de Skorohod que

vel"(IP, ).

Les relations :
By, [l = Ejyldl, Epygle] = Ejyelc] et Ejy,lc] < Ejyyyld]

montrent que Ejy|[c] < Ejy-|[c]. Avec P'optimalité de v*, on obtient
E\,[c] = E}y+|[c], autrement dit, la mesure v est optimale. O

La proposition suivante est le « pendant» de la proposition 8.7 lorsque
@,, tend vers @.

PROPOSITION 8.8. — Soit (IP, @) un couple de mesures vectorielles, @ €
*(IP) et IP€P. Il existe une suite de mesures a supports finis, { Qn} C*(IP)
et une suite de mesures optimales {v,}, Yn €5 2 (IP, @), qui converge

étroitement vers une mesure optimale v appartenant a I'* 2 (P, @).
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Preuve. — Soit v* = Z(IP) une mesure optimale de I'*(IP, @), écrivons
Z=(2",2%).

11 existe une suite de v.a. {Y,,} ne prenant qu’un nombre fini de valeurs
et telle que Y;, converge vers l'identité |@|-p.s.

Introduisons les mesures 7, é(Id, Y,)o Z(IP) = (Id,Y,)(v*) et @, =
Y, o Z2(]P) = Yn(@)

Claitemnent, 7, (A [0,1]) = 7*(A x [0, 1]) = P(A) et 7,((0,1] x {y})
¥*([0,1]x{Y,=y}) =@, (y). On en déduit que 7, €T¥ et que 7, — v*.

Pour chaque n, prenons une mesure optimale ~,, dans I'}. Sans perte de
généralité, on peut supposer que la suite {~,} converge étroitement vers .
Il est évident que v € I'*, puis comme dans la proposition 8.7, on établit
Iinégalité E},|[c] < E},+[c]. De la méme facon on en conclut que 7 est
optimale, ce qui termine la preuve. O

8.5. Probleme de Monge quadratique

Pour résoudre le probleme de Monge, la premiere étape consiste a
examiner le petit probleme de Monge, puis de passer a la fonctionnelle co.

On se donne une fonction de coiit ¢, un couple (IP, @) de mesures vec-
torielles positives définies sur B, IP diffuse et @ € *(IP). Nous étudions
Pexistence de

Arg inf {EIIP\ [e(z, Y (2))] } sous la contrainte @ =Y (IP).

Dans le cas classique des probabilités, on a 'unicité des fonctions de Monge,
lorsque la fonction de cott est de la forme c(z, y) =h(z—y), h(0)=0, h paire
et strictement convexe. Les fonctions de Monge sont croissantes pour des
probabilités définies sur la tribu borélienne de IR et cycliquement monotones
lorsque les probabilités sont définies sur B(IRP), cf. [15], [18] et [24].

Nous allons voir que, pour le cas quadratique, cette situation s’adapte
aux mesures vectorielles positives de P ou de P*. Les versions monotones
jouant le role des fonctions croissantes.

Lorsque que c(z,y)=(z—y)?, le petit probleme de Monge devient :
Argmax {Ellpl [tY(t)]} sous la contrainte Y (IP) = @.

Tandis que le probleme de Monge est :

Trouver ¢, ¢(IP)= @ telle que E|p|[z¢(z)] > E[zy], v € T(IP, Q)
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Enon(;ons le résultat principal de cette partie :

THEOREME 8.9. — Soient (IP, @) un couple de mesures vectorielles, IP
diffuse, @ € x(IP) a support dénombrable et ¢ un cott. Alors la fonctionnelle
c1 est atteinte.

Lorsque IP€P, la fonctionnelle co est atteinte.

Pour un coidt quadratique, toute mesure vectorielle positive IP € P a
la propriété du transport optimal unique. En d’autres termes, pour toute
mesure vectorielle @ € x(IP) définie sur B(IR), il existe une unique solution,
¢, au probléeme de Monge :

@ = 6(P), Eyp[(a—o@)?]=__inf, {Ep[(z—v)] |

el

De plus, cette solution est caractérisée par « ¢ est une version monotone
deY, @ =Y (IP).»

Toujours pour un cott quadratique, si IP € P* et @ =Y (IP) pour une
v.a. Y €F, alors il existe aussi une solution au probléme de Monge.

o0
Prewve. — Lorsque @ = > a;0,,, en notant f;(z) = c(z,y;), on doit
1

résoudre le probleme d’optimisation équivalent suivant :

argint {3 [ f@dPl@)
i T JA;
ou les partitions II = (4;) vérifient IP(4;) = «;.

Il suffit d’adapter la proposition 3.3 en remplacant 7, par m(¢) =
> E\p|l¢ic(x,yi)] et le sup. par I'inf. On obtient une partition optimale
IT = (A;), et lava. Y =) y; 14, est de loi @. C’est une solution au pe-
tit probleme de Monge pour le couple (P, @), IP diffuse et @ a support

dénombrable.

Une adaptation simple de la proposition 3.3 nous assure que pour X
fixé, il existe Yy telle que Yy (IP) = IP et Ejp [c¢(X,Yx)] < E|p [c(X,Y)],
Y(PP)=@.

Prenons une suite {(X,,Y,)} telle que (X,,Y,)(IP) = ~, € T*
et Fp| [C(Xn, Yn)] décroit vers 'inf. L’argument précédent montre que ’on
peut choisir Y¥,, = Yx, .
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Supposons IP € P, le théoreme de Skorohod s’applique : il existe une
suite formée par (X/,Y.) de loi 7, qui converge en mesure vers (X,Y) de
loi veTI'™*. Ce qui permet de voir que ce couple (X,Y) est optimal.

Passons au cas quadratique.

Lorsque @ est a support dénombrable, la solution au petit probleme de
Monge est la version monotone, voir les propositions 3.3 et 5.11.

Ainsi pour obtenir la solution au petit probleme de Monge pour @ €
*(IP) il suffit d’approcher @ par une suite {@,,} & support dénombrable et
considérons une suite de versions monotones solutions du petit probleme de
Monge.

Le théoreme de Skorohod 5.10, assure la convergence en mesure de cette
suite vers une version monotone ¢ de loi @. Cette v.a. est la solution au
petit probleme de Monge.

Il suffit maintenant de prouver que la solution au probléme presque-
optimal est solution au probleme de Monge.

— Reprenons le cas @ a support fini.

Pour y appartenant au support de @, notons A, l'ensemble {¢ =y} on
¢ est presque-optimale pour le couple (P, @). On peut trouver une suite
{X,} de v.a. ne prenant qu'un nombre fini de valeurs, convergeant vers
l'identité |IP|-p.s. et telles que A, ={X, € A,}, pour tout y. Il en résulte

que ¢ o X,, = ¢.
En considérant les mesures images, IP, = X, (IP), on obtient les relations
Q(y) = P(A)) =P, ({¢=y}) et donc P({$p>y}) = Pu({¢>y}).
Ceci permet de voir que ¢ est une fonction presque-optimale pour IP,.
En effet, si @ = Z(IP,), alors E\p,|[c(z,¢(z))] < E|p,|[c(z, Z(2))].

Le théoréme 8.6 assure que ¢ est optimale pour I'*([P,,, @) et nous avons
vu Pégalité des deux ensembles I'*(IP, @) et ['*(IP, @). Par ailleurs, avec la
proposition 8.7, il existe v € I'*(IP, @) optimale, limite étroite de mesures
optimales v, € I'*(IP,, @).

Ainsi, avec les considérations précédentes, nous pouvons écrire :
Vo = (Id, §)(IPn) = (Xp, ¢ 0 Xpn)(IP) = (X, ¢)(IP).

La convergence p.s. des X, permet de passer a la limite et d’obtenir
v = (Id,$)(IP), i.e. ¢ est optimale. Ceci termine la preuve pour une mesure
@ a support fini.
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— Levons la restriction sur le support de @.

La proposition 8.8 montre qu’il existe v € T*(IP, @) = I'*(IP, @) opti-
male, limite de mesures optimales v, € I'*(IP, @,), ou @, est & support
fini. Comme dans la partie précédente, écrivons v, = (Id, ¢, )(IP) ou ¢,
est monotone. Le théoreme de Skorohod, théoréeme 5.10, prouve que la suite
{¢n} converge |IP|-p.s. vers une fonction ¢ monotone. L’unicité de la ver-
sion monotone justifie que ¢ est bien la fonction obtenue auparavant dans
le cas presque-optimal. Ainsi, v=(Id, ¢)(IP) et le support de cette mesure
optimale est un graphe. Ceci achéve la premiere partie du théoreme.

La partie relative & P* est une adaptation de la preuve précédente. O

Remarques 8.10. — Ce théoréme s’étend aux mesures définies sur B(IR).

11 nous suffit de monter que la preuve du transport presque-optimal reste
valide pour IR.

1
La relation / m({¢ > y})dy = IE|p|[té(t)], utilisée pour caractériser

0
les fonctions presque-optimales nécessite ¢ > 0. C’est le cas lorsque @ est
définie sur B([0, 1]).

Le passage & B(IR4) ne pose pas de problémes.

Lorsque le support de @ a une partie dans IR_ on procede de la fagon
suivante :

Si le support de @ est fini, notons @, une mesure translatée de @ dont
le support est inclus dans IR . Les deux problemes d’optimisations : Arginf

(Bl - Y@)?], @ = Y(P)} et Arginf {Ejpi[(2 -V (2))*], @u =
Y(ZP)}, se déduisent 1'un de lautre par ¢,(z) = ¢(x) + a.

Nous laissons au lecteur le soin de poursuivre, en adaptant la méthode
utilisée juste avant.

— L’adaptation du théoreme 8.9 aux mesures définies sur B(IRP), p>1
reste en suspend.

A ce sujet, rappelons que, pour le probleme de Monge classique, lorsque
les probabilités sont définies sur B(IRP), p > 1, la condition P diffuse est
insuffisante. Il faut la remplacer par une condition plus stricte comme P << A
ou P ne chargeant pas les hypersurfaces (qui est une condition nécessaire
et suffisante), cf. [7] et [15].
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9. Extensions et probléemes liés

9.1. Cas des espaces Polonais

L’adaptation des parties 2 & 6 aux espaces polonais se fait selon la
procédure classique en utilisant «l’isomorphisme» entre un espace polon-
ais et [0, 1], voir par exemple [11]. Ainsi les théorémes 5.10 et 6.3 s’adaptent
sans problemes particuliers.

9.2. Mesures images

Nous avons vu les difficultés introduites par la «caractérisation» des
mesures «images» i.e. reconnaitre si une mesure @ est 'image de IP par
une v.a. X.

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante a ce
probleme.

PROPOSITION 9.1. — Soient IP et @ deux mesures vectorielles positives
a valeurs IR, toutes deuz définies sur B([0,1]). Il existe une v.a. X : [0,1] —
[0,1] telle que X (IP)= @ si et seulement si, les mesures ont méme masse et
il existe une suite {ay} dense dans [0,1], une suite {A,} de boréliens telles
que si, 0< an, <am <1, alors A, C A, et Q([0,an[)=1P(A,).

Preuve. — Lorsque @ = X (IP) il suffit de prendre A,, = {X <a,} pour
obtenir le résultat.
Réciproquement ; considérons le cas de la suite définie par {a,} = {a*}

k
otta® = ——, 1 <k < 2", 1< n. Par hypothése, il existe un borélien AF tel

n on
k E k+1
que @([0, 2—n[) = IP(A¥). Notons I* I'intervalle [Q—n, —Z

peut alors définir par récurrence une suite {B}'} telle que :

[, 0< k<2™ on

BRN(\By =0sik#jet Qy)=IP(B}), Bi=B2,UB21", tout ke[0,2"[.

2"—1
La suite de variables {Xn = > 2713,5} est croissante et converge vers
k=0
une v.a. X. Il est aisé¢ de vérifier que {X,,(IP) = @y}, que cette suite de
mesures vectorielles converge étroitement vers @ et @ = X (IP).

Le cas général se déduit en remarquent que toute suite {a,,} dense dans
[0, 1] s’écrit sous la forme {ak} avec 0 < k<27, 1 < n, af <ak™l, 2%, =
af. En fait il s’agit d’une simple renumérotation convenable de la suite. La

procédure appliquée a la suite « dyadique » s’applique et acheve la preuve. [J
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La condition de la proposition précédente peut se formuler ainsi :

« 1l existe une famille de boréliens {A,} telle que si 0<a<b<1, alors
A, CAyp et Q([0, a])=1P(Ay).»

Toujours dans la proposition 9.1, il est équivalent de dire :

« 1l eziste une suite {an} dense dans [0,1]» et « Pour toute suite {ay}
dense dans [0,1].»

9.3. Probléemes de Monge

La partie 8-5 utilise les simplifications du cas quadratique, grace a la
notion de version monotone. Méme lorsque le cotit est de la forme c(z,y)=
h(z—y), h strictement convexe paire, on ne peut pas adapter cette méthode :
Le cas général est plus complexe.

— La caractérisation des fonctions de Monge est obtenue uniquement
dans de cas d'un colit quadratique. Sauf dans des exemples simples, la
détermination effective de ces fonctions parait difficilement accessible par
algorithmes. C’est d’ailleurs le cas pour des probabilités définies sur B(IRP).

— Le passage au transport optimal (probleme de Monge) reste ouvert,
ainsi que la convergence IP-p.s. ou en mesure des fonctions presque-optimales.

— Une approche possible est d’envisager I'unicité de ¢ lorsque c(z,y) =
h(z—y), h paire et strictement convexe, ce qui permettrait d’utiliser le
théoreme de Skorohod.

— Une méthode consiste a utiliser une propriété de dualité analogue au
cas réel :

inf { £,[c), 7€T(P,Q)} = sup { Eplf] + Eqlgl, f(2)+9(y) < cla.p)}.

Dans le cas unidimensionnel, on déduit de cette relation qu’une fonction
optimale est le gradient d’une fonction convexe et de la on obtient 'unicité,
of. [7), 9], [15], (23] et [24].

— L’article [6] donne une version vectorielle de ce théoreme de dualité
mais le cadre est bien éloigné de notre travail. Cela ne donne pas de ren-
seignements complémentaires.

Poursuivre dans cette voie, méme pour le cas quadratique, constitue un
autre travail.
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