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Sur le spectre semi-classique d’un systéme intégrable
de dimension 1 autour d’une singularité hyperbolique

OLIVIER LABLEE(D)

RESUME. — Dans cette article on décrit le spectre semi-classique d’un
opérateur de Schrédinger sur R avec un potentiel type double puits. La
description qu’on donne est celle du spectre autour du maximum local du
potentiel. Dans la classification des singularités de ’application moment
d’un systéme intégrable, le double puits représente le cas des singularités
non-dégénérées de type hyperbolique.

ABSTRACT. — In this paper we describe the semi-classical spectrum of
a Schrodinger operator on with a double well. We describe the spectrum
around the local maximum of the potential. In the classification of the
singularities of the moment map of an integrable system, the double well
represents the case of non-degenerate singularities of hyperbolic type.

1. Introduction

Sur la variété M = R, 'opérateur de Schrodinger Pj, de potentiel V',
V' étant une fonction de R dans R, est l'opérateur linéaire non-borné sur
Pespace des fonctions C* a support compact C2° (R, R) définit par :

h2
Ph :73A+V,

ou V est lopérateur de multiplication par la fonction V, le laplacien est
2
donné par A = ;;—2 et h est le parametre semi-classique. Le spectre semi-

classique d’un opérateur de Schrodinger en dimension 1 est bien connu

(*) Regu le 18/11/08, accepté le 02/04/09
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[22], [23] et [12] dans les zones dites elliptiques, c¢’est-a-dire en dehors des
maxima locaux de la fonction potentiel V' ; on parle alors de regles de
Bohr-Sommerfeld régulieres. Dans cet article on se concentre sur le cas d’un
opérateur de Schrodinger avec un potentiel type double puits, c’est-a-dire

que V € C>®(R) avec ‘ l‘im V(z) = 400 et V possédant exactement un
r|—00
maximum local non-dégénéré, que 'on supposera par exemple atteint en

0. Le modele du double puits & été beaucoup étudié [3], [24], en parti-
culier dans [22] et [18] pour I'’étude de la transition de l’espacement des
valeurs propres. Cependant le spectre du double puits reste globalement as-
sez mystérieux. Dans I’étude des singularités de ’application moment d’un
systeme completement intégrable, 'opérateur de Schrédinger avec double
puits est le modele type pour les singularités non-dégénérées de type hyper-
bolique [38], [39] et [40]. En effet, pour un hamiltonien p : M — R tel que
0 soit valeur critique de p, et tel que les fibres dans un voisinage de 0 soient
compactes et connexes et ne contiennent qu’un unique point critique non-
dégénéré de type hyperbolique : la fibre Ay := p~1(0) est alors un «huit»
et le feuilletage dans un voisinage de la fibre singuliere Ag est difféomorphe
a celui du double puits.

=
NS

Figure 1. — Le feuilletage autour d’une singularité hyperbolique.

Dans une série de trois articles [8], [9] et [11] Y. Colin de Verdiére et
B. Parisse se sont intéressés au spectre semi-classique de l'opérateur de
Schrédinger, en dimension 1 avec un potentiel ayant un maximum local non-
dégénéré. Dans [11] ils traitent de maniere générale I’étude des singularités.
Dans [8] et [9] les deux auteurs donnent une condition nécessaire et suffisante
pour trouver le spectre semi-classique dans un compact de diametre VA
centré autour de l'origine de 'opérateur linéaire :

h? d?

Ph = —?@4-‘/

avec un potentiel V' type double puits.

Dans la premiere partie de cet article, on fait quelques rappels sur
les outils semi-classiques. Dans la partie suivante, on rappelle la formule
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Sur le spectre semi-classique d’un systéme intégrable de dimension 1

donnée par Y. Colin de Verdiere et B. Parisse. Dans la derniere partie on
utilise cette formule pour expliciter, dans une certaine mesure, le spectre
de lopérateur Pj,. On montre en particulier (voir le théoreme 4.1) que le

spectre de 'opérateur Pj, dans le compact [—\/ﬁ, \/E] est constitué de deux
familles de réels (o (h)), et (5i(h)), vérifiant :

- < ﬁk.:,_l(h) < ag(h) < ﬁk(h) < Oék_l(h) <L -
et, il existe C, C’ deux constantes réelles strictement positives telles que

Ch C'h Ch C'h
(] S @n ) = el < st gy S 19 () = Al <

2. Préliminaires

Dans toute cette section X est une variété différentielle lisse de dimension
n et on notera souvent par M :=T*X la variété symplectique associée.

2.1. Outils semi-classiques

Pour le lecteur qui voudrait en savoir plus sur 'analyse semi-classique,
on conseille par exemple la littérature suivante : Y. Colin de Verdiere [13],
Dimassi-Sjostrand [15], L. Evans et M. Zworski [16], A. Martinez [30], D.
Robert [34], S. Vu Ngoc [40].

Sur la variété X := R", et pour k,m € Z?, on définit ’ensemble de
symboles d indice k et de poids (z)" sur la variété X ou (z) = (z,¢) =
(1 +|2]2 ) par :

S* (X, (2)") =
{an(2) € C® (T*X), Vo € N", 3C, > 0, Vz € T*X, |0%an(z)| < Coh® (2)™}.
De maniere tres formelle, la quantification de Weyl consiste a associer a une
fonction symbole ay, : (7,&) — ap(z,€&) € S* ((2)™) un opérateur linéaire

O, (an) de l'espace de Schwartz S(X) dans lui méme et admettant une
représentation intégrale : pour toute fonction u € S(X) et pour tout x € X :

O @) (o) i= gy [ [ et (T3 ) ) dude

Ezemple 2.1. — Le quantifié de Weyl de la fonction (x,§) — z; est
lopérateur de multiplication par la variable x;. Le quantifi¢ de Weyl de
la fonction (z,&) +— &; est 'opérateur de dérivation fih%.

bt}
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Rappelons aussi la :
PROPOSITION 2.2. — Pour deuz symboles ay et by, nous avons que :
O, (anbn) = Oy’ (an) 0 O, (bn) + O(h)

Oy {an, b} = [0y (an), Oy (bn)] + O(h?)

{.,.} étant les crochets de Poisson et [.,.] le commutateur.

Un opérateur linéaire A est un opérateur pseudo-différentiel si et seule-
ment s'il existe un symbole aj, tel que A = Oy (ax).

En analyse semi-classique, on est aussi amené a considérer des symboles
ayant des développements asymptotiques en puissance de h : soit ap €
SY(X, (2)™), on dira que ce symbole est classique si et seulement s’il existe

une suite de symboles (a;); .y € S° (X, (z)m)N indépendant de h tels que
pour tout k¥ > 0, on ait :

.
an(z) =D a;(2)hl | € SFH(X, (2)™).
j=0

+oo
On note alors ap = Z ajhj , on dira aussi que ag est le symbole principal
§=0
de ay,. Pour finir sur les symboles, on dit qu'un symbole a € S (X, (2)™) est
elliptique en (g, &) € T*X si et seulement si |a(xg,&)| # 0.

2.2. Outils microlocaux

Donnons ici quelques éléments d’analyse microlocale, pour plus de détails
voir par exemple [39], [40] ou [13]. Pour hg > 0 fixé, l'ensemble
A = {\(h) € ClOh] 3N € Z, ;|A(h)| = O(h™™)} est un anneau commu-
tatif pour les opérations usuelles sur les fonctions. On voit aussi sans peine
que I := {\(h) € A, \(h) = O(h®™°)} est un idéal bilatére de A, on définit
alors ’anneau Cj, des constantes admissibles comme étant I’anneau quotient
A/I. On peut alors définir le Cp-module des fonctions admissibles :

DEFINITION 2.3. — L’ensemble Ay, (X) des fonctions admissibles sur X
est l’ensemble des distributions up, € D'(X) tels que pour tout opérateur
pseudo-différentiel P, dont le symbole dans une carte locale est a support

compact
AN € Z, ;|| Paunll 2 x) = O(RY).
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L’ensemble Ay, (X) est un Cp,-module pour les lois usuelles des fonctions.
Un premier fait important est que par le théoreme de Calderon-Vaillancourt,
on a l'inclusion : L?(X) C Ap(X).

. S(x)

Ezemple 2.4. — Les fonctions WKB! de la forme up(x) = a(x)e’ *

ou S est une fonction réelle C*°, sont des fonctions admissibles stables par
I'action d’'un opérateur pseudo-différentiel.

A tout élément up du Cp-module des fonctions admissibles est associé
un sous-ensemble de T* X, cet ensemble, nommé micro-support? décrit la
localisation de la fonction uj dans I’espace des phases.

DEFINITION 2.5. — Soit up, € Ap(X), on dira que uy est négligeable
au point m € T*X, si et seulement s’il existe P, un opérateur pseudo-
différentiel elliptique en m tels que ||[Phup||p2(x) = O(h™). On définit alors
MS(up), le micro-support de up, comme le complémentaire dans T*X de
l’ensemble des points m € T* X ou up est négligeable.

Parmi les propriétés liées au micro-support nous avons que si P, est un
opérateur pseudo-différentiel de symbole principal p alors on a I'implication :

Puup, = O(h™) = MS(up) C p~(0).

Donc si par exemple P, est un opérateur de symbole principal p, A un
scalaire, et si uy, est une fonction non nulle telle que : (P, — Al) up, = O(h™)
alors MS(up) C p~1(A). Ceci est une propriété fondamentale de 'analyse
microlocale : elle donne une localisation des fonctions propres dans I’espace
des phases.

Ezemple 2.6. — Pour une fonction WKB : uy(x) = a(x)ei¥ on a que

MS(up) = A{(z,dS(z)), a(x) # 0} .

DEFINITION 2.7. — Soit U un ouvert non vide de T* X, on définit [’espace
des micro-fonctions sur U comme étant le Cp,—module quotient :

Mu(U) == An(X)/ {up, € An(X), MS(up) N U = @}

Les opérateurs pseudo-différentiels agissent sur My (U), en effet : pour
tout opérateur pseudo-différentiel P, on a MS(Pyup) C MS(up) et ainsi
P, (./\/lh(U)) C Mh(U)

(1) Pour Wentzel, Kramers et Brillouin.
(2) Ou front d’ondes.
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2.3. Théoreme d’Egorov et opérateurs intégraux de Fourier

Pour finir donnons le théoreme d’Egorov qui permet de définir rapide-
ment la notion d’opérateur intégral de Fourier, voir par exemple [13] :

THEOREME 2.8 (Egorov). — Soient (T*X, da) et (T*Y,df3) deux varié-
tés symplectomorphe : il existe x un symplectomorphisme de T*X dans
T*Y. On supposera que x est exact : x*0 — a est une I1-forme exacte
sur X. Alors il existe X un morphisme de Cp-module de Mp(X) dans
My (Y) inversible tel que pour tout a € My (Y'), en notant par a = O (a),
lopérateur :

B=x"lodox

est un opérateur pseudo-différentiel sur Mp(X), et dont le symbole principal
est donné par ag o x, ag étant le symbole principal de a. On dit que X est
un opérateur intégral de Fourier associé€ a x.

2.4. Théorie spectrale de opérateur de Schrédinger

Pour un panorama a la fois historique et actuel sur I’étude du laplacien
et de l'opérateur de Schriodinger sur une variété riemannienne on pourra
consulter [26]. Considérons I'opérateur linéaire sur L?(R) :

h? d?
Pp=———-—+"W
h 2 dx? +
Il est bien connu que si la fonction V' est localement bornée et globalement
minorée, alors P}, est essentiellement auto-adjoint. Si la fonction V est confi-

nante ([17]), ie | l‘im V(z) = +o0 alors le spectre de P, est constitué d’une
T|—0o0
suite de valeurs propres de multiplicité finie s’accumulant en +oo :

min V(z) < pa(h) < pa(h) <o < ()= + o0,
A

Rappelons [40] que pour un compact K de [min(V'), +oo[ on a la :
DEFINITION 2.9. — On appelle spectre semi-classique dans le compact
K, Uensemble Xy (Pr, K) des familles de réels Ey € R vérifiant flbin%)Eh —

E € K et telles qu’il existe une microfonction uy, avec MS(up) = p~1(E)
et vérifiant :
(Ph — En) up = O(h™).

On appelle multiplicité microlocale de Ey, la dimension du Cp-module des
solutions microlocales de cette équation.
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Moralement le spectre semi-classique (ou microlocal) correspond aux
valeurs propres approchées avec une précision d’ordre O(h*) incluant les
multiplicités. Le spectre semi-classique et le spectre exact sont liés par la :

PROPOSITION 2.10 [40]. — Sur un compact K de R, le spectre semi-
classique Xp(Pr, K) et le spectre exact o(Pp) de lopérateur linéaire auto-
adjoint Py, sont liés par

Sh(Ph, K) = o(P) N K + O(h™)

au sens ot st A\, € Yp(Py, K), alors il existe pup, € o(Pn) N K tel que
An = pr+O(R®) ; et sipp € o(Pr)NK, alors il existe Ay, € Xy (P, K) tel
que pp, = Ap + O(h®). De plus pour toute famille Ej, ayant une limite finie
E € K lorsque h — 0, si la multiplicité microlocale de Ey, est bien définie et
est finie, alors elle est égale pour h assez petit au rang du projecteur spectral
de Py, sur une boule de diametre O(h™) centrée autour de Ey,.

3. La formule de Colin de Verdiére-Parisse

3.1. Le cadre

Soit V' € C*(R) telle que | lim V(z) =400 et V possédant exacte-

z|—00
ment un maximum local strict non dégénéré, que l’on supposera atteint
en 0, ainsi : V(0) = 0, V/(0) = 0, V”(0) < 0. On supposera aussi que la
fonction possede exactement deux puits : il existe 1 < 0 < x2 tels que
V(z1) = V(z2) =0, V > 0 dans |—o00, 21 [U]xa, +oo et V < 0 dans [z, z2].
En plus V'(z1) < 0 et V'(x2) > 0.

/ ‘
\,,/

\
\
\ -
\ /
, ,
-1 -05 ] 05

-04
15

Figure 2. — La courbe représentative de la fonction potentiel V(z) = % — 22.

On distingue les deux puits (les minima) du potentiel, le droit et le gauche.
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~

-1 08 -06 -04 02 0 0.2 04 0.6 08 1

Figure 3. — Courbes de p~!(c) avec des c¢> 0 : une seule composante connexe,

¢ = 0 : le huit hyperbolique, ¢ < 0 : deux composantes connexes.

Exemple 3.1. — Un exemple typique non-générique est la fonction
V(r) = 2* — 2%

On notera par p la fonction définie sur le fibré cotangent de R par :

2
p(z, &) = 5 +V(z) € C*(T*R,R).

Son quantifié de Weyl P, est donné par :
h2
Ph - *3A -+ V

Pour étudier le spectre de 'opérateur Pj, dans un compact de diametre 2F,
avec E € [—1, 1], considérons alors 'opérateur Py, — E1,4, I étant I'opérateur
identité. Ainsi par définition nous avons que

(Ph — EId) Up = O(hoo) s FEe Eh(Ph)

3.2. Enoncé de la formule

Y. Colin de Verdiere et B. Parisse ont donné les régles de Bohr-Sommerfeld
dans le cas singulier sous la forme suivante :

THEOREME 3.2. — Pour E € [—1,1] I’équation :
(Ph — EId) Up = O(hoo)
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admet une solution up € L2*(R) non triviale avec son microsupport
MS(up) = p~H{E} si et seulement si E vérifie I’équation suivante :

! 2gcos(e+_9)
1+eh 2
0 +6_- 7w ¢ 1 e
—cos(—T+§+Eln(h)+arg<l“(§+zﬁ)>> (3.1)

e:=e(E), 0, =0y, (E)=S""(E)/h.

Les fonctions € et ST/~ admettant des développements asymptotiques en
puissance de h avec des coefficients C*° par rapport a E.

3.3. Les grandes étapes de la preuve

On résume [8], [9] et une bonne partie de [11]. La preuve de la formule
se décompose en plusieurs grandes étapes.

La stratégie

La premiere étape de la preuve est une étude locale autour de la sin-
gularité. Pour ¢a on utilise une forme normale de Birkhoff quantique de
maniere & se ramener & une équation différentielle linéaire du premier or-
dre. On exhibe alors quatre solutions et on utilise le fait que ’ensemble des
solutions est de dimension 2, pour en déduire une dépendance linéaire entres
ces solutions. La seconde étape consiste a prolonger de maniere globale les
fonctions solutions, ce qui donnera & nouveau une dépendance linéaire en-
tres les solutions. A la fin, on exprime simultanément ces relations linéaires
avec un déterminant.

Premiére étape : Etude locale autour de la singularité

Pour un réel E € [—4, ], o1 § est une constante réelle strictement positive
et indépendante de h, on va étudier I’équation (P, — El;)up = O(h™)
avec une forme normale quantique autour de l'origine, utilisons le théoreme
suivant (voir [10]) :

THEOREME 3.3. — Il existe U un opérateur intégral de Fourier, N un
opérateur pseudo-différentiel elliptique en 0 et une fonction € ayant un
développement asymptotique en puissance de h : e(E) = Zj20 e;i(E)h? ou
les fonctions €; sont de classe C* par rapport a E et indépendante de h ;
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tels que microlocalement dans un ouvert g contenant l'origine, on ait pour
tout E € [-6,0] :

U=Y(P, — EI,)U = N (Z;Z - e(E)Id)

ou

avec £0(0) = 0 et £5(0) = L

Ew0y

La démonstration de ce théoréme de forme normale quantique est donnée
dans [10], ou [8], la preuve utilise le lemme de Morse isochore [6]. L’analogue
analytique de cette forme normale est donné dans [25]. Le cas de la catégorie
C® de ce type de forme normale est prouvé par J. Sjostrand [35], [36].

Remarque 3.4. — Cette forme normale reste valide uniquement pour
|E| < 6, 0l d est un réel strictement positif suffisamment petit mais indépen-
dant de h.

Pour tout |F| < d on a:
e(B) =co(B)+ Y _c;(E).
j=1

Ainsi, en appliquant la formule de Taylor sur la fonction lisse ¢ ; pour tout
E €[4, 6] nous avons :

e(E) = L + O(E?) + iaj(E)hj.

V=V7(0)

Par la suite on va utiliser ce théoréeme avec E = Ah® ou A € [—4,0] ; a = 0
et h assez petit pour que [—h*, h®] C [—4, §]. Ainsi, pour tout A € [—1,1] :

5()\ha) = T’(O) + O(hQa) + i&'j()\ha)hj. (32)

j=1
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&

Figure 4. — Ouvert g ou la forme normale est valide.

Grace a ce théoreme on a un lien tres simple entres les vecteurs propres
de (Py, — El;) et ceux de a2 — e(FE)I, ; en effet on voit facilement que :

(Py — EI)un = O(h™®) < (?g - 5(E)Id> U~ (up) = O(h*).
Ainsi si on travaille sur 'ouvert 2y ou la forme normale est valide, on est
amené a résoudre : <x§ - E(E)Id) vp, = O(h®), ie, résoudre : zv}(z) +

(% - z#) vp(x) = O(h®). Alors, par simple intégration d’équation différen-
tielle ordinaire linéaire du premier ordre, les solutions exactes de

(EE — 6(E)Id> vp, = 0 sont engendrées par les deux fonctions :
(x)eié In(z)+i £ In(x)

et

wo(x) = PR 1g- (z)e 2 (=2)+if In(=a)

Ensuite, I'idée est de construire deux autres solutions de (EE — e(E)Id) vy =

0 ; pour cela on utilise la h-transformée de Fourier définie par

+o0 e
Fal(f)() = ﬁ / (e E dt.

En effet, en utilisant les propriétés usuelles sur la dérivation des h-transformées
de Fourier on a la :
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;€ 1 ;€
*

1.
PROPOSITION 3.5. — En posant ¢} (z) =2, > " et pi(z) =a_> ",
les fonctions @3 et w4 définies par

@3(8) == e " Fy (9]) (=€) et @a(§) :=e"EFy (03) (<€)

sont aussi solutions ezactes de x€ — e(E)Iy=0.

Maintenant si uy est solution de (EE — E(E)Id) up, = by, ou le second

membre by, est un O(h°), on peut, en utilisant essentiellement la méthode de
la variation de la constante, voir [8], montrer que nécessairement 3!z, xo €
C? tels que up, = z1¢1 + 2202 + O(h™), en effet :

THEOREME 3.6. — [8] L’espace des solutions microlocales de l’équation
(16 - EId) up, = O(h*™) dans Qg est un Cp,- module libre de rang 2.

En notant par B := {1, p2} et B := {3, ¢4} les deux bases de solu-
tions, la matrice de passage @ de la base B’ & B est donnée par :

THEOREME 3.7. — En notant € := e(E) : la matrice de passage Q
s’écrit : .
1 ek
Q=¢ ( je 1 )
ot
1 .
e FGHIR) sgamm) L iag(C+if) i )
2 1 +e—27'(i%

Démonstration. — Ce type de calcul exact de matrice de passage est
écrit dans de nombreux endroits de la littérature (voir [21] pour le calcul

des transformées de Fourier des distributions {xi /—| et voir [8], [25], [33]

pour le calcul des matrices). La h—transformée de Fourier de la fonction ¢q

nous donne
Fi (o) ©) = F ([+37F]) ©

. 1 .
MUNCRU S gt

V2r

puis en appliquant a nouveau JFj, on arrive a :

- 1

1 ;£ ;£
—L1l_5& : iTE  —=—1%
2 h _ T ot3 R 2 h| .
g € e l£+ )

w13

(3 +if)esn

o1(z) = Tor R [p3(z) +de”™h pu(2)] -
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De la méme maniere on exprime la fonction ¢y comme combinaison linéaire
des fonctions 3 et pq4 :

DL +is)ess ie e
pa(z) = #h 7 [pa(x) +ie R ps(2)] .

Par conséquent la matrice ) s’écrit

1 de w™
Q=¢ ( e R 1 >
I(3+if)

avec £ = NG e (2+n(h) Ensuite 1'utilisation de la formule des complé-

ments donne que

1 €
clarg(T(3+if)) _ I'(5 +i3) e™E +e-£T
V2T
et ainsi
b aegeigy - PG IR 2
V14e 2 i V2T
Ce qui montre le théoreme. ([

Remarque 3.8. — Dans [33] T. Ramond utilise une forme normale ana-
lytique pour calculer une matrice de diffusion au sommet d’une barriere de
potentiel.

Revenons maintenant a 'étude de (P, — ETg)up = O(h™) : si up est une
solution globale non triviale, en se placant sur 'ouvert {2y ou la forme nor-
male est valide, il existe alors (w1 x2, 3 34) € ((Ch)4 tels que Uy, =
T1p1 + Tops = x3ps + x4p4. Ensuite en posant pour tout indice j €
{1,2,3,4}, ¢; :== Uyp; , les deux familles C := {¢1, 2} et C' := {¢3, da}
sont deux bases de solutions de (P, — El) up = O(h®°) dans 'ouvert .
Donc, dans Qg on a up = 101 + T2¢2 = x3¢3 + T4¢4. Et ainsi on a la
relation matrice-vecteur suivante :

(5)=e () a2

Seconde étape : Etude globale

Toutes les fibres Ap := p~1(E) sont compactes, pour E # 0, la fibre
Ao := p~1(0) étant 'unique fibre singuliere du feuilletage. L’ensemble Y :=
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p~1(0) — Qo est une partie réguliere de la fibre Ag, pour E € [—1,1] le fais-
ceau des solutions microlocales de (P, — Elg)up, = O(h®) au dessus de Ag
est un fibré plat de dimension 1 (voir [38], [39], [40]).

Figure 5. — Les ouverts Uy, Uz, Us, Uy et Q.

La fonction ¢; est une solution microlocale de (Py, — Elg)up = O(h™)
sur I'ouvert U et la fonction ¢4 est solution sur 'ouvert Uy ; avec ’argument
de la dimension 1 on peut montrer ([38], [39], [40]) qu’il y a une unique faon
de prolonger la solution ¢, le long de la courbe en évitant la singularité pour
arriver sur l'ouvert Uy ; la solution finale ¢ differe alors de la solution ¢4
par un facteur de phase ([38], [39], [40]) : ¢1 = €5 (E)/h g, on la fonctions
Sy admet un développement asymptotique en puissance de h : ST(E) =

oo
Z S;-r (E)h? avec des coefficients S’f qui sont C* par rapport a la variable
=0

E. De la méme facon on a que ¢o = €5 (E)/hgs avec aussi une fonctions

S_ ayant un développement asymptotique en puissance de h : S™(E) =

o0
Z S5 (E)hj avec des coefficients S;” qui sont C* par rapport & la variable
i=0

E. Ces deux séries formelles ST/~ sont appelées actions singuliéres. On
posera pour la suite

+/-
9+/_(E) = ST(E‘)

A ce stade la, il ne reste plus qu’écrire les relations locales et globales
pour montrer le théoréme : soit u, une solution globale de (P, — Ely)uy, =
O(h®), telle que sur chacun des ouverts Uy, Us, Us, Uy (voir Figure 5) on
ait :

V] € {1727374}7 yUnlu; = mj(bj
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on a alors que :

T3 _ T T3 B 0 eif-(B) T
(2)=e(n)a(2)-(ule 70 )(2):

Ainsi il existe une fonction up = x1¢1 + 20 = X304 +x404 solution globale
non triviale de (P, — Elg)up, = O(h™) si et seulement si :

0 eiH,(E)
det (Q— < ei9+(E) 0 )) =0

0 e
& det <Q e_ig_(E) 0 — I2 =0

< 1€ Spec(T(€))

0 e_i9+(E)
TE)=Q e—i0—(E) 0
B e~ 10-(E)jo—e(E)7/h e~ i0+(E)
= e—i0—(B) =10+ (E)jo—e(BE)n/h | -

Et maintenant & ce stade 14, pour conclure on utilise le lemme 1 de [§],
rappelons le :

oll on a posé

LEMME 3.9. — [8] Soit U wune matrice unitaire de Ms(C), ou
a b 0 et
U_<c d),telsqueU;é<e_i92 0 ),alors

1 € Spec(U) < |a cos (% - arg(a)> — cos (@) 1d| = la].

En appliquant ce lemme a la matrice T'(£) on arrive bien a :

1 € Spec(T(€)) & ——— cos (9+ - 9—)

\/1+62% 2

0 +60_ 7w ¢ 1 e
= cos <_T + 5 + Eln(h)—f—arg (I‘ (5 —s—zE)))

Ce qui donne bien la formule proposée dans le théoreme 3.2.

Remarque 3.10. — Dans [11], Y. Colin de Verdiere et B. Parisse montrent
que dans le cas ou E = Ah avec A €[—1, 1], les actions singuliéres peuvent
s’écrire avec des invariants symplectiques :

g/ (E) = A_(B) + 0(E) In|eo(E)| — 20 (E)

ot Ay, (E):= / &dx.
P=E,+/—
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3.4. Du singulier au régulier

L’asymptotique de la formule de Y. Colin de Verdiere et de B. Parisse

dans les zones § — 400 et § — —oo nous redonne bien les regles de

quantification régulieres. Soient E, F_ € [—1, 1]2 tels que 0 < E_ < E4
avec F_ > e ou € est un réel strictement positif indépendant de h.

Haut de spectre

Cest le cas ot E € I := [E_,E,], Uensemble J, := p~!(I;) est
alors un anneau topologique. Pour tout £ € I, limj,_o+ ; = +00 donc en
utilisant la formule de Stirling, pour A — 0 on a

1 € € €
arg(F(§ + Zﬁ)) = - ln‘

d’olt pour h — 0 :

0 +60_ ™ ¢ 1 e 1 m
*T + 5 + Eln(h) +arg (F <2 +Zh>) = 7EA+/_(E) + 5 +0(1).

D’autre part comme limy,_,q+ ﬁ = 0 ; asymptotique de la formule

(3.1) est : e
0 = cos <—%f) + g + 0(1)>

ou A(E) = AL (E)+A_(E), ce qui donne bien les régles de Bohr-Sommerfeld
réguliere pour un puit : + A(E) + o(1) € 7Z.

Bas de spectre

Cest le cas ot E € [_ := [-E,,—FE_], l'ensemble J_ := p~' (I_)
est alors la réunion de deux anneaux topologiques. Pour tout £ € I_,
limj, o+ # = —oo donc toujours avec la formule de Stirling, pour h — 0 :

1 e 5 € €
arg <F (5 —l—zﬁ)) = Eln’ﬁ‘ — E—l—o(l)
d’olt pour h — 0 :

0 +60_ ™ ¢ 1 e 1 m
*T + 5 + Eln(h) +arg (F <2 +Zh>) = 7EA+/_(E) + 5 +0(1).
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D’autre part comme limy, o+

(3.1) est :

cos (A+(E)2—h

= 1 ; asymptotique de la formule

A-(E) + O(l)) = COS <— A+(E);A7(E) + g + 0(1)>

ce qui implique donc

AL (E T
4B 411 0(1) € 202
et

A=) 47 1 0(1) € 2L

Ce sont bien les regles de Bohr-Sommerfeld régulieres pour les deux puits.

4. La forme du spectre autour de la singularité

4.1. Introduction et résultats

On va dans cette partie utiliser la formule du théoréme 3.2 pour en
déduire des informations sur le spectre semi-classique autour de l'origine de
Popérateur :

h2
Ph = —?A + V
Précisément on va démontrer le :
THEOREME 4.1. — Le spectre semi-classique de lopérateur Py, sur le

compact [—\/E, \/ﬂ s’écrit comme la réunion disjointe

(O‘k(h))kelh |_| (ﬁl(h))leJh

de deuz familles (ax(h)), et (Bi(h)), s’écrivant ax(h) = VhAL(27k),
Bi(h) == VhBy,(27l) ; les fonctions Ay et By, étant de classe C*°. De plus les
familles (au(h)), et (Bi(h)), sont strictement décroissantes et en quinconce :

Bry1(h) < ar(h) < Br(h) < ar-1(h).

En outre Uinterstice spectral est de Uordre de O(h/|In(h)|) : il existe C,C’
deuz constantes réelles strictement positives telles que :

h Ch
g < )= eSOy

De méme pour la famille (Bi(h)),c ;, -

C
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Qui a pour conséquence immédiate le :

COROLLAIRE 4.2. — Le nombre de wvaleurs propres de l'opérateur P
dans le compact [,\/E \/ﬂ est de Uordre de |In(h)| /v/h.

Avant de démontrer le théoréme 4.1 on va interpréter le terme en In(h).

4.2. Interprétation géométrique

Le terme [ln(h)| est la signature de la singularité hyperbolique : en effet
géométriquement il correspond au temps de parcours du flot classique avec
un point initial situé a une distance v/h de lorigine.

THEOREME 4.3. — Soit my, € T*R de coordonnés (\/E, O) dans le repére

(0,2,§). Alors le flot hamiltonien associé & p et de point initial my, est
périodique et sa période T, vérifie pour h — 0 l’équivalent suivant :

In (h)
K

Th ™~
ot K est une constante réelle non nulle et indépendante de h.

Démonstration. — Sans perdre de généralités comme V" (0) < 0 on peut
supposer que —V"(0) = 1. Ensuite notons par A, = p~* {p (my)} 'unique
fibre réguliére contenant le point my, alors le flot hamiltonien ¢; (my,) associé
a p et de point initial my est périodique et supporté sur la fibre Aj,. Pour
estimer la période on va faire deux étapes : d’abord en se placant autour
de la singularité (en 0) on peut utiliser une forme normale classique pour
estimer le temps de visite du flot dans un voisinage de la singularité. Ensuite
la seconde étape consiste & estimer le temps de visite du flot en dehors de
ce voisinage.

Premiére étape. Avant d’utiliser une forme normale on va d’abord
faire un changement de repere préliminaire : en faisant un développement
limité de la fonction V' autour de O :

p(z, &) = ; +V(z) = ; +V(0) + V' (0) + @ﬁ + O(2?)
=5 g o)

donc sur un voisinage de (0,0) nous avons que

w0 (- 5) () e
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L’application :

R? — R?

@)= (G- 55t )

1

est un C!- difféomorphisme linéaire et son inverse ! est égale & . Ainsi

dans les nouvelles variables (X, Z) := ¢(x,£) on a

P(X,Z) = XE+ 0 (X?2%)

et le point initial my, a pour nouvelles coordonnées m;, = (\/g , \/g) . Alors

le théoréme 2 de forme normale de Moser (voir [28]) assure I'existence d’un
ouvert U de R? contenant I’origine, d'un symplectomorphisme v : U — R?
et d’une fonction F' : R — R de classe C™ telle que pour tout (X,E) € U

on ait
P(X,E) = F(XE).

Ainsi les équations de Hamilton du flot sont alors :
X=F(XE)X
E=-F(XE)E.

Notons bien que t — X (£)Z(t) est constante, ainsi pour tout ¢ > 0 on a
égalité X (t)=(t) = X(0)2(0) = %. En posant C, = F’ (%) nous avons

donc que pour tout t > 0 :
X(t) = /hec

(1) = |,

Or comme U est un ouvert non vide contenant 0, il existe une constante
A > 0 telle que la boule B, (0, A) (pour la distance infinie de R?) de centre
0 et de rayon A soit incluse dans U. On va calculer le temps 71 (h) pour

que le flot hamiltonien partant du point m;, = (X (0) (\/7 \/7 )

sorte de la boule carré B (0, A) : il faut donc trouver t tel que Z(t) =
On a alors immédiatement que :

1 h 1
T1(h) = R In ( 5) A In(A)

[1]
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Ainsi sur une période complete du flot hamiltonien partant du point my, le
temps total de parcours du flot dans la boule By (0, A) est 27 (h).

Seconde étape : Il reste donc a estimer le temps de parcours du flot
en dehors de la boule By, (0, A4). En fait, on va montrer que ce temps est
négligeable par rapport a 7y (h). Considérons alors le point a = (0, A) et
comme l'unique fibre Ax = p~!{p(a)} qui contienne ce point a ne con-
tient pas de singularité en dehors de la boule By, (0, A), le flot hamiltonien
de point initial @ va nécessairement revenir en temps fini dans la boule
B+ (0, A), on peut alors considérer le réel :

t* :=inf {t > 0/pt(a) € m}

et poser b := @y« (a). Notons aussi par T, 'hyperplan transverse au flot
(¢t(a)),o au point a, et par Ty, 'hyperplan transverse au flot (¢¢(a)),., au
point b.

Comme le flot hamiltonien est associé au champs de vecteur C*° :

e < V'(X) )

qui ne s’annule pas en a et en b, par un théoreme classique de calcul
différentiel de type application de Poincaré (voir par exemple [27]) il ex-
iste 2, un voisinage ouvert de a dans le plan T,, une fonction 6 de 2, dans
R de classe C* telle que 6(a) = 0 avec les propriétés suivantes :

(1]

1) pour tout x € Q, on a Q4 g(z)(z) €Ty ;

2) l'application  — @4 g(5) () est un difféomorphisme local de 2, dans
Qp un voisinage ouvert de b dans le plan Tj.

Autrement dit, partant d’un point voisin de a sur ’hyperplan T, le flot
rencontre 'autre hyperplan Tj en un temps voisin de t* qui est une fonction
différentiable du point de départ.

Donc en particulier comme €2, est un voisinage ouvert de a dans T, ~ R,
par compacité locale il existe K, un compact de R tel que a € K, C Q, avec
K, # {a} et donc évidemment pour tout € K, on a |0(x)| < sup |0(x)|.

rzeEK,

Ainsi, comme :

h
erolmn) = (55.4)
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pour h assez petit on a que ., (5)(mn) € Kq x {A} et donc :

10 (pram (mu)| < sup [6(@)

d’ou au final la période 7, est égale & 7(h) = 71 (k) + 0 (o7, (n)(m4)).
Au final :

7(h) = ﬁ In (h) — ﬁ In(2) - Cih 10(A) + 6 (22, (1))

donc pour h — 0 on a I'équivalent suivant :

_In (h)
2F"(3)

7(h)

) = F'(0)+F"(0)2+0(h?) avec F'(0) # 0, d’ott pour h — 0

In(h
e O

et comme F’ (4
Péquivalent 7(h) ~

Z

4.3. Démonstration du théoréme 4.1
Stratégie

La formule du théoreme de Colin de Verdiere-Parisse (théoréme 3.2) est
une équation fonctionnelle implicite ; on va inverser (au sens bijectif) cette
fonction de maniere a pouvoir expliciter les valeurs propres. Pour cela on va
utiliser ce théoréme avec E = Ah® ou A € [—1,1] et @ > 0 . Par la suite on
va voir que si I'on choisit a € [3,1[ de sorte qu’on ait I'inclusion évidente

[-h*, h*] C [—\/E, \/ﬂ7 on peut montrer assez facilement le théoreme 4.1

avec des techniques d’analyse réelle basiques. Afin de comprendre pourquoi

on suppose a € [%, 1 [, plutt qu’écrire la preuve directement avec o = % on

écrira toute la preuve avec o € [%, 1[ (voir aussi la partie 4.4.).

Prologue

On va commencer par des notations : pour alléger ’écriture on définit
sur le compact [—1, 1] les fonctions :

0,(E)+6_(E)

+

et
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fh()\) = Fh()\ha)

_ (%) ; 6-(Ah?) | % + 5@:&) In(h) + arg (F (% + iE(A:a)»
puis
et

01 (ML) — 0_(AR™)

5 .
Pour finir avec les notations, sur le compact [—1,1], on définit les deux
fonctions Yy, et 2, par

— — arccos 0s (91 (%))
In(A) = frn(N) ( V/1+exp (2778(/\ha)/h)>

gh(>\) = Gh()\ha) =

et

— arccos co8 (gn))
Zp(A) = fa(A) + <\/1+exp(27TE()\ha)/h)> .

Le théoreme 3.2 affirme alors exactement que :

cos (gn(A))

'/1+62ﬂ—}£—1

_ . cos(gn(N))
fn(X) = arccos <\/1+exp(2ﬂ€()\ha)/h)> [27]

= ou

fn(A) = — arccos < cos(gn(A) ) (2]

V/1+exp(2me(Ahe) /h)

Vh(N) € 2nZ
& ou
Zh(/\) € 2n.
L’idée pour expliciter le spectre est d’inverser les fonctions ), et Zj pour
avoir une formule explicite. On va d’abord montrer que :

h®\ € Eh(Ph, [—ha, ha]) ~ = COS (fh()\))

PROPOSITION 4.4. — Pour h assez petit, la fonction Yy, (resp. la fonc-
tion Zp) réalise une bijection strictement décroissante de [—1,1] sur
i ([-1,1]) (resp. sur Zp, ([-1,1]) ). En outre, on a uniformément sur [—1,1]
que X )

h*~t1n(h) O <L) < ah® tn(h)
—V7(0) —V7(0)

De méme pour la fonction Zj,.

+O(h*™h).
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Démonstration. — Avec la définition de la fonction ), pour tout A €
[-1,1] on a:

VH) = 1) — o

arccos cos (9n (V)
V/1+ exp (2re(Ah*) /h)

0’ (AR®) + 0" (AR®)
2

o 3 )] e ()|

On va estimer, un par un, les quatres éléments de cette somme.

— _po

+ e (AL*) In(h)

Comme la fonction E — — (&', (E) + ©'_(E)) /2 admet un développement
asymptotique de —1 a 400, avec des coefficients C* par rapport a E, on
a donc que la fonction A\ — fh”‘w admet un développement
asymptotique de a—1 a +o00, avec des coefficients C*° par rapport a A, ainsi

nous avons que
0'_(AR®) + 6" (AR®)
2

Ensuite on va estimer le terme A — h*1e/(Ah®)In(h) : en utilisant le
développement asymptotique de la fonction € et en le dérivant on a :

—h° = O(h*™).

' (Ah®) =Y h(ARM)RT = {(ARY) + Y &} (Ah*)hI
=0 j=1

=e4(0) + O(h™) + i e} (AR*)h
j=1
1 o S / aN ]
- =% +0(h )+;sj(xh ).

Par conséquent nous obtenons :

he~'n(h - :
h*~ e (ARY) In(h) = fogo>)+0(h2a1 In(h))+> e(Ah*)hI " In(h).
— =
Estimons maintenant le terme \ — % arccos c0s(gn(A) :
\/1+exp(27r€()\h"‘)/h)

par un simple calcul de dérivée on a pour tout A € [—1,1] I'égalité :

9 arccos cos (9n (V) =
oA V/1+ exp (2me(Ah*) /h)
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sin(gn (X)) gj,(A) [1 + exp (2me(ARY) /h)] + mh*~Le' (ARY) cos(gn(N)) exp (2me(AR) /h)

(1 + exp (2me(Ah®)/h)) \/1 + exp (2me(Ah®) /h) — cos? (gn(N))
_ sin(gn(A))g,(A)
V/1+ exp (2me(Ah®) /h) — cos? (g (N))
n 7he e (AhY) cos(gn(N)) exp (2me(AhY) /h) .
(1 + exp (2me(Ah®)/h)) /1 + exp (27e(Ah®) /h) — cos? (gn(N))
Or pour tout A € [—1,1], comme : 1+exp (2me(Ah*)/h) > 1 on a donc que :

V1+exp (2me(Ahe) /h) — cos? (gn(N) = v/1 — cos? (gn(N)) = [sin (ga())]

d’ou pour tout A € [—1,1] :

sin(gn(A))g5,(A)
V/1+ exp (2me(Ah®) /h) — cos? (g, (N))

0 [9+(Aha)+9(xha)H:ha 0'_(Ah®) + 0" (Ah®)

< lgn(V|

~ |ox 2 2

_h
2

Sp o (AR®) + S5 _(AR®)
h

+ (87,4 (AR + 81 (M) + Y (S (M) + 85 _(AR®)) B
j=2

= O(h*).

Ensuite comme pour tout A € [—1,1] :

V1 + exp (2me(Ah®) /h) — cos? (gn(N)) = exp (me(Ah*)/h)
nous avons que pour tout A € [—1,1] :

The~1e'(AhY) cos(gn(N)) exp (2me(AR®) /h)
(1 + exp (2me(Ah®)/h)) \/1 + exp (2me(Ah®) /h) — cos? (gn(N))

< |mh* e (AR®) | exp (we(ARY) /h)

avec

ﬂha71 e )
—— + O(h* )+ > mel (ARSI
-V (0) j=1 !
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et

AR

exp (me(AhY)/h) = exp ( 7 0)

+ O(h* 1) + ij()\h"‘)hj‘l)
j=1

(4.1)
comme o > %, on en déduit alors que pour tout A € [—1,0], exp (me(Ah*)/h) =

O(1), ainsi pour pour tout A € [-1,0] on a :

7he e (AhY) cos(gn(N)) exp (2me(AhY) /h)
(1 + exp (2me(Ah®)/h)) \/1 + exp (27e(Ah®) /h) — cos? (gn(N))

= O0(h*™1).

D’autre part, pour tout A € [—1,1] on a aussi

7he e (AhY) cos(gn(N)) exp (2me(ALY) /h)
(1 + exp (2me(Ah®)/h)) /1 + exp (2me(Ah®) /h) — cos? (gn(N))
Sexp(2me () /) Sexp(re(Ahe)/h)
o The~te!(Ah®) exp (2me(AR*) /h)
h exp (3me(Ah®)/h)
= wh* 1/ (M) exp (—me(ARY) /D)
N

=O(ho—1)

avec

TAhYL

V0 + O =3 e (A )hI™

Jj=1

exp (—me(AhY)/h) = exp (—

(4.2)
donc toujours comme a > 1, on en déduit que pour tout A € [0,1] on a
exp (—me(Ah®)/h) = O(1), ainsi pour tout A € [0, 1] on obtient

7he= e (AhY) cos(gn (X)) exp (2me(AhY)/h)
(1 + exp (2me(Ah®)/h)) \/1 + exp (27e(Ah®) /h) — cos? (gn(N))

’ =O(h* ).
On vient donc de montrer que pour tout A € [—1,1]

) cos (gn(A)) _ (pa-t1
N [arccos <\/1+exp (m(ma)/h)ﬂ = 0.

Ensuite, pour finir, on va calculer et estimer

=l ()
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pour tout A € [-1,1] on a :

2 o (0 (48] - 2 ( (2 (=5))]
o (0 (rG-25))]

[ (3 4+ ) ineter ()
F( +z€<)‘h )>

=Im

( s()\h“ )
r(3+ )
= h* e/ (Ah¥)Re ( (; =l >>>

ou ¥ est la fonction di-Gamma définie sur C — Z~ par ¥(z) := e

= h* ' (Ah™)Re

[1]). Rappelons que pour tout A € [—1,1],

e(Ah®)  Ahel
h _V// (0)

+O(h* )+ e (AR*)RI 1
j=1

Donc comme z — Re (\I/ (% + wj)) est paire et strictement croissante sur
R, on en déduit 'encadrement pour tout A € [—1,1] :

Re (qf <% + iO(hQO“l))) < Re (\1/ (% + f“:a)))

1 ih ! 200—1
<RG<W<§+T(O)+ZOUL )))

Alors d’une part, comme « > % nous avons que pour tout A € [—1,1] :

Re (qf (% + iO(h?a-l)» = 0(1).

D’autre part, comme (voir [1]) pour |y| — +o0

Re (qf @ +zy>) =hy[+0 (;2)
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on en déduit (car a < 1) que :

1 ih i 2a—1
Re (‘IJ <§+T/(O)+20(h )))

1

2
ho—1 200—1
( b=+ O >)

Or comme
1 1

2 7 p2a-2 a—
__hett +O(h2(x—1) —v"(0) +O(h3 2)
7V,/ (0)

—V" (0)p22e " o Cu o
:%:—V (0)h%2 4+ O(h*~*) = O(h>~2%)

et que

ha—l
_V// (O)

ha—l

S — =In
_V// (0)

In +O(h?*™h)

(1 +0(h“))’

ha—l
_V// (O)

=(a—1)In|h| —1n

=1In

+1In |1+ O(h%)|

\/—V”(O)‘ + O(h”),

1 ih ! JO(R20—1
(o (3 B o)

+ O(h*™) + O(h*72%).

on en déduit que

= (a—1)In|h| —In |/=V"(0)

Par conséquent, pour tout A € [—1, 1] nous avons ’encadrement :

ma(h) < a% {arg <r (% +i€()\:a)>>} < Mo (h).

Otu on a posé :

ma(h) == h* "'/ (AL*)Re <\If (; + iO(h2a1)>) =0(h*)

- 217 —



Olivier Lablée

et

M, (h) := h* ' (Ah™)Re (\If (; + % + z‘O(hZal))> =

h*— ! 2a—1 // a 2-92q
NEHO) +0(h )] [(04—1 In[h| =In|y/— ’+O (h*)+O(h )}
_ (ail)hail n a—1
= In(h) + O (h*71).

Ainsi au final, on en déduit que pour tout A € [-1,1] :

he=11n(h) +O(he ) < VL) < ah®~11n(h)

— < = +O(h*™h).
—V"(0) =V (0)

Ensuite pour h assez petit on conclut que pour tout A € [—1,1], Y} (A) < O et
donc la fonction )}, est bien strictement décroissante sur le compact [—1, 1].
De méme pour la fonction Zj,. (I

Existence des deux familles de valeurs propres

Comme les fonctions )y, et Zj sont toutes deux bijectives, considérons
leurs bijections réciproques, que 1’on renote par :

A= o 0 (F14L1) = =1L, et By =20 s 2, ((-1,1]) — [=1,1].

Ainsi la condition nécessaire et suffisante des valeurs propres semi-classique
devient :
heX € Ep(Pr, [—h%, h7))

V() € 27Z avec A € [—1,1]
& ou
Zn(\) € 277 avec A € [—1,1]

s e < U Ah(27rk)> U ( U Bh(%z))

kel 1eJn

oll on a posé

I ={keZ 2nk € Y, ([-1,1])} = w N7Z
et
Joi={l€Z, 2ml € 2, (-1,1])} = w Nz,

- 218 —



Sur le spectre semi-classique d’un systéme intégrable de dimension 1

En résumant nous avons alors la :

PROPOSITION 4.5. — L’équation (P, — h“Ag)up, = O(h*>) admet une
solution uy, € L*(R) non triviale avec son microsupport MS(up) = p~*{0}
si et seulement si :

€ ( U Ah(27rk)> U ( U Bh(27rk)>

keln keJn
ou Ap =Yt By= 2" et I = 20 0z, g, = 2L 07,

Notons bien que les ensembles I}, et J;, ne sont pas vides, en effet :

PROPOSITION 4.6. — Pour h assez petit, nous avons les encadrements
sutvants :
he~tIn(h he—11n(h
_ah T ) ety | <cand() < B |- T2 4 oey |4
oo /V0)

ot Elx] désigne la partie entiére de x. On a le méme encadrement pour le
cardinal de l’ensemble J},.

Démonstration. — On va faire la preuve uniquement pour ’ensemble I},.
Comme la fonction Y, est strictement décroissante sur le compact [—1, 1],
le diameétre du compact Y, ([—1,1]) est simplement donné par la relation :

diam (Vs ([=1,1])) = Ya(=1) = Vu(1).
Par le théoreme des accroissements finis il existe £ € |—1, 1] tels que :
Yr(=1) = Yu(1) = =2Y;,(§) > 0

On obtient donc ’encadrement suivant :

_Qaw+o(ha—l) < diam (yh ([_171])) < Llln(h)

=V"(0) —V"(0) TORT).

La suite de la preuve est alors directe. O

Quinconce et interstice

Comme on 'a vu, dans le compact [—h®, h*] (avec o > %) le spectre
semi-classique de I'opérateur :

h? d2
Ph**3@+v
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est constitué de deux familles : d’abord la famille
ag(h) := h* Ap(2rk), k € I,

puis la famille
Bi(h) := h*B(27l), | € Jy.

Donnons les propriétés importantes de ces deux familles.

PROPOSITION 4.7. — Pour h assez petit, les deux familles de réels
(ak(h)per, et (Bi(h)),c,, sont strictements décroissantes.

Démonstration. — Cela tient juste du fait que les fonctions YV, et Zj
sont C! et strictement décroissantes, donc leurs bijections réciproques le sont
aussi. g

LEMME 4.8. — La famille

{(en(M)ner, » (Be(h))ie, }

est une famille de réels deuzr a deux bien distincts.

Démonstration. — Les familles {an(h)}, c;, et {Bi(h)},c;, étant des
familles de réels strictements décroissantes, il suffit juste de vérifier que
ces deux familles n’ont pas de valeur commune. Raisonnons par 1’absurde :
supposons qu'’il existent (k,l1) € I x Jp tels que ap(h) = Gi(h), ie :
An(27k) = B, (27l). En notant par A cette valeur commune, ¢’est-a-dire :

A= Ap(27k) = Br(27l)
puis en appliquant les fonctions )} et Z;, sur le réel A, on a que
Yh(\) =27k € 20Z et Zp(N\) = 2wl € 277

et par conséquent :
Yh(A) = Zr(N\) € 27Z

donc par définition des fonctions )y, et Zj nous avons

—2arccos ( c0s (gn(\) ) € 2n7
V/1+ exp (2me(Ah®) /)

d’ou :

arccos c0s (gn(\) €/
V/1+ exp (2me(Ah®) /h)
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ainsi nécessairement on a

cos (gn(A))

STt oxp Zre (V) k) =L

Ce qui implique finalement 1’égalité :

cos” (gn(N)) = 1 + exp (2me(AR*)/h)

<1 >1

qui est absurde, d’ou le lemme proposé. O

On va maintenant s’intéresser a comparer ces deux familles entre elles,
pour cela il faut prendre des indices appartenant a I, N J,. On va donc
d’abord s’assurer que I, N J, C Z est non vide.

PROPOSITION 4.9. — Pour h assez petit, nous avons

a(é —1)h* LIn(h) _1
E + O(h* < Card(Ip N J,
V) (h*77) (In 0 Jn)
(€ — DA n(h) -1
<F + O(h® +1
[ m/—V"(0) ( )
ot & €] —1,1.
Démonstration. — Ecrivons juste la différence entre les fonctions ), et

Zp, , pour tout A € [—1, 1] nous avons donc que

cos (gn(N))
V/1+ exp (2me(Ah®) /h)

e[—2m,0]

Yr(A) — Zr(\) = —2arccos (

donc en particulier
Yr(=1) = Z5(=1) <0 et Yp(1) — Z,(1) <0
(pour le strict dans les inégalités, voir la démonstration du précédent lemme).

Ensuite comme d’apres la preuve de la proposition 4.6 on a I’encadrement :

he=In(h) o1 . —2h*~Ln(h)
aT’(O) +O0(h*™ ") < diam(Yr([-1,1])) < T’(O)

—2 +O(heY
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et en utilisant aussi que pour tout A € [—1,1]
V(N — Z,(N)| < 27

on voit immédiatement que pour h assez petit Yy, ([—1,1])NZn([—1,1]) # 0 ;
et on a méme mieux, en effet comme :

diam (Vp ([-1,1]) N Zx ([=1,1])) = Va(=1) = Za(1)
puis que
Zp(1) < Vn(-1) < Zp(-1)
par le théoreme des valeurs intermédiaires il existe £ € [—1, 1] tels que
Yn(=1) = Zn(§)
par conséquent nous avons
diam (Vp ([-1,1]) 0 25 ([=1,1])) = Zn(&) — Za(1)
= Z60)(¢ - 1)

ou 0 € |, 1] est donné par le théoreme des accroissements finis, d’olt au
final :

ah®In(h)(€ — 1)

+O(he1) < diam (Y (=1, 1)) 1 24 ((~1,1]))

—V” (0)
he~lIn(h)(€ —1
< ESD L o
—V"(0)
et on en déduit alors la proposition. (]

PROPOSITION 4.10. — Pour h assez petit et pour tout
ke Ynl=L1)nZn([=1.1])
2m

NZ, on a que

a(h) < Be(h).

Démonstration. — On sait déja que pour tout A € [—1,1]

_ = —2arccos s (gn(3)
IR = Zn(d) = =2 <\/1 + exp (27T6(>\h“)/h)> =

e[—2m,0]

Le lemme 4.8 nous informe de plus que la précédente inégalité est stricte :
pour tout A € [—1,1]
yh()\) < Zh()\)
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yh([_lvl])mzh([_lal]) N Z

27

De 1a on déduit que pour tout k €
Jﬂh (.Ah (27T/€)) < Zh (.Ah (27T/€))
ie :
2tk < Zp, (.Ah(27T/€)) .

Comme 27k € Z), ([—1,1]) et que By, : 25, ([-1,1]) — [-1, 1] en appliquant
la fonction By, (qui est strictement décroissante) sur la derniére inégalité on
arrive a :

Bh(Qﬂ'k) > .Ah(Qﬂ'k)

et donc
ak(h) < ﬂk(h)
Ce qui finit la preuve. O

Ensuite on a la :

PROPOSITION 4.11. — Pour h assez petit et pour tout

ke 2=LOZn(=1A) A7 pous avons -

ﬂk(h) < Og—1 (h)

Yr([=1,1DNZx ([=1,1])
2w

Démonstration. — Pour tout k € N Z, considérons

les deux réels :
0 = Bh(Q’ﬂ'k) S [—1, 1]

et
Ck := Ap(2mk) — Ap(2n(k — 1)) < 0.

Alors comme :
YOk + Ck) — Zn(0k)

cos (gn Ok + Ck))
/14 exp (2me(Ah®) /h)

— arccos cos (gh (ek))
V/1+ exp (2me(Ah®) /)
= fn(Ok + k) — fu(Or) + O(1)
= fr(m)G +O(1)
—_

>0 (car ¢, <0)

= fn(Ok + (k) — fn(0r) — arccos (

ou 7, est donné par le théoreme des accroissement finis, on a que :
Yr (O + Ce) > Zn(6k)
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ie :
Yu(Br(27k) + k) > 27k.

D’oti en appliquant la fonction Aj (qui est strictement décroissante) nous
obtenons alors :
Bh(2ﬂ'k) + (< Ah(27rk)
ie :
B (2rk) + An(2mk) — Ap(2n(k — 1)) < Ap(27k)
soit encore

ﬂk(h) < Oék_l(h).

Ce qui montre I'inégalité proposée dans 1’énoncé. O
Pour finir, estimons la distance entre les valeurs propres :

PROPOSITION 4.12. — Il existe C et C' deux nombres réels strictement
positifs et indépendant de h tels que :

Ch C'h

g < 1) = WIS gy

De méme pour la distance |B14+1(h) — Bi(h)] .

Démonstration. — Or pour tout indice k € yh([_l’l]);f“([_l’l]) NZ, on

lag1(h) — ai(h)| = h* | Ap (27 (k + 1)) — Ay (27k)|
= h* | A}, (&)27]

ou & € )k, k + 1] est donné par le théoréme des accroissements finis. Il reste
alors & écrire simplement que :

L) =L
| AL (k)| = ‘y}’L(Ah(ﬁk))‘

pour avoir ’encadrement suivant :

2wh® 2wh®
he=1[In(h)| N O(ha—l) < |0lk+l(h) - Olk(h)| < ah®=1[In(h)| .

+O(ho—1
Vo) VLR

Ensuite il reste juste a noter que :

he B h
he=T ()| + O(he=1) ~ [ln(h)| + O(1)
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h

B 1
~ |In(h) |1+O( )

In(h)
= o O(u v >|>>

et comme pour h assez petit h/In(h)? < h/ [In(h)| on démontre la proposi-
tion. O

En résumant toute cette partie 4, on a bien montré le théoreme 4.1.

4.4. Quelques remarques

Pour finir, on va donner deux remarques, la premiere est technique et
concerne le diametre du compact ou le théoreme 4.1 est valide. Dans la
seconde remarque on tente de donner un panorama global sur le spectre du
double puits & l’aide des résultats connus sur le haut de spectre [33], [12] et
sur le bas de spectre [22]. Quelques tracés numériques sont aussi proposés.

Une remarque technique

Dans la preuve du théoreme 4.1 on a vu la nécessité technique d’avoir
supposé a > % (voir en particulier dans la preuve de le proposition 4.4 les
majorants des égalités 4.1 et 4.2). Cependant, malgré cette hypothese, le
théoréme 21 reste assez intéressant, notamment en vue d’applications : par
exemple pour ’étude de la dynamique quantique d’un paquet d’ondes, en
effet 1a taille v/h est (modulo un facteur multiplicatif) la taille d’un boule
d’aire h, c’est-a-dire en physique la taille d'un quanta3

Une remarque sur le spectre global du double puits

Pour fixer les idées, on va supposer que le double puits est symétrique
(la fonction V est paire), le bas du spectre est alors uniquement constitué
de quasi-doublets* de valeurs propres distant I'un de 'autre de h. Le haut
de spectre est constitué de valeurs propres régulierement espacées de taille
h (voir [23], [12]). Sur la figure 6 on voit le passage du spectre quasi-double
correspondant au bas du spectre au spectre simple correspondant au haut
du spectre. On voit aussi que les valeurs propres se resserrent entre elles au
passage du maximum local et s’écartent lorsque on monte vers le haut du
spectre.

(3) Par exemple les états cohérents.

(4) En fait les valeurs propres sont toutes simples, mais la présence des deux puits
induit deux spectres exponentiellement proches I'un de lautre ; voir [20].
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0.2
0.1
10 20 30 40
0
-0.14
-0.2 4
Figure 6. — Tracé numérique d’une partie du spectre du double puits symétrique :

sur ’axe des abscisses on trouve un indexage des valeurs propres,
et sur I’axe des ordonnées on trouve les valeurs propres.

La figure 7 décrit la différence entres 2 valeurs propres consécutives : en
passant du bas au haut du spectre on voit que 'oscillation induite par le
phénomene de quasi-doublets diminue jusqu’a disparatre. Sur cette méme
figure 7 on distingue aussi trés bien le resserrement «logarithmique» des
valeurs propres au passage du maximum local, puis I’écartement, lui aussi
«logarithmique », des valeurs propres quand on remonte dans la haut du
spectre.

Cette article donne le train d’union entre ces deux zones : méme si les
transitions restent mathématiquement délicates a écrire, on peut imaginer
qu’en partant du bas de spectre et en montant vers le maximum local, la
quinconce exponentielle des quasi-doublets augmente jusqu’a apparaitre®
clairement. Dans le méme temps, toutes les valeurs propres se resserrent
(passage de la distance spectrale h & h/ |In(h)|). Ensuite quand on continue
de monter du maximum vers le haut de spectre, il faut 1a aussi imaginer
que la quinconce devient équidistante et que les valeurs propres s’écartent
(passage de la distance h/ |ln(h)| & h).

(5) 11 faut dire qu’en méthode semi-classique la distance exponentiellement petite est
un O(h®°), donc non visible.

— 226 —



Sur le spectre semi-classique d’un systéme intégrable de dimension 1

0.025 A
0.2 A
0.015
0.01
0.005
0 20 40 60 80 100
Figure 7. — Tracé numérique de la différence entres 2 valeurs propres

consécutives dans le cas du double puits symétrique : sur ’axe des abscisses

(1]

2]
(3]
(4]
(5]
[6]
[7]

(8]

on trouve un indexage des valeurs propres, et sur I’axe des ordonnées
on trouve la différence entres 2 valeurs propres consécutives.
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