
ANNALES
DE LA FACULTÉ

DES SCIENCES

Mathématiques
FRÉDÉRIC TOUZET

Structure des feuilletages kähleriens en courbure semi-négative

Tome XIX, no 3-4 (2010), p. 865-886.

<http://afst.cedram.org/item?id=AFST_2010_6_19_3-4_865_0>

© Université Paul Sabatier, Toulouse, 2010, tous droits réservés.
L’accès aux articles de la revue « Annales de la faculté des sciences
de Toulouse Mathématiques » (http://afst.cedram.org/), implique l’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://afst.cedram.org/
legal/). Toute reproduction en tout ou partie cet article sous quelque forme
que ce soit pour tout usage autre que l’utilisation à fin strictement person-
nelle du copiste est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

cedram
Article mis en ligne dans le cadre du

Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/

http://afst.cedram.org/item?id=AFST_2010_6_19_3-4_865_0
http://afst.cedram.org/
http://afst.cedram.org/legal/
http://afst.cedram.org/legal/
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/
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Structure des feuilletages kähleriens
en courbure semi-négative

Frédéric Touzet
(1)

RÉSUMÉ. — Nous étudions dans cet article quelques propriétés des feuil-
letages (transversalement) kähleriens sur une variété compacte lorsque la
forme de Ricci transverse est « suffisamment » négative. Nous établissons
plus précisément que l’algébre de Lie du pseudo-groupe d’holonomie est
semi-simple. Il s’agit en fait dune version feuilletée d’un résultat dû à
Nadel relatif au groupe d’automorphismes de certaines variétés complexes
compactes. Ceci fournit un critére qui assure que les feuilles d’un feuil-
letage holomorphe á classe canonique numériquement triviale sont fermées.

ABSTRACT. — This paper is concerned with (tranversely) Kähler folia-
tions. We proved that the lie algebra associated to the holonomy pseu-
dogroup is semisimple under some negativity conditions for the transverse
Ricci tensor. This result can be interpreted as a foliated analogue of a the-
orem due to Nadel concerning the automorphism group of the universal
covering of certain compact complex manifolds. As an application of our
methods, we also show that the leaves of holomorphic foliations with triv-
ial canonical class are closed submanifolds.

Notations et rappels

Soit M une variété connexe munie d’un feuilletage régulier F de
classe C∞.

Désignons respectivement par TM,TF , νF le fibré tangent de M , le
fibré tangent et normal du feuilletage (identifié à un supplémentaire de TF)
et par TCM,TCF , νCF leurs complexifiés respectifs.
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On obtient ainsi une décomposition du fibré en algèbre extérieure

ΛiT ∗CM =
⊕
r+s=i

Λr,sT ∗CM

où Λr,sT ∗CM = Λrν∗CF ⊗ ΛsT ∗CF pour tout entier i.

Relativement à cette bigraduation, on constate que la différentielle d
s’écrit comme somme d’opérateurs d1,0, d0,1 et d2,−1 de bidegrés respectifs
(1, 0), (0, 1) et (2,−1).

Rappelons qu’une forme différentielle ω ∈ Ωi(M) := Γ(ΛiTCM) est dite
basique si elle vérifie

iXω = iXdω = 0

pour tout champ de vecteur X tangent au feuilletage. Cette propriété est
évidemment compatible avec le produit extérieur et la différentiation, de
sorte que l’espace Ω∗(M/F) des formes basiques apparait comme un sous-
complexe du complexe de de Rham usuel. Son homologie H∗(M/F) est
appelée cohomologie basique de F .

Par la suite, on s’interessera aux cas des feuilletages transversalement
holomorphe. Dans cette situation, F est défini par un cocycle feuilleté
{Ui, fi, γij}, où (Ui) est un recouvrement ouvert de M , fi : Ui → S une
submersion au dessus d’une variété holomorphe transverse S de dimension
complexe n et γij un biholomorphisme local tel que sur Ui ∩ Uj , on ait
fi = γij ◦ fj .

Le fibré νF admet une structure complexe naturelle hérité de celle définie
sur l’espace tangent de M . Cette structure induit, avec les notations usuelles,
une décomposition en sous-espaces propres sur le complexifié de ν∗F ,

ν∗CF = N∗F1,0 ⊕N∗F0,1

et détermine ainsi un scindage du fibré Λrν∗CF sous la forme

Λrν∗CF =
⊕

p+q=r

N∗Fp,q

où N∗Fp,q = ΛpN∗F1,0 ⊗ ΛqN∗F0,1.

Comme dans le cas ordinaire, d1,0 se décompose comme somme de deux
opérateurs d1,0 = ∂ + ∂ tels que

∂Γ(N∗Fp,q ⊗ ΛsT ∗CF) ⊂ Γ(NF∗p+1,q ⊗ ΛsT ∗CF)
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et
∂Γ(N∗Fp,q ⊗ ΛsT ∗CF) ⊂ Γ(N∗Fp,q+1 ⊗ ΛsT ∗CF).

Dans l’espace des formes basiques, la bigraduation précédente devient

Ωr(M/F) =
⊕

p+q=r

Ωp,q(M/F)

avec Ωp,q(M/F) = Ωr(M/F) ∩ Γ(N∗Fp,q).

Soit F transversalement holomorphe ; on dira que F est hermitien s’il
existe sur νF une métrique hermitienne g invariante par holonomie. Soit n
la codimension complexe de F . Il est établi dans (voir [8]) qu’on a, lorsque
la variété ambiante M est compacte, l’alternative suivante :

a) H2n(M/F) = {0}

ou

b) H2n(M/F) = C.

Un feuilletage admettant la propriété b) est dit homologiquement ori-
entable. Dans ce cas, la classe (en cohomologie basique) de la forme volume
transverse induite par g est un générateur de H2n(M/F)

Soit (F , g) un feuilletage hermitien. Dans un système de coordonnées
holomorphes z = (z1, ..., zn) qui paramètre l’espace local des feuilles, la
métrique transverse s’écrit

g =
∑
i,j

gij(z)dzidzj

avec les conditions gij = gji ; Par analogie au cas usuel, on peut lui associer
sa forme fondamentale η et sa forme (ou courbure) de Ricci ρ. On a η, ρ ∈
Ω1,1(M/F) et localement :

η =
√
−1/2

∑
i,j

gijdzi ∧ dzj

ρ = −
√
−1/π∂∂Log(ηn/|dz1 ∧ ... ∧ dzn|2)

Nous serons par la suite amené à considérer l’opérateur

∗ : Ω∗(M/F) → Ω2n−∗(M/F)
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attaché à la métrique g ainsi que les laplaciens basiques associés, δ = dd∗+
d∗d et similairement ∆∂ , ∆∂ (pour une définition précise, le lecteur pourra
par exemple consulter [6] ou [7]).

On focalisera notre attention sur les feuilletages kähleriens, c’est-à-dire
les feuilletages hermitiens tels que la forme fondamentale η est fermée. Dans
cette situation, on a, comme dans le cas classique les relations ∆ = 2∆∂ =
2∆∂ .

Désignons par S des germes de transformations infinitésimales de F ,
par T le sous-faisceau des germes champs de vecteurs tangents à F et par
Ξ := S/T le faisceau des germes de champs basiques.

Soit F un feuilletage hermitien (ou plus généralement riemannien) sur M
compacte. On note C son faisceau transverse central. Rappelons qu’il s’agit
d’un sous-faisceau localement constant de Ξ d’algèbres de Lie de dimension
finie, introduit par Molino ([13]) et dont les sections locales sont des champs
de Killing pour la métrique transverse g.

Les orbites de ces champs décrivent l’adhérence des feuilles de F au
sens suivant : chaque point m ∈ M admet un voisinage ouvert V tel que
la restriction C|V soit un faisceau constant et tel que l’orbite de m (plus
exactement sa projection sur l’espace des feuilles local V/F) soit ouverte
dans(la projection de) l’adhérence de la feuille passant par m.

Ces germes de champs de Killing peuvent être caractérisés comme suit :
les éléments du pseudo-groupe d’holonomie suffisamment proches de l’identi-
té sont ceux de la forme exp ξ où ξ est une section locale de C ; ce faisceau
d’algèbre de Lie confère ainsi au pseudo-groupe d’holonomie une structure
de pseudo-goupe de Lie ([13], appendice d’E. Salem).

En particulier, lorsqu’on a affaire à un feuilletage hermitien, ces champs
sont des parties réelles de champs holomorphes. En d’autres termes, si X
désigne un tel champ de Killing, on peut écrire X − iJX sous la forme

∑
al(z)

∂

∂zl

dans un système de coordonnés transverses holomorphes z = (z1, ..., zn), les
al étant holomorphes.

On peut facilement identifier le faisceau C sur l’exemple suivant. Soit
(Mi, gi) i = 1, 2 deux variétés hermitiennes complètes. Considérons alors la
variété hermitienne M1×M2 munie de la métrique produit et supposons qu’il
existe un sous-goupe Γ d’isométries holomorphes dont l’action est diagonale,
libre, discrète et cocompacte. La variété quotient M1×M2/Γ est alors munie
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de deux feuilletages holomorphes en position transverse correspondant aux
facteurs Mi i = 1, 2 (respectivement horizontal et vertical). Prenons par
exemple le cas du feuilletage horizontal F ; l’action de Γ étant diagonale,
on peut étudier sa projection Γ2 sur le second facteur M2. Remarquons que
Γ2 n’est pas nécessairement fermé dans le groupe des isométries Isom(M2)
de M2, en revanche, son adhérence est un groupe de Lie dont l’algèbre de
Lie C0 est formée de champs de Killing (pour la métrique g2). Le faisceau
transverse central associé à F n’est alors rien d’autre que C = π∗(C0) où
π : M1 ×M2 →M1 ×M2/Γ désigne l’application de revêtement.

Concluons cette section par une dernière définition.

Soit F un feuilletage transversalement holomorphe. Une (1, 1) forme
réelle basique ξ sera dite semi-négative si pour toute section v de NF1,0,√
−1ξ(v ∧ v) � 0 et quasi-négative s’il existe de plus v tel que

√
−1ξ(v ∧ v)

soit strictement négative en au moins un point de M . Nous retrouvons bien
sûr la définition habituelle lorsque F est de dimension nulle !

1. Présentation des résultats et commentaires

Sauf mention du contraire, (F , g) désignera dorénavant un feuilletage
kählerien sur une variété M compacte ; g est la métrique kählerienne trans-
verse et on note respectivement η et ρ sa forme fondamentale et sa forme
de Ricci.

Théorème 1.1. — Supposons que (F , g) est homologiquement orientable
et que de plus la courbure de Ricci ρ est cohomologue (dans Ω2(M/F)) à
une (1, 1) forme basique quasi-négative ; alors le faisceau transverse central
C est un faisceau en algèbres de Lie semi-simples.

Ce théorème est en fait un analogue feuilleté du résultat suivant obtenu
par Nadel :

Théorème 1.2 ([15]). — Soit M une variété complexe compacte et con-
nexe dont le fibré canonique est ample. Alors la composante neutre du groupe
d’automorphismes Aut(M̃)) de son revêtement universel M̃ est semi-simple.

Tel qu’il est articulé, cet énoncé sous-entend que Aut(M̃)) est muni d’une
structure de groupe de Lie. C’est effectivement vrai et ceci résulte du fait
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qu’il agit par isométries sur M̃ pour la métrique Kähler Einstein relevée
g̃ (plus précisément, d’après [14], g̃ est l’unique mètrique Kähler-Einstein
normalisée complète sur M̃). Dans ce contexte, la courbure de Ricci est
strictement négative et ceci précise les liens avec notre travail. Si Aut0(M̃))
est susceptible d’être riche, a contrario, les automorphismes de M sont en
nombre fini, phénomènes bien connus lorque M est une surface de Riemann
de genre supérieur ou égal à deux.

En fait, ces deux propriétés, a priori antagonistes, sont toutes les deux
des conséquences des formules de Weitzenböck-Bochner jointes à un lemme
élémentaire mais fondamental de Nadel (loc.cit) concernant les algèbres de
Lie abéliennes de champs de Killing et ces techniques s’adaptent parfaite-
ment à la situation qui est la nôtre.

Signalons que l’utilisation que nous faisons du principe de Bochner (qui,
rappelons le, résulte des formules du même nom et permet de conclure,
suivant le signe de la forme de Ricci, au parallélisme ou a l’annulation de
certains champs de tenseurs holomorphes) est très similaire à celle de Wu
et Zheng dans [18] (voir aussi [9]). Chez Nadel (loc.cit) cet argument est
seulement mentionné et ce dernier fait plutôt usage de la stabilité du fibré
tangent.

Grosso modo, l’idée est de supposer par l’absurde que le faisceau trans-
verse central (plus exactement sa fibre en tout point) n’est pas semi-simple,
ce qui permet d’exhiber naturellement un sous faisceau (non trivial !) lo-
calement constant en algèbre de Lie abéliennes. En utilisant des propriétés
d’indépendance méromorphes produites par le lemme de Nadel, on peut
ensuite facilement construire une section non nulle (transversalement) holo-
morphe d’une certaine puissance extérieure du fibré normal NF au feuil-
letage (éventuellement tordue par un fibré plat). Ceci contredit le principe
de Bochner, dont il est facile de donner une version feuilletée moyennant
un analogue version basique du lemme ddc pour les courants invariants par
holonomie. 1

Signalons également qu’on peut montrer (prop. 3.1) que l’algèbre de lie
du pseudo-groupe est dépourvue de facteurs compacts (on a également ce
type de résultat chez Nadel ou Frankel).

On obtient une formulation plus précise du théorème 1.1 en le spécialisant
à la classe de feuilletages présentée ci-dessous.

(1) Mentionnons qu’un lemme de ce type est déjà établi pour les (1, 1) formes basiques
dans [6]
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Soit M une variété kählerienne compacte munie d’un feuilletage holo-
morphe régulier F de codimension complexe n. Notons respectivement TF
et NF les fibrés tangent et normal de F munis de leur structure holomorphe
usuelle. Supposons de plus que la classe canonique de TF est numériquement
triviale2, i.e :

c1(TF ) = 0

Dans [17] est donnée une description assez précise de tels feuilletages en
codimension 1. En codimension quelconque, nous obtenons ici le

Théorème 1.3. — Soit F un feuilletage holomorphe régulier comme ci-
dessus. On suppose que

a) c1(NF ) (= c1(M) par adjonction) est représentée par une (1, 1) forme
fermée semi-négative,

b) c1(M)n �= 0 ;

alors, à revêtement fini prés, F est une fibration localement triviale au
dessus d’une variété V à première classe de Chern quasi-négative (en par-
ticulier, les feuilles de F sont fermées).

Corollaire 1.4. — Sous les hypothèses du théorème 1.3, F cöıncide
avec la fibration d’Iitaka-Kodaira3 de M .

Théorème 1.5. — Soit F un feuilletage holomorphe régulier de codi-
mension n � 2 à classe canonique numériquement triviale sur M Kähler
compacte. On suppose en outre que c1(NF ) est représentée par une (1, 1)
forme fermée semi-négative ; alors il existe un feuilletage holomorphe G
contenant F et tel que c1(NG) = c1(NF ) et les feuilles de G soient fermées.

Nous conjecturons que cet énoncé reste valide en laissant tomber l’hypo-
thèse sur la codimension. Par exemple, sur un tore complexe T , tout feuil-
letage linéaire (généralement minimal) est contenu dans le feuilletage linéaire
de codimension 0 engendré par l’ensemble des champs de vecteurs holomor-
phes sur T ! Comme nous le rappelons en section 4, on a plus généralement
ce type de configuration quand F est défini par l’action localement libre d’un

(2) la notation c1 désignera toujours la classe de Chern réelle
(3) Rappelons qu’il s’agit de la fibration (méromorphe) induite sur M par l’application

pluricanonique

ϕ|mKM | : M −−→ P(H0(M,O(mKM ))
∗

pour un entier m suffisamment grand
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groupe de Lie complexe et ceci résulte simplement des travaux de Lieberman
([11]) relatifs au groupes d’automorphismes des variétés kähleriennes. On
peut d’ailleurs imaginer que la classe des feuilletages que nous étudions est
réductible, modulo les facteurs Calabi-Yau, à ceux donnés par une action
localement libre.

Comme nous l’avons déjà mentionné, la démonstration du théorème 1.1
passe, par l’obtention d’un lemme ddc pour les courants basiques. C’est
l’objet de la section qui suit.

2. Courants basiques

Soit F un feuilletage de dimension n sur une variété M orientée de
dimension (rèelle) N .

On notera ΓF le C∞(M) module des champs de vecteurs sur M tangent
à F et on désignera par Ω∗c(M) (oú simplement Ω∗(M) quand M est com-
pacte) le complexe des formes différentielles sur M à valeurs complexes et
à support compact.

Un courant T ∈ Ω∗C(M)′ de degré r est dit basique si, pour tout X ∈ ΓF ,
iXT = 0 et LXT = 0, le produit intérieur iX et la dérivée de Lie LX d’un
r courant T étant définis par dualité comme suit :

Pour tout champ de vecteurs X sur M et pour toute forme α ∈ ΩN−r
c (M)′,

〈iXT, α〉 = (−1)r〈T, iXα〉

〈LXT, α〉 = (−1)r〈T,LXα〉.

On notera C∗F (M) le complexe des courants basiques sur M .

Une r forme η définit un courant Tη de degré r, dit régulier par la formule
habituelle

〈Tη, α〉 =
∫
M

η ∧ α

où α est une N − r forme à support compact.

On peut vérifier ([1]) que Tη est basique si et seulement si η est basique.

Quand F est transversalement holomorphe de codimension complexe r =
N−n

2 , un courant basique sera dit par ailleurs de bidegré (p, q) s’il appartient
au dual topologique de Γ(N∗Fr−p,r−q⊗ΛnT ∗CF)∩Ω∗c(M). On note Cp,qF (M)
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l’ensemble de tels courants. On obtient ainsi une décomposition des courants
basiques de degré r,

CrF (M) =
⊕

p+q=r

Cp,qF (M)

et un double complexe
(C∗,∗F (M), ∂, ∂),

Les opérateurs ∂ et ∂ s’étendent aux courants basiques comme suit :

si T ∈ CrF (M), on pose pour tout ω ∈ ΩN−r
c (M)

〈∂T, ω〉 = (−1)r+1〈T, ∂ω〉

et
〈∂T, ω〉 = (−1)r+1〈T, ∂ω〉

Le cadre considéré à partir de maintenant est celui d’une variété com-
pacte M munie d’un feuilletage kählérien de dimension p et de codimen-
sion complexe n. nous supposerons en outre que F est homologiquement
orientable. Cette dernière condition implique, suivant un résultat de Xosé
Masa ([12]), que F est minimalisable. Ceci revient à dire qu’il existe sur M
une métrique riemannienne g̃ dont le volume sur les feuilles est la restriction
d’une forme χ ∈ Ωp(M) relativement fermée :

pour tous champs de vecteurs X1, ..., Xp+1 tels que Xi ∈ Γ(TF), i = 1, ..., p,
on a

dχ(X1, ..., Xp+1) = 0.

On choisira par la suite g̃ de telle sorte que la métrique induite sur νF
soit précisément g.
L’opérateur ∗ est alors relié à l’opérateur ∗ ordinaire (associé à g̃) par la
formule

∗u = ∗u ∧ χ (2.1)

Pour toute forme α, β ∈ Ωr(M/F), on obtient donc que

(α, β) =
∫
M

α ∧ ∗β ∧ χ

où pour tout ξ, η ∈ Ωs(M), (ξ, η) =
∫
M

ξ ∧ ∗η est le produit scalaire hermi-
tien induit par g̃ sur Ω∗(M).

Compte-tenu de la relation (2.1), on a par ailleurs que pour tout u ∈
Ωr(M/F) et pour tout ξ ∈ ΩN−r(M),
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〈T∗u, ξ〉 =
∫
M

∗u ∧ ξ = ±
∫
M

∗(u ∧ χ) ∧ ξ = ±〈Tu, ∗ξ ∧ χ〉,

ce qui permet d’expliciter l’extension de ∗ (et par suite de ∆) à l’espace des
courants basiques.

On peut montrer qu’on obtient, relativement au produit scalaire précé-
dent, une décomposition de Hodge basique pour l’opérateur auto-adjoint ∆
(voir [6], [7]), i.e., une décomposition en sous-espace orthogonaux du type

Ωp,q(M/F) = Hp,q ⊕ Im ∆

où Hp,q =ker∆ est de dimension finie (par abus de langage, on note encore
∆ la restriction du laplacien basique à Ωp,q(M/F)).

Soit ω ∈ Ωp,q(M/F) et H(ω) sa projection orthogonale sur Hp,q ; con-
sidérons l’opérateur de Green G : Ωp,q(M/F) → Ωp,q(M/F) (on rappelle
que Gω est l’unique forme telle que Gω ∈ Im ∆ et ∆Gω = ω −H(ω)).

Comme dans le cas classique,

ω = H(ω) + ∆G = H(ω) + ∂∂∗Gω + ∂∗∂Gω = H(ω) + ∂ ∂
∗
Gω + ∂

∗
∂Gω

et G commute aux différents opérateurs d, ∂, ∂, ∗.

Dans ce qui suit, on veut établir qu’il existe une décomposition similaire
pour T ∈ Cp,qF (M). Pour ce faire, on va utiliser qu’il existe une suite de
formes basiques (un) de bidegré (p, q) telle que la suite de courant basiques
(Tun) converge vers T ([2]). En effet, soit (un) une telle suite ; pour tout
entier n , on a

Tun = TH(un) + T∆Gun .

Puisque Hp,q est de dimension finie, il est clair que (TH(un)) converge
vers TH(T ) où H(T ) ∈= Hp,q est l’unique forme harmonique telle que pour
tout h ∈ Hn−p,n−q, on ait∫

M

H(T ) ∧ h ∧ χ = 〈T, h ∧ χ〉

Par suite, (T∆Gun = ∆TGun ) converge vers un courant basique T ′.
Nous affirmons que la suite de courants (TGun ) est convergente, auquel cas
T ′ = ∆T ′′ avec T ′′ = limn→+∞TGun ∈ C

p,q
F (M). Ceci se prouve aisément

en invoquant le résultat suivant :
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Théorème 2.1 ([10]). — Il existe un opérateur elliptique

D : Ω∗(M) → Ω∗(M)

préservant le degré (non nécessairement auto-adjoint) tel que D cöıncide
avec ∆ en restriction à Ω∗(M/F) et tel que la décomposition orthogonale
(donnée par la théorie classique)

Ω∗(M) = ker D ⊕ Im D∗

soit compatible avec celle de Ω∗(M/F) ; en d’autre termes, ker ∆ ⊂ ker D
et Im ∆ ⊂ Im D∗.

Établissons la convergence de TGun ; pour tout v ∈ Ωp+q(M), on a

〈T∆Gun , ∗v〉 = 〈TGun , ∗D∗v〉.

Par ailleurs, pour tout h ∈ Ker D, on a

〈TGun , ∗h〉 = (TGun , h) = 0,

en conséquence de quoi (TGun) converge (faiblement) vers le courant T
′′

défini par

〈T ′′ , ∗D∗ ∗ v〉 = limn→+∞〈T∆Gun , ∗v〉,pour tout v ∈ Ωp+q(M) et

〈T ′′ , ∗h〉 = 0,pour tout h ∈ Ker D ∩ Ωp+q(M).

La série d’observations précédentes permet alors d’énoncer la

Proposition 2.2. — Soit (F , g) un feuilletage kählerien sur M com-
pacte. Soit T un courant basique de bidegré (p, q) ; alors ∆T = 0 si et
seulement si T = Th où h ∈ Hp,q et on hérite d’une décomposition en
somme directe

Cp,qF (M) = ker ∆⊕ Im ∆.

L’opérateur de Green G : Cp,qF (M) → Cp,qF (M) associé à cette décomposi-
tion (défini similairement au précédent) commute à d, ∂, ∂, ∗.

De plus, si T est d exact (i.e, il existe T ′ ∈ Cp+q−1
F (M) tel que dT ′ = T ),

on a alors
T = 2∂∂∗GT = 2∂ ∂

∗
GT.

– 875 –



F. Touzet

Corollaire 2.3. — Soit T ∈ Cp,qF (M) d exact ; alors T est ∂∂ exact ;
c’est-à-dire qu’il existe un courant T ′ ∈ Cp−1,q−1

F (M) tel que

T =
√
−1∂∂T ′.

De plus, on peut choisir T ′ réel lorsque T ∈ Cp,pF (M) est réel.

3. Preuve du théorème 1.1

On rappelle que, par hypothèse, (F , g) désigne un feuilletage transver-
salement kahlerien et homologiquement orientable dont la courbure de Ricci
transverse ρ est cohomologue (dans Ω∗(M/F)) à une (1, 1) forme réelle
basique quasi-négative κ. Quitte à se placer sur un double revêtement, on
peut également supposer que F est orientable.

Après résolution de l’équation de Monge-Ampère basique ([6]), on se
ramène au cas où κ = ρ. Un des points clés de la démonstration est cer-
tainement le lemme suivant qui est de nature purement locale :

Lemme 3.1 ([15]). — Soient U un ouvert connexe de Cn muni d’une
métrique kahlerienne g (non nécessairement complète) et X1, ..., Xl des
champs de vecteurs holomorphes sur U commutant 2 à 2 tels que leur partie
réelle Re(Xi), i = 1, ..., l soit un champ de Killing.

On suppose de plus que les Xi, i = 1, ..., n forment une famille libre sur
R mais sont méromorphiquement dépendants ; alors la courbure de Ricci ρ
n’a de signe défini en aucun point de U .

Supposons par l’absurde que C ne soit pas un faisceau d’algèbre semi-
simples. Chaque germe d’algèbre Cm, m ∈M admet donc un radical résolu-
ble Rm non trivial, lequel est unique. La collection des Rm dèfinit donc un
faisceau localement constant d’algèbre de Lie rèsolubles. Similairement, on
peut considérer le sous-faisceau localement constant A dont la fibre, en
chaque point m, est la dernière algèbre dérivée non triviale.

Par « complexification », on hérite alors d’un fasceau localement constant
AC d’algèbres de Lie de champs de vecteurs holomorphes. Plus précisément,
AC est engendrée sur C à partir des sections locales X − iJX où X est une
section locale de A et J la structure complexe transverse. Remarquons que
d := DimCAC � DimRA.

Par évaluation des champs de vecteurs, on récupère un morphisme de
faisceaux :

ev : AC → N1,0
F
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qui induit un morphisme :

d∧
ev : detAC =

d∧
AC →

d∧
N1,0
F .

Compte-tenu du lemme 3.1 et de l’hypothèse ρ quasi-négatif”, ce mor-
phisme n’est pas trivial et on récupère par ce procédé une section holomor-
phe non nulle s du fibré E :=

∧d
N1,0
F ⊗ (detAC)−1 .

On peut donc trouver un recouvrement ouvert U = {Ui} de M de telle
sorte qu’en restriction à chaque Ui, s soit représentée par une section holo-
morphe si de

∧d
N1,0
F telle que sur chaque intersection Ui ∩ Uj ,

si = gijsj

où (gij) est un cocycle multiplicatif localement constant.

Soit gd la métrique induite par g sur le fibré
∧d

N1,0
F . Sur Ui ∩ Uj , on a

gd(si, si) = |gij |2gd(sj , sj).

Par ailleurs, il est clair que pour tout indice i, ϕi = log(gd(si, si) ∈ L1
loc(Ui)

et ces fonction sont localement constantes sur les feuilles de F|Ui . Par
recollement, la collection des

√
−1 ∂∂ϕi = (bien définis au sens de courants)

produit un courant basique T de bidegré (1, 1) d exact (en cohomologie
basique). Il résulte alors du corollaire 2.1 que

T =
√
−1∂∂u

où u ∈ C0
F (M) est une distribution basique réelle. Sur tout ouvert Ui, on

obtient ainsi que
u− Tϕi = TLog|Hi|2

où Hi est une fonction holomorphe basique (pour le feuilletage restreint) ne
s’annulant pas sur Ui. Il en résulte que pour tout i,

Hisi = hijHjsj

où les hij sont localement constants de module 1.

Compte-tenu de ce qui précède, les ||Hisi||2 se recollent sur les intersec-
tions en une fonction positive ξ telle que, suivant la formule de Weintzenböck,
on ait

�ξ �, 0

ce qui contredit le théorème de Hopf.
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Remarque. — Les mêmes démonstrations et la conclusion du théorème
1.1 conclusions restent valides en remplaçant C par n’importe quel faisceau
localement constant de champs de killing transverses qui sont des parties
réelles de champs basiques holomorphes locaux.

On peut compléter ce descriptif par la

Proposition 3.2. — Sous les mêmes hypothèses, la fibre du faisceau
transverse central C n’admet pas de facteur compact non trivial.

Preuve. — Elle est directement calquée sur [9] (Lemma 10.15 p. 141).
Pour tout x ∈ M , il y a un unique facteur compact maximal Kx et semi-
simple puisque Cx l’est. La collection des Kx donne lieu à un sous-faisceau
localement constant de C.

Soit x ∈M et (X1, , Xk) une base orthonormée de Kx pour la métrique
de Killing. La quantité d’algèbre de Lie et le fait que X1, .., , Xk sont de
Killing pour la métrique g transverse au feuilletage, on obtient que

f(x) =
∑

g(Xi(x), Xi(x))

ne dépend donc pas de la base orthonormée considérée et on obtient de cette
façon une fonction f bien définie sur M .

On peut à nouveau utiliser la formule de Weintzenböck (plus exactement
sa version transverse) qui se traduit localement par

∆f =
∑

(|∇Xi|2 −Ricg(Xi, Xi))

Par quasi-négativité du tenseur de Ricci et le théorème de Hopf, on obtient
encore que f est constante et que par conséquent Kx est trivial pour tout x.
�

4. Feuilletages à classe canonique numériquement triviale

Dans cette section, on désignera par F un feuilletage holomorphe régulier
sur une variété (M, g) kähleriene compacte qui satisfait une partie des hy-
pothéses du théorème 1.1, à savoir F est à classe canonique numériquement
triviale, i.e, c1(TF ) = 0 ; on supposera en revanche la classe anticanonique
c1(M) représentée par une (1, 1) forme fermée η seulement semi-négative
(et à priori non basique).

4.1. Preuve du théorème 1.3

Elle résulte de la série d’observations suivantes.
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Lemme 4.1. — Il existe sur M une métrique kählerienne pour laquelle
le feuilletage F (plus exactement le fibré TF) est parallèle. En particulier,
η est une forme basique de F .

Preuve. — Suivant le fameux théorème de Yau ([19]), on peut munir M
d’une métrique kählerienne dont la courbure de Ricci est précisément η. Par
hypothèse, il existe une section holomorphe non triviale du fibré en droites∧m

TF ⊗ E où E est un certain fibré unitairement plat. Le lemme résulte
alors du principe de Bochner tel qu’il est par exemple utlilisé dans la section
précédente (voir aussi [17]). �

Notons dorénavant par g la métrique ainsi produite. On hérite par
parallélisme d’une décomposition orthogonale et holomorphe du fibré tan-
gent de M :

TM = TF ⊕ TF
⊥

où TF
⊥ = TG est le fibré tangent d’un feuilletage holomorphe G également

parallèle.
Ce scindage, de nature infinitésimale, donne lieu par le théorème de de Rham
à une décomposition du revêtement universel M̃ en produit kählerien pour
la métrique relevée h = h1 ⊕ h2 :

M̃ = (V, h1)× (V ⊥, h2).

Par construction, la métrique h1 est Ricci plate, ce qui va permettre de
préciser la structure de V .

Lemme 4.2. — La variété V se scinde (holomorphiquement et isométri-
quement) sous la forme Ck ×N où N est une variété de Calabi-Yau.

La démonstration de ce lemme suit celle qui est présentée dans [17] ;
nous la reproduisons par commodité pour le lecteur.

Elle repose notamment sur le résultat suivant de Cheeger et Gromoll.

Théorème 4.3 ([4]). — Soit M une variété lisse simplement connexe
admettant une métrique riemannienne complète de courbure de Ricci posi-
tive ou nulle ; alors M se décompose isométriquement sous la forme Rk×N
où N est une variété ne contenant pas de droite géodésique.

Rappelons qu’une droite géodésique est une géodésique

γ :]−∞,+∞[→M

telle qu’à chaque instant t, t′ ∈ R, le segment γ|[t,t′] soit minimal.
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Preuve du lemme 4.3. — Puisque la décomposition de de Rham d’une
variété kählerienne cöıncide avec celle de la variété rèelle sous-jascente, on
obtient que V se scinde holomorphiquement et isométriquement sous la
forme Cl ×N .

Par construction, le groupe fondamental de M agit diagonalement par
isométries sur le produit M̃ = Cl × N × V ⊥. Il reste à prouver que N
est compacte ; supposons par l’absurde que ce ne soit pas le cas. La con-
tradiction recherchée résulte alors de l’argument suivant repris verbatim à
Cheeger et Gromoll (loc.cit). Soit K un domaine fondamental pour l’action
de π1(M) sur M̃ . C’est un compact et sa projection ρ(K) sur N est donc
un compact dont l’orbite par ρ(π1(M)) est N toute entière. Puisque N est
supposée non compacte, il existe en un point p ∈ ρ(K) un rayon géodésique
γ : [0,∞[→ V (i.e une demi-droite géodésique) tel que γ(0) = p ∈ ρ(K).
Soit gn une suite d’isométries de ρ(π1(M)) telle que gn(γ(n)) = pn ∈ ρ(K).
La géodésique γn de N définie par γn(0) = pn et γn

′
(0) = dgn(γ

′
(n)) est

donc un rayon géodésique en restriction à [−n,∞[. Par compacité, on peut
extraire une sous-suite ni de sorte que pni et γni

′
(0) convergent respective-

ment vers p0 ∈ ρ(K) et v0 ∈ T 1
p0

(N). Par suite, la géodésique passant en p0

à la vitesse v est une droite géodésique. �

Lemme 4.4. — Supposons de plus que les feuilles de F sont fermées,
alors il existe un revêtement holomorphe fini de M tel que le feuilletage
pull-back soit une fibration holomorphe localement triviale.

Preuve du lemme 4.4. — Le groupe fondamental π1(M) agit sur M̃ =
Ck ×N × V ⊥. diagonalement par isométries biholomorphes. Quitte à sub-
stituer à M un revêtement fini, on peut supposer que π1(M) agit triviale-
ment sur le facteur Calabi-Yau N (car son groupe d’isométries est fini ([3])).
Le lemme 4.3 sera établi si l’on arrive à extraire de π1(M) un sous groupe
d’indice fini dont l’image par la projection ρ : π1(M) → V ⊥ est sans torsion.
Cela s’effectue en suivant pas à pas le raisonnement mené dans [18], p.279.
�

D’aprés ce qui précède, le théorème 1.3 sera démontré une fois acquis le

Lemme 4.5. — Supposons que c1(M) soit représentée par une forme
quasi-négative ; alors l’action de π1(M) sur V ⊥ est discrète.

Puisque le groupe des isométries de N est fini ([3]), on est ramené à con-
sidérer un groupe H dont l’action est libre, discrète, diagonale, cocompacte
et isométrique sur le produit Cl × V ⊥. Il reste à voir que cette action reste
discrète sur le second facteur, auquel cas chaque feuille de F sera fermée,
ce qui achèvera la preuve du théoréme 1.3.
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Preuve du lemme 4.5. — Puisque l’action du groupe fondamental est
diagonale, on récupère un morphisme ρ de π1(M) vers le groupe de Lie
Isom(V ⊥) des isométries holomorphes de V ⊥. Soit G la composante neutre
de l’adhérence de ρ(π1(M) dans Isom(V ⊥) et g son algèbre de lie. Suivant
un résultat dû à Eberlein, ([5]), g est résoluble ; elle est par ailleurs semi-
simple compte tenu du théorème 1.14.Par suite, g = {0} et le lemme est
démontré. �

Preuve du corollaire 1.4. — On peut supposer (lemme 4.4) que F est une
fibration localement triviale. D’après [16], la base V de cette fibration est
de type général D’autre part, les fibres sont à première classe Chern nulle
et ceci implique qu’il existe un entier n non nul tel que K⊗nF soit trivial. Le
corollaire résulte alors simplement du fait que KM = π∗KV ⊗KF . �

Remarque 4.6. — La preuve ci-dessus donne un résultat de structure un
peu plus précis que le seul énoncé du théorème 1.3 : il existe un revêtement
fini r : M1 × N → M tel que N soit une variété de Calabi-Yau et M1 un
fibré principal en tores au dessus de V .

On pourrait par ailleurs montrer que ce fibré principal est trivial d’un
point de vue différentiable (voir [18] p.280). Notons qu’il ne l’est pas en
général d’un point de vue holomorphe. A titre d’exemple, considérons une
courbe elliptique E, une surface de Riemann compacte V de genre g � 2
ainsi qu’un représentation

ρ : π1(V ) → E.

Soit M1 la surface kählerienne obtenue en quotientant D × E par la
relation d’équivalence ∼ définie par (x, y) ∼ (x′, y′) s’il existe γ ∈ π1(M)
tel que x′ = γ.x et y′ = ρ(γ).y.

M1 est naturellement munie d’une structure de fibré principal elliptique
au dessus de V et on peut vérifier qu’il est holomorphiquement trivial si
et seulement si ρ se factorise a travers la représentation des périodes d’une
forme holomorphe sur V .

4.2. Preuve du théorème 1.5

Examinons d’abord le cas où le feuilletage en question est donnée par une
action localement libre d’un groupe de Lie complexe G ; le théorème 1.5 est
une conséquence directe, sans hypothèse sur la codimension, d’un résultat

(4) On peut le déduire plus simplement du principe de Bochner usuel (cf.[18]) mais il
nous a semblé interessant d’établir un résultat plus général.
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démontré indépendamment par Lieberman et Fujiki. Ce résultat stipule
que la composante connexe Aut0(M) du groupe des automorphismes d’une
variété kählerienne compacte M jouit des mêmes propriétés qu’un groupe
algébrique ; en particulier, le feuilletage holomorphe G (peut-être singulier)
défini par les orbites de Aut0(M) (où celles de l’adhérence de Zariski de G)
est à feuilles fermées (dans le complémentaire du lieu singulier éventuel).
En courbure de Ricci semi-négative, tout champ de vecteur holomorphe est
de plus parallèle d’après le principe de Bochner. Ceci nous assure que G est
défini par une action localement libre et qu’en particulier c1(TG) = 0.

Le théorème 1.5 a déjà été établi lorsque c1(M) est de rang maximal
n = codimF quelque part (G = F convient) et le seul cas consistant à
traiter est évidemment n = 2.

Soit G la composante neutre de ρ(π1(M)) dont on rappelle que l’algèbre
de Lie g est résoluble. Les conclusions du théorème sont bien sur vérifiées
si celle-ci est triviale. On supposera donc que ce n’est pas le cas.

Désignons par h sa dernière algèbre de Lie dérivée non triviale ; elle
est globalement π1(M) invariante et admet pour base p champs de Killing
v1, ..., vp, chaque vi étant la partie réelle d’un champ de vecteur holomorphe
Xi sur V ⊥. Par définition de h, les champs Vi, et par suite les champs Xi

commutent deux à deux. Notons p′ la dimension complexe de l’algèbre de
Lie hC engendrée sur C par les Xi. Il est clair que p′ � p.

Supposons d’abord que X1 ∧ X2 �= 0. On en déduit aisément, par
abélianité, que {X1, X2} forme une base de hC.

On a d’autre part une représentation

π1(M) → GL(hC)

qui donne donc lieu à un fibré holomorphe E plat de rang 2 sur la variété
M . On récupère par ce procédé une section non triviale s du fibré

∧n
TM⊗∧2

E
∗⊗KF . Par les techniques de Bochner déjà mentionnées, s est parallèle

et ne s’annule donc pas ; en conséquence de quoi on a c1(M) = 0 et le
théorème 1.5 est montré (G est ici de codimension nulle!).

Similairement, on peut construire sous l’hypothèse p′ = 1 un feuilletage
G de codimension 1 satisfaisant les conclusions du théorème 1.5.

Il reste donc à considérer le cas p � 2 avec Xi ∧ Xj = 0 pour tout
couple d’indices (i, j). Quitte à renuméroter les indices, on peut supposer
que X1, ...., Xp′ forment une base de hC.

Soit m ∈ V ⊥ tel que X1(m) �= 0 et (z1, z2) un système de coordonnées
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holomorphes locales en m

X1 =
∂

∂z1

On a alors
Xi = ai(z2),

∂

∂z1
i = 2, ..., p′,

ai holomorphes non constantes.

En exploitant le fait que les vk, k = 1, ..., p′ sont de Killing pour la
métrique kälherienne

g⊥ =
∑

i,j=1,2

gijdzi ⊗ dzj ,

on obtient facilement que (ak−ak)g11 est constant pour tout k. Il en résulte
que p′ = 2 et que le champ de bivecteur Re X1 ∧ Re X2 est de norme
constante non nulle. Par suite, Re X1 et Re X2 sont les générateurs d’un
feuilletage holomorphe G̃ sur V ⊥ défini localement par l’équation {dz2 =
0}. On peut remarquer que G̃ est hermitien, car déterminé par l’action de
champs de Killing (la métrique transverse invariante est celle induite sur
T G̃⊥ par h2). Ce feuilletage est invariant sous l’action de ρ(π1(M), vu que
h l’est. De ces quelques remarques, il résulte que le feuilletage ρ∗(G̃) (qui
sera également noté G̃) se redescend sur M en un feuilletage G holomorphe
de codimension 1 complexe hermitien (et donc kählerien).

Lemme 4.6. — Les feuilles de G sont fermées.

Preuve. — Supposons par l’absurde que ce n’est pas le cas. Soit {X1, X2

= fX1} une base de hC. D’après ce qui précéde, on a X2 = fX1 oú f est une
fonction holomorphe dont la partie imaginaire ne s’annule pas et telle que
X1(f) = 0. Pour tout g ∈ ρ(π1(M)), il existe manifestement une matrice

(
a b
c d

)
∈ Gl2(R)

telle que {
g∗X1 = aX1 + bX2

g∗X2 = cX1 + dX2

Par suite, la (1, 1) forme
√
−1/2π df∧df

|f−f |2
se redescend sur M en une

métrique (éventuellement dégénérée) transverse à G et invariante par holono-
mie définie par une (1, 1) forme η. Le lieu des zéros de η est une union finie
d’hypersurfaces

⋃l
i=1 Hi invariantes par G. Cette forme η permet de munir
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le fibré normal NG d’une métrique (éventuellement singuliére) dont la forme
de courbure ξ est telle que

ξ = −
l∑

i=1

niδHi − η

où les ni sont des entiers positifs ou nuls et le symbole δHi désigne le courant
d’intǵration le long de Hi. La classe c1(NG∗) est donc pseudo-effective non
triviale (i.e représentée par un courant positif fermé non réduit à zéro) et
si l’on reprend l’analyse menée dans [17], ceci montre que G est en fait
minimal ; en particulier, ni = 0 pour tout i = 1, ..., l. Par suite, η est
une métrique lisse à courbure constante négative. Soit h′ ⊇ h l’idéal de
g constitué des champs tangents à G̃; l’algébre de lie résoluble g/h′ se re-
descend via π : M̃ →M en un faisceau localement constant d’algèbre de lie
de champs de killing transverses à G. Ce faisceau est en fait réduit à zéro
d’après une remarque précédente et les feuilles de G sont donc bien fermées.
�

Ainsi, G est une fibration holomorphe au dessus d’une surface de
Riemann ; de plus, la description de l’algébre de Lie hC nous permet d’affir-
mer que pour toute fibre F , on a

c1(KG|F ) = 0.

Il n’est pas clair pour autant que KG soit numériquement trivial sur M
car la fibration ne pourrait pas être isotriviale.

Lemme 4.7. — On a c1(KG) = 0

Preuve. — On peut, sans perte de généralités, supposer qu’il n’y a pas de
facteur Calabi-Yau dans la décomposition du revêtement universel M̃ (M̃ =
Ck × V ⊥ avec les notations de la section). Par construction, le feuilletage
G définit une fibration par hypersurfaces plates (la structure plate étant
induite par la restriction de la métrique kählerienne sur M). Ce feuilletage
est également transversalement hyperbolique et on peut, de façon alternative,
voir son relevé G̃ sur le revêtement universel via l’application développante
associée p : M̃ → H.

L’action de π1(M) sur le demi-plan de Poincaré H donne lieu à une
représentation discrète

π1(M) → PSL(2,R)

dont l’image Γ est telle que H/Γ soit la base de la fibration G (avec sa
structure orbifold due à la présence éventuelle de fibres multiples).
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Par compacité de M et le fait que G soit transversalement rieman-
nien, l’espace des feuilles du feuilletage induit par la submersion p est un
revêtement au dessus de H ; par suite, chaque niveau p−1(c) est connexe.

Le facteur V ⊥ est donc une fibration connexe au dessus de H dont les
fibres sont les courbes intégrales (complexes) Lx, x ∈ H du champ X1, les
feuilles de G̃ étant paramétrées par H et de la forme Hx = Lx × Ck.

Soit Γx ∈ π1(M) le stabilisateur de Hx. La variété Hx/Γx est donc le
quotient d’un tore complexe par un groupe fini d’isométries. Notons A le
sous groupe de π1(M) ⊂ Isom(V ⊥)×Isom(Ck) constitué des éléments de la
forme (ϕ1, ϕ2) où ϕ2 est une translation. Visiblement, A contient pour tout
∈ H un sous groupe d’indice fini de Γx ∈ π1(M). Par suite, M1 = M̃/A est
une fibration F0 à fibres connexes et compactes au dessus de H/Γ. Il s’agit
donc d’un revêtement fini de M et F1 n’est rien d’autre que le feuilletage
F relevé.

Par construction, F1 est donné par une action localement libre de Ck ;
par suite, Aut0(M1) est de dimension égale à dim M1-1 (elle ne peut-être
égale à dim M1 car c1(M1) �= 0). Ses orbites cöıncident donc avec les feuilles
du pull-back G1 de G.

Ainsi, le fibré tangent TG du feuilletage G est holomorphiquement triv-
ial, quitte à passer à un revêtement fini ; en particulier, on obtient que
c1(KG) = 0. �

Bibliographie

[1] ABOUQATEB (A.), KACIMI-ALAOUI (A.EL). — Fonctionnelles invariantes et courants
basiques, Stud.Mat. 143, p. 199-219, (2000).
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