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Quotients de suites holonomes

Abdelaziz Bellagh
(1)

et Jean-Paul Bézivin
(2)

RÉSUMÉ. — Soit G un sous-groupe du groupe multiplicatif deC, et d � 1.
On note Gd l’ensemble des éléments de C s’écrivant w1 + · · · + wd avec
wj ∈ G pour tout j. Soient un et vn deux suites de nombres complexes
vérifiant des relations de récurrence à coefficients polynômes en la variable
n (suites holonomes), avec vn �= 0 pour n assez grand. Dans cet article,
nous nous intéressons au problème suivant :
Soit an = un

vn
, on suppose que pour un entier d � 1, an appartient à Gd

où G est sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de C.
A-t-on que la suite an est récurrente linéaire ?
Dans ce qui suit, nous prouvons que dans quelques cas particuliers, la
réponse est affirmative.

ABSTRACT. — (Quotient of holonomics sequences) For a subgroup G of
the multiplicative group of C and d � 1, let Gd be the set of complex
numbers such that there exists wj , j = 1, · · · , d in G with z = w1 + · · ·+
wd. Let un and vn be sequences of complex numbers that verify linear
recurrence relations with polynomials coefficients (holonomic sequences).
Suppose that vn �= 0 for large n.
In this paper, we are interested in the following problem:
Let an = un

vn
, and suppose that for an integer d � 1, an belongs to Gd

for a finitely generated subgroup G of the multiplicative group of C.
Does it follows that an is a linear recurrent sequence ?
We prove that in some particular cases, the answer to this question is
positive.
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(1) Faculté de Mathématiques, Université des Sciences et de la Technologie Houari-
Boumediène, BP.32, El-Alia, Bab-Ezzouar, 16111, Alger, Algèrie.
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1. Introduction et résultats

Soit K un corps de caractéristique nulle, et wn une suite d’éléments
de K. On dit que w = (wn) est une suite récurrente linéaire à coefficients
constants (ou suite récurrente linéaire pour simplifier) s’il existe un entier
s � 1 et des éléments ak, k = 0, · · · , s avec as �= 0 tels que l’on ait pour
tout n

aswn+s + · · ·+ akwn+k + · · ·+ a0wn = 0

Il a été conjecturé par C. Pisot, et démontré par Y. Pourchet et A.J. Van
der Poorten le résultat suivant (Théorème du Quotient de Hadamard, voir
[18],[13] ou [14], et pour des améliorations au cas où on suppose que l’hypo-
thèse sur an est vraie seulement pour une infinité de n, [3]):

Théorème 1.1. — Soit K un corps de caractéristique nulle, et un, vn
deux suites d’éléments de K, récurrentes linéaires à coefficients constants.
On suppose que vn est non nul pour tout n assez grand, et que les an = un

vn
appartiennent à un sous-anneau de K, qui est de type fini sur Z. Alors la
suite an est récurrente linéaire à coefficients constants.

On peut considérer des suites récurrentes plus générales. Soit s � 1, Pk,
0 � k � s des polynômes à coefficients dans K, avec Ps non nul. On dit
que wn est une suite holonome (d’éléments de K), si on a pour tout n assez
grand :

Ps(n)wn+s + · · ·+ Pk(n)wn+k + · · ·+ P0(n)wn = 0

Il est évidemment naturel de se poser la question de généraliser à ces suites
holomones le théorème du Quotient de Hadamard, c’est-à-dire de trouver
des conditions assurant que le quotient de deux suites holonomes est encore
une suite holonome.

La question la plus naturelle est d’imposer que le quotient des deux
suites holonomes un et vn est une suite an d’éléments d’un anneau A de
type fini sur Z, et de se poser la question de savoir si sous cette hypothèse
la suite an est holonome ; cependant nous n’avons pas trouvé de moyens
d’attaque sur un tel problème.

Pour poursuivre, nous avons besoin de quelques notations.

Soit G un sous-groupe du groupe multiplicatif de K, et d � 1. On note
Gd l’ensemble des éléments de C s’écrivant w1 + · · ·+wd avec wj ∈ G pour
tout j.

Le théorème 4 de [1] montre alors que si une suite holonome un est telle
qu’il existe un sous-groupe G de type fini, et un entier d tel que un ∈ Gd
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pour tout n, alors un est une suite récurrente linéaire. Ce résultat a des
conséquences arithmétiques intéressantes, par exemple si un est une suite
holonome d’éléments de Z qui n’est pas récurrente linéaire, l’ensemble des
nombres premiers p tel qu’il existe un indice n tel que p divise un �= 0, est
infini. On pourra voir l’article récent de F. Luca [8] pour des résultats quan-
titatifs sur ce type de problème dans le cas de suites holonomes d’ordre 2.

Nous allons dans cet article, donner des réponses partielles positives à la
question suivante, qui est une généralisation du résultat du théorème 4 de
[1], celui-ci correspondant au cas où la suite vn est égale à 1 pour tout n :

Question. — Soit K un corps de caractéristique nulle, et un, vn deux
suites holonomes d’éléments de K. On suppose que vn est non nul pour tout
n assez grand, et qu’il existe un sous-groupe G du groupe multiplicatif de
K, de type fini, et un entier d � 1 tel que an =

un
vn
∈ Gd pour tout n.

La suite an est-elle une suite récurrente linéaire ?

Remarque 1.2. — Une suite holonome, dont les valeurs appartiennent à
Gd pour un entier d � 1 et un groupe G de type fini est récurrente linéaire
à coefficients constants par le théorème 4 de [1]. Donc dans le contexte de
la question, les conditions “la suite an est holonome” et “la suite an est
récurrente linéaire à coefficients constants”, dans la conclusion sur an, sont
équivalents.

Dans toute la suite, le corps de base est le corps des nombres complexes,
ce qui ne nuit pas à la généralité ; nous devrons à l’occasion nous placer
dans un sous-corps K de C de type fini sur Q.

Nous allons démontrer les résultats suivants :

Théorème 1.3. — Soient P0, P1, P2, P3 des polynômes non nuls à coef-
ficients dans C. Soit G un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif
de C, d � 1 et un, vn deux solutions de la récurrence d’ordre 3 suivante :

P3(n)wn+3 + P2(n)wn+2 + P1(n)wn+1 + P0(n)wn = 0.

On suppose que vn est non nul pour tout n assez grand, que an =
un
vn
∈ Gd

et enfin que pour tout L ∈ C, l’ensemble des indices n tels que an = L est
fini. Alors la suite an est une suite récurrente linéaire.

Nous reviendrons à la fin de l’article sur la condition vn �= 0 pour n assez
grand, et aussi sur la condition que an ne prend qu’un nombre fini de fois
toute valeur L fixée.
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Nous avons aussi un résultat plus général, pour des suites holonomes
d’ordre s quelconques, mais avec des conditions beaucoup plus restrictives.

Théorème 1.4. — Soit s � 2, et Pk, k = 0, · · · , s des polynômes non
nuls à coefficients dans C.

On considère l’équation (E) d’ordre s � 2 :

Ps(n)wn+s + Ps−1(n)wn+s−1 + · · ·+ P0(n)wn = 0

On fait l’hypothèse que (E) a s solutions linéairement indépendantes uj(n),
j = 1, · · · , s − 1, et v(n), avec v(n) �= 0 pour n assez grand, et on pose

aj(n) =
uj(n)
v(n)

. Nous ferons aussi la convention que a0(n) est la suite con-

stante égale à 1.

On suppose que les aj(n), j = 0, · · · , s− 1, appartiennent tous à un Gd,
pour un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de C et un entier
d � 1 fixé. Alors les suites aj(n) sont des suites récurrentes linéaires.

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 1.5. — Soit G un sous-groupe de type fini du groupe mul-
tiplicatif de C, d � 1 un entier, et un et vn deux suites holonomes, vérifiant
la même récurrence d’ordre 2. On suppose que vn est non nul pour tout n,
et on pose un

vn
= an. On suppose, de plus, que an ∈ Gd pour tout n. Alors

la suite an est une suite récurrente linéaire à coefficients constants.

Les auteurs remercient le Referee pour de nombreuses remarques intéres-
santes.

2. Remarques préliminaires

Dans cette partie nous faisons quelques remarques destinées à simplifier
l’exposé.

2.1 Nous aurons presque toujours à considérer des suites pour n assez
grand. Nous faisons donc cette convention pour tout ce qui suit, et nous ne
rappellerons cette hypothèse que quand cela sera nécessaire.

2.2 Un cas particulier où la réponse à la question posée est affirmative
est le suivant. Supposons que la suite vn soit une suite holonome inversible,
c’est-à-dire que son inverse est aussi holonome. C’est le cas si vn vérifie
une relation de récurrence de la forme vn+t = R(n)vn, où t � 1 et R est
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une fraction rationnelle non nulle ; les suites holonomes inversibles sont
caractérisées par le fait qu’il existe un entier m tel que sur les progressions
arithmétiques de raison m, on ait une telle récurrence d’ordre 1, cf [16],
proposition 4.5, page 47.

Dans ce cas, une suite an =
un
vn

est aussi holonome comme produit de

deux suites holonomes, et sous l’hypothèse qu’il existe un entier d et un
sous-groupe de type fini G du groupe multiplicatif de C tel que an ∈ Gd

pour tout n, le théorème 4 de [1] montre que la suite an est récurrente
linéaire à coefficients constants.

3. Rappels

Nous aurons besoin des résultats suivants :

Théorème 3.1. — Soit T un sous-groupe de type fini du groupe mul-
tiplicatif de C. Soit s � 1. Alors il existe seulement un nombre fini de
points x = (x0, · · · , xs) ∈ Ps(C) tels que les trois propriétés a), b) c) soient
vérifiées :

a) Pour tout i, 0 � i � s, on a xi ∈ T ;

b) On a x0 + · · ·+ xs = 0 ;

c) Pour toute partie E de {0, · · · , s} non vide et non égale à {0, · · · , s},
on a

∑
i∈E

xi �= 0.

Démonstration. — Voir [4], [15]. �

Nous aurons besoin aussi de ce qui suit :

Définition 3.2. — Soit I un ensemble d’indices, non vide et fini, de
cardinal s + 1, et u(n) = (ui(n), i ∈ I) une suite d’éléments de Ps(C) et
ui(n) non nul pour tout i et tout n ∈ N. Soit J une partie non vide de I.
On dit que la partie J est irréductible pour l’entier n, si les deux propriétés
suivantes sont vérifiées :

a) On a
∑
i∈J

ui(n) = 0 ;

b) Pour toute partie A de J non vide et différente de J , on a
∑
i∈A

ui(n) �= 0.
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Lemme 3.3. — Soit K un sous-corps de C, de type fini sur Q, et G un
sous-groupe du groupe multiplicatif de K, que nous supposons de type fini.
Soit G̃ = {z ∈ K ;∃n ∈ N∗, zn ∈ G}. Alors G̃ est un sous-groupe de type
fini du groupe multiplicatif de K.

Démonstration. — Voir [5]. �

Lemme 3.4. — Soit I un ensemble d’indices, non vide et fini, de cardinal
s + 1, et u(n) = (ui(n), i ∈ I) une suite d’éléments de Ps(C) vérifiant que
ui(n) non nul pour tout i et tout n ∈ N, et que

∑
ui(n) = 0 pour tout n.

Soit F une partie infinie de N. Alors il existe une partition I1, · · · , It
de I, et une partie infinie E de F , tels que pour tout n ∈ E, et tout j,
1 � j � t, Ij soit irréductible pour n.

Démonstration. — Voir [1], lemme 1, page 63. �

Les deux lemmes qui suivent sont très proches de parties de la preuve
du théorème 4 de [1], page 64 et 65 ; nous redonnons les preuves pour être
complet.

Lemme 3.5. — Soit K un sous-corps de C, de type fini sur Q. Soit I =
{(k, j)} une partie non vide de cardinal s+1 de N2, et u(q) = (uk,j(q), (k, j) ∈
I) une suite d’éléments de Ps(K) vérifiant que uk,j(q) est non nul pour tout
(k, j) ∈ I et tout q ∈ N. Soit G un sous-groupe de type fini du groupe mul-
tiplicatif de K, G̃ le sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de K
donné par le lemme 3.3, on suppose que uk,j(q) appartient à G pour tout
k, j, q. Soit λ un entier non nul n’appartenant pas à G̃, et q → mq une
application injective de N dans N. On suppose que, pour tout entier q ∈ N
on a

∑
(k,j)∈I

λjmquk,j(q) = 0.

Soit F une partie infinie de N. Alors il existe un ensemble infini E
inclus dans F , et une partition Ih de l’ensemble d’indice I tels que, pour
tout q ∈ E, et pour tout h on a

∑
((k,j)∈Ih uk,j(q) = 0. Par suite, pour toute

famille finie yj d’éléments de K, on a
∑

(k,j)∈I
yjuk,j(q) = 0.

Démonstration. — On applique le lemme 3.4 pour trouver une par-
tie infinie E de F , et une partition de l’ensemble d’indices ayant les pro-
priétés indiquées dans ce lemme 3.4. Pour q ∈ E, on peut appliquer le
théorème 3.1 à chaque somme

∑
(k,j)∈Ih

λjmquk,j(q) et au sous-groupe T en-

gendré par G̃ et λ, qui est de type fini. Ceci implique que les éléments
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(λjmquk,j(q)), pour (k, j) dans Ih et q ∈ E, ne prennent qu’un nombre fini
de valeurs dans l’espace projectif. Soient (j, k) et (j′, k′) deux éléments de
Ih, on peut alors trouver un élément fixé w ∈ K∗ tel que, pour une in-
finité d’indices q, on ait λjmquk,j(q) = wλj

′mquk′,j′(q). Si on prend deux
valeurs distinctes q1 et q2 de q, et si on fait le quotient, cela implique que
λ(j−j′)(mq1−mq2 ) ∈ G. Comme q → mq est injective, si j �= j′ on obtient
que λ ∈ G̃, ce qui est contraire aux hypothèses faites. Donc l’indice j est
fixe pour chaque élément de la partition. On obtient donc après division par
λjmq que

∑
(k,j)∈Ih

uk,j(q) = 0. On multiplie par yj , et on resomme le tout,

ce qui donne que
∑

(k,j)∈I
yjuk,j(q) = 0 pour tout q ∈ E. �

Lemme 3.6. — Soit K un sous-corps commutatif de C, de type fini sur
Q. Soit T un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif de K, d, t des
entiers non nuls, et pour 1 � k � t, des suites bn,k telles que bn,k ∈ Td pour
tout n ∈ N. Soient d’autre part Pk(x) des polynômes à coefficients dans K.
On suppose que, pour tout n, on a

t∑
k=1

Pk(n)bn,k = 0

Alors, pour tout y ∈ K, et pour tout m fixé, il existe une suite strictement
croissante d’entiers αq, telle que, si Jq = {αq, · · · , αq + m}, pour tout n ∈
J = ∪q�0Jq, on a

t∑
k=1

Pk(y)bn,k = 0

Démonstration. — On peut tout d’abord écrire bn,k =
d∑
l=1

gn,k,l avec

gn,k,l ∈ T .

Soit c ∈ {0, ...,m}. On pose Pk(c + x) =
∑
j

mk,j(c)xj , où les mk,j(c)

dépendent de c mais varient dans un ensemble fini. Soit H le sous-groupe
engendré par T et tous les mk,j(c) qui sont non nuls, et soit λ un entier
naturel n’appartenant pas à H̃.

Nous considérons maintenant l’ensemble F0 d’entiers suivant : F0 =
{c+λh, c = 0, · · · ,m, h ∈ N}. Nous voulons démontrer que pour tout y ∈ K
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et pour tout n ∈ F0 assez grand, on a :

t∑
k=1

Pk(y)bn,k = 0

Pour cela, nous raisonnons par l’absurde, en supposant qu’il existe y0 ∈ K,
et une partie infinie F de F0 où la somme considérée n’est pas nulle, et nous
voulons trouver une contradiction.

Puisque F est infini, on peut supposer, quitte à se restreindre à une partie
infinie de F , que la valeur c intervenant dans la définition des éléments de
F est fixée. Pour n = c + λq ∈ F , la relation devient∑

k,j

mk,j(c)λqjbn,k = 0

Comme mk,jλ
qjbn,k =

∑
mk,jλ

qjgn,k,l, on est en présence d’une somme de
termes de la forme λjquk,j,l(q) (noter que n dépend de q). Si l’on n’est pas
dans le cas trivial où tous les gn,k,l sont nuls sauf pour un nombre fini de
q, on peut supposer en remplaçant éventuellement F par une de ses parties
infinies, que uk,j,l(q) appartient à H̃ ; on a λ �∈ H̃, et mq = q est bien
injectif.

On peut donc appliquer le lemme 3.5 ; on choisit un x ∈ K, et on prend
les yj égaux aux xj d’où l’existence d’une partie infinie E de F telle que,
pour tout q ∈ E, n = c + λq, on a∑

k,j

mk,j(c)xjbn,k = 0

soit encore ∑
k

Pk(c + x)bn,k = 0

Enfin, on choisit x tel que x + c = y0, ce qui donne la relation∑
k

Pk(y0)bn,k = 0

pour tout q ∈ E (avec n = c + λq). Mais ceci est absurde, puisque E ⊂ F ,
compte tenu de la définition de F .

On a donc obtenu que, pour tout tout y ∈ K et tout n ∈ F0 assez grand,
on a ∑

k

Pk(y)bn,k = 0

ce qui termine la démonstration. �
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4. Résultats techniques

Nous notons tout de suite que si l’on est en présence d’une suite holonome
d’éléments de C, il existe un sous-corps K de C, de type fini sur Q, qui
va contenir toutes les valeurs de la suite, et les coefficients des polynômes
intervenant dans la relation de récurrence. Ceci est valable bien sûr pour
un nombre fini de telles suites, il existe un sous-corps K de C, de type fini
sur Q ayant cette propriété pour toutes les suites considérées. On peut donc
appliquer les résultats de la section précédente.

Lemme 4.1. — Soit T un sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif
de C, d, t des entiers non nuls, et pour 1 � k � t, des suites bn,k telles que
bn,k ∈ Td pour tout n ∈ N. Soient d’autre part Pk(x) des polynômes à
coefficients dans C. On suppose que, pour tout n, on a

t∑
k=1

Pk(n)bn,k = 0

On suppose de plus que, pour tout k, il existe deux suites holonomes un,k et
vn,k telles que vn,k est non nul pour n assez grand, vérifiant bn,k =

un,k
vn,k

.

Alors il existe un entier N , tel que si n � N , le polynôme
t∑

k=1

Pk(y)bn,k

est le polynôme nul.

Démonstration. — Posons wn,k = un,k
∏
h�=k

vn,h. Les suites wn,k sont des

suites holonomes comme produits de suites holonomes, et on a
t∑

k=0

Pk(n)wn,k

= 0 pour tout n par hypothèse. Soit y ∈ C fixé ; la suite tn =
t∑

k=0

Pk(y)wn,k

est une suite holonome également. Il existe donc un entier m, dépendant
de la récurrence vérifiée par tn, telle que si tn est nulle pour n = M,M +
1, · · · ,M+m, alors tn est nulle pour tout n �M . On applique alors le lemme
3.6 avec cette valeur de m, on a donc tn = 0 pour n ∈ {αq, · · · , αq +m} ; si
l’on choisit q assez grand, on obtient par ce qui précède que tn est nulle.

Soit maintenant E l’ensemble des indices n tel que le polynôme Tn(y) =
t∑

k=1

Pk(y)bn,k n’est pas le polynôme nul, et F l’ensemble des zéros dans C des
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polynômes Tn, n ∈ E. Alors F est au plus dénombrable ; prenons y = y0 ∈ C
qui n’est pas dans F , il existe un N tel que si n � N , on a Tn(y0) = 0. Ceci
implique par le choix de y0 que le polynôme Tn est le polynôme nul pour
n � N , ce qui termine la démonstration du lemme. �

Soit maintenant m ∈ N,m � 2, P0, · · · , Pm des polynômes, et an une
suite d’éléments de C. On définit les matrices Am(n, y) = (αi,j) d’ordre 2m
suivantes :

La première ligne est :

[0, · · · , 0, Pm(y), · · · , P0(y)]

La troisième ligne est obtenue en décalant d’un rang et en remplaçant y par
y + 1 :

[0, · · · , 0, Pm(y + 1), · · · , P0(y + 1), 0]

On obtient ainsi en poursuivant ce procédé les lignes d’indice impair, celle
de rang 2m− 1 étant :

[Pm(y + m− 1), · · · , P0(y + m− 1), 0, · · · , 0]

La seconde ligne est :

[0, · · · , 0, Pm(y)an+m, · · · , P0(y)an]

La quatrième ligne est obtenue en décalant d’un rang et en remplaçant y
par y + 1, et n par n + 1 :

[0, · · · , 0, Pm(y + 1)an+m+1, · · · , P0(y + 1)an+1, 0]

On obtient ainsi en poursuivant ce procédé les lignes d’indice pair, celle de
rang 2m étant :

[Pm(y + m− 1)an+2m−1, · · · , P0(y + m− 1)an+m−1, 0, · · · , 0]

La matrice A2(n, y) est donc :

A2(n, y) =




0 P2(y) P1(y) P0(y)
0 P2(y)an+2 P1(y)an+1 P0(y)an

P2(y + 1) P1(y + 1) P0(y + 1) 0
P2(y + 1)an+3 P1(y + 1)an+2 P0(y + 1)an+1 0




Nous noterons aussi Bm(n, y) le déterminant de la matrice Am(n, y). On
a alors le résultat suivant :
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Lemme 4.2. — Soient an et vn deux suites d’éléments de C, et Pk des
polynômes à coefficients dans C, k = 0, · · · ,m, avec Pm et P0 non nuls.

a) On suppose que vn est non nul pour tout n assez grand, et que les
deux suites vn et anvn vérifient la récurrence suivante :

Pm(n)wn+m + · · ·+ Pk(n)wn+k + · · ·+ P0(n)wn = 0

Alors on a Bm(n, n) = 0 pour tout n assez grand.

b) Si de plus il existe un entier d non nul, et un sous-groupe de type fini
G du groupe multiplicatif de C tel que an ∈ Gd pour tout n, alors il existe
un entier N tel que si n � N , le polynôme Bm(n, y) est nul.

Démonstration. — a) Par hypothèse on a :

Pm(n)vn+m + · · ·+ Pk(n)vn+k + · · ·+ P0(n)vn = 0

et

Pm(n)vn+man+m + · · ·+ Pk(n)vn+kan+k + · · ·+ P0(n)vnan = 0

C’est un système de deux équations linéaires homogènes en les m+1 incon-
nues (vn, vn+1, ..., vn+m).

Dans chacune de ces équations, on change n en n + 1. On obtient deux
nouvelles équations :

Pm(n + 1)vn+m+1 + · · ·+ Pk(n + 1)vn+k+1 + · · ·+ P0(n + 1)vn+1 = 0

et

Pm(n+1)vn+m+1an+m+1+· · ·+Pk(n+1)vn+k+1an+k+1+· · ·+P0(n+1)vnan+1 = 0

et on peut considérer que l’on est en présence de 4 équations linéaires, en
les m + 2 variables vn, · · · , vn+m+1. On voit donc que le procédé augmente
le nombre d’équations de deux, et le nombre de variables par 1.

Au bout de t = m− 1 opérations de ce type, on voit que l’on obtient un
système de 2m équations en les 2m inconnues vn, · · · , vn+2m−1.

Il est facile de voir que la matrice du système est la matrice Am(n, n).

On a vn �= 0 ; par suite ce système homogène admet une solution
non triviale, et donc le déterminant de la matrice Am(n, n) est nul, ce qui
démontre l’assertion.
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b) Le déterminant Bm(n, n) va s’écrire sous la forme
∑

Qh(n)bn,h,
avec les Qh polynômes en les polynômes Pj(y + l), et les bn,h somme de
monômes en les an+k. Par suite, on voit que les hypothèses du lemme 4.1
sont vérifiées. Il en résulte que

∑
Qh(y)bn,h est le polynôme nul, ce qui

démontre l’assertion. �

Lemme 4.3. — Soit m � 2 un entier, vn et an deux suites d’éléments
de C. On suppose que vn est non nulle pour tout n assez grand, et que les
deux suites vn et un = anvn vérifient la récurrence

Pm(n)wn+m + · · ·+ Pk(n)wn+k + · · ·+ P0(n)wn = 0

où l’on suppose que les polynômes Pk sont tous non nuls.

Soit N un entier tel que pour tout n � N , on ait Pk(n) �= 0 pour tout
k. Soit M un entier, avec M � N , tel que les nombres aM+j, j = 0, · · · ,m
soient tous égaux, sauf peut-être pour l’un d’entre eux. Alors la suite an est
constante à partir de M .

Démonstration. — On montre d’abord que les aM+j sont égaux pour
0 � j � m. En effet, si on a aM+j = c pour tout j ∈ {0, · · · ,m} sauf
peut-être pour j = k, on écrit les relations de récurrence pour la suite vn
et la suite anvn en faisant n = M , on multiplie la première par c, et on
soustrait à la seconde ; il vient alors Pk(M)vM+k(c − aM+k) = 0, ce qui
avec les hypothèses faites montre que aM+k = c.

On peut ensuite appliquer le résultat obtenu pour n = M + 1, on a
que les valeurs aM+1, · · · , aM+1+m−1 sont toutes égales à aM , donc par le
raisonnement précédent on a aussi que aM+m+1 est égale à aM , et une
récurrence immédiate termine la démonstration. �

Remarque 4.4. — Le résultat ne s’étend pas au cas où l’un des polynômes
Pk, 1 � k � m− 1, est nul.

En effet, la suite récurrente linéaire vérifiant la récurrence 3wn+3 −
7wn+2 + 4wn = 0 (Le polynôme P1 est donc nul) et les valeurs initiales

w0 = 0, w1 = 40, w2 = 0 ( il s’agit de la suite wn = 32−5.2n−27(−1)n
2n

3n
),

vérifie aussi w3 = 0, de sorte qu’il y a dans le quadruplet {w0, w1, w2, w3}
trois valeurs égales, mais la suite n’est pas constante à partir d’un certain
rang.

Nous aurons besoin aussi du lemme qui suit, qui est particulier au cas
d’ordre 3 :
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Lemme 4.5. — Soit A un sous-anneau de type fini de C. Soient Pk(y),
k = 0, 1, 2, 3 quatre polynômes non nuls à coefficients dans C. On considère
la relation de récurrence (R) suivante :

P3(y + k)wk+3 + P2(y + k)wk+2 + P1(y + k)wk+1 + P0(y + k)wk = 0

Soient un(y), vn(y) deux suites d’éléments de C(y) vérifiant la relation de
récurrence (R). On suppose qu’il existe une infinité de valeurs de n telles
que vn(y) est non nul. Soit enfin an une suite d’éléments de A telles que
l’on ait pour tout n un(y) = anvn(y). On suppose de plus que, pour tout
L ∈ C, l’ensemble des n tels que an = L est fini. Alors an est une suite
récurrente linéaire.

Démonstration. — Les quatre suites un(y + 1), un+1(y), vn(y + 1),
vn+1(y) vérifient la même récurrence, qui est :

P3(y+n+1)wn+3+P2(y+n+1)wn+2+P1(y+n+1)wn+1+P0(y+n+1)wn = 0

Elles sont donc liées sur C(y). Soient h0, h1, h2, h3 des éléments non tous
nuls de C(y) (que l’on peut supposer être des polynômes) tels que

h0(y)un+1(y) + h1(y)un(y + 1) + h2(y)vn+1(y) + h3(y)vn(y + 1) = 0

pour tout n assez grand.

On a donc :

(h0(y)an+1 + h2(y))vn+1(y) + (h3(y) + h1(y)an)vn(y + 1) = 0

On montre d’abord que h0(y)an+1 +h2(y) et h3(y)+h1(y)an sont non nuls
à partir d’un certain rang.

On regarde le premier terme h0(y)an+1 + h2(y). Si h0 est non nul, ce
polynôme ne peut être nul que si h2 est de même degré que h0, et si an+1 est
l’opposé du quotient des coefficients des termes de plus haut degré dans h0

et h2. Par l’hypothèse faite sur an, ceci n’est pas vrai à partir d’un certain
rang.

Si maintenant h0 est nul, il faut montrer que h2 ne peut être nul. Si
c’était le cas, on aurait la relation (h3(y) + h1(y)an)vn(y + 1) = 0. Comme
l’un des polynômes h1 ou h3 est non nul (puisque l’un des hk est non nul),
un raisonnement analogue à celui fait plus haut montre que h3(y)+h1(y)an
est non nul à partir d’un certain rang, donc vn(y + 1) est nul à partir de ce
rang, ce qui est contraire à l’hypothèse faite.

On montre de même que h3(y)+h1(y)an est non nul à partir d’un certain
rang.
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On a donc que h0(y)an+1 + h2(y) et que h3(y) + h1(y)an sont non nuls
à partir d’un certain rang.(Remarquer que cela donne aussi, puisqu’il existe
une infinité d’entiers n tels que vn(y) n’est pas nul, que vn(y) est non nul à
partir d’un certain rang).

Pour une fraction rationnelle non nulle F = A/B où A et B sont des
polynômes, nous appelons degré de F la différence entre les degrés de A
et B.

Montrons maintenant que le degré de h0(y)an+1 + h2(y) et celui de
h3(y) + h1(y)an sont constants à partir d’un certain rang.

Pour le premier terme h0(y)an+1 + h2(y), c’est clair si h0 est nul, on a
vu que h2 ne pouvait être nul. Supposons maintenant que h0 est non nul,
alors le degré de h0(y)an+1 +h2(y) est différent du maximum des degrés des
deux polynômes h0 et h2 que s’ils ont même degré, et si an+1 est l’opposé du
quotient des coefficients des termes de plus haut degré de ces polynômes.
Comme an ne prend une valeur fixée qu’un nombre fini de fois, ceci est
impossible pour n assez grand. Ceci vaut aussi pour h3(y) + h1(y)an

Pour n assez grand, le degré de vn+1(y) est donc égal au degré de vn(y)
plus une constante δ ∈ Z, et le degré de vn(y) est de la forme δn + τ . La
fraction rationnelle y−δn−τvn(y), admet donc une limite si y →∞, que l’on
note bn, et qui est non nulle.

Soit dk le degré de Pk, et d le maximum de dk + δk + τ pour k ∈
{0, 1, 2, 3}. On peut écrire pour k ∈ {0, 1, 2, 3} que Pk(y + n)vn+k(y) =
yδn+τ+dk+δk(y−dkPk(y+n))(y−δ(n+k)−τvn+k(y)), de sorte qu’en multipliant
par y−d−δn la relation de récurrence vérifiée par vn(y), on a

3∑
k=0

ydk+δk+τ−d(y−dkPk(y + n))(y−δ(n+k)−τvn+k(y)) = 0.

Le terme (y−dkPk(y + n) admet une limite non nulle indépendante de n
(c’est le coefficient du terme de plus haut degré de Pk) si y →∞, et comme
dk + δk + τ − d � 0 pour tout k, le terme ydk+δk+τ−d admet une limite
qui est soit nulle, soit égale à 1 si d = dk + δk + τ , ce qui se produit
au moins une fois. Donc ydk+δk+τ−d(y−dkPk(y + n)) admet une limite Lk
indépendante de n pour k ∈ {0, 1, 2, 3}, et l’un des Lk est non nul. D’autre
part y−δ(n+k)−τvn+k(y) converge vers bn+k non nul.

Il vient donc que
3∑
k=0

Lkbn+k = 0
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et de même en utilisant un(y) :

3∑
k=0

Lkan+kbn+k = 0

Les deux suites bm et ambm sont donc récurrentes linéaires, on a bm �= 0
pour tout m, leur quotient est am ∈ A, donc par le théorème du quotient
de Hadamard, am est une suite récurrente linéaire. �

5. Preuve du théorème 1.3

5.1. Mise en place

On a vu que le déterminant B3(n, y) était nul (voir le lemme 4.2).

On pose :

R1 = (an+5 − an+2)(an+4 − an+1)(an+3 − an).

R2 = (an+5 − an+2)(an+4 − an+3)(an+1 − an)

R3 = (an+5 − an+3)(an+4 − an+1)(an+2 − an)

R4 = (an+5 − an+3)(an+4 − an+2)(an+1 − an)

R5 = (an+5 − an+4)(an+3 − an)(an+2 − an+1)

R6 = (an+5 − an+4)(an+3 − an+1)(an+2 − an)

R7 = (an+5 − an+4)(an+3 − an+2)(an+1 − an)

On remarque aussi que si l’on pose

J(y) =
P2(y)P0(y + 1)
P1(y)P1(y + 1)

et K(y) =
P3(y)P0(y + 1)P0(y + 2)
P1(y)P1(y + 1)P1(y + 2)

et si wn est une solution de la récurrence de départ, la suite tn = wn

n−1∏
k=N

P1(k)
P0(k)

vérifie la récurrence :

K(n)tn+3 + J(n)tn+2 + tn+1 + tn = 0

Il est clair qu’en faisant ce procédé à la fois sur un et vn, ce qui ne change
pas leur quotient, on peut simplement considérer les récurrences de cette
forme, ce que nous allons faire à partir de ce qui suit.
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On obtient en calculant le déterminant B3(n, y), la relation :

R1K(y)K(y+1)−R2(J(y+1)−1)K(y+1)−R3J(y)K(y+1)−R5J(y+2)(K(y)

−J(y)J(y+1))+R7(K(y+1)+J(y)J(y+1)J(y+2)−J(y+1)J(y+2)) = 0

Le fait que le déterminant B3(n, y) est nul veut dire que les colonnes de
ce déterminant B3(n, y) sont liées (noter que le corps de base n’est plus C,
mais C(y) dans ce qui suit).

On fixe m, et on se donne une combinaison linéaire non triviale entre les
colonnes du déterminant, avec des coefficients ck,m(y), 0 � k � 5 qui sont
donc des éléments de C(y), non tous nuls. On peut clairement supposer que
ce sont des polynômes premiers entre eux. Le coefficient c5,m est affecté à
la première colonne, etc.

On obtient deux séries d’égalités.

La première concerne les lignes 1, 3, 5, où ne figurent pas les am. On
trouve :

K(y)c3,m(y) + J(y)c2,m(y) + c1,m(y) + c0,m(y) = 0

K(y + 1)c4,m(y) + J(y + 1)c3,m(y) + c2,m(y) + c1,m(y) = 0

K(y + 2)c5,m(y) + J(y + 2)c4,m(y) + c3,m(y) + c2,m(y) = 0

Soit F la relation de récurrence

K(y + k)wk+3 + J(y + k)wk+2 + wk+1 + wk = 0

Soit vk,m(y) la suite holonome d’éléments de C(y) vérifiant F telle que
vk,m(y) = ck,m(y) pour k = 0, 1, 2. Le fait que K(X) est non nul, et les
relations précédentes montrent que vk,m(y) = ck,m(y) pour 0 � k � 5.

On regarde maintenant les autres lignes :

K(y)c3,m(y)am+3 + J(y)c2,m(y)am+2 + c1,m(y)am+1 + c0,m(y)am = 0

K(y+1)am+4c4,m(y)+J(y+1)am+3c3,m(y)+am+2c2,m(y)+am+1c1,m(y) = 0

K(y+2)am+5c5,m(y)+J(y+2)am+4c4,m(y)+am+3c3,m(y)+am+2c2,m(y) = 0

On fait de même, en introduisant la suite holonome uk,m(y) vérifiant F
avec uk,m(y) = am+kck,m(y) pour 0 � k � 2, et les relations précédentes
montrent que uk,m(y) = am+kck,m(y) pour 0 � k � 5.
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On a donc obtenu que uk,m(y) = am+kvk,m(y) pour 0 � k � 5.

On reprend maintenant la matrice A3(m, y) et on y supprime les lignes
1, 2, et la colonne 6.

On trouve la matrice Mm(y) suivante :




0 K(y + 1) J(y + 1) 1 1
0 am+4K(y + 1) am+3J(y + 1) am+2 am+1

K(y + 2) J(y + 2) 1 1 0
am+5K(y + 2) am+4J(y + 2) am+3 am+2 0




qui a donc 4 lignes et 5 colonnes. Le 5 -uplet

[v5,m(y), v4,m(y), v3,m(y), v2,m(y), v1,m(y)]

est solution du système associé à la matrice Mm(y).

On regarde maintenant A3(m + 1, y + 1), et cette fois-ci on y supprime
la ligne 5 et la ligne 6, et la première colonne.

On vérifie que l’on retrouve la matrice Mm(y). Le 5-uplet

[v4,m+1(y + 1), v3,m+1(y + 1), v2,m+1(y + 1), v1,m+1(y + 1), v0,m+1(y + 1)]

est solution du système associé. On a donc deux solutions du système associé
à la matrice Mm(y), et on peut remarquer que les deux solutions sont non
triviales.

5.2. Le rang de la matrice Mm(y)

Le rang de la matrice Mm(y) est au moins deux, car le déterminant
formé avec les lignes 1,3 et les colonnes 1,2 est non nul.

Si le rang est égal à 2 pour un entier m fixé, on voit en utilisant les
déterminants d’ordre 3 formés avec les lignes 1, 2, 3, et les colonnes 1, 2, k
avec k = 3, 4, 5, qui sont donc nuls, que l’on a am+1 = am+2 = am+3 = am+4

(on a supposé que les polynômes Pk étaient non nuls). On sait qu’alors la
suite an est constante à partir de m + 1.

Il nous reste donc deux cas :

A) Il existe un entier N tel que si m � N , le rang de Mm(y) est 4 ;

B) Il existe une infinité d’entiers m tels que le rang de Mm(y) est 3.
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5.3. Le cas de rang 4

On suppose donc dans cette partie que le rang de Mm(y) est 4 à par-
tir d’un certain rang. Dans ce cas, les deux 5-uplets solution trouvés sont
proportionnels. Il existe donc θm(y) non nul dans C(y) tel que vk+1,m(y) =
θm(y)vk,m+1(y + 1) pour k = 0, · · · , 4.

La suite k → vk,m+1(y + 1) vérifie la récurrence G suivante :

K(y + 1 + k)wk+3 + J(y + 1 + k)wk+2 + wk+1 + wk = 0

et il en est de même de la suite k → vk+1,m(y). Par suite c’est le cas aussi de
la suite τk = vk+1,m(y)−θm(y)vk,m+1(y+1), qui est nulle pour k = 0, · · · , 4.
Donc elle est nulle pour tout k en utilisant la relation de récurrence G.

On a aussi que ηk = uk+1,m(y)− θm(y)uk,m+1(y+1) est nulle pour tout
k par le même argument.

En particulier, on a u6,m(y) = θm(y)u5,m+1(y + 1) et v6,m(y) = θm(y)
v5,m+1(y + 1). Mais u5,m+1(y + 1) = am+6v5,m+1(y + 1), donc u6,m(y) =
am+6v6,m(y).

On a donc uk,m(y) = am+kvk,m(y) pour 0 � k � 6. Supposons montré
que pour tout m, on a uk,m(y) = am+kvk,m(y) pour 0 � k � 5 + q ;
on vient de le faire pour q = 1. On a uk+1,m(y) = θm(y)uk,m+1(y + 1)
et vk+1,m(y) = θm(y)vk,m+1(y + 1) pour tout k. Comme uk,m+1(y + 1) =
ak+m+1vk,m+1(y+1) pour 0 � k � 5+q, on a uk+1,m(y) = ak+1+mvk+1,m(y)
pour 0 � k � q+5, et donc uk,m(y) = ak+mvk,m(y) pour 0 � k � 5+ q+1.

On a donc finalement que uk,m(y) = am+kvk,m(y) pour tout k � 0.

On note aussi que l’on ne peut avoir vk,m(y) nul à partir d’un certain
rang ; en effet, ceci impliquerait par la relation de récurrence que vk,m(y)
soit nul pour tout k, ce qui n’est pas vrai.

On fixe maintenant m, on pose u∗n(y) = un,m(y), v∗n(y) = vk,m(y), et
a∗n = an+m. L’hypothèse faite sur an assure que a∗n appartient à un sous-
anneau A de C, de type fini sur Z, et les autres hypothèses du lemme 4.5 sont
vérifiées, par suite a∗n est une suite récurrente linéaire, et donc an également.

5.4. On suppose que le rang de Mn(y) est 3 pour une infinité
d’entiers

Dans ce cas, on récupère pour un tel entier donné n et fixé tel que la
matrice soit de rang 3, que tous les déterminants extraits d’ordre 4 sont
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nuls. On note tout de suite que l’on peut sans problèmes remplacer y + 1
par y dans la matrice Mn(y). Notons Ck, k = 1, 2, 3, 4, 5 les colonnes de ce
déterminant. Nous allons utiliser l’annulation de trois de ces déterminants
extraits :

L’annulation du déterminant construit en éliminant la colonne C3 donne
après simplification :

Relation L1 :

(am+4−am+1)(am+5−am+2)K(y)−(am+2−am+1)(am+5−am+4)J(y+1) = 0

L’annulation du déterminant construit en éliminant la colonne C2 donne
après simplification :

Relation L2 :

(am+3 − am+1)(am+5 − am+2)J(y)− (am+2 − am+1)(am+5 − am+3) = 0

Enfin, l’annulation du déterminant construit en éliminant la colonne C4

donne après simplification :

Relation L3 :

(am+4 − am+1)(am+5 − am+3)K(y)

−(am+3 − am+1)(am+5 − am+4)J(y)J(y + 1) = 0

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui n’utilise que le fait que le détermi-
nant B3(n, y) est nul pour tout n assez grand :

Lemme 5.1. — On se place sous les hypothèses du théorème 1.3, de sorte
que le déterminant B3(n, y) est nul pour n assez grand. Alors :

a) Si on a J(y) = 1, et s’il existe une infinité d’entiers m tels que
am+1 = am+4 = am+5, alors an est récurrente linéaire ;

b) Si on a J(y)J(y + 1) = K(y), et s’il existe une infinité d’entiers m
tels que am+1 = am+2 = am+5, alors an est récurrente linéaire.

Démonstration. —

a) On reprend la relation B3(n, y) = 0 pour tout n assez grand, disons
n � N , qui devient :

R1(a, n)K(y)K(y+1)+(R7(a, n)−R3(a, n))K(y+1)−R5(a, n)(K(y)−1) = 0

On peut choisir l’entier m de telle sorte que les valeurs introduites à partir
de m dans ce qui suit soient toutes plus grandes que N .
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Prenons tout d’abord n = m + 2. On a donc an+2 = an+3. On trouve
que R7 = 0, et R3 = R1. La relation B3(n, y) = 0 devient

(K(y)− 1)(R1K(y + 1)−R5) = 0

Si R1 ou R5 est non nul, on en déduit que K(y) est constant ; par suite, on
est ramené au cas du théorème du quotient de Hadamard.

Si R1 et R5 sont nuls, on récupère les égalités

(am+7 − am+4)(am+6 − am+3)(am+5 − am+2) = 0

et
(am+7 − am+6)(am+5 − am+2)(am+4 − am+3) = 0

Si am+7 = am+4, on utilise les indices m + k, k = 4, 5, 6, 7, où il y a trois
valeurs égales pour an, et an est constante à partir de m + 4.

Si am+5 = am+2, on utilise les indices m+k, k = 2, 3, 4, 5, où il y a trois
valeurs égales pour an, et an est constante à partir de m + 1.

On a donc am+6 = am+3. Il en résulte que (am+7 − am+3)(am+5 −
am+2)(am+4 − am+3) = 0

Si am+5 = am+2, cas déjà vu, et an est constante à partir de m + 2.

Si am+4 = am+3, on a am+3 = am+4 = am+5 = am+6, et an est constante
à partir de m + 3.

On a donc nécessairement que am+3 = am+6 = am+7.

Posons maintenant m′ = m + 2. On a donc am′+1 = am′+4 = am′+5, et
toujours J(y) = 1. Le raisonnement fait ci-dessus conduit donc à am′+3 =
am′+6 = am′+7, soit à am+5 = am+8 = am+9. Si on pose alors m∗ = m + 4,
on a am∗+1 = am∗+4 = am∗+5, et par suite am∗+3 = am∗+6 = am∗+7,
donc am+7 = am+10 = am+11. Par récurrence, on montre que a4(k+1)+m =
am+4k+1 = am+1, a4k+2+m = a4k+3+m = am+3 pour tout k assez grand,
contrairement aux hypothèses faites, ce qui termine la démonstration.

b) En tenant compte du fait que K et J sont non nuls, il vient la relation :

R1J(y)J(y + 1) + (R7 −R3)J(y)−R2(J(y + 1)− 1) = 0

Posons n = m−1, de sorte que an+2 = an+3. Dans ce cas, on a R1 = (an+5−
an+2)(an+4−an+1)(an+2−an), R2 = (an+5−an+2)(an+4−an+2)(an+1−an),
R3 = (an+5 − an+2)(an+4 − an+1)(an+2 − an) = R1, R7 = 0. La relation
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devient (R1J(y) − R2)(J(y + 1) − 1) = 0, et si R1 ou R2 est non nul, cela
implique que J(y) est constant, donc aussi K(y), et on a terminé.

Donc R1 = R2 = 0. On revient à la variable m :

(am+4 − am+1)(am+3 − am)(am+1 − am−1) = 0

et (am+4 − am+1)(am+3 − am+1)(am − am−1) = 0.

Comme am+4 n’est pas égal à am+1, on a (am+3 − am)(am+1 − am−1) = 0.
Si am+3 �= am, on a am+1 = am−1, et an est constante à partir de m − 1
puisque am−1 = am+1 = am+2.

On a donc am+3 = am. Il vient alors que (am − am+1)(am − am−1) = 0.
Si am = am+1, on a an constante à partir de m.

Par suite am−1 = am = am+3.

Posons m∗ = m− 2, on a obtenu am∗+1 = am∗+2 = am∗+5. Comme an
n’est pas constante, on trouve par le raisonnement précédent que am∗−1 =
am∗ = am∗+3, soit encore que am−3 = am−2 = am+1, ou a(m−4)+1 =
a(m−4)+2 = a(m−4)+5 = am+1 = am+2 = am+5. On a alors par récurrence
que, pour tout k tel que m− 4k soit assez grand, a(m−4k)+1 = a(m−4k)+2 =
a(m−4k)+5 = am+1 = am+2 = am+5 = αm. Comme on a am−1 = am =
am+3, le même raisonnement donne que a(m−4k)−1 = a(m−4k) = a(m−4k)+3

= am−1 = am = am+3 = βm.

Soit A l’ensemble des entiers m, qui par hypothèse est infini. Pour m ∈ A,
posons m = 4qm + hm, avec hm ∈ {0, 1, 2, 3}. Quitte à se restreindre à une
partie infinie B de A, on peut supposer que hm est une constante h. On
obtient donc pour m ∈ B que a4(qm−k)+h+j est égal à αm si j = 1, 2, et βm
si j = 0, 3. En tenant compte de la contrainte que m − 4k doit être assez
grand, et en posant l = qm − k, il en résulte qu’il existe une constante c
tel que si c � l � qm, on a a4l+h+j = αm si j = 1, 2, et βm si j = 0, 3.
Donc αm et βm sont constants pour m ∈ B. Comme qm tend vers l’infini
si m ∈ B tend vers l’infini, on en conclut que an est constante sur les
progressions arithmétiques modulo 4, contrairement aux hypothèses faites,
et cela termine la démonstration. �

On va maintenant étudier successivement trois cas pour des entiers m,
tel que le rang de Mm(y) est trois (il y a par hypothèse une infinité de tels
m), et donc les relations L1, L2, L3 sont vérifiées pour m. L’outil principal
sera le lemme 4.3.
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5.4.1. Cas K(y) et J(y + 1) liés, et K(y) et J(y)J(y + 1) liés

On voit immédiatement que ceci implique que J(y) et K(y) sont des
constantes, et on est ramené au théorème du quotient de Hadamard.

5.4.2. Le cas où K(y) et J(y + 1) ne sont pas liés

Par la relation L1, il vient que (am+4 − am+1)(am+5 − am+2) = 0 et
(am+2−am+1))(am+5−am+4) = 0. On a donc en particulier que soit am+4 =
am+1 pour une infinité de valeurs de m, soit am+5 = am+2 pour une infinité
de valeurs de m.

Premier cas : On a am+4 = am+1 pour une infinité de valeurs de m.
Ceci implique que (am+2−am+1)(am+5−am+1) = 0. Si on a am+2 = am+1,
on a pour les indices m+k, k = 1, 2, 3, 4, 3 valeurs égales, et an est constant
à partir de m+ 1 par le lemme 4.3, que nous allons utiliser un bon nombre
de fois, ce qui est contraire aux hypothèses faites.

On a donc am+1 = am+4 = am+5.

La relation L2 devient

(am+3 − am+1)(am+2 − am+1)(1− J(y)) = 0

Si am+3 = am+1, on a encore an constante à partir de m+1 en utilisant les
indices m + k, k = 1, 2, 3, 4. Si am+2 = am+1, c’est pareil.

On a donc J(y) = 1.

Nous avons obtenu que am+1 = am+4 = am+5, et J(y) = 1. On peut
alors utiliser le lemme 5.1, a), ce qui termine la preuve.

Second cas : On suppose que am+5 = am+2 pour une infinité de valeurs
de m. On a alors que (am+2 − am+1)(am+2 − am+4) = 0. Si am+4 = am+2,
on voit encore que an est constante à partir de m + 2.

On a donc am+1 = am+2 = am+5.

La relation L3 donne que

(am+4 − am+1)(am+3 − am+1)(J(y)J(y + 1)−K(y)) = 0

Si am+4 = am+1 ou si am+3 = am+1, on trouve encore que an est constante
à partir de m+1 ; on suppose donc que am+4 �= am+1 et que am+3 �= am+1.
On a alors J(y)J(y + 1) − K(y) = 0, et am+1 = am+2 = am+5. On peut
alors utiliser le lemme 5.1, b), ce qui termine la démonstration.
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5.4.3. Le cas où K(y) et J(y)J(y+1) sont linéairement indépendants

Ceci donne grâce à la relation L3 les égalités suivantes :

(am+4 − am+1)(am+5 − am+3) = 0

et
(am+3 − am+1)(am+5 − am+4) = 0

Premier cas : On a am+4 = am+1 pour une infinité de valeurs de m. Il
en résulte que (am+3 − am+1)(am+5 − am+1) = 0.

Si am+3 = am+1, on a trois valeurs égales pour an parmi les indices
m + k, k = 1, 2, 3, 4, et an est constante à partir de m + 1.

Sinon, on a am+1 = am+4 = am+5.

La relation L2 donne que

(am+3 − am+1)(am+2 − am+1)(1− J(y)) = 0

Comme on peut supposer que am+1 �= am+3, on a si J(y) �= 1, am+2 = am+1

et encore an constante en utilisant les indices m + k, k = 1, 2, 3, 4

Donc on a 1 = J(y), am+1 = am+4 = am+5, et on peut utiliser le lemme
5.1, a), ce qui termine la démonstration.

Second cas : On a am+5 = am+3 pour une infinité de valeurs de m. On
a alors par la seconde relation que soit am+3 = am+4, auquel cas am+3 =
am+4 = am+5, et on a an constante à partir de m + 3, ou alors am+1 =
am+3 = am+5. La relation L1 donne (am+4 − am+1)(am+1 − am+2)K(y) −
(am+2 − am+1)((am+1 − am+4)J(y + 1) = 0, et comme une des égalités
am+4 = am+1 ou am+2 = am+1 permet encore de montrer an constante à
partir d’un certain rang, on a K(y) = J(y + 1).

Nous revenons maintenant à la récurrence de départ, qui est donc

J(n + 1)wn+3 + J(n)wn+2 + wn+1 + wn = 0

Pour une solution quelcoque wn de cette récurrence, posons δn = J(n)wn+2+
wn. On a alors δn+1 + δn = 0. Il en résulte que l’on δn = (−1)nδ0. Posons
alors t′n = w2n et t′′n = w2n+1. On a alors J(2n)t′n+1 + t′n = δ0 et J(2n +
2)t′n+2 + t′n+1 = δ0, d’où J(2n + 2)t′n+2 − (J(2n) − 1)t′n+1 − t′n = 0. Cette
récurrence est donc vérifiée par les deux suites v2n et u2n = a2nv2n ; donc
la suite a2n est récurrente linéaire par le théorème 1.3. On vérifie de même
que la suite a2n+1 est récurrente linéaire, et il en résulte que la suite an est
récurrente linéaire, ce qui démontre l’assertion.
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6. Preuve du théorème 1.4

6.1. Quelques lemmes

On note M la matrice dont les coefficients de la i-ème ligne sont les
Ps+1−j(n)ai(n+ s+ 1− j), où i varie entre 0 et s− 1, et j entre 1 et s+ 1.
C’est donc une matrice à s lignes et s + 1 colonnes.

On note T la matrice obtenue en remplaçant les Pj(n) par 1 dans la
matrice M .

On fabrique la matrice N à s+2 lignes et colonnes en bordant la matrice
M de la manière suivante : On rajoute une première colonne de termes nuls
(qui sera la colonne d’indice 0), pour 0 � i � s − 1, et on rajoute les deux
lignes d’indice i = s et i = s + 1 qui sont

[Ps(n + 1), Ps−1(n + 1), · · · , P0(n + 1), 0]

et

[Ps(n+1)as−1(n+s+1), Ps−1(n+1)as−1(n+s), · · · , P0(n+1)as−1(n+1), 0]

Lemme 6.1. — Soit n un entier assez grand, fixé. Soit m un entier
appartenant à {1, · · · , s}. Le déterminant de la matrice Tm obtenue à partir
de T en y supprimant la colonne d’indice m est non nul.

Démonstration. — On va raisonner par l’absurde, et supposer que ce
déterminant est nul. Dans ce cas, il existe une combinaison linéaire non
triviale des lignes de Tm qui est nulle. Il existe donc des µi ∈ C, non tous
nuls (qui peuvent dépendre de n, mais n est fixé), tels que l’on ait

s−1∑
i=0

µiai(n + s + 1− j) = 0

pour j = 1, · · · , s + 1, j �= m. Posons b(q) =
s−1∑
i=0

µiai(q) et

u(q) = b(q)v(q) = (
s−1∑
i=0

µiai(q))v(q) =
s−1∑
i=0

µiui(q)

qui est une solution de l’équation aux différences (E) nulle pour tout q =
n + j, 1 � j � s + 1, j �= m. Par le lemme 4.3, la suite u(q) est nulle à
partir de n, ceci contredit l’indépendance linéaire des ui(q) et termine la
démonstration. �
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Lemme 6.2. — Pour 1 � k � s, on note

Qk(y) = Ps−k(y + 1)(
∏

1�j�s+1,j �=k
Ps+1−j(y))

Le déterminant de la matrice N est donné par la formule suivante :

Ps(n + 1)
∑

1�k�s

(−1)k(as−1(n + s + 1)− as−1(n + s + 1− k))Qk(n)det(Tk)

où Tk est la matrice obtenue à partir de la matrice T en y supprimant la
colonne d’indice k, 1 � k � s.

Démonstration. — On va développer par rapport aux deux dernières
lignes. On développe par rapport à la dernière ligne, on choisit tout d’abord
un indice j, 0 � j � s + 1, et on voit que puisqu’il y a un zéro en dernière
place, on peut se limiter aux j tels que j � s. Le déterminant de N prend
la forme : ∑

0�j�s
(−1)s+1−jPs−j(n + 1)as−1(n + s + 1− j)Γj

où Γj est le déterminant de la matrice N privée de sa dernière ligne, et de
sa colonne d’indice j.

On considère maintenant Γj , et on le développe par rapport à sa dernière
ligne, en repérant toujours les colonnes par les indices 0, · · · , s + 1, dont on
a enlevé le terme j.

Supposons j �= 0, ce qui veut dire que la première colonne de N n’a
pas été supprimée pour obtenir Γj . Dans ce cas, le déterminant Γj est égal
à (−1)sPs(n + 1)det(Mj), où Mj est la matrice M privée de sa colonne
d’indice j, 1 � j � s.

Supposons maintenant que j = 0. On développe alors, le terme cor-
respondant à l’indice k de colonne (1 � k � s) est (−1)s+1−kPs−k(n +
1)det(Mk)

Finalement, on trouve une première formule, qui est

Ps(n+1)
s∑

k=1

(−1)kPs−k(n+1)(as−1(n+s+1)−as−1(n+s+1−k))det(Mk)

On voit tout de suite que

det(Mk) = (
∏

1�j�s+1,j �=k
Ps+1−j(n))det(Tk)

ce qui termine la démonstration du lemme. �
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6.2. Preuve du théorème 1.4

On commence par écrire que v(n) et les uj(n), 1 � j � s−1 sont solutions
de (E) en remplaçant les uj(n) en fonction des aj(n) et de v(n) ; ceci étant
fait, on change dans l’équation vérifiée par v(n) l’indice n par n+1, et on fait
de même pour l’équation vérifiée par as−1(n)v(n). On obtient un système
linéaire homogène d’équations, dont (vn, · · · , vn+s+1) est une solution, qui
par hypothèse n’est pas la solution nulle. La matrice du système est N , et
donc son déterminant est nul.

Des lemmes 4.1 et 6.2, il résulte que l’on va avoir en raison de l’hypothèse
que les aj(n) sont dans Gd pour un groupe de type fini G et un entier d
convenables des égalités polynomiales :∑

1�k�s

(−1)k(as−1(n + s + 1)− as−1(n + s + 1− k))Qk(y))det(Tk) = 0

Nous allons commencer par le cas où s = 2.

Dans ce cas, on peut expliciter la relation, qui devient (en notant
an = a1(n)) :

P2(y)P0(y + 1)(an+3 − an+1)(an+2 − an)

−P1(y)P1(y + 1)(an+3 − an+2)(an+1 − an) = 0

Si les polynômes P2(y)P0(y+1) et P1(y)P1(y+1) sont linéairement indépen-
dants sur C, leurs coefficients sont nuls pour tout n. Dans ce cas, on a
les deux relations (an+3 − an+1)(an+2 − an) = 0 et (an+3 − an+2)(an+1

− an) = 0. La première montre que pour tout n, on a parmi les s + 1 = 3
valeurs an+1, an+2, an+3, au moins deux qui sont égales, ou parmi les valeurs
an, an+1, an+2, au moins deux qui sont égales. On applique alors le lemme
4.3, qui montre que la suite an est constante à partir d’un certain rang, et
ceci termine la preuve dans ce premier cas.

Si les polynômes sont dépendants, comme ils sont non nuls, il existe une
constante λ telle que P1(y)P1(y + 1) = λP2(y)P0(y + 1). Nous allons dans
ce cas étudier les solutions de la récurrence.

On note N un entier tel que si n � N , on ait P0(n)P1(n)P2(n) �= 0. Soit

pour n � N +1, tn la suite définie par tn =
n−1∏
k=N

P0(k)
P1(k)

. Soit wn une solution

quelconque de la récurrence, et xn =
wn
tn

. On vérifie immédiatement que

l’on a λ−1xn+2 + xn+1 + xn = 0, ce qui ramène l’énoncé à démontrer au
théorème du quotient de Hadamard, et ceci termine la démonstration.

– 160 –



Quotients de suites holonomes

Dans la suite, on suppose que s � 3. La démonstration va se dérouler
suivant le même schéma de preuve, mais avec quelques complications tech-
niques.

Soient m, l deux indices fixés, distincts, appartenant à {1, · · · , s}. On va
appliquer ce qui précède en remplaçant as−1 par une combinaison linéaire
d(n) = λ1a1(n) + · · · + λs−1as−1(n), en imposant que d(n + s + 1) =
d(n + s + 1− j) pour 1 � j � s et j �= m, l, et aussi que le coefficient λs−1

ne soit pas nul (on va le prendre égal à 1), ce qui implique l’indépendance
linéaire de ai(q), 0 � i � s− 2 et de d(q).

En écrivant que d(n + s + 1 − j) − d(n + s + 1) = 0 pour 1 � j � s et
j �= m, l, on trouve le système (S) aux inconnues λi, i = 1, · · · , s− 2

s−2∑
i=1

λi(ai(n+s+1− j)−ai(n+s+1))=as−1(n+s+1)−as−1(n+s+1− j)

La matrice de ce système est la matrice (ai(n + s + 1− j)− ai(n + s + 1)),
1 � i � s−2, j �= m, l. Il suffit donc de montrer que le déterminant de cette
matrice est non nul pour prouver cette assertion.

Considérons la matrice Tm+1(n + 1) dont le déterminant est non nul
par le lemme 6.1. On commence par modifier cette matrice en soustrayant
la première colonne de cette matrice à toutes les autres, puis on considère
la matrice extraite obtenue en supprimant la première ligne et la première
colonne. On trouve la matrice (ai(n + s + 2 − h) − ai(n + 1 + s)), avec
1 � i � s − 1, et 2 � h � s + 1, h �= m + 1. (En effet, pour obtenir
Tm+1(n + 1), comme m + 1 � 2, on n’a pas enlevé la première colonne de
T (n + 1)).

On change l’indice h en le posant égal à j + 1, où j varie entre 1 et
s, et j �= m. La matrice devient (ai(n + s + 1 − j) − ai(n + 1 + s)). avec
1 � i � s− 1, 1 � j � s, et j �= m.

On développe maintenant le déterminant de la matrice précédente sui-
vant la colonne d’indice l. Comme ce déterminant est non nul, on en déduit
qu’il existe un indice i0 tel que le mineur égal au déterminant de la matrice
(ai(n + s + 1 − j) − ai(n + 1 + s)), avec 1 � i � s − 1, i �= i0, 1 � j � s,
et j �= m, l est non nul. Quitte à renuméroter les ai, on peut supposer que
i0 = s− 1 ; le système (S) précédent aux inconnues λi est alors un système
de Cramer, ce qui prouve l’assertion.

On obtient que la somme des deux expressions suivantes est nulle :

(−1)m(d(n + s + 1)− d(n + s + 1−m)Qm(y)det(Tm)
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et
(−1)l(d(n + s + 1)− d(n + s + 1− l)Ql(y)det(Tl)

Le lemme 6.1 donne que det(Tm) et det(Tl) sont non nuls tous les deux.
Donc comme tous les polynômes Pk sont non nuls, si l’un des termes
d(n + s + 1 − m) − d(n + s + 1) ou d(n + s + 1 − l) − d(n + s + 1) est
nul, l’autre aussi ; par le lemme 4.3, la suite d(q) serait constante, ce qui
par l’indépendance linéaire des ai(q) contredirait le fait que λs−1 est non
nul.

On a obtenu une relation de dépendance non triviale entre Qm et Ql. En
simplifiant cette relation, on voit qu’il existe δm,l non nul, tel que Ps−m(y+
1)Ps+1−l(y) = δm,lPs−l(y + 1)Ps+1−m(y).

Pour l = s, on obtient que pour k = 0, . . . s− 1 on a

Pk+1(y) = µkϕ(y)Pk(y + 1) où µk =
1

δs−k,s
, ϕ(y) =

P1(y)
P0(y + 1)

.

On vérifie alors par récurrence sur k = 1 . . . , s que

Pk(y) = P0(y)
k−1∏
i=0

(
µi

P1(y + i)
P0(y + i)

)

Si on pose θk =
∏k−1
i=0 µi, et ηn =

n−1∏
m=N0

P1(m)
P0(m)

pour n assez grand et N0

convenable (qui est une suite holonome inversible), toute suite wn vérifiant
l’équation aux différences (E) de départ sera telle que la suite tn = ηnwn va
vérifier la relation de récurrence à coefficients constants (F) suivante :

s∑
k=0

θktn+k = 0

et on est alors ramené au théorème du Quotient de Hadamard, ce qui termine
la preuve.

6.3. Preuve du corollaire 1.5

Le premier cas est celui, trivial, où la suite an est constante à partir d’un
certain rang, ce qui équivaut à dire que les suites un et vn sont linéairement
dépendantes. On suppose donc pour poursuivre que ce n’est pas le cas. On
écrit la récurrence sous la forme :

P2(n)wn+2 + P1(n)wn+1 + P0(n)wn = 0
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Comme il est clair que l’on peut supposer que les polynômes P0 et P2 ne
sont pas nuls, il nous reste deux possibilités :

Premier cas : Le polynôme P1 n’est pas nul. On peut alors appliquer le
théorème 1.4, qui donne le résultat.

Deuxième cas : Le polynôme P1 est nul. On voit alors facilement que
les deux suites v2k et v2k+1 vérifient des récurrences d’ordre 1, et par la
remarque 2.2 l’assertion en résulte.

7. Quelques commentaires

1) Nous avons dû faire dans nos énoncés l’hypothèse naturelle que la
suite vn était non nulle à partir d’une certain rang, mais aussi l’hypothèse
que la suite an quotient des deux suites un et vn ne prenait qu’un nombre
fini de fois toute valeur L fixée.

En fait ces deux hypothèses sont liées. En effet, si L est une valeur fixée
dans C, dire que an prend une infinité de fois la valeur L est équivalent à
dire que la suite wn = un − Lvn, qui vérifie la récurrence commune à un et
vn, s’annulle une infinité de fois.

Dans le cas d’une suite récurrente linéaire wn d’éléments de C, l’étude
de l’ensemble des indices n tels que wn = 0 conduit au théorème de Skolem-
Mahler-Lech, ([17], [9], [7]), qui affirme qu’il existe un entier d � 1, tel que,
pour tout r ∈ {0, · · · , d− 1}, on a soit wkd+r = 0 pour tout k assez grand,
soit l’ensemble des indices k tels que wkd+r = 0 est fini.

Dans le cas d’une suite holonome wn, il a été démontré d’abord dans
le cas où la série génératrice

∑
wnx

n est algébrique ([2]), puis dans le
cas général ([10]), qu’il existe un entier d � 1, tel que, pour tout r ∈
{0, · · · , d− 1}, on a soit wkd+r = 0 pour tout k assez grand, soit l’ensemble
des indices k tels que wkd+r = 0 est de densité arithmétique nulle.

Le problème de savoir s’il existe une suite holonome wn tel que l’ensemble
formé par les indices n appartenant à une progression arithmétique tels que
wn = 0 est un ensemble infini de densité arithmétique nulle est à notre
connaissance un problème ouvert (qui se ramène bien sûr à savoir s’il existe
une suite holonome telle que les indices où elle s’annulle forme un ensemble
infini de densité arithmétique nulle). A priori, on ne peut donc exclure que
pour une valeur L, l’ensemble des indices n appartenant à une progression
arithmétique tels que an soit égal à L soit un ensemble infini de densité
arithmétique nulle.
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Nous allons cependant exhiber une classe de récurrences, telles que pour
toute solution wn de cette récurrence ayant une infinité de termes non nuls,
on a wn �= 0 à partir d’un certain rang, ce qui par ce qui précède permet
d’appliquer nos résultats.

Nous utiliserons un théorème dû à O. Perron. ([12], [11]). Considérons
une relation de récurrence R de la forme

(as + εs(n))wn+s + · · ·+ (a0 + ε0(n))wn = 0

où les ak sont des constantes, avec asa0 �= 0, et les εk(n) des suites de limite
nulle. Si l’on suppose que le polynôme P (X) = asX

s+ · · ·+a0 a des racines
αj de modules tous distincts, alors R possède une base ej(n), j = 1, · · · , s
de solutions telles que ej(n) = αnj (1 + βj(n))n, avec βj(n) de limite nulle.

Il est clair que l’hypothèse faite sur les αj implique que, pour toute
solution non nulle wn de la récurrence, on a wn non nul à partir d’un certain
rang.

On pourra consulter [6] pour des généralisations de ce résultat et des
références bibliographiques.

A titre d’exemple, pour tout choix des polynômes Qk de degrés au plus
deux, la récurrence suivante satisfait à ces conditions :

(n3 + Q3(n))wn+3 − (6n3 + Q2(n))wn+2

+(11n3 + Q1(n))wn+1 − (6n3 + Q0(n))wn = 0

2) On peut songer à donner des applications arithmétiques des résultats
précédents. Nous n’avons pour le moment que des résultats assez faibles,
nous en donnons simplement un exemple ; nous espérons pouvoir revenir
sur cette question.

On considère les deux suites un = n!+2n et vn = n!+3n. Elles vérifient
toutes les deux la récurrence

P3(n)wn+3 + P2(n)wn+2 + P1(n)wn+1P0(n)wn = 0

avec P3(n) = (n2 − 2n + 3), P2(n) = −(n3 + 6n2 − 8n + 17), P1(n) =
(5n3 + 11n2 − 2n + 28), et P0(n) = −(6n3 + 6n2 + 12n + 12). En fait les
trois suites n!, 2n, 3n constituent une base de solutions de cette récurrence,
ce qui montre que, pour une solution quelconque wn, s’il existe une infinité
de n tel que wn �= 0, on a wn �= 0 à partir d’un certain rang. On peut donc
par ce qui précède appliquer le théorème 1.3. Soit zn le PGCD de un et vn.
On a alors le résultat suivant :
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Soit l’ensemble des nombres premiers divisant un terme de la suite αn =
un
zn

est infini, soit l’ensemble des nombres premiers divisant un terme de la

suite βn =
vn
zn

est infini.

En effet, dans le cas contraire, il existe un ensemble fini S de nombres
premiers tels que les facteurs premiers de αnβn sont dans S pour tout n ;

comme on a
n! + 2n

n! + 3n
=

αn
βn

= an, on peut appliquer le théorème 1.3. Mais

on sait que pour une suite récurrente linéaire an vérifiant cette condition, il
existe un entier d � 1, et des λr, µr rationnels tels que akd+r = λrµ

k
r , pour

tout k assez grand. On montre facilement que ce n’est pas le cas, et cette
contradiction démontre l’assertion.
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