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Comparaison des formes de Seifert
et des fonctions zéta de Denef-Loeser
des germes de courbe plane a singularité isolée

PuILIPPE DU Bors(

RESUME. — Nous démontrons que la donnée de la forme de Seifert entiere
et de la fonction zéta de Denef-Loeser d’un germe de courbe plane a
singularité isolée ne déterminent pas le type topologique de ce germe. De
plus, la fonction zéta de Denef-Loeser d’un tel germe ne détermine pas la
forme de Seifert entiére associée.

ABSTRACT. — We show that the topological type of a plane curve germ
with isolated singularity is not determined by its integral Seifert form and
Denef-Loeser zeta function. Furthermore, the integral Seifert form of such
a germ is not determined by its Denef-Loeser zeta function.

0. Introduction

Le but de cette note est la comparaison de deux invariants associés aux
germes de courbe plane a singularité isolée, la forme de Seifert entiere et la
fonction zéta de Denef-Loeser.

Soient f : (C"** 0) — (C,0) un germe de fonction analytique & singu-
larité isolée, F' la fibre de Milnor de f, h une monodromie géométrique de F,
h* le morphisme induit par h sur H,(F,Z). La forme de Seifert entiére de
f, notée A(f), est la forme bilinéaire définie sur le Z-module libre H,,(F,Z)
par A(f)(a, B) = L(i4+(a), B), ou L(.,.) est le nombre d’enlacement dans la

(*) Regu le 30/09/2010, accepté le 04/08,/2011
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sphere S2"+L et i () est le cycle obtenu en poussant a hors de F' dans une
direction normale positive induite par l'orientation de F'. La forme de Seifert
entiére est un invariant du type topologique de la singularité du germe f.

En grande dimension, c’est-a-dire pour n > 3, la forme de Seifert entiere
est un invariant complet du type topologique. Dans le cas des germes de
courbe plane (le cas n = 1), Pauteur et F. Michel ont montré que la forme
de Seifert entiére n’est pas un invariant complet, voir [6].

La fonction zéta topologique (locale) d’un germe de fonction analytique
complexe est un invariant introduit par J. Denef et F. Loeser dans [2]. Nous
appellerons cette fonction la fonction zéta de Denef-Loeser du germe.

Dans le cas des germes de courbe plane, cette fonction a été étudiée en
particulier par W. Veys, voir par exemple [11] et [12]. La formule rappelée
dans la proposition 1.1 montre que la fonction zéta de Denef-Loeser est un
invariant du type topologique de la singularité du germe de courbe plane f.

En revanche, en grande dimension (n > 3), la fonction zéta de Denef-
Loeser n’est pas un invariant topologique de la singularité. Ce résultat est
di a E. Artal, P. Cassou-Nogues, I. Luengo et A. Melle [1]. Pour cela, ils
considerent deux germes de courbes planes dont les formes de Seifert entieres
sont isomorphes (les germes construits dans [6] mentionnés plus haut). Ils
montrent que les fonctions zéta associées sont distinctes et concluent en
procédant & une double suspension.

Il est donc naturel de se demander si la donnée de la forme de Seifert
entiere et de la fonction zéta de Denef-Loeser d’un germe de courbe plane a
singularité isolée détermine le type topologique de ce germe. Nous démontrons
ici que la réponse a cette question est négative, en construisant des paires de
germes de courbe plane f’ et f”, & singularité isolée, de types topologiques
distincts, qui ont la méme fonction zéta de Denef-Loeser et dont les formes
de Seifert entieres sont isomorphes, voir le théoreme 3.1.

Nous construisons ensuite des paires de germes de courbe plane g’ et
g”, & singularité isolée, de types topologiques distincts, qui ont la méme
fonction zéta de Denef-Loeser et dont les formes de Seifert entieres ne sont
pas isomorphes, voir le théoreme 3.3 et la proposition 3.2 pour des énoncés
précis. Ainsi, la fonction zéta de Denef-Loeser d’un germe de courbe plane

a singularité isolée ne détermine pas la forme de Seifert entiere associée.

On établit au passage une formule explicite qui permet le calcul des
multiplicités v; intervenant dans le calcul de la fonction zéta, en fonction
des paires de Zariski du germe étudié, voir les propositions 1.4 et 1.5.
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Comparaison des formes de Seifert et des fonctions zéta de Denef-Loeser

Les germes f’ et f” (resp. ¢’ et ¢g") sont construits en ajoutant des paires
de Zariski & un germe f (resp. ¢g) que nous définirons dans un premier temps.

1. Notations et rappels

Soit f : (C2%,0) — (C,0) un germe de courbe plane & singularité isolée.
Soit (X, h) la résolution minimale de f~1(0) en 0. Nous notons E;, i €
T = T. UTy les composantes irréductibles de h=1(f~1(0)), ot E; est une
courbe exceptionnelle pour i € T, et une composante irréductible de la

o

transformée stricte de f~1(0) pour i € Ts. Pour i € T, nous posons E; =
E; \ Ujzi(E; N E;). Les multiplicités de E; dans les diviseurs de foh et de
h*(dx A dy) sur X sont notées respectivement N; et v; — 1. On a N; > 1,
v; = 1et (N, v;) = (1,1) pour i € Ts.

Une curvette 7; associée au sommet ¢ € T, est un germe de courbe lisse
(o)

dans X qui intersecte E; transversalement en un point de F;. Nous noterons
a; la multiplicité de h(v;) en l'origine 0 € C2. Le quotient de E; est le nombre
rationnel N;/a;. Voir ([6], 1.1) pour ces définitions.

Nous noterons enfin T'(f) larbre dual de désingularisation de f. Les
sommets de T'(f) sont les points de T'; dans les figures qui suivent, un
sommet est représenté par un e si ¢ € T, et par une extrémité de fleche si
i € Ts; les sommets 7 et j sont joints par une aréte de T'(f) si et seulement
si Ei N Ej 75 @

PROPOSITION 1.1.— Awec les mémes notations, la fonction zéta de
Denef-Loeser de f est donnée par

X(E; N E;)
Z = .
7(5) S vi +5N + Z (v +5N)(1/j + sN;)

Démonstration. — Cette formule est une traduction de la définition géné-
rale de Denef et Loeser pour le cas des germes de courbe plane, voir ([11],
22). O

PROPOSITION 1.2. (REGLES DE CALCUL DES N; ET v;).— Les nom-
bres N1 et vy associés au sommet #1 qui apparait le premier lors de la
désingularisation par éclatements successifs sont N1 = multo(f) (multi-
plicité de f en 0) et vy = 2. Soit E; une composante du diviseur excep-
tionnel obtenue par éclatement d’un point P;. Notons P(i) l'ensemble des
indices j tels que P; € E; avant l’éclatement et 9 le germe définissant les
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composantes de la transformée stricte de f=1(0) qui passent par P; avant
Iéclatement de P;. On a alors, card(P(i)) < 2 et

N; = multp, (fP) + Z N; et vy=2+ Z (v; —

JEP(1) JEP(3)

ou encore, si P(i) = {j'())}, vi = 14+ vy et, si P(i) = {j'(4),5" (i)},
V; = Vj/(i) + Vj”(i)‘

Démonstration. — Ces égalités proviennent d’un calcul élémentaire en
coordonnées locales. (]

Nous n’aurons besoin que des valeurs des multiplicités N; aux sommets
de valence 1 ou 3. Celles-ci peuvent étre calculées en utilisant la proposition
suivante.

PROPOSITION 1.3. (REGLE DE CALCUL DES N;).— Soient f : (C?,0) —
(C,0) un germe de courbe plane a singularité isolée et T(f) Uarbre de
désingularisation avec multiplicités de f. Soient i un sommet de T(f) et
v; une curvette de f associée a ce sommet. La multiplicité N; du sommet 1
est égale au nombre d’intersection en 0 des germes f et h(7y;), c¢’est-a-dire :

Démonstration. — Voir ([6], 1.1).

Les propositions 1.4 et 1.5 ci-dessous sont «bien connues». Voir ([8],
section 5) et ([10], lemme 2.3.1) pour d’autres démonstrations.

PROPOSITION 1.4. (CALCUL DE v; POUR UNE PREMIERE PAIRE DE
ZARISKI). — Soit f = fi---fr : (C?,0) — (C,0) un germe de courbe
plane a singularité isolée, ou les germes f1,. .., fx sont irréductibles. Soient
P1/q1,---,Pg/qq les paires de Zariski dans le développement de Puiseuzr de
fi. Soit i(1) € T, le sommet (de rupture) de T(f) associé a la paire p1/q1.
On a alors

Vi) = P1+ Q1.

Démonstration. — Il est facile de voir que le calcul de v;;) ne dépend
que de la composante irréductible f; du germe f.

Le début de la désingularisation du germe f; (jusqu’au diviseur représenté
dans T'(f) par le sommet de rupture associé a la paire p;/q1) utilise la suite
(apl(7));en des approximations lentes du développement en fraction con-
tinue de p1/q;.
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Comparaison des formes de Seifert et des fonctions zéta de Denef-Loeser

Les tableaux suivants donnent successivement les approximations lentes
apl(i) (rangées dans lordre croissant), les numéros d’apparition #i de la
composante F; du diviseur exceptionnel et les valeurs de v;.

Premier cas : - = [ho, h1] := ho + 1 = M.
q hy h1
apl(i) 1 2 ... ho ho + 7= oo ho+i ho+3 ho+l
#0012 ... ho ho + hy oo ho+3 ho+2 ho+1
v; 2 3 ... ho+1 hohiy+h1+1 ... 3ho+4 2ho+3 ho+2

.\ D1 1 hohiha + ho + ho
D i — = |hg, h1, ha] := ho+ =
euxiéme cas o [ho, 1, ha] 0 h1+% hihs b1
1) 1 ho  ho+ ! ho + ! ho + ! ho+1
apl(? 0 0 h1—|—1 ... o h1—|—hiz 0 h1 0
#i 1 ... hg ho+hi+1 ... hg+hi+hyshg+h ... hog+1
143 2 ... h0+1 h0+1+ h0+1+ h0h1+ h0+2
(hohi+ ho(hohi+  h1+1
hi+1) hi+1)

Dans le premier cas, on trouve que vy = hoh1 +h1 +1 = p1 + q1, en se
rappelant que les deux écritures de la fraction p; /g1 sont irréductibles. Dans
le deuxieme cas, pour la méme raison, v;(1) = ho + 1+ ha(hohy +h1 +1) =
hoh1ho + hg + ha + h1he +1 = p1 4+ q1. Dans le cas général, on a

1
1
ha +

h/g—l"rﬁ

% = [ho,h ha, . hy) == ho +

hi +

Introduisons les approximations rapides de la fraction continue p;/q:

P10 P11 P1,2
——= = [ho], == = [ho, 1], == = [ho, h1,h2], ...,
q1,0 q1,1 q1,2
P1,g-1
—i= — [h07 h17 h2a IR hg—lL
q1,gfl
et notons Va,, Vhgthys Vhothithas - -1 Yi(1) = Vhotth, les valeurs de v;

associées aux approximations rapides de p; /g; (comme ci-dessus, les indices
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sont les numéros d’apparition des composantes du diviseur exceptionnel).
Les calculs précédents montrent que les premieres valeurs de v; sont succes-
sivement :

Vhe =ho+1=p1o+ a0, Vhoth, = hoh1 +hi+1=pi1+qi1,

Vho+hi+hs = ho + 14+ ha(hoh1 +h1 +1) =p12 + q1,2,

et que, pour tout 5,2 <j < g,ona:

Vh0+...+hj = Vh0+...+hj72 + thh0+...+hj71.

Mais les numérateurs et dénominateurs des approximations rapides de p; /¢
vérifient les relations de récurrence suivantes, pour tout j, 2 < j < g,

Py =Pij—2+hip1j—1 et qij =qi -2+ hjq -1,

ceci montre que, pour tout j, 2 < j < g, Vpgtth; = P1,j T q1,5 €b, en
particulier, v;1) = p1 + q1- (I

PROPOSITION 1.5. (CALCUL DE v; POUR UN SOMMET DE RUPTURE DE
T(f)).— Soit f1 une branche du germe f, soient p1/q1,...,Pr—1/Gr—1,0r/qr,
., Dg/aq les paires de Zariski de fi. Soient i(r) le sommet de rupture de
T(f) associé a la paire de Zariski p;/qr, v > 1, de la branche fi de f et
Vitr—1) le nombre v associé a la paire de Zariski p,_1/q-—1 de la branche
fi- On a alors

Vi(r) = Dr + @rVi(r—1)-

Démonstration. — Posons v/ = v;,_1), pr/qr = [ho, h1,... hs] = ho +
1
et p,./qgr = [ho+ (V' = 1),hy,...,hs] = Ao+ (v — 1) +
ha + he—1+7—
; s
———— . Le calcul des nombres v associés aux sommets de 'arbre de
ht s

désingularisation de f1, au-delad du sommet de rupture i(r — 1) coincide avec
le calcul des nombres v associés aux sommets de 'arbre de désingularisation
d’un germe irréductible f dont les paires de Zariski sont B,./qr, - .. ,Pg/qqs
au-deld du sommet dont le nombre v est . Nous trouvons donc la formule
indiquée :

Vi(ry = Dr+qr =pr+ (V/ - 1)QT +qr =pr + QTVI =pr+ qrVi(r—1)-
]
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Comparaison des formes de Seifert et des fonctions zéta de Denef-Loeser
2. Construction des germes f, f', ", 9,9, 9"

2.1. Les germes f

Nous considérons les germes de courbe plane a singularité isolée f a deux
branches transverses dont la premieére branche a pour paires de Zariski 3/2
et p/q et la seconde 5/2 et r/s, ol p,q,r,s sont des entiers supérieurs ou
égaux a 2 tels que pged(p, ¢) = pged(r, s) = 1. Par exemple, on peut prendre
pour f le germe dont les branches ont pour développements de Zariski

p1(x) = x3/2(1 +gcp/2q) et polz) == +x5/2(1 4 :L’T/QS)’
L’arbre de désingularisation T'(f) du germe f a la forme indiquée Figure 1

(les sommets de valence un ou trois sont notés respectivement B; ou A;, les
sommets de valence deux ne sont pas représentés en général).

[ %
As e
A e——e B

Ay Ay
< Y v >
: I #1
B,

B4 L]

Figure 1. — T'(f).

PROPOSITION 2.1.— Notons m; les multiplicités des composantes du
diviseur exceptionnel et v; les nombres associés aux sommets A; de l'arbre
T(f). On a alors m3 = my et v3 = vy si et seulement si p,q,r, s vérifient
les égalités

q(6g+4s+p) = s(4g+10s+7)
{ 5¢ +p = 7s+1r

Ces égalités et les conditions pged(p, q) = pged(r, s) = 1 sont vérifiées par
(p,q,7r,8) = (24,7,17,6). On a alors msz = mg = 630 et v3 = vy = 59. Plus
généralement, ces égalités et les conditions pged(p, q) = pged(r, s) = 1 sont
vérifiées pour tout s, s > 5 et s £ 2 mod 3, par

(p,q,r,8) = (28 =75 — 6,54+ 1,25% — 95 — 1, 5).
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Démonstration. — Pour calculer les m;, on peut prendre pour curvettes
associées aux sommets A;, 1 < i < 4, les germes -y; suivants :

(@) = 20972, 35 (w) = 20772, yy(a) = 2%/2(1 + 2a7179),

va(z) =z + 2°/2(1 + 2277/2%).

On trouve alors, en utilisant les propositions 1.3, 1.4 et 1.5, que les mul-
tiplicités m; des composantes du diviseur exceptionnel et les nombres v;
associés aux sommets A; de I'arbre T'(f) sont donnés par le tableau suiv-
ant :

Al' A1 A2 A3 A4

m; 6g+4s 4q¢+10s q(6g+4s+p) s(4g+10s+r)

Vi ) 7 5¢+p 7s+1r
Ceci donne le résultat indiqué. O

2.2 Les germes f’ et f” et leurs arbres de désingularisation

Nous considérons les germes f’ et f”/ dont les branches ont les développe-
ments de Puiseux ¢, ¢h et ¢, ¢l suivants :

pi(a) = a2 (L4a?P1at 1)), ph(2) = a+a® P (L’ (1)),

ol (@) = 22 (142”21 (142%1)), g (e) = 22 (14" (1+21/1)).

Les arbres de désingularisation T'(f’) et T'(f”) des germes f’ et f” ont la
forme indiquée Figure 2. Les germes f’ et f” ont donc, par construction,
des types topologiques distincts.

Bs N By
Ay &—so Ay e—se
Bs c” Bs
Asz - As Y
Ay o B Ay »——o B
As C' Ay Agy Asg Ay As
o I |
Bg § . #1 Bg . #1
By e By By e By
T(f") (")
Figure 2
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PROPOSITION 2.2. — Avwec les notations de la proposition 2.1, les multi-
plicités N; des composantes du diviseur exceptionnel et les nombres v; sont
donnés par les tableauzr suivants, successivement pour f' et pour f" :

) A3 Bs A5 Ay o4 Bg A6
N;(f') 2m3 2mg+1 4mgz+2 2my 2ma+2 2my+3 4my+6
vi(f) Vs v3+1  2w3+1 vy vy +1 vy +2  2u4+3

) Ag c” Bs A5 Ay Bg A6
Nz' (f”) 2m3 2m3 —|— 2 2m3 —|— 3 4m3 —|— 6 2m4 2m4 —|— 1 4m4 —|— 2
vi(f")  vs vs+1 v3+2  2v3+3 vy va+1  2u+1

On passe de T(f) a T(f") et T(f") en remplacant les fleches portées par As
et Ay par ce qui est indiqué par les figures. Les multiplicités des composantes
du diviseur exceptionnel dans la partie de T(f") ou T(f") reprise de T(f)
sont obtenues en multipliant par 2 celles des sommets correspondants de
T(f). Les nombres v; associés aur composantes du diviseur exceptionnel
dans la partie de T(f") ou T(f") reprise de T(f) sont égauz d ceuz des
sommets correspondants de T(f).

2.3. Les germes g

Nous considérons les germes de courbe plane a singularité isolée g définis
par

g(z,y) = (@ — ") (= —y*)((y — 2)° - 27),
ou a,b,c,d, e, f sont des entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que

? <l< % < 5 et pged(a,b) = pged(c,d) = pged(e, f) = 1.

L’arbre de désingularisation T(g) du germe de courbe plane g a la forme
indiquée Figure 3 (les sommets de valence trois ou un sont notés respec-
tivement A; ou B;, les sommets de valence deux ne sont pas représentés en
général).

Figure 3. — T'(g).
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PROPOSITION 2.3. — Notons ng la multiplicité du germe g, ni, no et ng
les multiplicités des composantes de valence 3 du diviseur exceptionnel de
la désingularisation du germe g rencontrant respectivement les transformées
strictes des composantes @ — y°, (y —x)° — zf et ¢ —y?. On a

ngo=b+d+e, ny=ab+ad+be, ny=elb+d+f), nz=da+c+e).

De plus, les nombres v; associés aux sommets de rupture Ay, As, Az sont
respectivement

rn=a+b w=e+f, rv3=c+d.

Démonstration. — Voir les propositions 1.3 et 1.4. (]
2.4 Les germes ¢’ et ¢g” et leurs arbres de désingularisation

Nous supposerons a partir d’ici que (a, b, ¢, d, e, f) vérifient les conditions
données en 2.3 et les égalités no = ng et vo = v3. Pour simplifier les calculs
des formes de Seifert, nous imposerons de plus que les pged des multiplicités
le long des arétes de l'arbre T'(g) soient égaux a 1. Toutes ces conditions
sont vérifiées par (a,b,c,d,e, f) = (11,3,14,3,5,12).

Nous considérons les germes ¢’ et g’ dont les branches ont les développe-
ments de Puiseux 71,75, 74 et 71,74, ~4 suivants :

'yi(x) = xa/b<1_’_$1/2b)7 7é($) — $+$f/€(1+x3/26)’ 7:/3(1,) _ xc/d(1+x1/2d)7

(@) = 212t/ ®), o () = a1 (140112, A () = 27/ (142%/29),

Nous avons donc ajouté a chaque branche de g une paire de Zariski de la
fagon suivante : dans le cas de ¢, les paires de Zariski ajoutées sont 1/2,
1/2 et 3/2 pour les branches associées respectivement & a/b, ¢/d et f/e ;
dans le cas de ¢”, les paires de Zariski ajoutées sont 1/2, 3/2 et 1/2 pour
les branches associées respectivement & a/b, ¢/d et f/e. Les germes ¢’ et g”
ont donc, par construction, des types topologiques distincts.

Les arbres de désingularisation T'(¢°), ou © = ' ou ", des germes ¢’

et ¢’ ont la forme indiquée Figure 4 (les sommets de valence un ou trois
sont notés respectivement B; ou A;, les sommets de valence deux sont omis
en général). On passe de T'(g) a T'(¢") et T(g"”) en remplagant les fleches
portées par Ay, As et Az par ce qui est indiqué par la figure. Les multi-
plicités des composantes du diviseur exceptionnel dans la partie de T'(g")
ou T'(g") reprise de T'(g) sont obtenues en multipliant par 2 celles des som-
mets correspondants de T'(g). Les nombres v; associés aux composantes du
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Comparaison des formes de Seifert et des fonctions zéta de Denef-Loeser

diviseur exceptionnel dans la partie de T'(¢') ou T'(¢”) reprise de T'(g) sont
égaux a ceux des sommets correspondants de T'(g).

B5 BE)
A5 AS
Az . As .
BG -4 AG Bg BG b—¥ AG Bg
Al i e Al Py
A4 AQ A4 AZ :
;v . .
By I #1 B, I : #1
. .
BQ B2
T(q) T(g")
Figure 4

Rappelons que le pged des multiplicités N; et N;y1 de deux sommets
consécutifs sur une branche morte ou sur un segment géodésique (entre
deux sommets de rupture) est constant le long de la branche morte ou du
segment géodésique, voir par exemple ([7], proposition 2.1). Ces pged sont
tous égaux a 2 le long des segments géodésiques de T'(¢°).

Rappelons d’autre part que si le sommet ¢ est un sommet de rupture ou
le sommet #1, si celui-ci est de valence 2, le quotient N;/a; introduit en
1 est un quotient polaire pour le germe de courbe plane étudié, voir ([9],
théoreme C) ou ([6], 2).

PROPOSITION 2.4.— Les tableauzr suivants donnent les multiplicités N;
des composantes du diviseur exceptionnel, les quotients polaires N;/a; et les
nombres v; successivement pour le germe g’ et pour le germe g”. Comme ci-
dessus, ng = b+d+e, ny = ab+ad+be, ng = e(b+d+f) = d(a+c+e) = ns,
rm=a+bwrw=c+f=c+d=vrs.

i Ay Ay #1 A, As As Ag

Ni gl) 47’12 +6 2712 2’[7,0 27’?,1 277,3 477,3 +2 47’l1 +2
Ni(¢")/a; (2ns+3)/e 2ns/e 2ng 2n1/b 2n3/d (2n3+1)/d (2n1+1)/b
v; 21/2 +3 Vo 2 1%} 1%: 21/3 +1 21/1 +1
i Ay Ay #1 A, A, As Ag

N;(g") 4ng + 2 2ny  2ng  2m 2ns 4ns + 6 4nq + 2
Ni(¢g")/a; (2ns+1)/e 2ns/e 2ng 2n1/b 2n3/d (2n3+3)/d (2n1+1)/b
vi(g"”) 25 +1 v, 2 n Vs w3 + 3 v + 1
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3. Les résultats

THEOREME 3.1.— Soient p,q,r,s des entiers supérieurs ou égauz a 2
tels que pged(p, q) = pged(r,s) = 1, q(6q + 4s + p) = s(4q + 10s + 1) et
5q+p = Ts+r. Rappelons que ces conditions sont vérifiées par (p,q,r,s) =
(24,7,17,6) ou, plus généralement, pour tout s, s > 5 et s Z 2 mod 3, par

(p,q,7,8) = (28> — 75 — 6,5+ 1,252 — 95 — 1, ).
Alors, les germes f' et " ont des types topologiques distincts et
1. les formes de Seifert entiéres des germes f' et f sont isomorphes et
2. les fonctions zéta de Denef-Loeser de ces germes sont égales.

Démonstration. — Les germes [’ et f” sont des germes & deux branches.
La condition ¢(6q + 4s + p) = s(4q + 10s + r) implique que ces germes sont
isomeres, c’est-a-dire que 'on passe de T (f') & T (f") en échangeant les
extrémités de ces arbres pondérés, voir [3] ou [6] pour une définition précise.
Les formes de Seifert entieres associées sont alors isomorphes, d’apreés ([3],
th. 2).

D’aprés la proposition 1.1, la fonction zéta de Denef-Loeser du germe
f°, ot ®°="0ou’, est donnée par

1 ~1
Zf°<5> - Z o e} + Z . o . o
! 1
+Z(1+S)(1/i fo)+ sNi(f +iz_: Wi(£°) + sN:(F) (w; (f°) + sN; (f°))

2J

ou la premiere somme est étendue aux sommets By, ..., Bg, de valence 1, la
deuxieme aux sommets Aq, ..., Ag, de valence 3, la troisieme aux sommets
portant des fleches, As, Ag et la quatrieme aux arétes (i, j) de I'arbre T'(f°).
La comparaison des arbres T (') et T (f") d’une part, et T,,(f') et T, (f")
d’autre part, montre immédiatement que Zy (s) = Zsr (s). O

PROPOSITION 3.2. — Soient a,b, c,d, e, f des entiers supérieurs ou égaux
a 2 tels que

% <1< % < 2 , pged(a, b) = pged(e,d) = pged(e, f) =1,

eb+d+ f)=dla+c+e) et c+d=e+f.

Alors les fonctions zéta de Denef-Loeser des germes g' et g sont égales.
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Démonstration. — D’apres la proposition 1.1, la fonction zéta de Denef-
Loeser du germe ¢°, o1 ° =’ ou ", est donnée par

1 -1

Zgo(s) = Z S Z o
e N (g° 5 N (a0

{i\v(i):l} Vz(g ) +s ’L(g ) {i|’()(i)=3} Vz(g ) + s 1(9 )

iy 1 N 1
(1+5)(vi(g°) + sNi(g°)) (vi(9°) + sN?)(vi(9°) + sN;(9°))

(4,9)
ou la premiere somme est étendue aux sommets Bo, ..., Bg, de valence 1, la
deuxiéme aux sommets Aj,..., Ag, de valence 3, la troisieme aux sommets
portant des fleches, Ay, A5, Ag et la quatritme aux arétes (i,j) de 'arbre
T(¢°). La comparaison des arbres T (¢’) et Ty (g”) d’une part, et T, (g’) et
T,(¢g") d’autre part, montre immédiatement que Zy (s) = Zy(s). O

THEOREME 3.3. — Soient a,b, c,d, e, f des entiers supérieurs ou égauz a
2 tels que pged(a, b) = pged(c, d) = pged(e, f) =1, e(b+d+g) = d(a+c+e)
et c+d=e+ f, supposons de plus que les pged des multiplicités le long des
arétes de Uarbre T'(g) valent 1 (ceci équivaut & supposer que la monodromie
du germe g est d’ordre fini) et que l'on a l'inégalité

d(ab + ad + be) # e(b* + 2bd).

Toutes ces conditions sont vérifies par (a,b,c,d,e, f) = (11,3,14,3,5,12).
Alors, d’une part, les formes de Seifert entiéres des germes g' et g ne sont
pas isomorphes et, d’autre part, les formes de Seifert rationnelles de ¢’ et
g’ sont Witt-équivalentes.

Démonstration. — On considere la filtration par le poids M sur I’homolo-
gie H1(F(¢°),Z) de la fibre de Milnor F'(¢°) du germe g¢°, définie dans [5]
et utilisée dans [6] et [4], par les formules suivantes, ol la monodromie ho-
mologique est notée comme la multiplication par ¢, et € désigne un exposant
de la monodromie.

Mo(H1(F(9°),2)) = Hi(F(9°),Z), M_1(H1(F(¢°),Z)) = Ker(t* — 1),

M_o(Hy(F(g°),2)) = ((Ker(t = 1) + Im(#* ~ 1)) © Q) N Fi(F(g°), Z).

L’article [5] définit de plus une décomposition de F(g°), associée a l'arbre
de désingularisation T'(¢°), F(g°) = User, Fi(g°), voir aussi [6] pour ces
définitions. Un calcul élémentaire utilisant [5] donne l'isomorphisme de
Z[t,t~']-modules suivant

Gro' Hi(F(g°), Z) = Z[t,t™]/(t + 1) @ Z[t, ¢ '] /(t + 1).
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Nous utilisons ensuite ([6], th. 2.21) et enfin ([4], th. 1.7 et th. 1.12).

Pour ° = " ou”, soient y° et 2° des longs cycles tracés sur F'(g°) joignant
respectivement d’une part les zones Fy(g°) et Fg(g°) (associées aux sommets
Ay et Ag de T(g°)) et d’autre part les zones F5(g°) et Fg(g°) (associées aux
sommets As et Ag de T'(g°)) de la fibre de Milnor de ¢°, de telle sorte que

Cry"H\(F(¢°),Z) = Z[t,t ] /(t + 1) - 5° @ Z[t,t ] /(t + 1) - 2

Soit €° le plus petit exposant de la monodromie du germe ¢g°. On rappelle
que €° est le ppcm des multiplicités IV, des sommets de rupture dans 'arbre
Tn(g°), c’est-a-dire que, par construction,

¢’ = ppem(N7, Ny, N3, Nj, Ng, Ng) = ppem(Ny', Ny, N3/, N, Ng/, Ng/) = €”.
Nous noterons donc ¢ = ¢ = ¢”. Notons ar§ la longue aréte de T'(¢°)
joignant #1 et A, ar$ la longue aréte de T'(¢g°) joignant #1 et Ao, arg
la longue aréte de T'(g°) joignant A; et As, arj la longue aréte de T'(¢°)
joignant Ag et A4, arg la longue aréte de T'(¢g°) joignant Az et As, arg la
longue aréte de T'(¢°) joignant A; et Ag. Les arétes portent donc le numéro
du sommet de rupture qui en est I'extrémité la plus éloignée du sommet #1.

La formule du twist ([6], th. 2.21) permet de calculer (¢ — 1)y° et (t° —
1)2° en calculant les contributions de chacune des longues arétes. Vu que
y° parcourt les arétes ar, arg, ary, arg et 2° les arétes arg, arg et arg, on
trouve

o 3 Z 26 aj) @i\
(ts - 1)y = A S x?m 5 (No . - No© )t T,
i€{1,2,4,6} k=1 3(@) i

25 a a;
(t° = Y ZS i, 2 5(NJ” o)t

i€{3,5,6} k=1 (i)

ou S est la forme d’intersection sur Hy(F(¢°),Z), x; est un cycle de rec-
ollement associé a la longue aréte ar;, J; est la somme des multiplicités des
composantes de g° dont la géodésique passe par ar; (voir ([6], 2.18), o cet
entier est noté v;) et j(i) est 'indice du sommet de rupture ou du sommet
#1 qui précede i dans T'(g°).

Les arbres T (g’) et Tn(g”) permettent de choisir les z; de telle sorte
que ¥1 = Ty = x4, T3 = T5 et x1 = x3 + xg. Les valeurs des §; sont ici,
dans Ty (¢’') ou dans Tn(g"), 61 = 2(b+d), §3 = 84 = 2e, §3 = 5 = 2d et
d¢ = 2b.
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2e aj(i) a;

Notons Tw? = — (=22 —
Ty, T
°="'ou’ ou absence d’exposant, on trouve donc :

) le coefficient de twist le long de ary, ou

Twy 1 1 b Twy 1,1 e Tws 1, b d

( _ = () 2 (= -

e btd2n 2n e e 2n0  2ny’ & d'2ny  2n3’
Tw;_(l 1 )ng_<1 1 >ng_(1 1 )
e 2ng 2n9+37 & “2ng 2n3+17 e 20y 2ny 417
Twy 1 L) T 1 L) T 1 L
e 2ng 2941”7 € ‘2n3 2n3+3"7 ¢ ‘2ny 2nmp+ 17

Afin de comparer les valeurs ainsi trouvées, rappelons que, par construction,
Ng = N3.

On trouve donc
(tsfl)yo = (TW1 +TW2+TWZ)S(JE1,yo)(ﬁcl7t$1)+TW6S(I’67yo)(l‘(;*t{t@),

(t* — 1)2° = (Tws + Twg)S(xs, 2°)(z3 — tag) + TweS (w6, 2°) (w6 — txs).

Suivant [4], nous noterons Sy la forme bilinéaire symétrique sur Gr)! H, (F, Z)
définie par Sy (u,v) = S((t° — 1)u, v). Quitte & remplacer y° ou z° par leurs
opposés et vu que, par construction, 1 = x3 + xg, on peut supposer que

S(xz1,y°) = —=S(tx1,y°) = S(xe,y°) = —=S(txg, y°) = 1,
S(‘r37yo) = _S(tx3ayo) = 07

S(xs,2°) = —S(txs, 2°) = —S(xg, 2°) = S(txs, 2°) =1,
S(x1,2°) = =S(txq, 2°) = 0.

La forme Sy vérifie donc les égalités suivantes
Sa(y°,y°) = 2(Twy + Twy + Twy 4+ Twe),
SQ(ZO, ZO) = 2(TW3 + TWE + TWG)7
Sa(y°, 2°) = —2T'wg.

Pour démontrer que les conditions sur (a,b,c,d, e, f) entrainent que les
formes de Seifert enti¢res associées aux germes [’ et f” ne sont pas iso-
morphes, il suffit de vérifier que

So(y'sy')  Sa(y',2) So(y",y")  S2(y”,2")
det (SQ(Z/,y/) SQ(Z/,Z/) 7{ det SQ(Z”,yI/) 52(2//’ Z//)
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ou encore, vu que Tw)y = Twi et Tw) = Tws, il suffit de vérifier I'inégalité
suivante entre déterminants

Twy + Two + Twﬁ1 + Twg —Twg +
—Twg Tws + ng + Twyg
Twi + Twy + Twi + Twe —Twg
—Twg Tws + Tw), + Twe |

On a, par construction, Tw/ # Tws, I'inégalité entre déterminants équivaut
donc a I'inégalité

(Twy + Two — Tws)(Tw)y — Twg) #0 ou Twy + Twa # Tws,
qui donne apres simplification
d(ab + ad + be) # e(b* + 2bd),
et cette condition est vérifiée par hypothese.

Il reste & démontrer que les formes de Seifert rationnelles de ¢’ et g”
sont Witt-équivalentes. Ce point est une application immédiate de ([4], th.
1.12), vu que, d’une part, les arbres Tv(¢’) et T (g”) présentent les mémes
halos et que, d’autre part, les multiplicités d’intersection des branches de g’
sont, par construction, égales aux multiplicités d’intersection des branches
correspondantes de ¢”'. O

3.4. Exemples numériques

D’apres la proposition 2.1, les conditions sur (p,q,r,s), ms = my,
vs = vy et pged(p,q) = pged(r,s) = 1 sont vérifiées par (p,q,r,s) =
(24,7,17,6). Nous noterons fo, f, fi/ les germes f, f, f" associés a cette
valeur de (p,q,r,s). Les arbres de désingularisation avec multiplicités de
fo, [, 1§, notés respectivement T (fo), Tn (L), Tn (fY) et les arbres de ces
germes pondérés par les nombres v;, notés respectivement T, (fo), T, (f}),

T, (f{) sont donnés Figures 5 & 9.

Les conditions no = ngz et 1o = w3 vues en 2.3 sont satisfaites par
(a,b,c,d, e, f) = (11,3,14,3,5,12). Nous noterons go, gj, gy les germes g, ¢,
g" associés & cette valeur de (a, b, c,d, e, f). Les arbres de désingularisation
avec multiplicités de go, g, g4, notés respectivement Tn(go), Tn(94), Tn (g0)
et les arbres de ces germes pondérés par les nombres v;, notés respectivement
T.(90), T, (g0), To(g() sont donnés Figures 10 & 13.
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pP 180 90
630 o—e—o
449 4
268 ¢
87
80
73
66 e—e 33
630 418 206 94 88 38
I 524 312 100 [ 26
105
44
Figure 5. — T (fo).
1261
2522 e——e
180

1260 é—e—se

132 ¢——o 66

2526 1262 1260 176
I I 52
1263 88
210

Figure 6. — Tn (f)-

2526 e——o
1262 e 180

1260 ¢——e—e

132 ¢—e 66

2522 1260 176
! 1 [ 52
1261 88
210

Figure 7. — Tn (ff))-
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17 9
50 e—e—e
42
25
8 e
T o
6 o
5 e—e 3
59 39 9 -8 7 3
49 29 9 l 2
10
4
Figure 8. — T, (fo).
60 61
119 121
60
59 9 59 9
5 3 5 . 3
121 60 59 7 119 59 7
61 I 2 60 I 2
10 4 10 4
T (f5) T, (f§)
Figure 9
30 6
90 o—-e 17
59 N 11
81 28 14 5
» 52 9
» 23 » 4
90 » 17 17 » 3
> B e S SE )
36 { 53 16 11 7 i 10 3 2
18 4
Tn(g0) T (g0)
Figure 10
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> 181
362 ¢—-e
180 e—e 60
163 e—o 326 ¢ 118
162 56
104 o
46
34 o
366 182 180
| D Y
183 e 72 106 32 22
36 4
Figure 11. — T (g())-
183
366 e—e
182 o
180 e——s 60
163 e—e 326 » 118
162 56
104
446 e
34 e
362 180
. . - e
181 e 72 106 32 22
36 e

Figure 12. — T (g{)-
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18 ™ 19
35 ¢—e 37T ¢—
18 4
17 &—= 6 17 ¢—o 6
N N
15 e—¢ 29 e 11 15 e-—e¢ 29 11
14 5 14 5
9 9 e
4 4 e
3 3 ]
37 18 17 35 17
I 7 i 10 3 2 7 10 3 2
19 4 18 4
T (9p) T (99)
Figure 13
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