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Une classe de systemes dynamiques monotones
génériquement Morse-Smale

MAXIME PERCIE DU SERT()

ABSTRACT. — In this paper, we extend the results of Fusco and Oliva
[8], who have proved the transversality of the intersection of the stable
and unstable manifolds of hyperbolic periodic orbits, for the dynamical
system generated by the equation & = f(z), defined on an open set of R™,
where f/(z) is a cyclic Jacobi matrix. This result is obtained by using the
number of sign changes of #(¢), which is a monotone functional along the
trajectories. First we extend this automatic transversality result to the
intersection of stable and unstable manifolds of two hyperbolic critical
elements if there are not two equilibria with same even Morse index.
Secondly, we prove that generically with respect to the non-linearity f,
the intersection of stable and unstable manifolds of two equilibria with
same even Morse index is empty. Then we show that these systems are
generically Morse-Smale if in addition the non-linearity is dissipative.

RESUME. — Dans cet article, nous généralisons les résultats de Fusco
et Oliva [8], qui ont montré la transversalité de I'intersection des variétés
stable et instable associées & des orbites périodiques hyperboliques, pour
un systéme dynamique de la forme # = f(x) (sur un ouvert de R™)
ou f’(x) est une matrice de Jacobi cyclique. Dans [8], cette propriété est
obtenue en utilisant le nombre de changements de signe de (t) qui est une
fonctionnelle monotone le long des orbites. Tout d’abord, nous étendons ce
résultat de transversalité automatique a ’intersection des variétés stable
et instable de deux éléments critiques hyperboliques si ceux-ci ne sont pas
deux équilibres de méme indice de Morse pair. Ensuite, nous montrons
que génériquement en la non-linéarité f, 'intersection des variétés stable
et instable de deux équilibres de méme indice de Morse pair est vide. Enfin
nous montrons que ces systéemes sont génériquement de type Morse-Smale
si, en outre, la non-linéarité est dissipative.
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1. Introduction

Considérons un systeme dynamique local défini sur un ouvert de R™ par
I’équation
i = f(x), (1.1)
ol f est une application de classe C'. Dans cet article, nous étudions
I’hyperbolicité des éléments critiques, la propriétés de Kupka-Smale ainsi
que celle de Morse-Smale. Ces propriétés sont importantes, car elles en-
tranent des propriétés de stabilité locale ou globale. En effet, si 'on veut
montrer que pour un point d’équilibre, il existe un voisinage dans lequel,
sous une petite perturbation de I’application f, il existe un unique point
d’équilibre, et que la dimension des variétés locales stable et instable est
inchangée, il suffit de montrer que ce point d’équilibre est hyperbolique.
Pour garantir vis-a-vis d’une petite perturbation de f, la conservation de
I’existence ou de la non existence d’une orbite reliant deux éléments cri-
tiques, il suffit de montrer la propriété de Kupka-Smale pour ce systeme,
c’est-a-dire 'hyperbolicité de tous les éléments critiques et la transversalité
de l'intersection des variétés stable et instable des éléments critiques. C’est
une propriété de stabilité locale. Pour obtenir une propriété de stabilité glob-
ale, on peut demander que la propriété de Morse-Smale soit satisfaite, c’est-
a-dire que la propriété de Kupka-Smale soit vérifié et que de plus ’ensemble
des points non-errants soit égal a la réunion finie des éléments critiques.
Malheureusement le systéme dynamique (1.1) n’a pas ces propriétés pour
n’importe quelle application f de classe C''. Mais on peut se demander si ces
propriétés sont satisfaites sur un ensemble générique d’applications f, c’est-
a~dire pour un ensemble contenant une intersection dénombrable d’ouverts
denses, dans une certaine topologie. Avoir une propriété qui n’est vérifiée
que génériquement est génant lorsqu’on considere une équation donnée, mais
on peut s’en servir lorsque 1’on utilise des approximations comme en biolo-
gie, en physique expérimentale ou en calcul numérique. La généricité de la
propriété de Kupka-Smale pour un systeme dynamique défini par ’équation
(1.1) a été démontrée en 1963, indépendamment par Kupka et Smale (voir
[15] et [21]). La propriété de Morse-Smale pour une classe d’applications dis-
sipatives est générique dans R? ([17]). Mais en dimension plus élevée, cette
propriété n’est pas dense. En dimension deux, le théoréeme de Poincaré-
Bendixson ([3], [19]) permet de caractériser les points d’accumulation d’une
orbite, mais en dimension supérieure, il peut exister des orbites homoclines
a une orbite périodique entrainant ’apparition de chaos qui ne peut pas
étre supprimé par une perturbation (voir par exemple [22]). Une autre ap-
proche possible du probléme est de considérer la généricité de ces propriétés
dans des sous-classes de systemes dynamiques. Par exemple la propriété
de Morse-Smale est générique dans la classe des champs de vecteurs gra-
dients sur une variété riemannienne de dimension finie. Cette propriété est
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également générique dans ’ensemble des applications de classe C! sur R
dont la différentielle est une matrice de Jacobi positive en tout point [7].
Seulement ces deux cas présentent une dynamique relativement simple, car
étant sans orbites périodiques.

Dans cet article on s’intéresse au sous-ensemble LT des applications de
classe C* telles que la différentielle f’(z) soit une matrice de Jacobi cyclique
positive en tout point . Les systémes dynamiques associés font partie des
systémes dynamiques coopératifs (voir [9], [10], [11], [23]), que l'on retrouve
en biologie et en economie. De telles applications peuvent modéliser un cycle
de systemes a un parametre ne dépendant que d’eux-méme et des systemes
suivant et précédent. Le systéme dynamique obtenu ot f € L+ présente
deux avantages. D’abord, il permet ’existence d’orbites périodiques et ainsi
une dynamique plus complexe que pour des champs de vecteurs gradients
ou dont la differentielle est une une matrice de jacobi positive. Le second
avantage est l'existence d’une fonctionnelle discrete décroissante le long des
trajectoires (voir [8]). Cette fonctionnelle nous permettra de démontrer que
les trajectoires périodiques simples sont hyperboliques et que si les indices
de Morse de deux points d’équilibre ne sont pas égaux et pairs alors leurs
variétés stable et instable sont transverses. Ensuite nous montrerons que
le systeme dynamique est génériquement Kupka-Smale par rapport a f.
Pour démontrer la propriété de densité nous utiliserons un théoreme de
Sard-Smale. Ce théoréeme permet d’obtenir la densité sous une hypothese
de surjectivité, qui est délicate a démontrer lorsqu’on considere des sous-
classes de non-linéarités telles que L.

On remarque que ce systéme présente une grande similitude avec I’équa-
tion de réaction-diffusion sur le cercle, qui elle aussi admet une fonctionnelle
discrete décroissante aux propriétés semblables (voir [2]).

NOTATIONS ET DEFINITIONS. — Nous commencons par rappeler la no-
tion de matrice de Jacobi cyclique et par introduire la sous-classe £T des
matrices de Jacobi cycliques positives. On note £ (resp. L) 'ensemble des
endomorphismes de R™ dont la matrice A = (a;;), dans une base B fixée (pas
forcément orthonormée), vérifie la condition (1.2) (resp. les trois conditions
(1.2), (1.3) et (1.4)) suivante:

ai; =0, 1<l|i—jl<n—1, (1.2)
a;; =0, li—jl=1oun-—1, (1.3)
n n
H a;i—1 + Hai,i-i-l >0 (@10 = @1n, Gppt1 = Gn1)- (1.4)
i=1 i=1
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En d’autre termes, toute matrice A € £ s’écrit sous la forme:

_al b1 0 0 C1 T
P 0
0 (1.5)
0
0 b
Lb, O -+ 0 ¢ an |

De méme L7 est le sous-ensemble de £ des matrices A telles que les réels
b; et ¢; vérifient,

bi,ci>0,  di=1,...,n et [[bi+]]ci>0. (1.6)
=1 =1

On notera L le sous-ensemble de C'(Q, R™) constitué des fonctions f
telles que pour tout x de Q, f’(x) appartient & I’ensemble £*. L’ensemble
L est un espace vectoriel de dimension 3n, £1 et LT sont des cones positifs.
(On rappelle que C est un cone positif si V(z,y) € C?, V(o, 8) € (R%)?,
ar + By € C). Si f € LT, pour tout j € {1,....,n}, la jéme application
coordonnée f; ne dépend que de z;_1, z; et ;41 (dans tout l'article les
indices sont pris modulo n). De méme pour j € {1,...,n} les fonctions
reQ—a;(x),reQ—bj(z)et x € Q— ¢j(x) ne dépendent que de z;_1,
Tjet xjyq.

Soit  un ouvert convexe de R™ et f € L™. Dans cet article nous con-
sidérons I’équation différentielle non linéaire autonome

v =fly), y(0)eq (1.7)

Dans la section deux, nous définirons une fonctionnelle discrete “nombre de
changements de signe” des coordonnées d’un vecteur de R™. Les solutions
de cette équation ont la particularité que cette fonctionnelle, appliquée au
vecteur vitesse §(t), décroit au court du temps.

On étudie le systeme dynamique local, noté T, défini par Ty (t)z = y(t)

ol y est la solution de 'équation différentielle (1.7) de condition initiale
y(0) = 2. On définit 'ensemble

Ay ={(t,z) € Rx Q| T(t)z est défini}.
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Pour une application continue («, ) — A(7) € L(R™) on note Sa(t,s) la
résolvante de 1’équation

y(r) = A(r)y(r), (1.8)

c’est-a-dire, S4(t, s)x = y(t) ou y est la solution de 'équation précédente
satisfaisant y(s) = x.

On appelle équilibre de (1.7) (ou de T¢(t)) un élément e € Q tel que
f(e) =o.

DEFINITION 1.1. — On rappelle qu’un équilibre e est hyperbolique si au-
cune valeur propre de f'(e) n'est de partie réelle nulle.
Une solution périodique v de période w est dite hyperbolique si 1 est valeur
propre simple de Sy (w,0) et si Sy (w,0) n'a pas d’autre valeur propre
de module 1.

On remarque que 1 est toujours valeur propre de Sy (,y(w,0), de vecteur
propre ¥(0). De plus I'hyperbolicité d’une solution périodique ne dépend
pas de la période choisie. Une orbite périodique de T est dite hyperbolique
si I'une de ses paramétrisations est une solution périodique hyperbolique de
(1.7). Les éléments critiques de Ty sont ses points d’équilibre et ses orbites
périodiques.

Soient I't et '~ deux éléments critiques hyperboliques de T, on rappelle
que la variété instable de I'~ et la variété stable de I'T sont les ensembles
suivants,

wH(rT) = {z€Q, lim d(Ty(t)z,T") =0},
wWeIrt) = {ze Q, lim d(Ty(t)z,TT) = 0}.

Ces ensembles sont des variétés immergées dans R™. On dit que les deux
variétés W*(I't) et W*(I'") sont transverses (et on le note W*(I'")
W), si W(T~)NW*(T'") = () ou si pour tout x € W'~ )NW*(T'T),

T,W*(I'™) + T,W*('") = R".

On appelle indice de Morse (T"), de I’élément critique T', le nombre de valeurs
propres de module strictement supérieur & 1 de e/’ si I' est un point
d’équilibre ou de Sy(,y(w,0) si I' est une orbite périodique de période w.
Dans la suite nous utiliserons la notation e~ et e™ pour des points d’équilibre
et v~ et v pour des orbites périodiques.

Nous pouvons maintenant rappeler le théoreme démontré par Fusco et
Oliva (1988) en utilisant la fonctionnelle changement de signes [8].
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THEOREME 1.2 (Fusco et Oliva, 1988). — Soit f € LT, alors pour tout
couple d’orbites périodiques hyperboliques v~ et v de T,

W*(y™) h W ().

Le méme résultat pour I'équation de réaction-diffusion, a été démontré
par Czaja et Rocha dans [5].

A la fin de leur article [8], G. Fusco et W. Oliva affirment sans démonstration
le théoréme suivant ( dans la suite on pose . = n si n est impair et 7 = n+1
si n est pair).

THEOREME 1.3 (Transversalité automatique). — Soient f € L*, '™ et
' deuz éléments critiques hyperboliques de Ty alors,

WD) W),
st lon est dans l'un des cas sutvants :
(a) T~ ou Tt est une orbite périodique.

(b) T~ et Tt sont des points d’équilibre et il existe un entier
he{l,.., 2} tel que les indices de Morse i(I'~) et i(I'") vérifient
la propriété:

i(07) = 2h—1>4(TT). (1.9)

Nous démontrons ce théoreme dans la section 3. Malheureusement, 1’in-
tersection des variétés stables et instables des éléments critiques n’est pas
automatiquement transverse. Mais cependant on montrera ici que c’est une
propriété générique. Nous allons donc munir L™ d’une topologie. On intro-
duit les compacts K, pour a > 0 et les semi-normes p,, pour m € N\ {0}:

a={z€Q,|z|| <a}n{z e Q,inf coc |z —y| > 1/a}, (1.10)
pm(f) = supzex,, || ()] + 1/ ()] (L.11)

On munit 'ensemble LT des semi-normes (Pm)memn o}~ Sur I'espace LT, les

voisinages d’un élément f sont donnés par V,, . = {g € LT, p,(f — g) < €}.

Cette topologie de LT est équivalente & celle engendrée par la distance d
N 1 (f—9) : 1 .

ond(f,g) = et 5% li’;k(fgg) Puisque (C1(2,R"),d) est complet et donc

un espace de Baire, LT est aussi un espace de Baire. Ainsi tout ensemble

générique de LT est dense.

Pour montrer que le systéeme dynamique T est génériquement Kupka-
Smale par rapport & f € L™, on procéde en deux étapes. On commence par
prouver le théoreme suivant.
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THEOREME 1.4. — Il existe un sous-ensemble générique O de LT tel
pour tout f € O, tous les éléments critiques du systéme dynamique Ty sont
hyperboliques.

Puis on montrera que génériquement en f il n’existe pas d’orbite con-
nectant e~ a eT, quand e~ et e sont deux points d’équilibre hyperboliques
qui ont méme indice de Morse pair. Ainsi cette derniere propriété et les
théoremes 1.3 et 1.4, nous permettent de démontrer le théoreme suivant.

THEOREME 1.5. — Il existe un sous-ensemble générique KS de LT tel
que pour tout f € KS, le systéme dynamique Ty vérifie la propriété de
Kupka-Smale, c’est o dire tous les éléments critiques de Ty sont hyper-
boliques et ’intersection entre les variétés stable et instable de deux éléments
critiques quelconques est transverse.

Rappelons maintenant qu’un point x est un point non-errant du systeme
dynamique T, si pour tout voisinage V' de =, il existe ¢ aussi grand qu’on
le souhaite tel que T¢(t)V NV # 0. Dans la derniére partie de cet article,
on montre que si le systéeme dynamique est Kupka-Smale alors 1’ensemble
non-errant est réduit aux éléments critiques. Mais pour que les éléments
critiques soient en nombre fini, il faut rajouter des conditions de dissipation
sur la non-linéarité f. Par exemple, on peut considérer le sous ensemble

Li={fel*,AM>0Yz e Q,||z| > M = (f(z),z) <0}.  (1.12)

THEOREME 1.6. — Il existe un sous-ensemble générique MS de L} tel
que pour tout f € MS, le systeme dynamique Ty vérifie la propriété de
Morse-Smale,c’est-a-dire:

o les éléments critiques sont hyperboliques et en mombre fini,
e les variétés stable et instable des éléments critiques sont transverses,

e [‘ensemble des points non-errants est égal a l’ensemble des éléments
critiques.

Pour démontrer ce théoreme nous adapterons a notre systeme la démon-
stration de la généricité de la propriété de Morse-Smale pour I’équation de
réaction-diffusion sur le cercle faite par Joly et Raugel dans [12] et [13].
Comme dans [13], on utilisera le fait que (1.7) satisfait & la propriété de
Poincaré-Bendixson. Cette propriété avait été démontrée par Fiedler et
Mallet-Parret [6] pour I’équation de réaction-diffusion sur le cercle. On utilis-
era aussi la décroissance de l'indice de Morse le long d’une chaine d’éléments
critiques. Cela est possible car la fonctionnelle « nombre de changement de
signe » entraine une décroissance stricte de 'indice de Morse quand il existe
une orbite hétérocline entre deux orbites périodiques hyperboliques.
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Le plan de larticle est le suivant. Dans la section 2, nous définissons la
fonctionnelle discrete « nombre de changements de signe» et décrivons ses
propriétés. Puis dans la troisieme partie, nous démontrerons les transver-
salités «automatiques», c’est-a-dire le théoreme 1.3. L’objet de la section
4 est la généricité de ’hyperbolicité des éléments critiques (théoréme 1.4).
Dans la cinquiéme partie nous montrerons la généricité de la propriété de
Kupka-Smale. Et pour finir, la derniére section sera consacrée a la démon-
stration de la propriété de Morse-Smale générique.

2. Fonctionnelle discréte, monotonie et propriétés spectrales

2.1. Définitions et rappels

Dans cette partie, nous rappelons les propriétés de monotonie décrites
dans [8], qui sont nécessaires a la démonstration des résultats prouvés dans
la suite de 'article.

Soit (1,...,xy) les coordonnées de z € R™ dans la base B fixée. Pour
xz € R", tel que pour tout j € {1,...,n}, z; # 0, on définit la fonctionnelle
discrete “ nombre de changement de signe N “ par,

N(z) = (nombre de changement de signe dans la suite x1,xo, ..., z,,z1)+1.

Elle ne prend que des valeurs impaires inférieures a n + 1. Pour x € R” on
définit

N (z) = ueg}}gyéol\’(u) et Ny(z)= ue%%ﬂN(u),
ou V, est un petit voisinage de x. On prolonge N par N = N,, = Ny sur
Iensemble N' = {z|N,,(z) = Np(2)}, qui est un ouvert dense de R™. Le
théoréme suivant montre I'intérét de la fonctionnelle N : N' — N. Il nous
permettra d’étudier les propriétés de 1’équation différentielle linéaire non
autonome

£=f(yt)z 2(0) eR", (2.1)

lorsque y est une solution de (1.7). On note L(R™) ’ensemble des applica-
tions linéaires de R™ dans lui-méme.

THEOREME 2.1. — Soit 7 € (o, 8) — A(7) € L(R™) une application
continue. Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Pour tout T dans un ouvert dense (a, f3)

A(t)ye Lt
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(i) N est monotone le long des trajectoires de 2(7) = A(7)z(7) dans le
sens ot

x g NU{0} = Sa(stes)zeN (2.2)
et
Nu(@) = N(Sals — € 5)2) > N(Sa(s +¢,5)2) = Nu(z)  (2.3)
pour tout € > 0 suffisamment petit.
On appliquera ce théoréme de nombreuse fois & I’équation (2.1). Mais il

sert également & prouver une autre propriété de monotonie exposée dans le
lemme suivant.

LEMME 2.2. — Soient f € LT, y' et y* deux trajectoires de Ty, et
2(t) = y2(t) — y*(t). Alors si z(s) ¢ N U{0}, pour tout € > 0 suffisam-
ment petit,

y(s£e) €N et N(x(s—€)) = Nar(y(s)) > Nauly(s)) = N(y(s +€)).

Pour h € {1,..., 21} on introduit les cones

o Kp={0}U{z e R"|Ny(z) < 2h—1},

e K'"={0}uU{z € R?|N,,(2) > 2h — 1}.
Ces ensembles ont des propriétés de stabilité dans le temps. En effet soit
z une solution de z = A(t)z telle que les assertions du théoreéme 2.1 soient

vérifiées, alors z(s) € Kp =Vt > s, 2(t) € Ky
et z(s) e Kh=Vt<s, 2(t) e Kh

2.2. Propriétés spectrales

L’invariance des cones (2.1) est utilisée pour montrer le théoréme spectral
suivant. Le théoréeme suivant joue un role essentiel dans la démonstration
du théoréme 1.3.

THEOREME 2.3. — Soit 7 € (o, 8) — A(7) € LT une application con-
tinue, pour tout s,t € (o, B) fizés avec s < t, il existe des sous-espaces Wj,
j € {1, ..., 2L}, invariants par Sa(t, s) tels que :

(i)
dim W, = 1 (2.4)

n—1
2.5
) (2.5)
2 st n=n est impair
1 sin=n-1 est pair

dim W; = 2, je{2,..,
dim Wap = { (2.6)
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(ii)
E=Wi&- & Wan (2.7)

(iii) V(h,k) € {1,...,22}2 h <k,
{x#0etx e Wy, @Wyp1 @--- @ Wi} (2.8)
= {Npn(z) 22h —1 et Nyy(x) < 2k —1}

(iv) Soient v; et p; les modules des valeurs propres de S(t,s)w,, et r le
rayon spectral de S(t,s), alors

T:/.L1>/.L2>l/2>"'>/lj>Vj>"'>,u%EV%. (2.9)

L’assertion (2.4) est une conséquence du théoréme de Perron-Frobenius.
Ce théoreme est démontré dans [8]. En particuliers nous utilisons ce théoréme
pour démontrer les trois propriétés spectrales suivantes.

LEMME 2.4. — Soient f € LT et e un point d’équilibre hyperbolique de
Ty, alors el () satisfait o la décomposition du Théoréme 2.3.

Ce lemme est une conséquence du théoréme 2.3 (il suffit de remarquer
que ef'(&) = = Sp/(e)(1,0) et que f'(e) € LT). Puis nous montrons une pro-
priété de signe sur les valeurs propres réelles de S4(t, s).

LEMME 2.5. — Soient 7 € (a, ) — A(T) € L une application continue
et
()\])K] les valeurs propres de Sa(t,s), pour s,t € (a, ) firés avec s < t.
Si (A\j)1<j<n est ordonné par module décroissant, alors

)\2h)\2h+1 > 0, (210)

pour tout h € {1,..., 5 — 1} sin est pair et pour tout h € {1,..., ”Tfl} sin
est impair.

Démonstration.— Ce lemme se démontre par connexité. Définissons
l'application ¥ : [0,1] x [s,t] — LT qui a (¢, 7) associe 'endomorphisme
dont la matrice dans la base B s’écrit comme suit,
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ou pour j € {1,...,n}, a; est une fonction continue de [s,t] dans R et,
b; et ¢; sont des fonctions continues de [s,t] dans R, de telle sorte que
U(l,7) = A(r) sur [s,t]. Soit J P’endomorphisme ¥(0,7) constant sur
[s,t]. Comme J est associé & une matrice symétrique, J est diagonalis-
able et toutes ses valeurs propres sont réelles. On en déduit que e¥” est
également diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont strictement
positives. Soit S¢(t, s) 'opérateur solution associé a I’équation y = ¥(e, 7)y
entre s et ¢t. Or Papplication ¥ est continue et [s,t] est compact, donc
l’application € — Sc(, s) est continue de [0,1] dans £T. De plus pour tout
e € [0,1], le théoreme 2.3 implique que S.(¢,s) admet des valeurs propres

(An(€))neq,... ny telles que

A1(€) > |Aa(e)] = |As(e)] > ... > [Aan(€)| = |Aant1(e)] > ...|An(€)] >0
(2.11)
(d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz S.(t, s) est injectif). Les fonctions
e = Ap(e), pour h € {1,...,n}, sont continues sur [0,1], car ce sont les
racines du polynéme caractéristique de Sc(t, s). Soit 7’ = (n —1)/2 si n est
impair et 7/ = n/2 — 1 si n est pair. Pour h € {1,...,7’} on introduit les
fonctions continues,

Th : €€ [0, 1] — AQh(E))\Qh.}rl(f).

Remarquons que griace aux inégalités (2.11), si pour h € {1,...,72'}, Aap(€)
est réel alors Agj11(€) Vest aussi. En effet Sc(¢,s) est un opérateur réel, si
Xoni1(€) € C\R alors Agp, 1 (€) est aussi dans le spectre de S.(t, s), ce qui est
en contradiction avec les inégalités (2.11). De méme pour h € {1,...,7'} si
Aa2n(€) € C\R alors Aop41(€) = Agn(€). Donc les fonctions () pe1,... a7} sont
continues & valeurs dans R\ {0}. Par connexité pour h € {1,...,7'}, m, (1) est
du méme signe que 7,(0), c’est-a-dire qu’il est positif. D’olt AgpAgp1 > 0,
pour tout h € {1,...,7'}.

Ce lemme a une conséquence directe sur le spectre de S/ (4 (w,0).

LEMME 2.6. — Soit v une solution périodique non constante de (1.7),
de période w avec f € LY, alors 1 est la seule valeur propre de module 1 de

Sf’(V) (w, 0)

Démonstration. — Le spectre de Sy(,)(w,0) contient toujours 1 car
Sf1(4)(w,0)%(0) = #(0). On commence par appliquer le théoreme 2.3 a
S04y (w,0), puisque f'(y(t)) € LT quelque soit ¢t € R, et comme dans la
démonstration précédente, le spectre de Sy/(4)(w,0) ne peut contenir plus
de deux valeur propre de module 1. Donc 1 et —1 sont les seules valeurs
propres de Sy/(4)(w,0) de module 1 possible. Mais le lemme 2.5 interdit —1
comme valeur propre de Sy (. (w,0).
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Remarque. — Une application directe de ce lemme montre que si v est
une solution périodique simple de T, c’est une solution périodique hy-
perbolique (pour la signification d’une solution périodique simple, voir la
définition 4.5).

3. Transversalité automatique

Dans toute cette partie f € L™ est fixée. Soient e un point d’équilibre de
Ty et U un voisinage de e, on définit les variétés stable et instable locales,

Wio(fe,U) = {xeUVtel0,oof,Ti(t)x e U}, (3.1)
Wi (f,e,U) = {z €UVt €|oo,0],Tt(t)x € U}. (3.2)

Pour U suffisamment petit, ces deux ensembles sont le graphe d’une ap-
plication, donc des sous-variétés de R™. Lorsque f est fixée, nous fixons
également U pour que Wi _.(f,e,U) et W .(f,e,U) soient des sous-variétés,
et nous les notons respectivement W (e) et W} (e). Les ensembles stable
et instable globaux s’écrivent comme réunion des images par Ty des variétés
locales comme suit,

U Tf Wloc( ) et Wu U Tf VVloc )
neN neN

Nous rappelons un lemme classique de géométrie différentielle que nous
appliquerons plus tard & ces sous-variétés.

LEMME 3.1. — Soient M une sous-variété de R™, a un point de M, et
Y un sous-espace de T,M de dimension m. Soit IC un céne ouvert de R™.
Si ¥ C IC, alors il exite un voisinage V' de a dans M tel que pour tout point
beV, TyM contienne un sous espace Y. de dimension m inclus dans K.

Pour tout u € € tel que respectivement R* x {u} et R~ x {u} soient
inclus dans Ay, on définit les ensembles w — limite et « — limite:

w(u) = {v e, il existe une suite (¢,) de R} tendant vers oo tel que
v = HILH;O Ty (tn)u}l,

alu) = {veqQ, il existe une suite (¢,) de Ry tendant vers oo tel que
v = nlL)H;o Ty(—t,)u}b.

Soient I'™ et 't deux éléments critiques de Ty. Soient g € W*(I'~)NW*(I')
et ¢ : (—o0,00) —  la solution de (1.7) vérifiant la condition initiale
q(0) = g. Donc les ensembles o — limite et w — limite de § concident avec
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'~ et I't, et 'orbite @ = {z € Qlz = ¢(t),t € (—00,00)} est appelée une
orbite connectant I'™ & T'F. L’équation 2 = f/(q(t))z est vérifiée par ¢, donc
compte-tenu du fait que N est bornée, le théoreme 2.1 implique 'existence
d’entiers h=, ht € {1, ..., %} et d’'un nombre £ > 0 tels que

Vi< —f, N(t)=2hn"—1 et Vt>% N(4(t)=2nT—1,(3.3)

avec h~ > ht (3.4)

Dans une premiere sous-section sont rassemblées les propositions nécessaires
ala démonstration du théoreme 1.3. Démonstration qui suit dans une deuxieéme
sous-section.

3.1. Propriétés des variétés instable et stable

Les deux premieéres assertions de la premiere proposition ont été démontrées
dans [8]. Cette proposition joue un réle primodial dans la preuve du théoreéme
1.3 de transversalité automatique.

PROPOSITION 3.2 Soient f € Lt, I'™ et I't deuz éléments critiques
hyperboliques de Ty, G un point de W*(y~) N W5(I'V) et ¢ la trajectoire
compléte de q telle que q(0) = q. Soient h™ et h* deuz entiers tels que
lim; oo N(G(t)) =2k~ — 1 et limy_, o N(g(t)) = 20T — 1.

1) SiT~ est une orbite périodique alors

N(=(0))=2h" —1 et de plus, (3.5)
o sih™ > nht, T,W*T™) contient un sous-espace ia tel que
dim¥y =20~ -3 et X5 C Ky _y, (3.6)
o sih™ =hT =h< L
dimT,W*(IT7)=2h -1 et TW“(IT7)C Ky, (3.7)
o siht =h" =2,
T;W*I~)=R". (3.8)
2) Si T est une orbite périodique alors

N(IH(0)) =2n" —1 et de plus, (3.9

- 389 —



M. Percie du Sert
e sih™ > hT, T,W*(T'") contient un sous-espace X tel que
dim>f =n -2~ +3 et NI KMl (3.10)
e sih-=ht=h>1
dimT,W*(T ) =n—2h+3 et T,W () c k"t (3.11)
e ousih-=ht =1,
T,WsT*) =R" (3.12)
3) Si T~ est un point d’équilibre alors lindice de Morse i(I'™) satisfait
a linégalité
i(I7) > sup(2h™ —2,1). (3.13)
4) SiTF est un point d’équilibre alors l'indice de Morse i(I'") satisfait
a linégalité
i(TT) < 2pt —2. (3.14)

Démonstration. — Nous ne montrons que la troisieme assertion, la preuve
de la quatrieme étant similaire. On suppose que I'™ est un point d’équilibre
que 'on note e. Par le lemme 2.4, ef'(©) satisfait a la décomposition du
théoreme 2.3. Soient Wh, ..., W# les espaces invariants de cette décompo-
sition et 1 > pg =2 v > o0 > ;=2 vp > 0 > Mt > Vit les valeurs
propre de e’

Soit k = max{i|lp; > 1}, k > 1 car puq > 1 (dimW; = 1 d’apreés (2.4) et
T.W"(e) # 0) alors

TeWu(e) CWi®---a W, C K.

On applique le lemme 3.1 & la sous-variété W} _(e) avec le céne Kj. On en
déduit qu’il existe ¢~ suffisamment grand tel que Ty_,-)W*"(e) C Ky car,
lim; o q(t) = €. Or

(j(—t_) € Tq(_t—)W“(e) C Ky et N(q(—t_)) =2h" -1
donc h™ < k et pup— > 1. Dot i(e) = sup(2h™ — 2,1).
Dans la démonstration du théoréeme 1.3, nous utiliserons aussi des sous-
espaces particuliers de T;W*"(e) et T;W*(e), ol e est un equilibre hyper-
bolique.

PROPOSITION 3.3. — Soient f € L™, e un point d’équilibre hyperbolique
de Ty, ¢ un point de §) et h un entier.
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(1) Si g € Wh(e) et i(e) = 2h — 1, alors il existe un sous-espace
Yy CT;Wh(e) tel que dim>; =2h —1 et 5 C K.

(2) Si g € Wse) et i(e) < 2h — 1, alors il existe un sous-espace
Y& C TyWe(e) tel que dim Y] =n —2h+ 1 et B C K"

Démonstration. — Nous montrons le premier point, le deuxiéme se mon-
tre de la méme maniere. Nous gardons les méme notations que dans la
preuve précédente. Soit ¥~ = Wy & - -- @ Wp,. Les propriétés (2.4) et (2.5)
du le théoreme 2.3 impliquent dim >~ = 2h — 1 et donc avec l'inégalité
i(e) = 2h — 1 entrainent que ¥~ C T.W"*(e). En outre les inégalités (2.8)
donnent X~ C K. Soit ¢ la trajectoire de Ty vérifiant ¢(0) = g. De méme
que dans la démonstration précédente, le lemme 3.1 entraine I’existence d’un
temps ¢~ > 0 suffisamment grand tel que 7, (_,-)W*"(e) contienne un sous-
espace X tel que, dim X~ = dim X~ et B C Ky,

De par le théoreme de Cauchy Lipschitz S/ (4)(0, —t7) est un automor-
phisme de R"™. Soit ig I'image de ¥~ par Str(q)(0,—t7), alors 20_ C
T;W*(e) et dimia = dim%~ = 2h — 1. De plus par (2.1), ia C K.

Le lemme suivant montre qu’il n’y a pas d’orbite homocline pour une
orbite périodique de T7%.

LEMME 3.4 Soient f € LY, v~ et v* deuz orbites périodiques hyper-
boliques de Ty. S’il existe une trajectoire q reliant v~ a v+ alors

i) > i(r). (3.15)

Démonstration. — Si v~ ou v+ est respectivement instable ou stable,
Passertion (3.15) est évidente. Supposons que 1'on ne soit pas dans ce cas.
Soient deux entiers h™ et h' tels que lim; oo N(g(t)) = 2h~ — 1 et
lim; 00 N(G(t)) = 2h*T — 1. Deux cas se présentent, soit h~ = ht = h €
{2,..., 251}, soit h~ > hT. Dans le premier cas, on se sert des égalités (3.7)
et (3.11) pour obtenir, i(y~) = dim T ;o,W"(y~) =1 =2h —2
> 2h —3 =n— TypyW?(y) = i(yT). Soit respectivement w™ et w™ une
période de 7~ et vT. Dans le deuxieéme cas, on applique la décompositions
du théoréme 2.3 & Sy (4-y(w™,0) et Sp/(y+)(w™,0), puis les égalités (3.5) et
(3.9) permettent obtenir les inégalités suivantes:

i(y") =dimT, - W"(y") -1
i(y") =n—dim T+ yW*(y") <2h* -2

2h~ — 3, (3.16)

>
<2h — 4. (3.17)
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3.2. Démonstration du théoréme 1.3

Soient I'~ et Tt deux élément critiques hyperboliques. Si W*(I'") N
Ws(I'+) = 0, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc qu’il existe ¢ une
trajectoire connectant '™ a I'". Voici les différents cas & traiter pour prouver
le théoreme 1.3.

(i) T~ et 't sont deux orbites périodiques. Ce cas fait 'objet du théoréme
1.2 démontré dans [8].

(ii) T~ est un point d’équilibre et I' une orbite périodique.
(iii) T~ est une orbite périodique et I'" un point d’équilibre.

(iv) T~ et I'" sont deux points d’équilibres tels que leur indices de Morse
vérifient i(I'") > 2h — 1 > 4(I'"), avec h € N.

Soient A~ et h™ deux entiers tels que lim;,_o, N(G(t)) = 2h~ — 1 et
limy_,oo N((t)) = 2h" —1. Les cas (ii) avec h~ = 1 puis (iii) avec h* = 2L
sont une conséquence immédiate de la proposition 3.2. Nous donnons la
démonstrations dans le cas (iii) avec h™ < h™. Nous omettrons la preuve
dans les cas (ii) avec h™ > 1 et (iii) avec h~ = h™ qui se prouvent de
maniere similaire. Nous terminerons avec la démonstration dans le cas (iv).

Démonstration dans le (iii) avec ht < h~.— On note respectivement
v~ et et, " et I'". La proposition 3.2 dit que T;W"(y~) contient un
sous-espace ia de dimension 2h~ — 3 inclus dans ;- _;. Cette proposition
entraine aussi que i(e™) < 2hT — 2 et comme hT < h™ + 1, on obtient
i(eT) < 2h~ + 1. On déduit alors de la proposition 3.3, I'existence dun
sous-espace X7 de T;W*(et) de dimension n —2h~ + 3 inclus dans K" ~1.
Or,

Yo N CKpNKM 1 ={0} et dim¥; +dimXf =n, (3.18)
et donc Wy ) + T,We(et) D 85 @ Xf =R",
d’ott W¥(y~) h W#(e™) dans ce cas aussi.
Démonstration dans le cas (iv). — On note respectivement e~ et e™,
I~ et T'F. L’inégalité i(e™) > 2h—1 et la proposition 3.3 donnent 'existence
d’un sous-espace 3, de T;W*"(e™~) inclus dans Kj,, de dimension 2h — 1. De

méme i(et) < 2h— 1 donnent Iexistence d’un sous-espace X de T;W*(e™)
inclus dans K", de dimension n — 2h + 1. Alors

TWe™) + TWe(et) D X5 @ Xf =R” (3.19)
puisque Yo NEf cKpnKh={0} et dim¥; +dimX] = n.
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Ce qui permet de conclure que W¥(e™) h W#(eT), et ainsi de terminer la
démonstration du théoreme 1.3.

Remarque. — Signalons que si h~ > hT la propositions 3.2 implique
i(e7) = 2h™ —3 et 2hT —1 > i(et) , et donc i(e™) > 2ht —1 > i(e™)
donc I'hypothese (b) du théoreme 1.3 est automatiquement vérifiée dans ce
cas la.

4. Généricité de I’hyperbolicité des éléments critiques

Dans cette partie on montre le théoreme 1.4. Pour cela on montre d’abord
que les points d’équilibre sont génériquement simples et ensuite qu’il sont
génériquement hyperboliques. Dans un deuxieme temps on démontre que
les solutions périodiques sont génériquement simples. Ce qui par le lemme
2.6 entraine que les orbites périodiques sont génériquement hyperboliques.

Certaines démonstrations de densité utilisent le théoreme de Sard-Smale.
Soient M et M’ deux variétés de Banach différentiables et soit f : M — M’
une application différentiable. Un point y € M’ est une valeur réguliere de
f, si pour tout z € f~1({y}), la différentielle f'(x) : T,M — T,M' est
surjective.

THEOREME 4.1 (Sard-Smale). — Soient r > 1, X, Z deuz variétés C"
de dimension finie et Y une variété de Banach de classe CT. Soient U C X
et V. CY deux ouverts, ® : U x V — Z une application de classe C" et z
un point de Z. Supposons que:

(i) > dim(X) — dim(Z),
(ii) ¥(z,y) € ®71({z}), D®(x,y) est surjective,
(iii) Y est séparables.

Alors © = {y € V| z est une valeur réguliére de ®(.,y)}
est un sous-ensemble générique de V.

Dans ce théoreme l’espace Y joue le role d’un espace de parametre.
Dans la suite pour un systeme dynamique indexé par y, nous traduirons les
propriétés de simplicité d’'un élément critique ou de transversalité, par la
régularité de 0 pour une application ®(.,y). Nous appliquerons ce théoréme
en prenant V un voisinage de zéro dans Y, dans le but obtenir une suite de
parametre (yx)reN convergeant vers zéro tels que 0 soit une valeur réguliere
de ®(.,yx). Cela nous permettra ensuite de construire une perturbations
aussi petite que voulu d’un systeme dynamique pour qu’il présente les pro-
priétés souhaités.
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4.1. Points d’équilibre génériquement hyperboliques

DEFINITION 4.2. — On dit qu’un point d’équilibre e est simple si zéro
n’est pas valeur propre de f'(e).

Nous définissons les ensembles suivants pour m € N\ {0},

Oiimple _ {f c L+| tout point d’équilibre e € K,,, de T est Simple}.
(4.1)

PROPOSITION 4.3. — Pour tout m € N\{0}, O3i™P¢ est un ouvert dense
de L. Donc O™ = () 1oy Os™' est un ensemble générique de L.

Démonstration. — L’ensemble des applications f € C*(2,R") telles que
tous les points d’équilibre de (1.1) dans le compact K, soient simples, est
ouvert (voir [16] et [18]). Donc pour la topologie induite sur L+, O3imPle est,
ouvert. Dans les deux références précédemments citées, le resultat est obtenu
grace a un théoreme de transversalité de Thom. Une autre méthode bien
adaptée ici est d’utiliser des suites comme dans la preuve de la proposition
5.3 (ou dans le cas de I’équation de réaction-diffusion dans [4] et [12]).
Nous montrons directement la densité de O*™P¢, Soit f € Lt et & : Qx| —
1,1[*— R™ définie par ®(z,\) = f(z) + A\. On applique le théoréme de
Sard-Smale (théoreme 4.1) & ® avec z = 0. Les hypotheses (i) et (iii) sont
vérifiées. Montrons que 'hypothese (i) est satisfaite. Puisque

V(z,\) € Qx| —1,1[", V(u,p) € R" xR",  D®(x,\)(u, ) = f'(x)u+ p,
la surjectivité de D®(z, A) sur Qx| — 1, 1[™ est évidente. Alors 'ensemble,

© = {A€]—1,1[" 0 est une valeur réguliere de ®(.,\)}
{A €] = 1,1["| tous les points d’équilibre de T, 5y sont simples},

est dense. Il existe alors une suite (Ag)ren de © tendant vers zéro. Pour
tout k € N, D,®(,\x) € LT sur Q, donc ®(.,\y) € O*™Pe, La suite
(D(., Ak))en tend vers f, car pour tout m € N\{0}, pp, (@ (., A\e)—f) = || A]l-
D’ou le résultat.

De méme qu’un peu plus haut, pour m € N\{0}, on définit les ensembles,

O! = {f € L] tout point d’équilibre e € K, de T} est hyperbolique}.
(4.2)

PROPOSITION 4.4. — Pour tout m € N\ {0}, O est un ouvert dense
de L*. Donc O" = Nimen {0} Oh est un ensemble générique de L.
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Démonstration. — Comme dans la précédente preuve, ’ensemble des ap-

plications f € C*(£2,R™) telles que, tous les points d’équilibre de (1.1) dans
le compact K, soient hyperboliques, est ouvert (voir [16] et [18]). Donc
pour la topologie induite sur L*, O" est ouvert.
Soient m € N\ {0}, f € O et ey, ..., e les points d’équilibre de T dans
K,,. Ils sont en nombre fini car des points d’équilibre simples sont isolés. Il
existe € €]0,1[ tel que Ty n’ait pas de point d’équilibre dans K, \ K.
Supposons que e; ne soit pas hyperbolique. On introduit ’application

O(a,z) = f(z) + alz —er)

définie sur R x Q. Pour tout «, ®(a,e1) = 0 et D ®(av,z) = f'(z) + ald.
Donc ®(a,.) € LT, et pour a petit, e; est un point d’équilibre hyper-
bolique de Tg(4,.). De plus pour tout I € {2,..., k}, e; est un point d’équilibre
simple de Ty, donc D, ®(0,¢;) est inversible. Gréace au théoréme des fonc-
tions implicites, il suffit que a soit suffisamment petit pour que pour tout
led{2..k}, T(qa,.) ait un unique point d’équilibre dans un voisinage de
e;, qui est simple si e; est simple et hyperbolique si ¢; est hyperbolique, et
aucun autre point d’équilibre dans K./5,,,. On perturbe ainsi f sucessive-
ment pour transformer les points d’équilibre simples en points d’équilibre
proche hyperboliques tout en restant dans LT. En effet nous ne pertubons
que la diagonale dans différentielle.

4.2. Orbites périodiques génériquement simples

DEFINITION 4.5. — Une solution périodique v de Ty de période w est
dite simple si 1 est valeur propre simple de Sf(,)(w,0).

Montrons maintenant que les solutions périodiques sont génériquement
simples, et donc, par le lemme 2.6 qu’elles sont génériquement hyperboliques.
Pour m € N\ {0}, définissons les ensembles,

O =A{f¢€ Oﬁl, toutes les solutions périodiques v de Ty dans K,,,
de période w € (0,m] sont simples}. (4.3)

PROPOSITION 4.6. — Pour tout m € N\ {0}, O,, est un ouvert dense
de L. Bt donc O = (,,cn o} Om est un ensemble générique de L.

Cette proposition termine la démonstration du théoréeme 1.4. L’ensemble
O,,, est ouvert puisque, 'ensemble des applications f € C1(Q,R") telles que
toutes les solutions périodiques de (1.1) dans le compact K,, de période
inférieure & m soient simples, est ouvert (voir [16] et [18] ainsi que [12] pour
une preuve utilisant des suites d’applications pour I’'équation de réaction-
diffusion). La démonstration de la densité de O,, consiste a appliquer le
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théoréme de Sard-Smale (théoréme 4.1) & une fonctionnelle de la forme:

®:UxV —R"
((t,2),9) = Tpyqg(t)r —x, (4.4)

ou f € Ol ,, U est un ouvert de R x Q et V un voisinage ouvert de 0 dans
un espace de Banach Y qu’il reste a déterminer. En effet si 0 est une valeur
réguliere de ®(.,g) et v une orbite périodique de Ty,, de période w telles
que (w,7(0)) € U, alors

D 4,2y ®(w,(0)) : Rt L R™
(1,u) = 70¢7(0) 4+ (S(f4g) (1) (W, 0) = Id)u  (4.5)

est surjective. Donc le rang de S(fgy/(y)(w,0) — Id est au moins n — 1, et
on en déduit que dim(Ker(S(¢4g)y (y)(w,0) —Id)) = 1, c’est-a-dire que ~y est
simple. Pour vérifier ’hypothese (i) du théoreme de Sard, il suffit de choisir
f + g de classe C2.

On voudrait trouver un ensemble Y tel que

(a) Y soit un espace de Banach,

(b) il existe V un voisinage de 0 dans Y tel que pour tout g € V, f+g €
LT,

(¢) Dy®((t,x),g):Y — R™ soit surjective si ((¢,z),g) € 2~1({0}).

Dans la preuve du lemme 4.3, on a choisi pour Y I’ensemble des constantes,
mais ici cet espace n’est pas assez grand pour vérifier (¢). C’est pourquoi
nous allons prendre pour Y un espace de fonctions. On remarque qu’une
application f € L™ appartient & O,, seulement en fonction de ses valeurs
sur K,,. C’est pourquoi nous allons prendre pour Y un sous-espace fermé
de C?(K,,+3) (ainsi (a) sera vérifiée) et nous restreindrons le systéme dy-
namique & K, 2. On ne peut satisfaire (b) en I’état, mais on va expliciter
des conditions telles pour que tout g € V, D,(f + g) vérifie (1.2), (1.3)
et (1.4) sur Ky, 3, puis étendre g & Q de telle sorte que f + g € L*. Ces
conditions portent sur les zéros de la différentielle de g. En effet si, pour
i # j, 0;fi(x) =0, il est nécessaire que 9;(f + Ag);(z) = 0 pour tout A\ dans
un voisinage de 0 et donc que 0;g,(x) = 0.

Dans le paragraphe suivant pour une fonction f € Lt et un compact
K C Q fixés, on commence par définir les sous-ensembles de €2 ou les dériviés
partielles des perturbations de f devront s’annuler. Puis nous introduirons
le sous-espace de Banach Y¢(K) de C?(K,R™) regroupant I'ensemble des
perturbations de f sur K. Pour finir, nous énoncons un premier lemme,
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qui montre que Y¢(K) vérifie la condition (¢) et un second lemme pour
prolonger les perturbations définies sur K a 2. Puisque ces deux lemmes sont
relativement techniques, nous donnerons leur démonstrations en annexe. Le
dernier paragraphe de cette section détaille la preuve de la proposition 4.6.

4.3. Espaces de fonctions admissibles

On rappelle que B = (&;);eq1,....n} est une base fixée de R™ et que pour
[ vecteurs aq,...,a;, span{ai,...,a;} désigne l’ensemble des combinaisons
linéaires Aja; + ... + N\ay.

DEFINITION 4.7. — On dit qu’une collection de fermés C = (Fj, G;)jeqa,...

est admissible si elle est formée de 2n fermés de ), tels que, pour tout
je{l,...n},
(1) F;NG; =10,
(i1) Fj et G; sont l'adhérence de leurs intérieurs,
(i1i) VYo € Q,Vy € span{&;,i ¢ {j—1,5,7 +1}}, six +y € Q, alors

LL‘EFj?.’L"FyEFj
xeGj:>x+y€Gj

Soit f € L™, une collection admissible de fermés C = (Fj,G)jeq,....n}
est dite compatible avec f, si de plus, pour tout j € {1,...,n},

{2 € Q0y,;_, fi(x) =0}y CF; et {xe€Q|0,, fi(x)=0}CG,

Soit C une collection admissible de fermés. Pour j € {1,...,n} on note
Hj les ensembles extrémaux de K:

H;j={zx€0K|Vye K,z; <y; ou Yye K,z; >y}

DEFINITION 4.8. — Soit K un compact convexe non vide de Q et C une
collection admissible de fermés. On dit que g = (g1, ..., gn) € C?*(K,R™) est
une application admissible pour C, si pour tout j € {1,...,n},

(1) g; ne dépend que de x;_1, x; et Tjt1,
(2) Oz;_,9; =0 sur Ij et 0,,,,9; =0 sur Gy,
(3) agj,lxj,lgj =02 g; = o2 g; =0 sur Iy

Tj—1%; L1241

2 _ 92 _ a2 _
(4) 0351122195 = 92,410,97 = 03, 410,,,95 = 0 sur Gy,

J
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(5) pour k =0,1,2,g%) =0 sur H;.

On note Yo (K) le sous-ensemble de C*(K,R™) des applications admissibles
pour C.

L’ensemble Y¢(K) est non vide, il contient les applications constantes
et les applications g = (g1,...,9,) € C?(K,R") telles que, pour tout j €
{1,...,n}, g; soit une fonction plateau valant 0 sur F; et 1 sur G;. Muni de
la norme ||g|| ,x = Zi:o sup,ex ||9* ()|, Yo (K) est un espace de Banach.
Si C est compatible avec f € LT, et

< inf inf Oy, . f;, inf Oy, f;
9l <, inf {Igr\le -1 fis ok ]Hfj}
alors les conditions (1) et (2) de la définition 4.8 suffisent pour que D, (f+g)
vérifie (1.2), (1.3) et (1.4) sur K. Les conditions (3) & (5) sont utilisées
pour prolonger les applications admissibles. Nous allons appliquer le lemme
suivant pour démontrer I’hypothese de surjectivité dans le théoréme de Sard-
Smale.

LEMME 4.9. — Soient C une collection admissible de fermés et K un
compact conveze non vide de 2. Soient f € C*(K,R"), v une solution de
(1.7) et w un réel positif tels que,

(1) 7(10,w]) C K,

(ii) il existe to €]0,w] tel que ¥(to) € N et pour tout t € [0,w] \ {to},
~¥(t) —=v(to) n’a pas deuzx coordonnées consécutives (modulo n) nulles.

Pour tout p>0 suffisamment petit il existe n applications (7)1<j<n € Yo (K)
a support dans Uy, o € K max{le; —1(to)l, g1 — v(to)s1} < o},

telles que
w
/ Sprp(w, 8) (y(s))ds, j=1,...,n
0

engendre R™.

Le lemme suivant nous permettra de prolonger des applications adéquates
3 Q en des applications de L.

LEMME 4.10. — Soient f € LT, C = (F;,G;)jeq1,....n} une collection
de fermés compatible avec f et K un compact convexe d’intérieur non vide
de Q. Alors il existe des constantes o > 0 et C > 0 telles que, pour tout
g € Ye(K) vérifiant ||g|| < o, il existe h € CY(Q, E) ayant les propriétés
sutvantes:
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hd h|K:.97
e f+hel™T,

1
® SUPuco D p—o Hh(k)(x)ﬂ <Cglg-
4.4. Démonstration de la proposition 4.6.

Soient W un ouvert de R" inclus dans Q et f € C1(W,R"). On introduit
T}/V le systeme dynamique local défini par T JYV (t)x = y(t) ol y est la solution
de I’équation différentielle y = f(y) sur W, avec la condition initiale y(0) =
z. On notera A?’ I’ensemble

{(t,z) € R x W|y(t) est défini et
y([0,e) cW si t20 ou y([t,0)) CW si t<O0}.

Soit m € N\ {0} fixé. L’ensemble OF _, N C?*(Q,R") est dense dans L.
Donc pour montrer que O,, est dense, il suffit de montrer que pour f €
Oh ., N C?*(Q,R") il existe une suite d’éléments de O,, tendant vers f.
Soient f € OF ., N C%(Q,R™), U 'ouvert de R x R™ défini comme suit,

U= {(t,x) E]O,m + 1[XKm+1|Tf(t)x € Km+1}.

Soit C une collection de fermés compatible avec f. On applique le lemme
4.10 & f, C et K12, ce qui nous définit une constante o > 0. De méme il
existe o’ €]0, af tel que si [|g|[, ., < o' alors tous les points d’équilibre de

T;jj’;rz sur K,,+1 sont hyperboliques. Soit V' un voisinage ouvert de 0 de

< et Tf{"‘”(f]) C Kz Et

Ye(Km42), tel que pour g € V, ||g|| +g

m+42
enfin soit I'application de classe C?

o:UxV — R"

K
((tx),9) = Ty t)z—=

a laquelle on souhaite appliquer le théoreme de Sard-Smale avec z = 0.

Les hypotheses (i) et (i4i) du théoreme de Sard-Smale sont vérifiées.
Montrons que 'hypothese (i4) est aussi satisfaite. Soit ((w, x9), g) € ®~1({0}),
démontrons que D®((w,xq),g) est surjective. Deux cas se présentent, ou
bien xg est un point d’équilibre de T;j_’;“, ou bien la trajectoire non con-
stante v définie sur R par v(t) = TH™*2(t)z, est une solution périodique

T f+g
Km+2 s .
de T de période w.

Supposons que g soit un point d’équilibre de T;jf’;“, alors
D2((w, x0),9)((r,u), ) = (“UHE) — Idyu+ Dy ((w, 20), 9)¥.
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Or 29 € K41 est un point d’équilibre hyperbolique, d’ott e(f+9)" (o) — I
est surjective et D®((w, xp),g) aussi.

Supposons maintenant que xg ne soit pas un point d’équilibre de T;i"_(‘]“.

Il existe ng € N* tel que wy = w/ng soit la plus petite période de ~. Alors,

Do ((w,20), 9)((1,u),9) = 70:7(0) + (Prg,y(w,0) = Id)u + Xy g5 (W)t

ol Xfyg4(t) =w(t) est la solution sur [0, 7] de 'équation différentielle :

w(t) = (f+9)(v®))w(t) + (1)),
w(0) = 0.

On remarque que
t
wit) = [ St e s)s

pour t € [0,w]. Donc

Stran(@p = / Stssay (@, 8)(7(s))ds

kwo

-3 J L S 9viaonds

_ gs(f+g),m<w7kwo> /(::Wswwo,s)wfy(s))ds
_ ésw)/(y) (wp, 0)0 /( ) S (i, )(1(5))ds
- (ng(s(mw (v 0>k> | stenswtatsis

Soient (Aj)1<j<n les valeurs propres de S(sg)(y)(wo,0), alors les valeurs
propres de P = 31201 (S( 19y (v) (w0, 0))F sont (372" M) 1<jcn. Ainsi P
est inversible car d’apres le lemme 2.6, S 4)/(y)(wo, 0) ne peut pas avoir de
racine noieme de 'unité différente de 1 dans son spectre. Donc D®((w, xo), g)
est surjective, si 'application

wo

IT:9 € Yo(Kmt2) = S(f+9) (v) (wo, 8)Y(v(s))ds € R"
0

est surjective.
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Pour tout 7 €]0, wol, v et y(.47) sont deux orbites de T[i’;”. En utilisant
le lemme 2.2 (K, 12 est un ouvert convexe de E), on voit que v —~(.+7) ne
peut jamais avoir deux coordonnées consécutives nulles. En effet si c’était
le cas pour s € [0,wp], on aurait y(s) —y(s+7) ¢ N et v(s) —v(s+7) #0
(sinon wg ne serait pas la plus petite période). Et donc N(v — (. + 7))
ne serait pas périodique ce qui est absurde. En appliquant le théoréme 2.1,
pour les mémes raisons que ci-dessus, §(s) € A pour s € [0,wp]. On peut
donc appliquer le lemme 4.9 pour obtenir la surjectivité de II. L’hypothese
(79) du théoreme de Sard-Smale est ainsi vérifié.

Le théoreme de Sard-Smale implique donc que ’ensemble suivant est
dense dans V.

© = {g €V, 0est une valeur réguliere de ®(.,g)}

C {g €V, toute orbite périodique de T;i";”

dans K, de période T' < m est simple}

Il existe donc une suite (gx)ren de O tel que limpo0 [|gkllf, ,, = 0. D’aprés
le lemme 4.10, pour tout k € N il existe hy, € C1(Q, E) tel que by k., = k.

k y s .
f+hy € Lt et sup,cq Zi:o Hh; )H < Cllgrllg,,,- D'oulasuite (f+hi)ren

de O,, converge vers f dans LT.

5. Généricité de la propriétés de Kupka-Smale

Dans la partie précédente on a démontré le théoreme 1.4 qui donne la
généricité des éléments critiques hyperboliques. On a vu dans le théoréeme
1.3 que la transversalité est automatique, si l'une des variétés stable ou
instable est associée a une orbite périodique hyperbolique. Il reste donc
a étudier le cas d’orbites ¢ joignant deux points d’équilibre hyperboliques
e~ et e, qui ne sont pas forcément distincts. S’il existe ¢ et ¢’ tels que
N(4(t)) > N(¢(t')), la remarque a la fin de la démonstration du théoréeme
1.3 implique que W¥(e™) h W#(e™). On suppose maintenant que N(q) est
constant égal a h. Si h = 1, la proposition 3.2 implique que I'indice de Morse
i(et) est nul, donc W¥(e™) h W#(e™). Si h > 1 cette proposition implique
i(e™) = 2h — 2 et i(e") < 2h — 2. Si 'une de ces inégalités est stricte alors
I'hypothese (b) du théoreme 1.3 est vérifié et donc W (e™) h W(et). 1l
reste donc a étudier le cas de deux points d’équilibre hyperboliques tels
que leur indices de Morse soient égaux et pairs. Dans ce cas, les variétés
stable et instable sont transverses si et seulement si elles ne s’intersectent
pas. En effet si elles se coupaient transversalement en x, la dimension de
T, W¥(e” )NT,W#(e™) serait nulle, ce qui est absurde car cet espace contient
la dérivée au point = (non nulle) de la trajectoire passant par x et reliant

e aet.
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Nous allons montrer que les variétés stables et instables de deux points
d’équilibres hyperboliques d’indices égaux et pairs sont génériquement trans-
verses. Dans ce but, nous allons montrer deux lemmes qui permettent de
prouver la proposition 5.3 d’ou découlera le théoreme 1.5.

LEMME 5.1. — Soient f € L™ et ¢ une orbite de Ty reliant deuz points
d’équilibre hyperboliques e~ et e™ d’indice de Morse égal a 2h > 0, alors
pour tous points distincts x et y appartenant & Uorbite {q(t)|—oo < t < o0},

r—yeEN e N(@-—y)=2h+1.
En outre pour tout t € R, ¢(t) € N et N(¢(t)) = 2h + 1.

Démonstration. — Soit x et y deux points différents de I’orbite ¢, il existe
(s,7) € R x R} tel que x = q(s + 7) et y = ¢(s) (quitte & intervertir x et
y). Soit I'application

z:iteR=q(s+t+7)—q(s+1).

D’aprés le lemme 2.2, N(z) est décroissante. Donc il existe (h™,ht) €
{1,..., 2132 et T > 0 tel que pour tout t > T, N(z(t)) = 2h" + 1 et
N(z(—t)) = 2h~ +1. Soit la suite u,, = Higzgl\ , on peut en extraire une sous
suite convergente vers un vecteur u. Or u € T+ W#(e™) donc N(u) > 2h+1

et par continuité de N, h* > h. On fait de méme avec la suite v,, = %

pour obtenir A~ < h, dott 2h+1 > 2h~ +1 2> N(2(t)) = 2hT +1 > 2h + 1.
Donc N(z—y) =2h+1 et de plus z —y € N car sinon N(z) serait stricte-
ment décroissante en 0.

Si e~ # et supposons maintenant z = e et y = ¢~. Par le lemme 2.2,
on sait déja que et — e~ € N. De plus par continuité de N, comme
limy 0o N(q(t) — q(—t)) =2h+1, N(e" —e™) =2h + 1.

Les autres cas sont semblables au cas suivant, = e et y = ¢(s) pour
s € R, prenons cette fois 'application z : t € R — ¢(t) — e™, les implication

du lemme 2.2 sont les méme. On peut supposer que la suite (%)%N
converge vers u € T+ W*(e1), donc lim;—,o N(2(t)) = 2h + 1. De plus si
e” # et limy,_oo N(2(t)) = N(e” —e") = 2h + 1. Sinon dans le cas
e~ = et, de la suite (;2=20) on peut extraire une sous suite conver-
: T=(=m)[ /neN O1L P

gente vers v € T,+ W*(e*), donc lim;_,o, N(2(t)) < 2h + 1. D’olt pour tout
teR, N(q(t) —eT)=2h+1et q(t) —et € N.

Pour la derniere assertion, le théoréeme 2.1 implique une stricte décroissance
de la fonction ¢ € R — N(g(t)) s’il existe un temps ¢ tel que ¢(t) ¢ N.
On peut supposer que les suites w, = % et v, = %, conver-
gent respectivement vers u € T,+W?*(eT) et v € T,-W"(e™). Et donc
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limy o0 N(G(t)) > 2h + 1 et limy,_o N(¢(t)) < 2h + 1. D’olt pour tout
teR, N(¢(t)) =2h+1et ¢(t) € N.

LEMME 5.2. — Soit f € O,

(1) le systéme dynamique Ty admet un nombre fini e1,...,e, de points
d’équilibre sur Kp,. Et il existe ¢ > 0 tel que Ty n’en ait pas d’autre
sur Koy te.

(2) 1l existe Wy un voisinage ouvert de fix dans CY (K13, R™) tel

que pour tout k € {1,...,p},

m+3

(a) il existe une application C', ey, : Wy — Kipges2, tel que pour
pour g € Wy, e1(g),...,ep(g) soient les seuls points d’équilibre
de TgKm+3 sur Kp,1c/2 et que de plus ils soient hyperboliques.

(b) il existe un voisinage ouvert d_e er, Wi C K11, deuz ouverts Vi,
et Uy, respectivement de R"~Ux) et Ri(er) et deuz applications,
7TZ : Vk X Wf — Q et (51)

ﬂ';: : Uy X Wf - Q

tels que pour tout g € Wy,

T (Vi, 9) = Wit (9, ex(9), W) (5.3)
Wz(Ukvg) = quéc(gvek(g)?wk)' (54)

Et les applications,

geEWs = ml(.g) € C(Vi,Q),

geWr = mi(,g) € CY U, Q) (5:5)

sont continues.
De plus si g € Wi N C?*(Kpi3, R"), il existe B, > 0 tel que,

(z°,h) € Vip x {h € C* (K3, Rk =gl ., < By} = w2 h),
(z*,h) € U x {h € C*(Kpy3, R |h —gllg, ., <Bs} + mp(z“h)
(5.6)

m+3
soient des applications de classe C'*.

Dans (5.5) la continuité doit étre comprise avec la norme p, 43 associé
a Wy et la topologie usuel sur C!'(V4, Q) et C' (U, ). De plus les appli-
cation 73(.,g) et m;(.,g) ne dépendent que de gy, . Nous rappelons que
la norme associé¢ a h dans (5.6), |[h], ,,, est la norme C? sur K,,.3. La
démonstration des propriétés 1 et 2a est une simple application du théoréeme
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des fonctions implicites. Puis la propriété 2b, découle de [1] et des théorémes
4.1 et 6.3 dans [20]. On précise également que si g € Wy N C?(K,13,R™),
alors 75 (., g) et m(., g) sont des applications de classe C?.

Nous poursuivons la démonstration du théoréme 1.5 en prouvant une
derniére proposition. Soit (m,h) € (N\ {0})? et f € Opr1. On commence
par monter que pour, ey, et e deux points d’équilibre hyperboliques de T’
d’indice de Morse égale et pair, et n € N\ {0},

Tg(n)(Wl%c(gv 616(9)7 Wk)) M VVlf)c(g5 ek/(g)5 Wk)?

génériquement pour g dans un voisinage de f. Le paragraphe suivant donne
les notations permettant d’énoncer la prochaine proposition. Ensuite cette
proposition sera utilisée dans une preuve par ’absurde pour montrer que
génériquement par rapport & f, W¥(ex) N W3(ex) = 0.

Nous appliquons le lemme 5.2 & f en utilisant les mémes notations. Soit
le compact

Qb = {z € Kpl(hz) €A et Ty([0,h] x {2}) € Kpp}.

Pour tout k € {1,...,p}, Q" est un voisinage de ej. Pour k € {1,...,p} on
introduit les ouverts

D’Z’L,k = Wz(7 f)_l({a)‘ S Km+2|(h,$> c Ame+2}).

Pour chaque k € {1, ...,p}, on choisit deux voisinage compacts A} C Vj et
A C Uy respectivement de 7 (., f)" ({ex}) et 7(., £) " ({ex}). On sup-
pose, quitte & réduire Wy, que pour tout g € Wy, ex(g) € mi(Aj,g) N
T (AY, g). On note

ok = AT ) THQR),

et on remarque que Ay ; , C Dﬁlk Il existe e/;* > 0 tel quesi g € C1(Q,R™)
et pmas(g — f) < ell alors :

(1)

@) [0.] x Qb © ALK,
(3) pour tout k € {1,...,p}, [0,h] x (D" ,,9) C ARmis
(4)

m,k>
4) pour tout k € {1,...,p} et zf € A} tel que Ty(Ry)mp(xy, f) € Kmt1
alors T, (R ) (z,9) ¢ Kon-

la restriction de g & K, 3 appartient & Wy,

Soient 1’ensemble I, des couples (k, k') € {1,...,p}? tels que i(ex) = i(ex)
soit pair, et soit

H{n,h ={9 € Omi1lpmsslg — f) < €}

— 404 —



Systémes dynamiques monotones génériquement Morse-Smale

un voisinage de f. On définit les applications suivantes pour (k, k') € I

m?

o) (D x V) xOf = R”
(" 2%),9) — Te(h)lmi(z", g)] — mi (2%, g).

PROPOSITION 5.3. — Soient (m,h) € (N*)2, f € Opy1 et (k,K') € I,
L’ensemble

H(kk) {QGH 1D, s)‘b(k’k/)(.,g) est surjective sur
kk s
<<I>< DL g) {01 N AL L X AL,

est un ouvert dense de 7—[1’;’,1

Remarquons que la surjectivité de D(wu7ls)®§bk7k ) est équivalente a son

inversibilité pour (k,&’) € I/, car dans ce cas dim Uy, + dim Vi = n.

o

Démonstration.— On se fixe (m,h) € (N\ {0})?, f € Opmy1 et (k, k') €
I7,. Montrons que H}(Lk’k/) est un ouvert de ”Hfmh. Soit (g;);eN une suite
de Hf h \ H k) convergeant vers g € sz,h- Pour tout [ € N, il existe
(i, xf) € A jpn X A et up € S tels que <I>§1k’k/)((a:f,mls),gl) =0 et
D(zu@s)@;f’k,)((x}‘, 7), g1)ur = 0. Par la compacité de AY, ; , x Af, x §"~

on peut supposer que les suites (}');en, (%7)ien et (u1);en convergent re-
spectivement vers x% € Afn ko T°E A3, et w e S"1. Or lapplication g —

(I)gk’k/)(.,g) e CY(DM, & X Vir, R™) est continue donc <I>(k W )((x“,xs),g) =0
et D(ru7ms)¢gk’k/)((x ,x2%),9)u =0, d’olt g ¢ H,(lk ),

Nous allons montrer que H}(lk’k/) est dense dans Hi@,h' Soient fy € H;’;yhﬁ
C?(92,R™), C une collection de fermés compatible avec fy, a > 0 la constante
donné par le lemme 4.10 appliqué & fo, C et K43, et By, > 0 la constante
obtenu dans le lemme 5.2. Nous rappelons que Y¢ (K, +3) est un sous espace
de C?(K,,13,R™). Soit V un voisinage ouvert de zéro dans Y¢ (K, 3) tel
que pour g € V, |lgllx, .. < min{e, Br,} et pmys(fo+9—f) < e/h. On
introduit ’application,

U (Dh o x Vi) xV — R"
((l,u,xs)yg) = Tfoigs(h)[ﬁz(xuaf0+g)]77Tli’(xsvf0+g)'

On y applique le théoréeme de Sard-Smale avec z = 0. L’hypothese (i) est
vérifiée, car (i(er) + (n —i(ex))) —n = 0 et I'hypothese (4i7) aussi. Il ne
reste plus qu’a prouver (7).
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Soit ((z4,28),90) € Y~1({0}). On prend z¢ = 7¥(z¥, fo + go) et x1 =
w5 (2§, fo + go). La trajectoire (t) = TJ{SI;; (t)xq est globale et joint ey
a eyr. Notons t9 = h/2 et introduisons pour j € {1,...,n}, les fonctions
continues 7; : R — max{|v;(t) — v;(to)|, |vj+1(t) — vj+1(to)|}. Le lemme
5.1 et un raisonnement par ’absurde semblable a celui effectué a la fin
de la preuve de la proposition 4.6, nous permettent d’affirmer que, pour
tout j € {1,...,n}, 7; ne s’annule qu’en t( et que ses limites en +oo sont
strictement positives. Il existe donc € > 0 tel que

7~ 1(B) €0, k[ (5.7)
o B= |J {z € Knislmax{|z; — y(to);l; [zj41 = (to)j+1]} < €}
1<g<n

Par le lemme 4.9, il existe n applications (1/Jj)je{17___7n} € Ye(Kpnqi3), &
support dans B tel que (foh S fo+g) (1) (B, sl (7(3))(15)1 engendre R".
<<

Pour j € {1,...,n}, on considere D, ¥ ((zy,z§), go)y?. Soit A € R suff-
isamment petit pour que A7 € V. Les deux applications fo + go et fo +
go + A7 concident sur K,,,+3 \ B, donc, sur cet ensemble, les trajectoires
de T)fj T et T;jr;’os ' aps Sont les mémes. Ainsi

. Ko .
Jim TS s (Do = ey et done mii(ag, fo + go + A7) = wo.

De méme

. Kot : j
tlg& Ty ar s aps ()21 = e entraine i, (25, fo + g0 + AY7) = a1.
D’ott les dérivé suivante, D 7 (z, fo + go)¢? et Dymi, (z, fo + go)y? sont
nulles. On obtient alors

h
Dy (a8, 25), 900 = Dy [T17s () (0)] (90)07 = / S(h, s (7(s))ds.

La surjectivité de Dy ((zf,x§), go) est satisfaite puisque
(DQW((xg,xS),go)¢j)j€{j ____ ) engendre R™. Donc d’apres le théoreme de
Sard-Smale I'ensemble © = {g € V, 0 est une valeur réguliere de ¥(.,g)}
est dense dans V. Ainsi il existe une suite (g;);cn de © tel que limy—, o0 (|91,
= 0. En appliquant le lemme 4.10, on obtient une suite (h;);cn tendant vers

zéro dans C1(Q,R") tel que hy k. =g, fo+h, € L. Donc (fo+h)en €
H;(lk’k,) car 0 est une valeur réguliere de (I)Ezk’k/)(-a Jo+ h) pour tout I € N.
D'oit H*F)

m+3

est un ouvert dense de ”an -
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Démonstration du théoréme 1.5.— Pour (m, h) € (N\{0})? et f € Opi1
I'ensemble 5K
f o R ’
Hm,h - ﬂ Hh .
(k,k" eI,
est un ouvert dense de #/ ,. Soient m € N\ {0} et fo € Opi1, fix

détermine si f appartient a O,,, 41 et a H’ Or I'espace C1 (K13, R™) est

m,h*

m+3

séparable, il existe donc une suite (f;™);cn- de Op1 tel que UleN\{o} ’Hiﬁ:lh =
Omy1- Pour (m,1,h) € (N\ {0})3 on introduit I’ensemble

Winin = Hg@l,h U (Om+1 \ﬂfrlz,h)

qui est un ouvert dense de L™. Donc I’ensemble

KS = ﬂ U ﬂ Hg%hj ﬂ Winih

mEN fEO,m 11 heN* (m,l,h)e(N*)3

est générique. On remarque que KS C O. Soient g € KS, e~ et e™ deux
points d’équilibre de T}, tels que i(e”) = i(e™) soit pair. Supposons z( €
Wu(e™) N W#(e"), Vorbite ¢(t) = Ty(t)zo relie e™ & e. Soit m € N\ {0}
tel que ¢ C K, et f € Op41 tel que pour tout h € N, g € Hfmh. On
choisit ce f avec e, = et et ey = e~ pour définir 7} et 7,. Il existe alors
to € R suffisamment grand tel que g(tg) = 7, (z§,9) avec z§ € Aj,. De
méme il existe h € N\ {0} tel que q(to — h) = mj/(z§, g) avec xg € A} 4.

Orge H,(,’f’k/), donc
Tyto) W (ex) + Ty(a0)W* (k) = D [Tg(h)(7}))] (26, 9) Gk + Dae i (25, 9) Fre
=R".
Ce qui est absurde puisque
dim Ty )W (ex) + dim T ) W (epr) < dim Uy + dim Viy = n
et TygyW"(ex) N Ty W (err) 2 4(to) # 0.

D’ott pour tout g € K5, si e” et et sont deux points d’équilibre de T, de
méme indices de Morse pair, alors W*(e™) N W#5(et) = (). Et on conclu la
démonstration en utilisant le théoreme 1.3.

6. Généricité de la propriété de Morse-Smale

Dans cette partie nous allons démontrer le théoreme 1.6, a savoir la
généricité de la propriété de Morse-Smale. Nous utilisons les mémes argu-
ments que dans [13]. En particulier, le théoréme 1.6 est une conséquence
directe de la proposition suivante.
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PROPOSITION 6.1. — Soit f € KS telle que le systéme dynamique T}
admette un attracteur global compact ; alors l’ensemble non-errant de Ty
est €gale a la réunion finie des éléments critiques.

De méme que dans [13], la proposition 6.1 découle de la propriété de
Poincaré-Bendixson et du lemme 6.3.

PROPOSITION 6.2 (Propriété de Poincaré-Bendixson). — Soient f € L™
et u € Q tel que Ry x {u} C A et que T¢(Ry)u soit borné. Alors:

e ou bien w(u) est exactement une orbite périodique,
o ou bien pour tout v € w(u), a(v) C & et w(v) C &;.

Dans [6], B. Fiedler et J. Mallet-Paret ont montré la propriété de Poinca~
ré-Bendixson pour une équation scalaire de réaction diffusion et plus généra-
lement pour des systémes dynamiques admettant une fonctionnelle décrois-
sante du type “nombre de changements de signe”. Plus précisément, soit
S un systeme dynamique défini sur un espace de Banach X. Soient deux
applications

z: X — {0,1,2,..,00}, (6.1)
et m:X — R? linéaire, (6.2)

vérifiant les axiomes (A0 — A3) suivants, partout ot u', u? et % sont bien
définies, o1 u! et u? sontdeux trajectoires de S et 1 la vitesse d’une trajec-

toire :

(A0) Pour tout couple de solutions u', u? et pour tout ¢ positif, z(u'(t) —
u?(t)) est fini.

(A1) Soit tg > 0, sim(ul(ty)—u?(tg)) = 0, alors ou bien t > z(u'(t)—u?(t))
décrot strictement en t = tg, ou bien u'(tg) — u%(tg) = 0.

(A2) Sit — z(u'(t) — u?(t)) ne décrot pas strictement en t = ¢y et si
ul(tg) — u%(to) # 0, alors z est localement constant, c’est-a-dire il
existe un voisinage U de u!(ty) — u%(to) € X tel que pour ¢ € U,

2(¢) = z(u' (to) — u?(to)).
(A3) Les axiomes (A0 — A2) restent vérifiés si u' —u? est remplacé par .
Pour démontrer la proposition 6.2, nous appliquons le résultat de [6] en
choisissant z = Ny et 7 : R — R? la projection définie par 7(z) = (71, 2).

En effet Njs est bien définie sur R™ et est fini, donc (A0) est vraie. L’axiome
(A1) est 'objet du lemme 2.2, car si w(z) = 0 alors x ¢ N. Pour monter
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laxiome (A2), il suffit de remarquer que pour h € {1,..., %}, Ny est
constant sur ouvert CKCp, N Kr41 et décrot strictement sur la frontiere de
cet ouvert privé de 0. L’axiome (A3) est démonté de la méme maniere mais
en utilisant le théoréeme 2.1.

Soit p € (N\ {0}) U {o0}, on dit qu'une suite d’éléments critiques
(Tk)keq1,...p+1} €st une suite connexe si pour chaque k € {1,...,p}, il ex-
iste une orbite hétérocline g connectant I'y, a 'y, 1. Une chaine d’éléments
critiques est une suite connexe d’éléments critiques telle que I',11 = T';.

LEMME 6.3. — Soit f € KS tel que Ty admette un attracteur global
compact. Le systéme dynamique Ty n’a pas de suite d’éléments critiques
conneze de longueur infinie. Ainsi Ty n’a pas de chaine d’éléments critiques.

Démonstration. — Soient p € (N '\ {0}) U {oco} et (I'r)reqr,....p41} une
suite d’éléments critiques connexes. Soit k € {1,...,p}:

e si 'y et T'yy1 sont deux orbites périodique i(T'y) > i(T'x41), par le
lemme 3.4.

e Si Ty est un point d’équilibre, i(T'y) > i(T'ky1). Car W*(Ty)
WS(FIC+1)7 donc

dim (T, o)W (T) + Loy 0)W* (1))
— (%) + (n — (T 1)) — dim (W*(T) N W*(Tpy1)) =,

avec l'intersection non réduite a zéro.

e Si I'y est une orbite périodique et I'y41 un point d’équilibre, alors
i(T'x) = i(Ck41). Le raisonnement est le méme que dans le cas précédent
mais avec dim(W"(T'y)) = 4(Tx) + 1.

D’otu I'indice de Morse de I'y, est décroissant et i(I'y) > i(I'x42), ce qui limite
la longueur d’une suite d’élément critique connectés a 2n, et interdit de fait
toute chaine d’éléments critiques.

Bibliographie

[1] ABranaM (R.), ROBBIN (J.). — Transversal mappings and flows, W. A. Benjamin,
Inc (1967).

[2] ANGEMENT (S. B.).— The zero set of a solution of a parabolic equation, J. reine
angew. Math. 390, p. 79-96 (1988).

[3] BENDIXSON (I.). — Sur les courbes définies par des équations différentielles, Acta
Mathematica No. 24, p. 1-88 (1901).

- 409 -



(4]

(5]
(6]
[7]

(8]

(9]
(10]
(11]

(12]

(13]

(14]

(15]

[16]
[17]
18]
[19]
[20]
[21]

(22]

23]

M. Percie du Sert

BrUNOVSKY (B.), POLACIK (P.).— The Morse-Smale structure of a generic
reaction-diffusion equation in higher space diemension, J. differential equations 135,
p. 120-181 (1997).

Czaja (R.), RocHA (C.). — Transversality in scalar reaction-diffusion equations
on a circle, J. Differential Equations 245, p. 692-721 (2008).

FIEDLER (B.), MALLET-PARET (J.). — A Poincaré-Bendixson theorem for scalar
reaction-diffusion equations, Arch. Rational Mech. Analysis 107, p. 325-345 (1989).
Fusco (G.), Oriva (W. M.). — Jacobi matrices and transversality, Proc. R. Soc.
Ed. 109A, p. 231-243 (1988).

Fusco (G.), OLiva (W. M.). — Transversality between invariant manifolds of pe-
riodic orbits for a class of monotone dynamical systems, Journal of Dynamics and
Differential Equations 2, p. 1-17 (1988).

HirsH (M.). — Systems of differential equations wich are competitive or cooperative
I: Limit sets. SIAM J. Math. Anal. 13(2), p. 167-179 (1982).

HirsH (M.). — Systems of differential equations wich are competitive or cooperative
II: Convergence almost everywhere. STAM J. Math. Anal. 16(3), p. 423-439 (1985).
HirsH (M.). — Systems of differential equations wich are competitive or cooperative
IIT: Competing Species, Nonlynearity 1, p. 51-71 (1988a).

JoLy (R.), RAUGEL (G.). — Generic hyperbolicity of equilibria and periodic orbits
of the parabolic equation on the circle, Trans. Amer. Math. Soc. 362, p. 5189-5211
(2010).

Jory (R.), RAUGEL (G.). — Generic Morse-Smale property for the parabolic equa-
tion on the circle, Ann. I. H. Poincaré — 27, p. 1397-1440 (2010).

Jory (R.), RAUGEL (G.). — A striking correspondence between the dynamics gen-
erated by the vector fields and by the scalar parabolic equations, Confluentes Math-
ematici, Vol 3, No. 3, p. 471-493 (2011).

Kupka (I.). — Contribution a la théorie des champs génériques, Contributions to
Differential Equations no2 (1963), p. 457-484. Addendum and corrections, ibid. No.
3, p. 411-420 (1964).

PaLis (J.), DE MELLO (W.). — Geometric theory of dynamical systems — An in-
troduction, Springer-Verlag, Berlin (1982).

PEIXOTO (M. M.). — Structural stability on two-dimensional manifolds, Topology
No. 1, p. 101-120 (1962).

PExoTo (M. M.).— On an approximation theorem of Kupka and Smale, J. dif-
ferential equations 3, p. 214-227 (1967).

POINCARE (H.). — Sur les courbes définies par une équation différentielle, Oeuvres,
1, Paris.

ROBBIN (J. W.). — Stable manifolds of semi-hyperbolic fixed points, Illinois J.
Math. 15, p. 595-609 (1971).

SMALE (S.). — Stable manifolds for differential equations and diffeomorphisms, An-
nali della Scuola Normale Superiore di Pisa No. 17, p. 97-116 (1963).

SMALE (S.). — Diffeomorphisms with many periodic points, Differential and Com-
binatorial Topology (A Symposium in Honor of Morston Morse), Princeton Univ.
Press, Princeton, NJ, p. 63-80 (1965).

SmiTH (H.). — Monotone dynamical systems: An introduction to the theory of
competitive and cooperative systems Mathematical Surveys and Monographs, Vol.
41 (1995).

- 410 —



Systémes dynamiques monotones génériquement Morse-Smale

Annexes

A. Démonstration du lemme 4.9

Soit y° = (o). Pour j € {1,...,n}, les fonctions 7; : [0,w] — max{|y;(t)—
Y3l i1 (t) — 49141}, sont continues et ne s’annulent qu’en fo. Il existe
donc € > 0 tel que pour tout € €]0,2¢[ et j € {1,...,n}, Tj_l([O,e/]) soit
un segment. Nous allons construire ¢ € Yc¢(K) pour j € {1,..,n} et
p > 0 proche de zéro, de telle sorte que 1/12 soit nulle en dehors de {x €
K|max{lz; — 9|, [zj11 — 39411} < p}.

Fixons j € {1,...,n}. On suppose que y° ¢ G;. Il existe €; €0, €[ tel que
{z € Qmaxpeqi,.. 0y l2n — y%| <¢;} € CG; N K. On introduit 'ensemble

B; = {z € K|max{|z; — yj|, [oj+1 — y511 1} < -

Nous allons construire une application ¢; : B; — [0,1] de classe C? ne
dépendant que de z;_1, x; et x;41, telle que :

(OZ) Qsj =1 sur {x € Bj7 |33j_1 - y;')71| < %}7
(B) ¢, soit nulle sur un voisinage de G; N Bj,

(7) Ox,_,¢; = 0 sur F; N B;.

Pour cela on construit par récurrence des applications (;5]0, e (b?o appar-
tenant & C?(By,[0,1]). On commence par prendre ¢J = 1 et BY = Bj+ =
Bjn{z € Qx; 1 —y) ; >0} On construit le couple (qﬁ?“,BfH) & partir
du couple (¢§7le?) pour k£ € N. Soit £ € N supposons que qﬁf vérifie les
conditions () et

€2
(a/) Qsé“ =1 sur {ze€ Bj,xj —y?_l < Ej}

Supposons également que qﬁf satisfait (f) sur le complémentaire de B;? dans
B;F. Soit «* € BY N G (que I'on suppose non vide) tel que G; N {z €
B]’?|xj,1 —xf_l < 0} soit vide. Ainsi il existe 0 < 8 < % tel que I'ensemble
D,k g, , défini par

Br

{z € Bj|-fr <zj1—af_1 < - et max{|a; -2}, |21 -2 [} < B},

soit inclus dans CF; N CG;. Soit x : RT — [0,1] une fonction C? valant 0
sur [0,1/2] et 1 sur [1, co[, prenons

1 ok Ly —wie)s e el g — |
¢ (x) = ¢ () [ 1 — x( Ix( Ix( )] -

Bk B Br
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Bi

et B]’?“ - Bj’.c \ {z € Bj, max{|z; — ;vf\, 241 — x§+1|} < 5 }

L’application qb?“ satisfait la condition (o) puisque (j)?“ = qbé? sur {z €
Bj,zj1—y)_, <4} Pour tout y € G;NB NCBY™, il existe i € {0, ..., k}
tel que y appartienne a

, B; ; ; Bi
{w € Bjlajr — 251 > =5 et max{lz; —aj|, Jej1 -2} < T

un ouvert sur lequel qﬁfﬂ est nulle. Donc gb?“ vérifie (8) sur le complémen-

taire de B;Hl dans B;-r. De plus (7y) est aussi vérifiée car 0, ¢§+1 est nul en

k ' _ k+1 k q pk+l _
dfehors de ;o D?l,ﬁi C CF};. Remarquons que B; C Bj.Si Bi T NGj est
vide on s’arréte, sinon on recommence. Le processus s’interrompt forcément
pour un entier ko fini car le disque {(x;, z;11) € R?*[ max{|z; — 9|, [x;41 —
ko+1
0 J
processus similaire sur B;" = {z € Bj,z;—1 — y;—, < 0} pour obtenir o5

On pose ¢; = qﬁj‘gbj_. Soit p €]0, €;[, on définit

y?+1|} < €;} est compact. On prend donc qﬁj =¢ , et 'on effectue un

0 sinon.

Wi(z) = { Los() (1-x(E28h) 1 - (=il g i e

Siyo € G, alors yo ¢ Fj, on fait donc la construction mais en inversant les
directions z;_1 et 41, ainsi que les ensemble Fj et G;.

Comme (tg) € NV, ¥(to) n’a pas deux coordonnées consécutives nulles.
Donc pour chaque j € {1,...,n} il existe p; €0, ¢;[ tel que

s € [to— 87 to + 651 =771([0,p5) = lvj-1(s) = yj—1l < /2.

D’ou pour p €]0, p;], ¢g(’y(t)) est nulle si t € [0,To] \ [to — 67 to + 5;’] et
¢;((t)) = 1sit € [to — b ,to + 5, ]. Donc,

liInp—>0 fow Sf’('y) (wv 5)¢z(7(5))d‘9
to+o -

= liInp—>0 ft075_i Sf'(y)(wvs)%bf)(V(S))dS
. toro T [(5—t0) (7 (t0) +(5—0))]
= iy 175 S (@ 8)0y(r() (1 - x (UG
J

(1 —x (|('9_750)('YJ/'+1(;ZO)‘f‘E/(S_tO)”))dsgj7

ot les fonctions € et € tendent vers 0 en 0. Puis on effectue un changement
de variable,
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lim / S 1y (s 5)63 (y(5)) ds
0

p—0
+
55 /p

= lim Sy (W, to + pp) (L — X (s (to) + pe(pp)l))
pgﬂ] —5;/p

(1 = x (I (to) + pe' (pp)]))dpé;.-

Et grace au théoréeme de convergence dominée de Lebesgue on obtient,
w .

im [ Spr(y) (w, )] (v(s))ds

=0 Jo
= (0= s )3 = Xl )V ) Sy o0l

— 00

L’application linéaire S/ (. (w,to) est inversible donc pour tout p > 0 suff-
isamment petit ([ S (y)(w, $)¥(7(s))ds)1<j<n engendre R™.

B. Démonstration du lemme 4.10

Dans ce lemme de prolongement la condition contraignante est f 4+ h €
LT, or cette condition porte sur les coordonnées de f et g, indépendamment
les unes des autres. C’est pourquoi il suffit de montrer qu’on peut prolonger
une des coordonnées de g. De plus, pour j donné, les applications g; et
f; d’une part et 'appartenance a I} ou G; pour x € ) d’autre part ne
dépendent que de z;_1, x; et xj41. On peut donc se ramener au probleme
suivant.

Soient (eg, ea,e3) une base de R? et f € C1(R3,R) telle que 9, f > 0,
Ousf =0t Oy, f + Ouy f > 0. Soient F et G deux fermés de R? tels que,

e FNG=0,F=FetG=0G,
o {z€R3 9, f(x)=0} C Fet{reR?d,,f(z)=0}CqG.
Soit K un compact convexe d’intérieur non vide de R3, on introduit ’ensemble
H={zxcdKNVMye K,xa<ys ou Yye€ K,xo>ys}
et Y I'ensemble des fonctions g € C%(K, R) telles que,
® 02,9 =032,9= 03,9 =03,,,0 =0 sur F,

T1T3
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© D4,9g=02,9=02,,9=02,9=0sur G,
e et pour k=0,1,2,¢9%) =0 sur H.

Montrons qu’il existe des constantes a > 0 et C' > 0 telles que, pour tout
g € Y vérifiant sup,ck Zi:o Hg(k)(x)H < a, il existe h € C1(R3,R) ayant
les propriétés suivantes :

L4 h\K:gv
o O1(f+h)=>0,05(f+h)=0et d1(f+h)+05(f+h) >0,

>
1 2
o SUpeps 2 [[RM (@) < Csupuer koo [l9™ (@)
La démonstration comporte trois étapes.

Etape 1 : La premiére étape consiste a se ramener au cas ou l'intersection
de K avec un plan {xo = cte} est soit vide, soit réduite & un point, soit un
rectangle dont les cotés ont pour direction e; ou es. Soit J la projection de
K sur ey parallelement & (e1,e3). On introduit les fonctions convexes vlﬁ
vy, v et vy de CO(J,R) et le compact K’ définis par :

ol ()= max_ a1, wvi(s)= min_ (B.1)
vi(s) = max_ ws,  vy(s)= min_ s,

K' ={z € R3|zy € J 21 € [v] (z2),v] (22)] et z3 € [v3 (22),v7 (z2)]}.(B.2)

Si K # K’ on prolonge g € Y en hg € C?(K’,R) de la maniére suivante.
Pour z € FN (K’ \ K), il existe un unique y € K tel que x5 = ya, T3 = y3
et [z,y[C K'\ K, on prend

L (@) = [0,00,9(y), uy9(y)] (B.3)
) 0 0 0
W)= | 0 000ua9(y) Duawsg(y)
0 awzwzg(y) 89039039(3/)

ho(z) = g(y)

Pour z € GN(K'\ K), soit y € K tel que x1 = y1, 2 = yo et [z,y[C K'\ K,
on prend

ho(x) = g(y),  hi (@) = [02,9(1), D9(»), 0], (B.4)
83713719(9) amlng(y) 0
W (z) = o o) . Oz, 9(y)
0 0 0
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Puis grace au théoreme d’extension de Whitney (voir par exemple [1])
I'application restriction Ry : C?*(K',R) — C*(K' N (K U F U G),R) est
surjective. Les hypotheése de ce théoreme sont satisfaites car F' et G sont
I'adhérence de leurs intérieurs. Les espaces C?(K',R) et C?*(K'N (K UF U
G),R) munies de la norme C? sont des espaces de Banach, donc I’application
R; admet un inverse a droite continu. Il existe donc une constante Cy > 0
ne dépendant que de K, K’, F et G, et une fonction h; € C?(K',R) tel que
hykn(kuFuG) = ho et

a3 o] <comp S o] @

ze K’ k=0 zeK
Etape 2 : Maintenant que nous avons fini la premiere étape, définissons
quatre projections sur {z € R3 x5 € J},

P/ la projection sur S} = {x € R®|xy € J, 1 = v (x2)} parallélement & e,

Pjf1a projection sur S = {z € R®|z3 € J, 23 = v] (22

P; la projection sur S5 = {x € R3|zy € J, 23 = v; (x2)} parallelement & e3.

+
1 (22)
Py la projection sur  S] = {z € R®|xy € J, 71 = v] (x2)} parallelement & ey,
vy (72)} parallelement i e,
)

Soient € > 0 et

K.={z € R®,za€ J,21 € [v] (z2)—€, v} (z2)+€], 23 € [v3 (x2) —€, v (w2)+€]}
\{z € R?, x5 € J a1 €lvy (22),v] (22)], 23 €]vg (x2), 05 (z2)[}.  (B.6)

11 existe € > 0, deux fermés F’ et G’ inclus dans K. que nous nous fixons
tels que pour z € K,

esiz > v (1), r € F' = P(z) +[0,ele; C Fletz € G =
Pt (x) 4 [0,€le; C G,

e siz; <wvj(x2),z € FF = P (2)+[-€0les C Fletz e G =
P (z) + [—¢,0le; C G,

€
e siwz > vi(1), r € F = Pf(z) +[0,eles C Fletz € G =
PiH(x) 4+ [0,€les C G,

o six3 < vf(z2), 2 € F' = Py(z)+[~¢60les C Fletz € G =
Py (z) + [—€,0]es C &,

et tel qu'il existe € > 0 tel que:

o {zeK.,0 f(x)=0}+B(0,)|]n K. CF' CF,
e et [{z € K., 03f(x) =0}+B(0,¢)]NnK. C G' CG.
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Nous allons découper K, en plusieurs parties, comme sur la figure suivante
et prolonger notre application sur chacunes d’elles.

<hN

e3
K+- K1+ K+H
K3- K K34
K
K Kl- K-+
Q

Figure 1. — Découpage de Ke.

Nous allons étendre hy sur K- = P;"(K') + [0,¢€le; en hy € CH(K'U
(K{ N (F"UG"))). Soit Ry un inverse a droite de I'application restricion
C'([0,€,R) — C'({0} U [2,€],R), notons Ca sa norme. Prenons une fonc-
tion M € C1(J,R) telle que,

1
VseJ, Cy sup Z|h§k)(x)| <M(s)<(Co+1) sup Z |hy k) x)|

z€K' xo=s k=0 reEK' xo= 510
(k) (k)
sup ‘M ‘ < C4 sup Hg H B.7
mEJZ IEKZ ( )

Sur P;"(K') + ee; on définit hy comme suit,

ha(x) = M),  ho(x) = [0, M'(x2),0]. (B.8)

Soit x € C*([0,¢],R) une fonction croissante valant 0 sur [0, £] et 1 sur

[2¢,€]. On prend
ha(w) = ha(Py" (2)) + (M(x2) = ha (P (2)))x(21 — o] (22)) sur F'NEK,
ainsi 0, hy est positive sur F’ N K. On prend

1

02+1)X]($1—Uf($2)) sur G'N K,

ho(z) = [Ra(hy (P (2))) + (1 —
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ol hy est I'application qui & y € P;F(K’) associe I'éléments v € C*({0} U
[3¢, €], R) définit par u(0) = hq(y), v/(0) = O1h1(y) et u égale & J\é(fl) sur
[2¢,€]. Comme 82, hy =0 sur G' N P{"(K') alors 0y,he = 0 sur G' N K"
On impose également d,,hy = 0 sur G’ N (P (K;") U Py (K;")), puis on
étend hy en hy € C1(K'U K", R) par un inverse & droite de I’application
restriction de C' (K’ U K;",R) dans C1(K' U (K] N (F'UG")),R). 1 existe
ainsi une constante Cs > 0 tel que

sup Hh(k) H < C3 sup Z Hg(k) H (B.9)
zEK'UK] k—g €K |

On étends hg & K; = Py (K')+[—¢, 0]e; de fagon symétrique en remplagant
M par —M, puis sur K5 = Py (K')+[0,€les et Ky = Py (K')+[—¢,0]ez en
interchangeant dans la méthode les directions e; et es, et les ensembles F”
et G’. On obtient donc une constante C4 > 0 et une application hy de classe
C!'sur K" = K' UK UK; UKJ UKj; prolongeant g tel que d;,hy > 0
sur (FNK)YU(F'NK"), Oyshy 20sur (GNK')U(G' NK") et

ap S [0 < comp S ma
0

"
reK e

Etape 3 : On étend maintenant h4 dans les coins de K.. Soit
Kt ={z € R¥2g € J, 21 € [v] (z2), v} (w2)+e], 23 € [v5 (22),v5 (22)+€]},
prolongeons hy en hy € CH(K"U(KTHN(F'UG"))UOK T, R). On remarque
que siz € F'NKTH alors {y € K™1,y; = 29} C F' et de méme avec G'.
Prenons
hs(x) = ha(P (2)) 4+ (M (22) —ha(Pif (x)))x (21 -0 (22)) si z€ F' N KT,
et hs(x) = ha(Ps () + (M (22) —ha(P5 (2)))x(z3—v5 (22)) siz€G' N KT,

Et enfin sur 0K\ K", hs(xz) = M(z2) et hél)(x) = [0, M'(z2),0]. Ainsi
Ophs 20surx € FFNKTT et Op,hs 20surz € G NKTT car

hs(x) < Cy sup Z |h(k) M (z2)
z'eK’ :62_x2 k=0

sur (F/' N P (KT+) U (G' N Py (K*T)). Puis on étend hs en hg, en util-
isant un inverse a droite de I'application restriction de C'(K” U K+ R)
dans CHK"” U (K™t N (F'UG"))UJKTH R). De manitre symétrique, en
remplagant M par —M, on prolonge hs en hg sur

K~ ={2ecR3zy € Jx; € [v] (z2)—€,v1 (x2)], x5 € [v (x2)—€, vs (z2)]}.
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Puis on introduit K~ et on étend hg sur (K~ N (F/UG"))UIK~T
comme précédemment,

Kt ={zeR3zy € J 21 € [v] (z2) — €,v] (x2)],73 € [v] (v2),v3 (z2) + €]},
he(x) = ha(Py (2)) + (=M (22) — ha(Py (2)))x(vy (22) —21) siz € F'NK~F,
et he(x) = ha(Ps (2)) + (M (z2) — ha(P5 (2)))x(z3 — v§ (22)) siz € @' N KT,

Soit ¢ € C1(J,[0,1]) valant 0 en t si (vy (t),t,v3 (t)) € F' et 1si (vi (t),t,

vy (t)) € G'. On prolonge hg sur les bords extérieurs de K~ en prenant

he(x) = M (x2)(2¢(z2)x (x5 —v3) — 1) et Oy hg =0
sur {x € R® 2o € J, oy = v] (22) — €, 23 € [vF (z2),v] (v2) + €]},
he(z) = M(z2)(1 —2(1 — ¢(x2))x(vy — 1)) et Opyhe =0

sur {z € R® 29 € J a1 € [v] (22) — 6,07 (22)],23 = vy (72) + €}.

Puis on étends hg ent h7 par un inverse a droite de 'application restriction

CHK"UKTT UK~ UK " R)
— CYK'"UKT"T UK~ UK~ Tn(FUG))UdK T, R).

La méthode est la méme pour étendre h; en hg € C'(K.,R), il suffit
d’inverser les directions e; et es, et les ensembles F’ et G'.

Etape 4 : Soit Pk, l'application définie sur {x € R3 2o € J} qui &
x associe y € K, tel que yo = x2 et ||y — x| = infek, 20—z, ||z — z|. On
définit h de la maniere suivante,

| hs(Pg () si xo€J
h(z) _{ ’ I(; sin0n2

Le fait que g*) soit nulle sur H pour k € {0,1,2} implique que M et M’
sont nulles aux extrémités de J, et donc h est de classe C'. On a ainsi
construit une application h sur R? prolongeant g telle que

sup ZHh H <CsupZHg H (B.11)

z€R3 | zeK

avec C' > 0 indépendante de g et telle que 9,,h > 0 sur F” = CK. U F' U
(FNK') et Opyh > 0sur G =CK. UG U(GNK'). De plus 0, f > 0 sur
CF” et Oy, f > 0 sur CG”, donc il existe 3 > 0 tel que Og, f = B sur CF” et
02y [ = Bsur CG”. Dot si sup, ¢ i Zi 0 Hg(k H < Z alors Oz, (f+h) 20,
Ops (f+ 1) = 0et Oy, (f +h) + 0py (f +h) > 0.
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Si f est définit sur un ouvert €2 # R3, cela ne change rien & la méthode.
En effet dans la construction seuls les ensembles ot 0, f et 0, f s’annulent
nous ont servi. Il suffit juste de prendre e suffisamment petit pour que

K. C Q, ce qui permet ainsi de définir 5. Puis on restreint ’application h
a Q.

- 419 —



