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Théorie L? et dualité de Serre
pour I’équation de Cauchy-Riemann
CHRISTINE LAURENT-THIEBAUT(!)
RESUME. — Dans cet article nous proposons une étude systématique de

la théorie LP pour 'opérateur de Cauchy-Riemann dans les variétés com-
plexes. Dans une premiére partie nous étudions la théorie LP locale puis
nous développons la théorie d’Andreotti-Grauert dans le cadre LP. La
seconde moitié de ’article est consacrée a la dualité de Serre et a ses
applications & la résolution avec support exact de I’équation de Cauchy-
Riemann dans les espaces LP.

ABSTRACT. — In this paper we propose a systematic study of the Cauchy-
Riemann operator in the LP-setting in complex manifolds. We first con-
sider L‘looc—theory and then we develop an LP Andreotti-Grauert theory. In
the second half of the paper we consider Serre duality and its applications
to the solvability of the Cauchy-Riemann equation with exact support in
LP-spaces.

Cet article propose une étude systématique de l'opérateur de Cauchy-
Riemann relativement aux espaces LP, 1 < p < 400, dans les variétés
analytiques complexes. L’intérét des espaces LP, 1 < p < 400, est que leurs
espaces duaux sont des espaces de méme type, plus précisément le dual
d’un espace LP, 1 < p < 400, est un espace Lp/, oll p’ est déterminé par
L4 L — 1. Cette propriété prend toute son importance dans I’étude de la
dualité de Serre.

(*) Regu le 13/08/2013, accepté le 05/01/2015
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Notons que si p = 2, alors p’ = 2 et les espaces L? sont des espaces de
Hilbert. Le cas particulier p = 2 a été tres largement étudié via la théorie
L? de L. Hérmander [15] et 'étude de I'opérateur de Neumann initiée par
G.B. Folland et J.J. Kohn [10] (voir [9] et les références contenues dans sa
bibliographie). Un travail récent de D. Chakrabarti et Mei-Chi Shaw [7]
traite de la dualité de Serre dans ce cadre.

Une premiére partie s’intéresse & la cohomologie de Dolbeault L} = &
valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe sur une variété analytique com-
plexe. Nous prouvons l'existence de ’isomorphisme de Dolbeault entre la
cohomologie de Dolbeault L et la cohomologie de Dolbeault C* ainsi que
la cohomologie de Dolbeault pour les courants. Nous prouvons en particulier

THEOREME 0.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et p > 1. Sir est
un entier tel que 0 < r < n,

(i) pour toute f € (LY )"U(X,E), ¢ > 1, telle que 0f = 0, et tout
voisinage U du support de f, il existe g € (LY )Y X, E) a support dans
U telle que f —0g € EMY(X, E);

(i) si f € (LY )"(X,E), q > 1, vérifie f = 8S pour un courant S €
D™= X, E), alors pour tout voisinage U du support de S il existe g €
(Wllo’f)“qfl(X, E) a support dans U telle que [ = 0g sur X.

On obtient alors que si f € (LP)"(X,E), 0 < r < n,q > 1, est une
forme différentielle & support compact dans X, qui est exacte au sens des
courants, il existe g € (WLP)4~1(X E) & support compact dans X telle
que f = dg sur X. Cela répond & une question posée par G. Tomassini (voir
[5] et [4]).

Il en résulte également un théoreme d’extension du type Hartogs-Bochner-
1
Severi pour les fonctions CR de régularité Sobolev W'~ 5.

Dans la seconde partie nous définissons plusieurs complexes de Cauchy-
Riemann pour LP. Nous développons tout d’abord la théorie d’Andreotti-
Grauert dans le cadre LP, une premiere avancée dans ce domaine est due
a N. Kerzman [16]. Pour ce faire, nous nous appuyons sur des résultats de
compacité résultant des estimations Sobolev jusqu’au bord dues a R. Beals,
P. Greiner et N. Stanton [6].

Ensuite nous précisons les propriétés de dualité reliant les différents com-
plexes LP et en appliquant des résultats abstraits nous développons la dua-
lité de Serre dans ce cadre. Cela nous permet d’étudier la résolution du 0
a support exact. Plus précisément nous considérons le probleme de Cauchy
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faible suivant : Soit X une variété analytique complexe de dimension com-
plexe n > 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D un domaine rela-
tivement compact dans X. Etant donnée une (r,q)-forme f a coefficients
dans LP(X, F), avec 0 < < n et 1 < ¢ < n, telle que

supp f C D et Of =0 au sens des distributions dans X,
existe-t-il une (r, ¢ — 1)-forme g & coefficients dans L?(X) telle que
supp g C D et OJg = f au sens des distributions dans X ?

Notons que lorsque ¢ = n, la condition df = 0 dans I’énoncé du probleme
de Cauchy est vide et qu’une condition de moment est nécessaire pour avoir
une solution. Des conditions cohomologiques puis géométriques sur X et D
sont données pour obtenir une réponse affirmative (voir les Théorémes 2.19
et 2.20 et les corollaires qui suivent). La théorie développée ici donne un
bien meilleur contréle du support de la solution en fonction du support de
la donnée par rapport aux résultats démontrés dans la premiere partie.

Finalement nous pouvons déduire de 1’étude du probleme de Cauchy
des résultats d’extensions pour les formes différentielles CR, de résolution
de 1’équation de Cauchy-Riemann dans des anneaux et des théoremes de
séparation pour certains groupes de cohomologie.

Je voudrais remercier ici Eric Amar pour les nombreux échanges que
nous avons eus lors de la préparation de cet article.

1. Cohomologie L} . dans les variétés complexes

Soient X une variété analytique complexe de dimension complexe n et
E un fibré vectoriel holomorphe sur X, on note £"%(X, E), 0 < r,q < n,
lespace de Fréchet des (r, ¢)-formes différentielles & valeurs dans E de classe
C* sur X muni de la topologie de la convergence uniforme des formes et
de toutes leurs dérivées sur tout compact de X et D™4(X,FE), 0 < r,q <
n, le sous-espace de £"9(X, E) des formes a support compact muni de sa
topologie usuelle de limite inductive de Fréchet. On désigne par 0 'opérateur
de Cauchy-Riemann associé a la structure complexe de X, et pour tout
0 < r < n, on considere les groupes de cohomologie H™4(X, E), 0 < ¢ < n,

du complexe (£™*(X, E),0) et les groupes de cohomologie H;(X, F), 0 <
g < n, du complexe (D™*(X, E), 0). Il s’agit des groupes de cohomologie de
Dolbeault et des groupes de cohomologie de Dolbeault a support compact

de X a valeurs dans F, ils sont définis par
EM(X,E)Nkerd
0Ema—1(X, F)

et munis de la topologie quotient correspondante.

DX, E) Nker d

H™(X,E) = _
9Dr1-1(X, E)

et HM(X,E)=
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Si DX, E), 0 < r,q < n, désigne 'espace des courants de bidegré
(r,q) & valeurs dans E sur X, on peut étendre I'opérateur d & cet espace
en posant pour T € D'™9(X, E), < 0T, ¢ >= (—1)"t9*!1 < T dp > pour
toute forme p € D"~""=971(X E*). On obtient ainsi un nouveau complexe

(D'™*(X, E),d) dont les groupes de cohomologie sont notés H4 (X, E).

cour

Pour 0 < r < n, notons QF le faisceau des (r, 0)-formes holomorphes sur
X a valeurs dans E. Il résulte du lemme de Dolbeault et de 'isomorphisme
de de Rham-Weil (voir par exemple le Théoreme 2.14 dans [14]) que les
groupes de cohomologie du faisceau 0%, et les groupes de cohomologie de
Dolbeault sont isomorphes, i.e.

HY(X, Q) ~ H"(X,E).

Le lemme de Dolbeault étant également valide pour les courants (voir
par exemple le Théoréme 2.13 dans [14]), les groupes de cohomologie du
faisceau QF, et les groupes de cohomologie au sens des courants sont aussi
isomorphes, i.e.

HY(X, Q) ~ HI (X, B),

Dans cette section, nous allons généraliser ces résultats a la cohomologie

LV . p > 1. Pour faciliter la lecture de ce travail nous donnons en détail

la plupart des démonstrations méme lorsqu’elles sont similaires a celles de
[14].

Considérons pour p > 1, le sous espace (L} )"9(X,E), 0 < r,q < n, de
DX, E) des (r,q)-formes différentielles & valeurs dans E a coefficients
dans L} . muni de la topologie de la convergence LP sur tout compact
de X. On définit 'opérateur 0 de (LY )"9(X,FE) dans (L} )"9T1(X,E)
de la maniére suivante : si f € (L} )"9(X,E) et g € (L] ) """ (X, E),
on a df = g si Of et g coincident au sens des courants et son domaine
de définition Dom(9) est I'ensemble des f € (LI )"9(X,E) telles que
of € (L} )"+ (X, E). Notons que puisque d 0o d = 0, si f € Dom()
alors df € Dom(9). On obtient ainsi un complexe d’opérateurs non bornés
(Lh,)"*(X, E), D).

Le lemme de Dolbeault est encore valable pour les formes & coefficients
dans L7 .. En effet, pour tout z € X, si U CC V sont deux voisinages
de z contenus dans un ouvert de carte de X qui est aussi un domaine de
trivialisation de F, x une fonction a valeurs positives, de classe C* sur X,
a support compact contenu dans V et identiquement égale a 1 sur U et si
fe (L )"U(X,E), ¢ > 1, apres avoir identifié U et V avec des ouverts
de C™ par un choix de coordonnées, on obtient, pour tout z € V, par la
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formule de Bochner-Martinelli-Koppelman

(D)™ =0 [ (O AB(z0) - IS (Q) A B(2,0),

Cev Cev

ou B(z,() désigne le noyau de Bochner-Martinelli. Lorsque la forme différen-
tielle f est O-fermée alors

(D)™ () (2) =0 [ (X)) AB(z,¢) — () A F(Q) A B(2,0).

cev ¢ev

Rappelons que le noyau de Bochner-Martinelli vérifie B = 7*kpjys, ou
kpy est une forme différentielle singuliere a l'origine, & coefficients lo-
calement intégrables sur C" et 7 l'application qui & (z,() associe ¢ — z
(cf. [18], chapitre IIT). Par conséquent, grace aux propriétés de la convo-
lution, la forme différentielle B(xf)(z) = f(eV(Xf)(C) A B(z,¢) est dans
(LY ) YX, E).

La forme différentielle fgev IX(ONF(OAB(z,() est O-fermée et de classe
C* sur U, car les singularités de B sont concentrées sur la diagonale et le
support de dx contenu dans V' \ U. Il résulte du lemme de Dolbeault pour
les formes de classe C*° qu’il existe un voisinage U’ C U de z et une forme
différentielle g de classe C* sur U’ telle que fcev IX(OAFOAB(z,¢) = dg

sur U’. Par conséquent on a pour tout z € U’

(~1)"f(z) = d(B(xf)(z) - 9)

p
loc*

et la forme différentielle B(xf)(z) — g est & coefficients dans L

Le complexe ((L} )"*(X, E),0) est donc une résolution du faisceau %,

et les groupes de cohomologie HZ,Z (X, E) de ce complexe sont isomorphes
loc

aux groupes de cohomologie du faisceau QF, i.e.

HO(X, Q) ~ B (X, B).

loc

On en déduit aisément la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1. — Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n et & un fibré vectoriel holomorphe sur X. Pour tout
p=1et0<rqg<n, les applications naturelles

¢ : HY(X,E) = Hyf (X.E) et ¥ : Hpf (X,E)— H, (X, B)

sont des isomorphismes, appelés isomorphismes de Dolbeault. En particulier
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(i) Pour toute f € (L} )"(X,E), q > 1, telle que df = 0, il existe
ge (LY )" X, E) telle que f —dg € E™(X, E).
(i) Si f € (L], )"(X,E), ¢ > 1, vérifie f = S pour un courant
S e D™ YX,E), il eziste g € (LY )" (X, E) telle que f = dg sur X.

Notons que si la variété X est compacte ’espace des formes a coeffi-
cients dans L} (X, E) coincide avec 'espace des formes & coefficients dans

LP(X, E) et par conséquent il résulte de la Proposition 1.1 que

HY(X, Q) ~ H™(X,E) ~ Hy8 (X, E) ~ HS (X, E).

cour

Le point (i) de la Proposition 1.1 peut étre précisé de la manieére sui-
vante :

PROPOSITION 1.2. — Soient X une vari€té analytique compleze de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et p > 1. Pour
toute f € (LY )"U(X,E), ¢ > 1, telle que Of = 0, et tout voisinage U
du support de f, il existe g € (L} )" (X, E) a support dans U telle que
f—0gelmi(X,E).

Démonstration. — Choisissons un voisinage V' du support de f tel que V C
U et soient xq et x1 des fonctions de classe C* sur X telles que yg = 1 sur
un voisinage de X \ V et xo = 0 au voisinage du support de f, x1 =1 au
voisinage de X \ U et y; = 0 sur un voisinage de V.

Puisque f est d-fermée, il résulte du (i) de la Proposition 1.1 qu'il existe
une forme g € (LY )77 1(X, E) telle que f — dgo = u € E"(X, E). Alors
u = —0go sur X \suppf et comme le morphisme ® de la Proposition 1.1 est
injectif, il existe une forme v de classe C> sur X \ suppf telle que u = dv
sur X \ suppf. Sur X \ V on a alors d(go + xov) = 0 et I'assertion (i) de la
Proposition 1.1 appliquée & la variété X \ V implique alors I’existence d’une
forme g; € (L7 )™~ Y(X\V, E) telle que go+xov—0g1 = w € E™(X\V, E).
La forme g = go+xov—x1w—0(x191) est a coefficients dans L? et & support
dans U, de plus

f—0g=Ff *5(90 + Xov — xaw) = u *E(XOU - x1w)
est de classe C* sur X. O

Considérons les sous espaces (L2)"(X, E) de (L} )"9(X,E), 0 < r,q <

n, des (r,q)-formes a coefficients dans LP et & support compact, on peut

leur associer le complexe ((L2)™*(X, E), 0). Les groupes de cohomologie de
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ce complexe sont définis par

H (X, ) = —— (L)X )0 ker & |
c, a(Lg)T,qfl(X, E)n (Lg)r,q(){7 E)

COROLLAIRE 1.3. — Soient X une variété analytique complexe, con-
nexe, non compacte, de dimension complexe n et E un fibré vectoriel holo-
morphe sur X. Pour tout p > 1 et 0 < r,q < n, Uapplication naturelle

o, : HYM(X,E) —>H:’ZP(X,E)
est surjective.

Démonstration.— Si ¢ = 0, HI''(X,E) = H;’QP(X, E) =0, car X est
connexe, et le corollaire est vrai, il reste alors a prouver que pour toute
fe(IP)(X,E), q=>1,telleque df = 0, il existe g € (LP)"9~1(X, E) telle
que f —dg € D™(X, E). Soient f € (L2)"9(X,E), ¢ > 1, telle que df = 0,
et U CC X un voisinage relativement compact du support de f. Appliquons
la Proposition 1.2 & f et U, il existe donc g € (LY )"471(X, E) a support
dans U telle que f — dg € (X, E). Mais puisque U est relativement
compact dans X, le support de g est compact et g € (LP)"?"1(X, E), de
plus le support de f — Og est également contenu dans U, donc compact et
f—0g € D™(X,E). O

Le Corollaire 1.3 permet de répondre a la question naturelle suivante :
si la variété X satisfait H?4(X,FE) = 0, ¢ > 1, et si f € (LP)"9(X, E)
est une forme O-fermée & support compact dans X, existe-t-il une forme
g € (LP)™9(X,E) & support compact dans X telle que f = g sur X ?
En effet, si H4(X, E) = 0, la surjectivité de 'application ®. implique que
HCT,’E (X, E) = 0 et la réponse est donc positive par définition des groupes

de cohomologie H'] . (X, E).

Cette question, originellement posée par G. Tomassini, a été étudiée par
E. Amar et S. Mongodi [5] lorsque X = C" et par E. Amar [4] lorsque X
est une variété de Stein.

Nous pouvons également préciser 'assertion (ii) de la Proposition 1.1 en
termes de régularité et de support.

PROPOSITION 1.4. — Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X etp > 1. Si f €
(LY. )X, E), ¢ > 1, vérifie [ = a8 pour un courant S € D'~ X, E),
alors pour tout voisinage U du support de S il existe g € (Wllo’f)r’q’l(X, E)
a support dans U telle que f = 0g sur X.
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Démonstration. — Soient f € (LY )9(X,E), ¢ > 1, vérifiant f = S pour
un courant S € D'™471(X, E) et U un voisinage du support de S. Grace
a régularité intérieure de la solution canonique de I’équation de Cauchy-
Riemann (cf. Théoréme 4 (b) dans [6], car & l'intérieur du domaine tous
les champs de vecteurs sont admissibles), il existe gg € (Wllo’f 7YX E)
telle que f = dgo sur X. Si ¢ = 1, S — go est holomorphe sur X, donc
S e (WLP)O(X, E). Sig > 1, le courant S—gq étant 9-fermé, la surjectivité
de ’application naturelle
H™™Y(X, E) — Hil (X, E)

implique qu’il existe un courant 7" sur X et une forme u 0-fermée, de classe
C> sur X telle que S — go + 0T = u. On a alors 9T = u + go sur X \
supp S. Une fois encore la régularité intérieure implique qu’il existe g; €
(Wllo’f)“q_l(X\supp S, E) telle que u+go = dg; sur X \supp S. Choisissons
une fonction y de classe C*° sur X telle que x = 0 au voisinage du support
de S et x = 1 sur un voisinage de X \ U. Alors la forme g = go +u — 9(xg1)
est dans (WLP)4~1(X, E), elle vérifie 99 = (go + u) = S = f et son
support est contenu dans U. O

La Proposition 1.4 permet d’affirmer que dans une variété analytique
complexe non compacte quelconque, si on sait qu’une forme f € (L2)"4(X, E),
q > 1, est exacte au sens des courants a support compact, alors il existe
g € (Whryra—1(X F) telle que f = dg sur X. De plus on peut choisir g
avec un support arbitrairement proche de celui de la solution au sens des
courants. Notons qu'une condition nécessaire sur f pour étre exacte au sens
des courants & support compact est d’étre orthogonale aux formes O-fermées
de classe C* sur X, plus précisément f doit satisfaire f </ AN =0 pour

toute forme ¢ € E"""9(X, E*) vérifiant dp = 0.

COROLLAIRE 1.5. — Soient X wune variété analytique compleze, con-
nexe, non compacte, de dimension complexe n et E un fibré vectoriel holo-
morphe sur X. Pour tout p > 1 et 0 < r,q < n, Uapplication naturelle

Ue :+ HYo (X, B) = HL,, (X, E)

c,cour

est injective.

Démonstration. — Si ¢ = 0, HS,, (X, E) = H;’gp (X,E) =0, car X est
connexe, et le corollaire est vrai, il reste alors a prouver que pour toute f €
(LP)™4(X, E), g > 1, telle que f = 3S pour un courant S € D'~ 1(X  F) a
support compact, il existe g € (L2)™97 (X, E) telle que f = dg sur X. C’est
une conséquence directe de la Proposition 1.4 en prenant U un voisinage
relativement compact du support de S. O
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Notons que les arguments des Propositions 1.2 et 1.4 permettent égale-
ment de prouver que

HJY(X, E) ~ HJY,,, (X, E)

c,cour
et par conséquent les applications ®. et ¥, sont en fait des isomorphismes.

Nous allons préciser la réponse que I’on peut apporter a la question de G.
Tomassini par un contréle du support de la solution en fonction du support
de la donnée lorsque certaines conditions géométriques sont réalisées.

Il résulte du Corollaire 1.5 et de la Proposition 1.4 que si D est un
voisinage du support de la forme différentielle O-fermée f € (L2)"9(X, E),
qui vérifie Hd,,.(D,E) = 0, il existe g € (W}?)"171(X, E) telle que f =

Og sur X et supp g C D.

THEOREME 1.6. — Soient X une variété analytique complexe, non com-
pacte, de dimension complexe n et E un fibré vectoriel holomorphe sur X.
Sife (L) (X,E),0<r<n,q¢=1, vérifie 0f =0, si 1 <qg<n—1,
et fX f Ao =0 pour toute p € E"""Y(X, E) telle que dp =0, si g =n, et
s’il existe un ouvert de Stein D tel que supp f C D CC X, alors il existe
g€ (Whryra=1(X E) telle que supp g C D et dg = f.

Démonstration. — Puisque D est un ouvert de Stein H™9(D, E*) = 0 pour
tout 0 < r < netl < qg < n, il résulte de la dualité de Serre que
Hp4,,.(D,E) =0 pour tout 0 < r <mnetl<qg<n-—1,et quesiun
(r,n)-courant T" & support compact dans D vérifie < T, ¢ >= 0 pour toute
o € EnO(XE) telle que dp = 0, alors il existe un (r,n — 1)-courant S
& support compact dans D tel que S = T. Il suffit alors d’appliquer la
Proposition 1.4 au domaine D. O

Plus généralement si D est seulement s-complet au sens d’Andreotti-
Grauert (i.e. D possede une fonction d’exhaustion de classe C*°, dont la
forme de Levi posséde au moins n — s + 1 valeurs propres strictement posi-
tives), alors H™4(D,E*) = 0 pour tout 0 < 7 < net s < ¢ < n et par
conséquent Hy>d, (D, E) = 0 pour tout 0 <7 <netl<g<n-—s On
pourra donc résoudre I’équation de Cauchy-Riemann dans LP avec support
dans D pour une donnée de bidegré (r, q) a support dans D a condition que
1 < ¢ <n—s. Ouencoresi D = Q\Q*, ou1 2 est s-complet et Q* possede une
base de voisinages s*-complets, mais alors seulement pour s*+1 < g < n—s.
En effet si s* +1 < ¢ < n— s et si Q* possede une base de voisinages s*-
complets, nous allons pouvoir corriger toute solution g a support compact
dans Q et LP dans X de I'équation dg = f, lorsque f € LY (X, E) est a

support compact dans D =  \ Q* pour obtenir une solution h & support
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compact dans D et LP dans X. Puisque f est a support compact dans D,
la forme différentielle g est O-fermée au voisinage de Q* et par conséquent
il existe un (r,q — 1)-forme u définie et LY = au voisinage de Q* telle que
g = Ou (Q2* posseéde une base de voisinages s*-complets). Il suffit alors de
poser h = g — d(xu), ot Y est une fonction de classe C* sur X & support

compact dans le domaine de définition de u et égale & 1 au voisinage de Q*.
En degré 1 nous avons le résultat plus précis suivant :

PROPOSITION 1.7. — Soient X une variété analytique complexe, con-
nexe, non compacte, de dimension complexe n, D un domaine relativement
compact de X et E un fibré vectoriel holomorphe sur X. On suppose que,
pour 0 < r < n, HP'Y(X,E) = 0 (ce qui est satisfait par ezemple si X
est (n — 1)-compleéte au sens d’Andreotti-Grauert et en particulier pour les
variétés de Stein de dimension n > 2) et que X \ D est conneze, alors pour
toute (r,1)-forme O-fermée f a coefficients dans LP(X, E) et a support dans

D, il existe une unique (r,0)-forme g a coefficients dans W'P(X, E) et a
support dans D telle que dg = f.

Démonstration. — Il résulte du Corollaire 1.3, qu’il existe une (r, 0)-forme g
& coefficients dans LP(X) et & support compact dans X telle que g = f. La
forme g s’annule donc sur un ouvert de X \ D. De plus g est une (r, 0)-forme
holomorphe sur I'ouvert X \ supp f qui contient X \ D et par prolongement
analytique, puisque X\ D est connexe, elle s’annule identiquement sur X\ D.
Le support de ¢ est donc contenu dans D. Soit h une autre solution, alors
g — h est une fonction holomorphe a support compact dans X qui est donc
nulle par prolongement analytique puisque X est connexe. Par conséquent
g = h et de plus g € WHP(X, E) par la Proposition 1.4. O

Nous retrouvons ainsi le controle du support proposé par E. Amar [4]
en degré 1, lorsque X est une variété de Stein.

Nous pouvons déduire de la Proposition 1.7 une version L? du phénomene
de Hartogs-Bochner-Severi (voir les chapitre IV et V de [18] et les références
associées pour I'étude de ce phénomene). Un version L? est donnée dans le
dernier paragraphe de [9].

THEOREME 1.8. — Soient X une variété analytique complexe, connexe,
non compacte, de dimension complexe n, D un domaine relativement com-
pact de X a bord Lipschitz et E un fibré vectoriel holomorphe sur X. On
suppose que, pour 0 <r < n, H'Y (X, E) =0 (ce qui est satisfait par exem-
ple si X est (n — 1)-compléte au sens d’Andreotti-Grauert et en particulier
par les variétés de Stein de dimension n > 2) et que X \ D est conneze.
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1—1
Soit f € W, " (0D, E) telle que
/ f A dp =0 pour toute p € E"" L X, E*).
oD

Alors il existe une (r,0)-forme F a valeurs dans E, holomorphe sur D et
WP sur X telle que la trace de F sur 0D coincide avec f.

Démonstration. — Notons fune extension de f contenue dans er J(X,E)
(une telle extension existe lorsque le bord de D est Lipschitz d’apres le
Théoréme 1.5.1.3 de [12]) et (3f)o le prolongement de gﬁD par 0 & X. Nous
allons montrer que la (r, 1)-forme (5]7)0 est O-fermée au sens des courants.
Considérons une suite (f,)ven de (r,1)-formes de classe C* sur X qui con-

verge vers f sur X dans WBP  alors, pour toute p € E"~"""1(X, E*),

v—+oo Jp v——+00

/5]?/\&0: lim gﬁ,/\&o: lim / ]A",;/\ap:/ fAOp=0.
D oD oD

D’apres la Proposition 1.7, il existe une section g € er ¥(X,E) a support
dans D telle que 8g = (8f)o. Puisque g € W, ¥ (X, E) la trace de g sur 0D

existe et est nulle et F' = f, g convient. O

2. Complexes de Cauchy-Riemann L? et dualité

Dans cette section X désigne une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n, D un domaine relativement compact a bord rectifiable
contenu dans X et E un fibré vectoriel holomorphe de rang ! sur X. On
munit X d’une métrique hermitienne lisse telle que le complexifié de I’espace
tangent a X vérifie CT(X) = TH0(X)@ T (X) et que TH0(X) L TO1(X).
On note dV la forme volume associée a cette métrique.

Pour tout réel p > 1, on définit l'espace LP(D) comme espace des
fonctions f sur D & valeurs complexes telles que |f|P est intégrable sur D.
Puisque D CC X, on a

D(D) € £(X), € L(D),

o1 £(X)|, est I'espace des restrictions a D des fonctions de classe C*° sur X
et D(D) le sous-espace des fonctions de classe C*° & support compact dans
D. L’espace LP(D) est un espace de Banach, c’est le complété de D(D) pour
la norme ||.||, définie par

11l = ( /D Pdv)},
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2.1. Complexes de Cauchy-Riemann LP

Pour 0 < r,q¢ < n, EMY(X, E) désigne l'espace des (r, q)-formes différen-
tielles de classe C* sur X & valeurs dans E et D™9(D, E) le sous-espace de
ETY(X, E) des formes a support compact dans D. Soit (U;);er un recouvre-
ment fini de D par des ouverts de cartes de X qui sont également des ouverts
de trivialisation de E et (;)ics une partition de I'unité sur D relative au re-
couvrement (U;);er. On définit L2 (D, E') comme I'espace des (r, ¢)-formes
différentielles f sur D a valeurs dans E telles que pour tout ¢ € I, dans
des coordonnées locales, la forme x;f soit une forme a coefficients dans
LP(DNU;, CY). Pour chaque choix de trivialisation et de coordonnées sur U;
on peut définir ||x; f||, comme la somme des normes |||, de ses coefficients
et on pose alors |[fll, = >,/ [[xiflp- Un changement de coordonnées ou
de trivialisation définit une norme équivalente. L’espace Lf q(D, E) possede
donc une structure d’espace de Banach et c’est le complété de D™9(D, E)
pour la norme ||.||,.

Pour r fixé, 0 < 7 < n, nous allons associer aux espaces L (D, E),
0 < g < n, des complexes d’opérateurs non bornés dont la restriction aux es-
paces D™9(D, E), 0 < g < n, est le complexe de Cauchy-Riemann classique

(D™*(D, E), ). Pour cela nous devons définir des opérateurs de L? (D, E)
dans L} ., (D, E) dont la restriction & D™4(D, E) coincide avec I'opérateur

de Cauchy-Riemann 0 associé & la structure complexe de X.

Définissons 9. : _Lf’q(D,E) — L7 ,.1(D, E) comme I'extension fermée

minimale de 9, c’est par définition un opérateur fermé et

= alD":‘Z(D,E)7
f € Dom(d.) si et seulement si il existe une suite (f,),eny d’éléments de
D™(D,E) et g € D™D, E) tels que (f,)yen converge vers f dans
L2 (D, E) et (0f,)ven converge vers g dans L} (D, E), on a alors g =

_’r’q
Ocf.

On peut aussi considérer d; : LE (D,E) — L? (D, E), Pextension

fermée minimale de 8‘ .

_ 9 9 7 , ,
= a|£w(x,E)‘D , C’est également un opérateur fermé

et f € Dom(0s) si et seulement si il existe une suite (f,) ey d’éléments
de EM(X,E) et g € EMY(X, E) tels que (f,),en converge vers f dans
E’T’)q(D,E) et (0fy,)ven converge vers g dans L} (D, FE), on a alors g =

s f.

L’opérateur 0 s’étend & L? (D, E) au sens des courants, on peut alors
considérer les opérateurs Jz : LY (D, E) — Lf’qu_l(D, E)etod : L? (D, E)
— Lf’q +1(D, E) qui coincident avec l'opérateur 0 au sens des courants et
dont les domaines de définitions sont respectivement
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Dom(0z) = {f € L} (X, E) | supp f C D,0f € Ly (X, E)}

et
Dom(d) = {f € L% (D, E) | 8f € L% (D, E)}.

DEFINITION 2.1. — Un complexe cohomologique d’espaces de Banach
est un couple (E®,d), ou E®* = (E7)4ez est une suite d’espaces de Banach
et d = (d?),ez une suite d’opérateurs linéaires d1 fermés de E9 dans B9,
qui vérifient dit! o d9 = 0.

Un complexe homologique d’espaces de Banach est un couple (Fe,d), ot
E, = (E,)qez est une suite d’espaces de Banach et d = (dg)qez une suite
d’opérateurs linéaires dy fermés de Eq dans Eq11, qui vérifient dgodgy1 = 0.

A tout complexe cohomologique on associe les groupes de cohomologie
(H(E*))qez définis par

HY(E®*) = kerd?/Im d?*

et on les munit de la topologie quotient. De méme a tout complexe ho-
mologique on associe les groupes d’homologie (Hy(FE,))qecz définis par

H,(E,) =kerdy_1/Imd,
et on les munit également de la topologie quotient.

En remarquant que les opérateurs 0 et 0, satisfont dod = 0 et 0500, = 0,

on peut considérer, pour tout 0 < 7 < n, les complexes (L7 +(D, E),0)

et (L7 e(D, E),0;). On note Hp}'(D,E) et Hp) (D, E) leurs groupes de
cohomologie respectifs.

Observons que lorsque le bord de D est assez régulier, Lipschitz par
exemple, il résulte du lemme de Friedrich (cf. lemme 4.3.2 dans [9] et lemme
2.4 dans [19]) que les opérateurs 0 et J5 coincident ainsi que les opérateurs
50 et 55.

PROPOSITION 2.2. — Supposons que D CC X est un domaine a bord
Lipschitz alors

(i) Une forme différentielle f € LY (D, E) appartient au domaine de

définition de l'opérateur 0 si et seulement si il existe_une suite (fu)ven
d’éléments de £™9(D, E) telle que les suites (fu)ven et (0fy)ven convergent
respectivement vers f et Of en norme |.||,.
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(ii) Une forme différentielle f € LY (D, E) appartient au domaine de
définition de Uopérateur 0. si et seulement si les formes fo et Ofy sont

toutes deuz dans LE(X, E), si fo désigne la forme obtenue en prolongeant
f par 0 sur X\ D.

On déduit alors immédiatement du (i) de la Proposition 2.2 que, lorsque
le bord de D est Lipschitz, les groupes de cohomologie H;}'(D,E) et
H}:’E,S(D, E), 0 < r,q < n, sont égaux.

2.2. Théorie d’Andreotti-Grauert LP

L’objet de cette section est d’étendre aux groupes de cohomologie LP
la théorie classique d’Andreotti-Grauert. Pour cela nous allons associer des
résultats classiques sur la résolution de I’équation de Cauchy-Riemann avec
estimations LP et la méthode des bosses de Grauert.

DEFINITION 2.3. — Soient X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n, D un domaine relativement compact dans X et s un entier,
0<s<n-—1. On dira que D est un domaine complétement strictement
s-convexe, s’il existe une fonction p de classe C? & valeurs réelles définie
sur un voisinage U de D, dont la forme de Levi posséde au moins n — s+ 1
valeurs propres strictement positives, telle que dp(x) # 0 pour tout x € 0D
et

D={zeU| p(x) <0}
On dira que D est strictement s-convexe si la fonction p est seulement
définie au voisinage du bord de D.

Remarquons que grace au lemme de Morse, la fonction p dans la Définition
2.3 peut, sans perte de généralité, étre supposée sans point critique dégénéré.

Il résulte des travaux de L. Ma [21] et R. Beals, P. Greiner et N. Stanton
[6] que l'on peut résoudre I’équation de Cauchy-Riemann avec estimations
Sobolev LP dans les domaines completement strictement s-convexes de C™.

THEOREME 2.4. — Soient D CC C" un domaine complétement stricte-
ment s-convexe de C" d bord C* et f une (r,q)-forme différentielle a
coefficients dans WP (D). Pour 0 < r < n et q > s, il existe un opérateur

linéaire continu T, de WS F(D) dans Wi;ﬁ/ﬁ’p(ﬁ) tel que

f=0T,f+Ty10f.

Observons que, puisque l'injection de W'/2?(D) dans LP(D) est com-
pacte, en globalisant a l’aide d’une partition de l'unité le Théoréme 2.4
comme dans le chapitre 11 de [14] on obtient
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THEOREME 2.5. — Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D CC X un
domaine strictement s-conveze a bord C* de X, r et q des entiers tels que
0<r<netq=s. Alors

(i) il existe des opérateurs linéaires continus Ty de L? (D) dans Ly,

(D)
et des opérateurs K, compacts de LY (D) NDom(9) dans lui-méme tels que
si f € LE (D)vérifie df € LY. (D)

f=0Tf+T;,,0f + K] .

(it) si ¢ > max(1,s), Hy} (D, E) est de dimension finie et (LY ,_, (D))
est un sous espace fermé de LY (D).

Nous pouvons maintenant mettre en oeuvre la méthode des bosses de
Grauert. Rappelons quelques définitions et quelques résultats géométriques
donnés dans le chapitre 12 de [14].

DEFINITION 2.6. — On appelle élément d’extension strictement s-convexe
un couple ordonné [01,02] d’ouverts de X & bord C*™ tel que 6; C 05
satisfaisant la condition suivante : il existe un ouvert pseudoconvexe V
contenu dans un domaine de trivialisation de E contenant 0 \ 01 et des
domaines strictement s-convexes D1 et Dy tels que Dy C Da, 03 = 01U Do,
61N Dy = Dy et (01 \ Da)N (02 \ 61) = D et une application biholomorphe h

définie sur un voisinage de V a valeurs dans C™ telle que h(D;), j = 1,2,
soit un domaine complétement strictement q-convexe a bord C*° de C™.

DEFINITION 2.7. — Soient D CC 2 CC X des ouverts de X a bord C*.
On dira que Q) est une extension strictement s-convexe de D, s’il existe un
voisinage U de L\ D et une fonction p de classe C* a valeurs réelles sur U
avec un ensemble de points critiques discret et dont la forme de Levi possede
au moins n — s + 1 valeurs propres strictement positives, telle que

DNU={zeU|p(x)<0} et dp(x)#0 si xze€dD,
QNU={zeU|px) <1} et dp(xr)#0 si z €.

PROPOSITION 2.8. — Soient D CC Q CC X des ouverts de X a bord
C tels que Q) soit une extension strictement s-convexe de D. Il existe une
suite finie O, . ..,0n d’ouverts de X tels que

D=6, C---Clny=0

et que [0;_1,0;], j = 1,...,N, soit un élément d’extension strictement
s-conveze.
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver 'invariance de la coho-
mologie LP par les extensions strictement s-convexes.

THEOREME 2.9. — Soient X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D CC Q CC X
des ouverts de X a bord C™ tels que ) soit une extension strictement
s-convexe de D. Alors lapplication restriction

H /(L E)— Hp}(D,E), 0<r<n, max(l,s) <¢g<mn,
est un isomorphisme.

Démonstration. — La Proposition 2.8 nous permet de réduire la démonstra-
tion au cas ou le couple (D,Q) est un élément d’extension strictement
s-convexe [01,605], our 01 et O3 sont tous deux strictement s-convexes.

Puisque par définition des éléments d’extension (6, \ D2)N (62 \ 61) = 0,
on peut trouver des voisinages V' et V" de 5 \ 01 telsque V' cCc V"’ cCc V
et V"N (01 \ D) = 0. Choisissons une fonction x de classe C*>° dans X telle
que x = 1 sur V' et supp x C V".

Prouvons tout d’abord que ’application restriction
H£1£(027 E) — Hzﬁg(ola E)

est surjective, si s < ¢ < n. Soit f1 € L} (61) telle que 0f1 = 0, on cherche
des formes différentielles uy € LY, 1(61) et fo € LP (02) telles que Of2 =0
et fo = f1 —Ouy sur 6;. Comme D; est I'image par une application biholo-
morphe, définie au voisinage D1, d'un domaine completement strictement
s-convexe borné a bord C*° de C", il existe u € L}, (D7) telle que f; = du

sur Dy, lorsque ¢ > max(1,s) (cf. Théoréme 2.4). Posons

0 sur 61 \ Do fi — 0w sur 0
= — t =
u1 { XU sur D, ot f 0 sur 605 \ 64

Les formes différentielles uy et fo satisfont les conditions demandées.

Considérons maintenant injectivité. Soit fo € L2 (62) telle que df, =

0et u € Liq_l(el) telle que fo = Ouy sur 6, on cherche une forme

différentielle uy € L£7q_1(92) telle que fo = Oug sur 6. Commi Dy est
I'image par une application biholomorphe, définie au voisinage D2, d’un
domaine completement strictement s-convexe borné a bord C* de C", il
existe u € L}, 1(D2) telle que fa = du sur Dy, lorsque ¢ > max(1,s), (cf.

Théoréme 2.4) et par conséquent d(u — u;) = 0 sur Dj.
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Si ¢ = max(1,s) + 1, par le Théoreme 2.4, il existe v € LY _,(D1) telle

que Ov = u — ug sur Dy. Alors u; — 9(xv) = w sur V' N 6. Posons

o — 1= 9(xv) sur 64
2= U sur V' Noy ~’

alors uq € Lf’qfl(t%) et f2 = 3'“2 sur 0.

Supposons que ¢ = max(1, s), il résulte du Théoréme 2.5 que E(Lf_ﬂ_l (62))
est un sous espace fermé de L? (62). Il suffit donc de construire une suite
(w,),en de (1, g—1)-formes contenue dans Dom () telle que la suite (Jw, ), en
converge vers fy en norme |||, sur 65. La forme différentielle © — uq est a
coefficients dans LP(D;) et O-fermée sur Dy, donc u—wu; € Dom(9). Puisque
Dy est & bord C™ il existe une suite (v,),en de formes a coefficients C™
dans V telle lim, _, oo v, = u — uy et lim,_, o Ov, = 0 en norme II]lp sur
D;. Comme D; est 'image par une application biholomorphe, définie au
voisinage D1, d'un domaine complétement strictement s-convexe borné a
bord C*>* de C™, la solution canonique g, de I’équation 59 = v, sur Dy
est de classe C*° sur D et vérifie ||g,||, < C|dv,|, sur Dy, la constante
C étant indépendante de v. En posant v, = v, — g,,, on obtient une suite
(Uy)ven de formes O-fermées sur D; & coefficients C* sur D, qui converge
vers u — uy en norme ||.||, sur D;. Il résulte du Corollaire 12.5 de [14], que,
pour tout v € N, il existe une (r,q — 1)-forme continue w, O-fermée sur V'

telle que
1

1By = e, 3w < 30

et par conséquent si V est un ouvert qui vérifie Dy C V et V/ CC V" CC
VccVv

SO ~1 = =
lw, — v, |, < C’2—n sur 6; NV.

On obtient ainsi une suite (w, ), en de formes O-fermée & coefficients LP dans
V" qui converge vers w — uj en norme ||.||, sur D;. On définit alors la suite
(w,),en en posant w, = (1 — x)us + x(u — w,). alors Ow, = fo + Ox(u —
u; — W, ) et la suite (w,), ey satisfait bien les conditions demandées. O

On en déduit le corollaire suivant en utilisant la méme stratégie que dans
la preuve du Théoreme 12.15 de [14] :

COROLLAIRE 2.10. — Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D CC X
un domaine strictement s-convexe. Alors pour tout couple (r,q) tel que
0<r<netmax(l,s) <qg<mn,

H4 (D, E) ~ H}¢ (D, B).
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Pour conclure nous prouvons un théoreme d’annulation pour la coho-
mologie LP :

COROLLAIRE 2.11. — Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexre n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D CC X un
domaine complétement strictement s-conveze. Alors pour tout couple (r,q)
tel que 0 < r < n, et max(1l,s) < g < n,

H}#(D,E) =0.

Plus précisément il existe un opérateur linéaire continu T de l’espace de
Banach Z;}(D, E) des (r,q)-formes O-fermées a valeurs dans E et & coef-

ficients dans LP(D) dans l’espace de Banach eréz_zlj (D, E) tel que
OTf = f sur D pour toute f € Z;J(D,E).

Démonstration. — Le Lemme 8.5 de [18] restant valable pour les fonctions
C? dont la forme de Levi posséde au moins n — s + 1 valeurs propres stricte-
ment positives, on peut supposer que ’ensemble des points critiques de la
fonction définissante p de D est discret. Notons a = mingep p(x). Siz € D
vérifie p(x) = a, c’est un point critique de p. L’ensemble des points critiques
de p étant discret, il n’existe qu’un nombre fini de tels point dans D. Par
conséquent, pour € > 0 assez petit, 'ensemble D, . = {z € U | p(z) < a+e}
est contenu dans un ouvert de trivialisation de E biholomorphe a une
réunion finie de domaines complétement strictement s-convexes a bord C*
de C™. La nullité de H}}(D, E) résulte alors des Théorémes 2.4 et 2.9.

L’existence de 'opérateur T est une conséquence du Théoreme 2.5 et de
la Proposition 5 de 'annexe C de [18] (voir aussi appendice 2 de [13]). O

Ce corollaire peut étre comparé aux résultats obtenus par O. Abdelkader
et S. Khidr [2], [3] et [1], out le domaine D est seulement supposé strictement
s-convexe, mais ou des conditions de positivité sur le fibré sont exigées, ainsi
quaux résultats de X.D. Li [20] dans les variétés K&hleriennes complétes.

2.3. Dualité

Nous allons considérer dans cette section les complexes duaux associés
aux complexes définis dans la section 2.1.

DEFINITION 2.12. — Le complexe dual d’un complexe cohomologique
(E*,d) d’espaces de Banach est le complexe homologique (E.,,d’), avec E, =
(Eg)qez, ot Ey est le dual fort de B9 et d' = (d},)qez, ou dj, est l'opérateur
transposé de l'opérateur d9. Si les espaces E9 sont réflexifs on parlera de
paire de complexes duaux.
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Pour tout réel p tel que 1 < p < +00, on note p’ le nombre réel défini
par la relation ]% + 1% = 1. Rappelons que si f € LP(D) et g € LP (D) alors

/D Fal dV < |l

et que les espaces LP(D) et LP (D) sont des espaces de Banach réflexifs
duaux 'un de 'autre. Si E* désigne le fibré dual du fibré FE, il en résulte la

méme relation de dualité entre les espaces L (D, E) et Lf;fr’nfq(D, E*).

Dans toute la suite nous supposerons que le réel p vérifie 1 < p < +00
et nous noterons p’ le réel conjugué a p, c’est-a-dire tel que % +34 =1

P
PROPOSITION 2.13. — (i) L’opérateur transposé de lopérateur 0. de
Lf}q(D, E) dans L} . (D, E) est Uopérateur 9 de L . (D, E*) dans
¥, . (D, E").

(ii) L’opérateur & de L2 ,(D,E) dans L}, (D, E) est fermé et son
transposé est l'opérateur 0. de L (D, E*) dans LY (D, E*).

n—r,n—qg—1 n—r,n—q

(iii) L’opérateur transposé de Uopérateur 95 de LP  (D,E) dans
LY .11 (D, E) est lopérateur 9z de ¥ (D, E*) dans v (D, E*).

n—r,n—q—1 n—r,n—q

(iv) L’opérateur Oz de L{qu(D/, E) dans L} (D, E) e/st fermé et son
transposé est l'opérateur d5 de LY (D, E*) dans LY (D, E*).

n—r,n—q—1 n—r,n—q

Démonstration. — (i) Puisque le domaine de définition de I'opérateur
Jc est dense dans L? (D, FE), il résulte du Théoreme I1.2.11 de [11] que

'0.) = '(8)p). 1l suffit donc de prouver que Y(9),) = 9. Soit g €
Lﬁ_nn_q_l(D, E*), considérons 'application de D™4(D, E) a valeurs dans

C définie par ¢ —< g,abgp > ol < .,. > désigne le crochet de du-
alité au sens des distributions. Elle est continue en ||.||, si et seulement

si g € Dom(0). En effet si g € Dom(0) alors dg € ¥ (D,E*) et on a

n—r,n—q
| <990 > | =| <gp>|= |/ B9 A ¢l < Cl1Bglly ¢l
D

et si ¢ < g,0|,¢ > est continue en ||.||,,, elle définit une forme différentielle
helLl (D, E*) qui vérifie h = dg dans D au sens des distributions,

n—r,n—q

donc g € Dom/(9).

(ii) Nous venons de prouver que *(d.) = 9, I'opérateur 9 est donc fermé.

De plus par réflexivité ¢(9) = 9.
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(iii) Puisque le domaine de définition de Popérateur d, est dense dans
L? (D, E), il suffit, comme dans la preuve de (i), de montrer que *(9), ) = 0&.

Soit g € Y (X, E*) a support dans D, considérons I’application de

n—r,n—gq—1

ETY(X, E) a valeurs dans C définie par ¢ —< g,g‘gcp >= [59A ). ¢. Elle
est continue en ||.||, si et seulement si g € Dom(0;). En effet si g € Dom(9z),
alors g € L? (X,E*), dg € L (X, E*) et leur support est

n—r,n—gq—1 n—r,n—q
contenu dans D, alors

| /ﬁ GNBpl = | < 9.0 > | = | <Tgpo> | =| /5 Bgngl < C1Bgl 21l

et si o =< g,0),¢0 >= [59 A |, est continue en |.|,, elle définit une
forme différentielle_h € Lftlfr’nfq(X7 Ei) N &y n—q(X, E*) dont le support
est contenu dans D et qui vérifie h = 0g dans X au sens des distributions,
donc g € Dom(9z).

(iv) Nous venons de prouver que _t(gs) = 0z, l'opérateur 9z est donc
fermé. De plus par réflexivité *(9z) = 0. O

Gréace a la Proposition 2.13, on peut définir, pour tout 0 < r < n, deux
paires de complexes duaux :

((L2..(D,E),); (L%_, (D, E*),3.))

et
(L2 o(D, E),05); (L, _,. o (D, E¥), 0z)).
Si B = Lf’q(D, E) alors E(’] = Lf;fr’nfq(D, E*) et on note HZ;:}"_‘Z(D7 E*)

et H """ (D, E*) les groupes de cohomologie associés aux complexes du-
aux. Observons que si le bord de D est Lipschitz, il résulte de la Proposition
2.2 que

n—r,n—q *\ __ grn—r,n—q *
H (D,E*) = HE,LP/ (D, E").

)

Rappelons maintenant quelques résultats de dualité concernant les
opérateurs non bornés (cf. [11]).

Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur fermé de F
dans F. Si E’ et F’ désignent respectivement les espaces duaux forts de F
et I, on note !T 'opérateur de F’ dans E’ transposé de 'opérateur T'. C’est
un opérateur fermé. De plus

ImT = (ker 'T)°,

ou (ker 'T")° désigne le polaire de ker ‘T, c’est & dire ’ensemble des éléments
z € F tels que o(z) = 0 pour tout o € ker *T.
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THEOREME 2.14. — Supposons que T' est un opérateur fermé a domaine
dense de l’espace de Banach E dans l’espace de Banach F, alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) ImT est fermée.

(ii) Tm T est fermée.
(iii) In T = (ker *T)°.
(i) Im T = (ker T)°.

Dans le cas de complexes duaux cela se traduit par

THEOREME 2.15. — Soit ((E'7 d); (E., d’)) une paire de complexes
d’espaces de Banach réflexifs duauzx. Si les opérateurs définissant les com-
plexes sont fermés a domaine dense, alors, pour tout q € Z, HIt1(E®) est
séparé si et seulement st Hy(E,) est séparé.

On obtient également comme dans [19]

PROPOSITION 2.16.— Soient (E®,d) et (E,,d’) deux complexes d’espaces
de Banach duauz. Supposons que Hyi1(E,) =0, alors soit HI™1(E®) = 0,
soit HITY(E®) n’est pas séparé.

Démonstration. — Remarquons que
Imdi ={g€ B | <g,f>=0,Vf €kerd,} C kerd*".

Cette inclusion devient une égalité lorsque Hyy1(E,) = 0. On en déduit que,
sous cette condition, si I'image de d? est fermée alors HIT1(E®) = 0. 0

Nous pouvons maintenant étendre au cas de la cohomologie L?, p > 1,
le Théoreme 3.2 de [19]

THEOREME 2.17. — Soient X une variété analytique compleze de di-
mension complexe n, D un domaine relativement compact de X et E un
fibré holomorphe sur X. On suppose que, pour 0 <7 < n, H* "X, E) =0
et que X \ D est conneze, alors

(i) Si D est a bord rectifiable, soit HZ’,?;I(D,E) =0, soit Hz’:gl(D, E)
n’est pas séparé.

(i) Si D est & bord Lipschitz, soit Hyy' (D, E) = 0, soit Hy' ' (D, E)
n’est pas séparé.
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Démonstration. — Le point (i) est une conséquence immédiate des Propo-
sitions 1.7 et 2.16.

Le point (ii) résulte du fait que si le bord de D est Lipschitz, alors les
groupes de cohomologie HEﬁ;l(D, E) et Hy;"'(D, E) coincident. O

En associant le Théoreme 2.15 et la Proposition 2.16 on obtient

COROLLAIRE 2.18. — Soient (E*®,d) et (E,,d') deux complexes d’espaces
de Banach réflexifs duauz dont les opérateurs ont un domaine dense. Sup-
posons que Hy(E.) est séparé et que Hy1(EL) = 0, alors HIT(E*®) = 0.

Nous allons utiliser le Corollaire 2.18 pour étudier le probléme de Cauchy
faible de résolution a support exact suivant : Soit X une variété analytique
complexe de dimension complexe n > 2, E un fibré vectoriel holomorphe
sur X et D un domaine relativement compact dans X. Etant donnée une
(r,q)-forme f & coefficients dans LP(X,E), avec 0 < r < net 1< ¢ < n,
telle que

supp f C D et Of =0 au sens des distributions dans X,
existe-t-il une (r,q — 1)-forme g a coefficients dans L?(X) telle que

supp g C D et Og = f au sens des distributions dans X ?

Observons que lorsque ¢ = n, la condition f = 0 dans I’énoncé du
probleme de Cauchy est vide et qu'une condition nécessaire pour avoir une
solution est que f satisfasse

/D f N =0, pour toute ¢ € Li/_nO(D,E*) N Dom(d,) Nker 0,

puisque Im 9z C (ker ‘0,)° et qu'elle est suffisante si Im 9 est fermé puisque
Im 0z = (ker *d,)°. On déduit donc du Théoreme 2.15

THEOREME 2.19. — Soit X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n = 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D un do-
maine relativement compact dans X. On suppose que D est a bord Lips-
chitz et que HZ;T’I(D, E*) est séparé alors le probléme de Cauchy faible de
résolution a support evact a une solution en degré n si et seulement si la
forme f vérifie

n—r,0

/ f Ap =0, pour toute ¢ € Y (D, E*) Nker 0.
D
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Une réponse affirmative au probléeme de Cauchy ci-dessus en degré ¢
pour 1 < g < n — 1 équivaut a l'annulation du groupe de cohomolo-
gie Hg’zp (D,E). Si de plus le bord de D est Lipschitz, c’est équivalent
a H},(D,E) = 0. Observons que dans ce cas, il résulte du théoréme de
I’application ouverte qu’il existe une constante C' > 0, indépendante de f,
et une solution g qui vérifie ||g||, < C ||f]l,-

En appliquant le Corollaire 2.18 au complexe (E*,d) avec, pour r fixé
telque 0 <r <n, B9=L (D,E)si0<g<net BY={0}siq<0ou
g > n, et d = 0z, on obtient :

THEOREME 2.20. — Soit X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n = 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X, D un domaine
relativement compact dans X et q un entier compris entre 1 et n — 1. On
suppose que D est & bord Lipschitz et que HZ;T’"7q+1(D, E*) est séparé et
H!,)"""%(D,E*) =0, alors

H!Y,(D,E) = HY,(D,E) =0,

Il reste maintenant a donner des conditions géométriques sur D permet-

3 n—r,n—q+1 z ’ n—r,n—q _

tant d’assurer que H, (D, E*) est séparé et que H (D,E*) =

0 et donc que le probléeme de Cauchy faible de résolution a support exact a
une solution en degré q.

Lorsque X = C™, N. Ovrelid [24] a prouvé que, pour 1 < ¢q¢ < n,
H 25’ (D) =0 lorsque D est un domaine strictement pseudoconvexe borné a
bord de classe C*°, ce résultat a été étendu au cas ou D est un polydisque
par P. Charpentier [8] et aux intersections transverses finies de domaines
strictement pseudoconvexes bornés par C. Menini [23].

COROLLAIRE 2.21. — S§i D est un polydisque ou une intersection trans-
verse finie de domaines strictement pseudoconvezes bornés de C"™ et r un
entier tel que 0 < r < n, alors, pour tout q tel que 1 < ¢g < n—1 et toute
(r,q)-forme f a coefficients dans LP(X) telle que

suppf C D et Of =0 au sens des distributions dans X,
il existe une (r,q — 1)-forme g a coefficients dans LP(C™) telle que
suppg C D et Og = f au sens des distributions dans X.

Plus précisément il existe une constante C' > 0, indépendante de f, et une
forme g a support dans D, qui vérifie Og = f et ||gll, < C || fllp-
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Plus généralement L. Ma et S. Vassiliadou [22] ont prouvé que Hg’pq, (D) =
0 pour g > s, lorsque D est une bonne intersection transverse finie de do-
maines strictement s-convexes de C", 1 < s <n—1, ou s =1 correspond &
strictement pseudoconvexe. Pour un tel domaine D, le probleme de Cauchy
faible de résolution a support exact aura donc une solution en degré ¢ si
1 < ¢ < n—s. Le résultat de S. Khidr [17] peut aussi étre utilisé dans le
cadre des variétés kahlérienne pour des formes a valeurs dans un fibré en
droite satisfaisant des conditions de positivité.

Observons que dans le cas ou X est une variété analytique complexe et
q = 1, les conditions cohomologiques sur D peuvent étre remplacées par une
condition cohomologique sur X accompagnée d’une condition topologique
sur D. A la fin de la section 1, nous avons prouvé

PROPOSITION 2.22. — Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, D un domaine relativement compact de X et E un fibré
holomorphe sur X. On suppose que, pour 0 <r < n, H "X, E) =0 (ce
qui est satisfait par exemple si X est (n — 1)-compléte au sens d’Andreotti-
Grauert et en particulier par les variétés de Stein de dimension n > 2) et
que X \ D est connexe, alors pour toute (n — r,1)-forme f a coefficients
dans LP(X) & support dans D, il existe une (n —r,0)-forme g a coefficients
dans LP(X) et a support dans D telle que Og = f.

Il résulte du Corollaire 2.11 que lorsque X est une variété analytique
complexe et D CC X un domaine completement strictement s-convexe de
X T’équation de Cauchy-Riemann peut-étre résolue avec des estimations LY
sur D en degré q > s. C’est le cas en particulier lorsque X est une variété de
Stein et D un domaine strictement pseudoconvexe a bord lisse relativement
compact dans X.

COROLLAIRE 2.23. — 8% X est une variété analytique complexe de di-
mension complexen > 2, D un domaine complétement strictement s-convexe
a bord lisse relativement compact dans X et r un entier tel que 0 < r < n,
alors, pour tout q tel que 1 < ¢ < n—s et toute (r,q)-forme f a coefficients
dans LP(X) telle que

suppf C D et Of =0 au sens des distributions dans X,

il existe une (r,q — 1)-forme g a coefficients dans LP(X) telle que

suppg C D et 0Og = f au sens des distributions dans X.
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Il résulte du Théoreme 2.19 que les Corollaires 2.21 et 2.23 restent
valables pour ¢ = n si f satisfait la condition d’orthogonalité

/D f Ny =0, pour toute p € Lfl/fT,O(X) N ker 0.

Si le domaine D est compléetement strictement s-convexe, c¢’est un ouvert
s-complet et lorsque le support de f est contenu dans D, nous avons déja
prouvé a la fin de la section 1 qu’alors le support de g est également contenu
dans D. Notre nouveau résultat autorise le support de f a rencontrer le bord
de D, nous obtenons donc un contréle beaucoup plus précis du support de
la solution g en fonction du support de la donnée f.

Nous allons appliquer les résultats que nous venons d’obtenir a Iextension
des formes différentielles O-fermées.

THEOREME 2.24. — Soit X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n = 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X, D un domaine
relativement compact dans X et q un entier compris entre 0 et n — 1. On
suppose que D est a bord Lipschitz et que, pour tout entier r, 0 < r < n,

n—r,n—q % . . n—r,n—q—1 *\ .
Iim’ (D, E*) est séparé et H}, (D,E*) =0 si de plus g < n—2,
alors

(i) Si fe WHP(X\ D,E), 0 < ¢ < n—2_,vériﬁe Of =0 sur X\ D, il
existe I' € L (X, E) telle que F| , = f et OF =0 sur X;

(i) Le résultat de (i) reste vrai pour ¢ =n —1 si [ satisfait

f Ao =0, pour toute ¢ € Lﬁ:no(X, E*) Nkerd. (2.1)
oD

Démonstration. — Puisque D est & bord Lipschitz, il existe un opérateur
d’extension continu Ext : WIP(X \ D,E) - W'P(X,E). Posons f =
Ext(f), alors f‘X\i = fet of € L} +1(X, E), de plus le support de of
est contenu dans D. Si 1 < ¢ < n — 2, en appliquant le Théoreme 2.20,
on obtient l'existence d’une (r, g)-forme g & coefficients dans LP(X, E) telle
que suppg C D et 0g = Of au sens des distributions dans X. La forme

différentielle F' = f — g satisfait la conclusion du théoréme.

Sig=n—1, on a pour toutengLp/ (X, E*) Nker 0

n—r,0

/DBf/\so Vgrgoo/Dawa:Vgrgw [ afne)

v——+o0o

= lim f,,/\gpz/ fAp=0,
oD oD
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par la formule de Stokes, ou la suite (fy)yeN est une suite de formes de classe

C> sur X qui converge vers f en norme WP obtenue grace au lemme de
Friedrich. On peut alors appliquer le Théoreme 2.19. O

Notons que le Théoreme 2.24 n’est pas optimal sous cette forme, lorsque
q = 0, ce qui correspond au phénomene d’extension de Hartogs. En fait, il
suffit par exemple de supposer que X est (n — 1)-compléte, n > 2, et que
X \ D est connexe par la Proposition 2.22.

Le corollaire suivant sur la résolution de 'opérateur de Cauchy-Riemann
dans un anneau se déduit aisément du Théoreme 2.24 en prolongeant la
donnée f en une forme O-fermée sur D; puis en résolvant I’équation de
Cauchy-Riemann sur D; grace aux hypotheses :

COROLLAIRE 2.25. — Soit X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n > 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X, D CC D;
deuzr domaines relativement compacts dans X et q un entier compris entre
1 et n— 1. On suppose que D est a bord Lipschitz et que, si 0 < r < n,
Hp} (D, E)=0, H',"""9(D, E*) est séparé.

Si H "N D,E*) =0 et si f € WhP(Dy\D,E), 1< qg<n-—2,
vérifie Of = 0 sur D1\ D, il existe une (r,q— 1)-forme g a coefficients dans
LP(Dy\ D) telle que Og = f.

Si g =mn—1, le résultat reste vrai sous réserve que f satisfasse (2.1).

Si de plus le bord de D1 est de classe C* et satisfait la condition Z(q), il
existe une (r,q—1)-forme g a coefficients dans W'? (D1 \D, EYNnW'/2r (D,
D, E) telle que g = f.

Donnons des exemples de domaines D et D qui satisfont les hypotheses
du Théoreme 2.24 et du Corollaire 2.25.

Si X = C™, D et Dy peuvent étre chacun des domaines strictement
pseudoconvexes bornés a bord C* ou des intersections transverses finies
de tels domaines ou encore des polydisques. Pour un entier ¢ donné, D et
D, peuvent également étre respectivement des domaines s-convexes et s*-
convexes ou des intersections finies transverses de tels domaines au sens de
Ma et Vassiliadou avec s <n—q—1et s* <gq.

Si X est une variété analytique complexe de dimension complexe n >
2 et ¢ > 1, les domaines D et D; peuvent étre respectivement des do-
maines completement strictement s-convexes et completement strictement
s*-convexes a bord C* avec s <n —q— 1 et s* < ¢q. Ces conditions seront
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en particulier vérifiées si X est une variété de Stein et D CC Dy CC X
deux domaines strictement pseudoconvexes a bord C*°.

Les deux résultats précédents ont été prouvés par D. Chakrabarty et
M.-C. Shaw dans le paragraphe 4 de [7] lorsque p = 2 en utilisant des poids
singuliers.

Terminons cette section par une extension au cadre LP de la Proposition
4.7 et du Corollaire 4.8 démontrés dans [19] pour p = 2.

PROPOSITION 2.26. — Soit X une variété de Stein de dimension com-
plexe n = 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D un domaine rela-
tivement compact dans X a bord Lipschitz tel que X\ D soit connezxe. Alors,
pour tout r tel que 0 < r < n, HZ”ZP (X \ D, E) est séparé si et seulement

si H;’,’Hl(D,E) =0, ou H;{ﬁ;l(D,E) désigne le groupe de cohomologice

(r,n—1) de E a coefficients WhP.

Démonstration. — Soit f € WTI’;’;A(D7 E) une forme d-fermée sur D, notons
fune extension WP & support compact de f & X. Une telle extension existe
puisque le bord de D est Lipschitz (cf. par exemple le Théoréeme 1.4.3.1 de
[12]). La (r,n)-forme Of est & coefficients LP et & support compact dans
X\ D. De plus elle satisfait

/ ONIf=0
X\D

pour toute (m,0)-forme holomorphe sur X \ D. En effet puisque X \ D
est connexe et X est une variété de Stein de dimension complexe n >
2, le phénomene de Hartogs implique que 6 s’étend en une (n,0)-forme 6
holomorphe sur X et

[ onaf= [ Gnaf= v [ GEnf-o

X\D X X

La propriété de séparation du groupe H:Zp (X\D,E)=H.},(X\D,E)
implique alors qu’il existe une forme g € L%

rn—1

dans X \ D telle que 5]7 = Og. Fixons une telle forme g alors la forme

(X, E) a support compact

f — g est une (r,n — 1)-forme O-fermée sur X dont la restriction & D est
égale a f. Puisque X est une variété de Stein, il résulte de la section 1
que Hg’g;l(X, E) = 0. 1l existe donc une forme h € (L} )O"2(X, E)
telle que f — g = Oh sur X. Par la régularité intérieure de l'opérateur 0
(cf. Proposition 1.4), on peut choisir A telle que h € (WHP)0"=2(D E) et
puisque g est & support compact dans X \ D, on a f = 0h sur D et donc

HW (D, E) = 0.
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Réciproquement soit f € L, (X, E) une forme d-fermée & support com-
pact dans X \ D, orthogonale aux (n — r,0)-formes L' & valeurs dans E*
et holomorphes dans X \ D et en particulier aux (n — r,0)-formes LP &
valeurs dans E* et holomorphes dans X. Puisque X est une variété de

Stein, il résulte de la dualité de Serre que H.'}, (X, E) est séparé et par

conséquent il existe une (0,n — 1)-forme g € Lfm_l(X ,E) & support com-
pact dans X telle que f = O0g. De nouveau la régularité intérieure de
I'opérateur 9 implique que I’on peut choisir g dans er P (X, E). Comme
le support de f est contenu dans X \ D, la forme g est O-fermée dans D et
puisque H;[’ﬁ;l(D,E) =0, on a g = Oh pour une (r,n — 2)-forme h dans

WéfﬁQ(D, E). Soit h une extension W1 de h & support compact dans X,
P

alors g — Oh est dans Lr,nfl(X , E), & support compact dans X, s’annule sur
D et vérifie 9(g—0h) = f, ce qui prouve que H]7, (X\D, E) est séparé. [

En utilisant la dualité entre les complexes ((L7.(D,E),d) et
(Lp/ (D,E*),d.)), on obtient

n—r,e

COROLLAIRE 2.27. — Soit X une variété de Stein de dimension complexe
n = 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D un domaine relativement
compact dans X a bord Lipschitz tel que X \ D soit conneze. Alors, pour
tout v tel que 0 < r < m, soit H;{,’i;l(D,E) =0, soit HZ;T’l(X \ D, E¥)
n’est pas séparé.
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