
ANNALES
DE LA FACULTÉ

DES SCIENCES

Mathématiques
CHRISTINE LAURENT-THIÉBAUT

Théorie Lp et dualité de Serre pour l’équation de Cauchy-Riemann

Tome XXIV, no 2 (2015), p. 251-279.

<http://afst.cedram.org/item?id=AFST_2015_6_24_2_251_0>

© Université Paul Sabatier, Toulouse, 2015, tous droits réservés.
L’accès aux articles de la revue « Annales de la faculté des sciences
de Toulouse Mathématiques » (http://afst.cedram.org/), implique l’ac-
cord avec les conditions générales d’utilisation (http://afst.cedram.org/
legal/). Toute reproduction en tout ou partie de cet article sous quelque
forme que ce soit pour tout usage autre que l’utilisation à fin strictement
personnelle du copiste est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

cedram
Article mis en ligne dans le cadre du

Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/

http://afst.cedram.org/item?id=AFST_2015_6_24_2_251_0
http://afst.cedram.org/
http://afst.cedram.org/legal/
http://afst.cedram.org/legal/
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/
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Théorie Lp et dualité de Serre
pour l’équation de Cauchy-Riemann

Christine Laurent-Thiébaut(1)

RÉSUMÉ. — Dans cet article nous proposons une étude systématique de
la théorie Lp pour l’opérateur de Cauchy-Riemann dans les variétés com-
plexes. Dans une première partie nous étudions la théorie Lp locale puis
nous développons la théorie d’Andreotti-Grauert dans le cadre Lp. La
seconde moitié de l’article est consacrée à la dualité de Serre et à ses
applications à la résolution avec support exact de l’équation de Cauchy-
Riemann dans les espaces Lp.

ABSTRACT. — In this paper we propose a systematic study of the Cauchy-
Riemann operator in the Lp-setting in complex manifolds. We first con-
sider Lploc-theory and then we develop an Lp Andreotti-Grauert theory. In
the second half of the paper we consider Serre duality and its applications
to the solvability of the Cauchy-Riemann equation with exact support in
Lp-spaces.

Cet article propose une étude systématique de l’opérateur de Cauchy-
Riemann relativement aux espaces Lp, 1 < p < +∞, dans les variétés
analytiques complexes. L’intérêt des espaces Lp, 1 < p < +∞, est que leurs
espaces duaux sont des espaces de même type, plus précisément le dual
d’un espace Lp, 1 < p < +∞, est un espace Lp

′
, où p′ est déterminé par

1
p + 1

p′ = 1. Cette propriété prend toute son importance dans l’étude de la
dualité de Serre.
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Notons que si p = 2, alors p′ = 2 et les espaces L2 sont des espaces de
Hilbert. Le cas particulier p = 2 a été très largement étudié via la théorie
L2 de L. Hörmander [15] et l’étude de l’opérateur de Neumann initiée par
G.B. Folland et J.J. Kohn [10] (voir [9] et les références contenues dans sa
bibliographie). Un travail récent de D. Chakrabarti et Mei-Chi Shaw [7]
traite de la dualité de Serre dans ce cadre.

Une première partie s’intéresse à la cohomologie de Dolbeault Lploc à
valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe sur une variété analytique com-
plexe. Nous prouvons l’existence de l’isomorphisme de Dolbeault entre la
cohomologie de Dolbeault Lploc et la cohomologie de Dolbeault C∞ ainsi que
la cohomologie de Dolbeault pour les courants. Nous prouvons en particulier

Théorème 0.1.— Soient X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et p � 1. Si r est
un entier tel que 0 � r � n,

(i) pour toute f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q � 1, telle que ∂f = 0, et tout

voisinage U du support de f , il existe g ∈ (Lploc)
r,q−1(X,E) à support dans

U telle que f − ∂g ∈ Er,q(X,E);

(ii) si f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q � 1, vérifie f = ∂S pour un courant S ∈

D′r,q−1(X,E), alors pour tout voisinage U du support de S il existe g ∈
(W 1,p

loc )r,q−1(X,E) à support dans U telle que f = ∂g sur X.

On obtient alors que si f ∈ (Lp)r,q(X,E), 0 � r � n, q � 1, est une
forme différentielle à support compact dans X, qui est exacte au sens des
courants, il existe g ∈ (W 1,p)r,q−1(X,E) à support compact dans X telle
que f = ∂g sur X. Cela répond à une question posée par G. Tomassini (voir
[5] et [4]).

Il en résulte également un théorème d’extension du type Hartogs-Bochner-

Severi pour les fonctions CR de régularité Sobolev W 1− 1
p ,p.

Dans la seconde partie nous définissons plusieurs complexes de Cauchy-
Riemann pour Lp. Nous développons tout d’abord la théorie d’Andreotti-
Grauert dans le cadre Lp, une première avancée dans ce domaine est due
à N. Kerzman [16]. Pour ce faire, nous nous appuyons sur des résultats de
compacité résultant des estimations Sobolev jusqu’au bord dues à R. Beals,
P. Greiner et N. Stanton [6].

Ensuite nous précisons les propriétés de dualité reliant les différents com-
plexes Lp et en appliquant des résultats abstraits nous développons la dua-
lité de Serre dans ce cadre. Cela nous permet d’étudier la résolution du ∂
à support exact. Plus précisément nous considérons le problème de Cauchy
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Théorie Lp et dualité de Serre

faible suivant : Soit X une variété analytique complexe de dimension com-
plexe n � 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D un domaine rela-
tivement compact dans X. Etant donnée une (r, q)-forme f à coefficients
dans Lp(X,E), avec 0 � r � n et 1 � q � n, telle que

supp f ⊂ D et ∂f = 0 au sens des distributions dans X,

existe-t-il une (r, q − 1)-forme g à coefficients dans Lp(X) telle que

supp g ⊂ D et ∂g = f au sens des distributions dans X ?

Notons que lorsque q = n, la condition ∂f = 0 dans l’énoncé du problème
de Cauchy est vide et qu’une condition de moment est nécessaire pour avoir
une solution. Des conditions cohomologiques puis géométriques sur X et D
sont données pour obtenir une réponse affirmative (voir les Théorèmes 2.19
et 2.20 et les corollaires qui suivent). La théorie développée ici donne un
bien meilleur contrôle du support de la solution en fonction du support de
la donnée par rapport aux résultats démontrés dans la première partie.

Finalement nous pouvons déduire de l’étude du problème de Cauchy
des résultats d’extensions pour les formes différentielles CR, de résolution
de l’équation de Cauchy-Riemann dans des anneaux et des théoremes de
séparation pour certains groupes de cohomologie.

Je voudrais remercier ici Eric Amar pour les nombreux échanges que
nous avons eus lors de la préparation de cet article.

1. Cohomologie Lploc dans les variétés complexes

Soient X une variété analytique complexe de dimension complexe n et
E un fibré vectoriel holomorphe sur X, on note Er,q(X,E), 0 � r, q � n,
l’espace de Fréchet des (r, q)-formes différentielles à valeurs dans E de classe
C∞ sur X muni de la topologie de la convergence uniforme des formes et
de toutes leurs dérivées sur tout compact de X et Dr,q(X,E), 0 � r, q �
n, le sous-espace de Er,q(X,E) des formes à support compact muni de sa
topologie usuelle de limite inductive de Fréchet. On désigne par ∂ l’opérateur
de Cauchy-Riemann associé à la structure complexe de X, et pour tout
0 � r � n, on considère les groupes de cohomologie Hr,q(X,E), 0 � q � n,
du complexe (Er,•(X,E), ∂) et les groupes de cohomologie Hr,q

c (X,E), 0 �
q � n, du complexe (Dr,•(X,E), ∂). Il s’agit des groupes de cohomologie de
Dolbeault et des groupes de cohomologie de Dolbeault à support compact
de X à valeurs dans E, ils sont définis par

Hr,q(X,E) =
Er,q(X,E) ∩ ker ∂

∂Er,q−1(X,E)
et Hr,q

c (X,E) =
Dr,q(X,E) ∩ ker ∂

∂Dr,q−1(X,E)

et munis de la topologie quotient correspondante.

– 253 –



C. Laurent-Thiébaut

Si D′r,q(X,E), 0 � r, q � n, désigne l’espace des courants de bidegré
(r, q) à valeurs dans E sur X, on peut étendre l’opérateur ∂ à cet espace
en posant pour T ∈ D′r,q(X,E), < ∂T, ϕ >= (−1)r+q+1 < T, ∂ϕ > pour
toute forme ϕ ∈ Dn−r,n−q−1(X,E∗). On obtient ainsi un nouveau complexe
(D′r,•(X,E), ∂) dont les groupes de cohomologie sont notés Hr,q

cour(X,E).

Pour 0 � r � n, notons ΩrE le faisceau des (r, 0)-formes holomorphes sur
X à valeurs dans E. Il résulte du lemme de Dolbeault et de l’isomorphisme
de de Rham-Weil (voir par exemple le Théorème 2.14 dans [14]) que les
groupes de cohomologie du faisceau ΩpE et les groupes de cohomologie de
Dolbeault sont isomorphes, i.e.

Hq(X,ΩrE) ∼ Hr,q(X,E).

Le lemme de Dolbeault étant également valide pour les courants (voir
par exemple le Théorème 2.13 dans [14]), les groupes de cohomologie du
faisceau ΩpE et les groupes de cohomologie au sens des courants sont aussi
isomorphes, i.e.

Hq(X,ΩrE) ∼ Hr,q
cour(X,E).

Dans cette section, nous allons généraliser ces résultats à la cohomologie
Lploc, p � 1. Pour faciliter la lecture de ce travail nous donnons en détail
la plupart des démonstrations même lorsqu’elles sont similaires à celles de
[14].

Considérons pour p � 1, le sous espace (Lploc)
r,q(X,E), 0 � r, q � n, de

D′r,q(X,E) des (r, q)-formes différentielles à valeurs dans E à coefficients
dans Lploc muni de la topologie de la convergence Lp sur tout compact
de X. On définit l’opérateur ∂ de (Lploc)

r,q(X,E) dans (Lploc)
r,q+1(X,E)

de la manière suivante : si f ∈ (Lploc)
r,q(X,E) et g ∈ (Lploc)

r,q+1(X,E),
on a ∂f = g si ∂f et g cöıncident au sens des courants et son domaine
de définition Dom(∂) est l’ensemble des f ∈ (Lploc)

r,q(X,E) telles que
∂f ∈ (Lploc)

r,q+1(X,E). Notons que puisque ∂ ◦ ∂ = 0, si f ∈ Dom(∂)
alors ∂f ∈ Dom(∂). On obtient ainsi un complexe d’opérateurs non bornés
((Lploc)

r,•(X,E), ∂).

Le lemme de Dolbeault est encore valable pour les formes à coefficients
dans Lploc. En effet, pour tout x ∈ X, si U ⊂⊂ V sont deux voisinages
de x contenus dans un ouvert de carte de X qui est aussi un domaine de
trivialisation de E, χ une fonction à valeurs positives, de classe C∞ sur X,
à support compact contenu dans V et identiquement égale à 1 sur U et si
f ∈ (Lploc)

r,q(X,E), q � 1, après avoir identifié U et V avec des ouverts
de Cn par un choix de coordonnées, on obtient, pour tout z ∈ V , par la
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formule de Bochner-Martinelli-Koppelman

(−1)r+q(χf)(z) = ∂

∫

ζ∈V
(χf)(ζ) ∧B(z, ζ)−

∫

ζ∈V
∂(χf)(ζ) ∧B(z, ζ),

où B(z, ζ) désigne le noyau de Bochner-Martinelli. Lorsque la forme différen-
tielle f est ∂-fermée alors

(−1)r+q(χf)(z) = ∂

∫

ζ∈V
(χf)(ζ) ∧B(z, ζ)−

∫

ζ∈V
∂χ(ζ) ∧ f(ζ) ∧B(z, ζ).

Rappelons que le noyau de Bochner-Martinelli vérifie B = τ∗kBM , où
kBM est une forme différentielle singulière à l’origine, à coefficients lo-
calement intégrables sur Cn et τ l’application qui à (z, ζ) associe ζ − z
(cf. [18], chapitre III). Par conséquent, grâce aux propriétés de la convo-

lution, la forme différentielle B̃(χf)(z) =
∫
ζ∈V (χf)(ζ) ∧ B(z, ζ) est dans

(Lploc)
r,q−1(X,E).

La forme différentielle
∫
ζ∈V ∂χ(ζ)∧f(ζ)∧B(z, ζ) est ∂-fermée et de classe

C∞ sur U , car les singularités de B sont concentrées sur la diagonale et le
support de ∂χ contenu dans V \ U . Il résulte du lemme de Dolbeault pour
les formes de classe C∞ qu’il existe un voisinage U ′ ⊂ U de x et une forme
différentielle g de classe C∞ sur U ′ telle que

∫
ζ∈V ∂χ(ζ)∧f(ζ)∧B(z, ζ) = ∂g

sur U ′. Par conséquent on a pour tout z ∈ U ′

(−1)r+qf(z) = ∂
(
B̃(χf)(z)− g

)

et la forme différentielle B̃(χf)(z)− g est à coefficients dans Lploc.

Le complexe ((Lploc)
r,•(X,E), ∂) est donc une résolution du faisceau ΩrE

et les groupes de cohomologie Hr,q

LPloc
(X,E) de ce complexe sont isomorphes

aux groupes de cohomologie du faisceau ΩpE , i.e.

Hq(X,ΩrE) ∼ Hr,q

LPloc
(X,E).

On en déduit aisément la proposition suivante :

Proposition 1.1.— Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n et E un fibré vectoriel holomorphe sur X. Pour tout
p � 1 et 0 � r, q � n, les applications naturelles

Φ : Hr,q(X,E)→ Hr,q

LPloc
(X,E) et Ψ : Hr,q

LPloc
(X,E)→ Hr,q

cour(X,E)

sont des isomorphismes, appelés isomorphismes de Dolbeault. En particulier
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(i) Pour toute f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q � 1, telle que ∂f = 0, il existe

g ∈ (Lploc)
r,q−1(X,E) telle que f − ∂g ∈ Er,q(X,E).

(ii) Si f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q � 1, vérifie f = ∂S pour un courant

S ∈ D′r,q−1(X,E), il existe g ∈ (Lploc)
r,q−1(X,E) telle que f = ∂g sur X.

Notons que si la variété X est compacte l’espace des formes à coeffi-
cients dans Lploc(X,E) cöıncide avec l’espace des formes à coefficients dans
Lp(X,E) et par conséquent il résulte de la Proposition 1.1 que

Hq(X,ΩrE) ∼ Hr,q(X,E) ∼ Hr,q
LP

(X,E) ∼ Hr,q
cour(X,E).

Le point (i) de la Proposition 1.1 peut être précisé de la manière sui-
vante :

Proposition 1.2.— Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et p � 1. Pour
toute f ∈ (Lploc)

r,q(X,E), q � 1, telle que ∂f = 0, et tout voisinage U
du support de f , il existe g ∈ (Lploc)

r,q−1(X,E) à support dans U telle que
f − ∂g ∈ Er,q(X,E).

Démonstration. — Choisissons un voisinage V du support de f tel que V ⊂
U et soient χ0 et χ1 des fonctions de classe C∞ sur X telles que χ0 = 1 sur
un voisinage de X \ V et χ0 = 0 au voisinage du support de f , χ1 = 1 au
voisinage de X \ U et χ1 = 0 sur un voisinage de V .

Puisque f est ∂-fermée, il résulte du (i) de la Proposition 1.1 qu’il existe
une forme g0 ∈ (Lploc)

r,q−1(X,E) telle que f − ∂g0 = u ∈ Er,q(X,E). Alors
u = −∂g0 sur X \ suppf et comme le morphisme Φ de la Proposition 1.1 est
injectif, il existe une forme v de classe C∞ sur X \ suppf telle que u = ∂v
sur X \ suppf . Sur X \ V on a alors ∂(g0 + χ0v) = 0 et l’assertion (i) de la
Proposition 1.1 appliquée à la variété X \V implique alors l’existence d’une
forme g1 ∈ (Lploc)

r,q−1(X\V ,E) telle que g0+χ0v−∂g1 = w ∈ Er,q(X\V ,E).
La forme g = g0+χ0v−χ1w−∂(χ1g1) est à coefficients dans Lploc et à support
dans U , de plus

f − ∂g = f − ∂(g0 + χ0v − χ1w) = u− ∂(χ0v − χ1w)

est de classe C∞ sur X.

Considérons les sous espaces (Lpc)
r,q(X,E) de (Lploc)

r,q(X,E), 0 � r, q �
n, des (r, q)-formes à coefficients dans Lp et à support compact, on peut
leur associer le complexe ((Lpc)

r,•(X,E), ∂). Les groupes de cohomologie de
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ce complexe sont définis par

Hr,q
c,Lp(X,E) =

(Lpc)
r,q(X,E) ∩ ker ∂

∂(Lpc)r,q−1(X,E) ∩ (Lpc)r,q(X,E)
.

Corollaire 1.3. — Soient X une variété analytique complexe, con-
nexe, non compacte, de dimension complexe n et E un fibré vectoriel holo-
morphe sur X. Pour tout p � 1 et 0 � r, q � n, l’application naturelle

Φc : Hr,q
c (X,E)→ Hr,q

c,LP
(X,E)

est surjective.

Démonstration. — Si q = 0, Hr,0
c (X,E) = Hr,0

c,LP
(X,E) = 0, car X est

connexe, et le corollaire est vrai, il reste alors à prouver que pour toute
f ∈ (Lpc)

r,q(X,E), q � 1, telle que ∂f = 0, il existe g ∈ (Lpc)
r,q−1(X,E) telle

que f − ∂g ∈ Dr,q(X,E). Soient f ∈ (Lpc)
r,q(X,E), q � 1, telle que ∂f = 0,

et U ⊂⊂ X un voisinage relativement compact du support de f . Appliquons
la Proposition 1.2 à f et U , il existe donc g ∈ (Lploc)

r,q−1(X,E) à support
dans U telle que f − ∂g ∈ Er,q(X,E). Mais puisque U est relativement
compact dans X, le support de g est compact et g ∈ (Lpc)

r,q−1(X,E), de
plus le support de f − ∂g est également contenu dans U , donc compact et
f − ∂g ∈ Dr,q(X,E).

Le Corollaire 1.3 permet de répondre à la question naturelle suivante :
si la variété X satisfait Hr,q

c (X,E) = 0, q � 1, et si f ∈ (Lp)r,q(X,E)
est une forme ∂-fermée à support compact dans X, existe-t-il une forme
g ∈ (Lp)r,q(X,E) à support compact dans X telle que ∂f = g sur X ?
En effet, si Hr,q

c (X,E) = 0, la surjectivité de l’application Φc implique que
Hr,q
c,LP

(X,E) = 0 et la réponse est donc positive par définition des groupes

de cohomologie Hr,q
c,LP

(X,E).

Cette question, originellement posée par G. Tomassini, a été étudiée par
E. Amar et S. Mongodi [5] lorsque X = Cn et par E. Amar [4] lorsque X
est une variété de Stein.

Nous pouvons également préciser l’assertion (ii) de la Proposition 1.1 en
termes de régularité et de support.

Proposition 1.4.— Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et p � 1. Si f ∈
(Lploc)

r,q(X,E), q � 1, vérifie f = ∂S pour un courant S ∈ D′r,q−1(X,E),

alors pour tout voisinage U du support de S il existe g ∈ (W 1,p
loc )r,q−1(X,E)

à support dans U telle que f = ∂g sur X.

– 257 –



C. Laurent-Thiébaut

Démonstration. — Soient f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q � 1, vérifiant f = ∂S pour

un courant S ∈ D′r,q−1(X,E) et U un voisinage du support de S. Grâce
à régularité intérieure de la solution canonique de l’équation de Cauchy-
Riemann (cf. Théorème 4 (b) dans [6], car à l’intérieur du domaine tous
les champs de vecteurs sont admissibles), il existe g0 ∈ (W 1,p

loc )r,q−1(X,E)
telle que f = ∂g0 sur X. Si q = 1, S − g0 est holomorphe sur X, donc
S ∈ (W 1,p

loc )r,0(X,E). Si q > 1, le courant S−g0 étant ∂-fermé, la surjectivité
de l’application naturelle

Hr,q−1(X,E)→ Hr,q−1
cour (X,E)

implique qu’il existe un courant T sur X et une forme u ∂-fermée, de classe
C∞ sur X telle que S − g0 + ∂T = u. On a alors ∂T = u + g0 sur X \
supp S. Une fois encore la régularité intérieure implique qu’il existe g1 ∈
(W 1,p

loc )r,q−1(X\supp S,E) telle que u+g0 = ∂g1 sur X\supp S. Choisissons
une fonction χ de classe C∞ sur X telle que χ = 0 au voisinage du support
de S et χ = 1 sur un voisinage de X \U . Alors la forme g = g0 +u−∂(χg1)
est dans (W 1,p

loc )r,q−1(X,E), elle vérifie ∂g = ∂(g0 + u) = ∂S = f et son
support est contenu dans U .

La Proposition 1.4 permet d’affirmer que dans une variété analytique
complexe non compacte quelconque, si on sait qu’une forme f ∈ (Lpc)

r,q(X,E),
q � 1, est exacte au sens des courants à support compact, alors il existe
g ∈ (W 1,p

c )r,q−1(X,E) telle que f = ∂g sur X. De plus on peut choisir g
avec un support arbitrairement proche de celui de la solution au sens des
courants. Notons qu’une condition nécessaire sur f pour être exacte au sens
des courants à support compact est d’être orthogonale aux formes ∂-fermées
de classe C∞ sur X, plus précisément f doit satisfaire

∫
X
f ∧ ϕ = 0 pour

toute forme ϕ ∈ En−r,n−q(X,E∗) vérifiant ∂ϕ = 0.

Corollaire 1.5. — Soient X une variété analytique complexe, con-
nexe, non compacte, de dimension complexe n et E un fibré vectoriel holo-
morphe sur X. Pour tout p � 1 et 0 � r, q � n, l’application naturelle

Ψc : Hr,q
c,LP

(X,E)→ Hr,q
c,cour(X,E)

est injective.

Démonstration. — Si q = 0, Hr,0
c,cour(X,E) = Hr,0

c,LP
(X,E) = 0, car X est

connexe, et le corollaire est vrai, il reste alors à prouver que pour toute f ∈
(Lpc)

r,q(X,E), q � 1, telle que f = ∂S pour un courant S ∈ D′r,q−1(X,E) à
support compact, il existe g ∈ (Lpc)

r,q−1(X,E) telle que f = ∂g sur X. C’est
une conséquence directe de la Proposition 1.4 en prenant U un voisinage
relativement compact du support de S.
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Notons que les arguments des Propositions 1.2 et 1.4 permettent égale-
ment de prouver que

Hr,q
c (X,E) ∼ Hr,q

c,cour(X,E)

et par conséquent les applications Φc et Ψc sont en fait des isomorphismes.

Nous allons préciser la réponse que l’on peut apporter à la question de G.
Tomassini par un contrôle du support de la solution en fonction du support
de la donnée lorsque certaines conditions géométriques sont réalisées.

Il résulte du Corollaire 1.5 et de la Proposition 1.4 que si D est un
voisinage du support de la forme différentielle ∂-fermée f ∈ (Lpc)

r,q(X,E),
qui vérifie Hr,q

c,cour(D,E) = 0, il existe g ∈ (W 1,p
c )r,q−1(X,E) telle que f =

∂g sur X et supp g ⊂ D.

Théorème 1.6.— Soient X une variété analytique complexe, non com-
pacte, de dimension complexe n et E un fibré vectoriel holomorphe sur X.
Si f ∈ (Lpc)

r,q(X,E), 0 � r � n, q � 1, vérifie ∂f = 0, si 1 � q � n − 1,
et

∫
X
f ∧ ϕ = 0 pour toute ϕ ∈ En−r,0(X,E) telle que ∂ϕ = 0, si q = n, et

s’il existe un ouvert de Stein D tel que supp f ⊂ D ⊂⊂ X, alors il existe
g ∈ (W 1,p

c )r,q−1(X,E) telle que supp g ⊂ D et ∂g = f .

Démonstration. — Puisque D est un ouvert de Stein Hr,q(D,E∗) = 0 pour
tout 0 � r � n et 1 � q � n, il résulte de la dualité de Serre que
Hr,q
c,cour(D,E) = 0 pour tout 0 � r � n et 1 � q � n − 1, et que si un

(r, n)-courant T à support compact dans D vérifie < T,ϕ >= 0 pour toute
ϕ ∈ En−r,0(X,E) telle que ∂ϕ = 0, alors il existe un (r, n − 1)-courant S
à support compact dans D tel que ∂S = T . Il suffit alors d’appliquer la
Proposition 1.4 au domaine D.

Plus généralement si D est seulement s-complet au sens d’Andreotti-
Grauert (i.e. D possède une fonction d’exhaustion de classe C∞, dont la
forme de Levi possède au moins n− s+ 1 valeurs propres strictement posi-
tives), alors Hr,q(D,E∗) = 0 pour tout 0 � r � n et s � q � n et par
conséquent Hr,q

c,cour(D,E) = 0 pour tout 0 � r � n et 1 � q � n − s. On
pourra donc résoudre l’équation de Cauchy-Riemann dans Lp avec support
dans D pour une donnée de bidegré (r, q) à support dans D à condition que
1 � q � n−s. Ou encore si D = Ω\Ω∗, où Ω est s-complet et Ω∗ possède une
base de voisinages s∗-complets, mais alors seulement pour s∗+1 � q � n−s.
En effet si s∗ + 1 � q � n − s et si Ω∗ possède une base de voisinages s∗-
complets, nous allons pouvoir corriger toute solution g à support compact
dans Ω et Lp dans X de l’équation ∂g = f , lorsque f ∈ Lpr,q(X,E) est à

support compact dans D = Ω \ Ω∗ pour obtenir une solution h à support
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compact dans D et Lp dans X. Puisque f est à support compact dans D,
la forme différentielle g est ∂-fermée au voisinage de Ω∗ et par conséquent
il existe un (r, q − 1)-forme u définie et Lploc au voisinage de Ω∗ telle que
g = ∂u (Ω∗ possède une base de voisinages s∗-complets). Il suffit alors de
poser h = g − ∂(χu), où χ est une fonction de classe C∞ sur X à support
compact dans le domaine de définition de u et égale à 1 au voisinage de Ω∗.

En degré 1 nous avons le résultat plus précis suivant :

Proposition 1.7.— Soient X une variété analytique complexe, con-
nexe, non compacte, de dimension complexe n, D un domaine relativement
compact de X et E un fibré vectoriel holomorphe sur X. On suppose que,
pour 0 � r � n, Hr,1

c (X,E) = 0 (ce qui est satisfait par exemple si X
est (n − 1)-complète au sens d’Andreotti-Grauert et en particulier pour les
variétés de Stein de dimension n � 2) et que X \D est connexe, alors pour
toute (r, 1)-forme ∂-fermée f à coefficients dans Lp(X,E) et à support dans
D, il existe une unique (r, 0)-forme g à coefficients dans W 1,p(X,E) et à
support dans D telle que ∂g = f .

Démonstration. — Il résulte du Corollaire 1.3, qu’il existe une (r, 0)-forme g
à coefficients dans Lp(X) et à support compact dans X telle que ∂g = f . La
forme g s’annule donc sur un ouvert de X \D. De plus g est une (r, 0)-forme
holomorphe sur l’ouvert X \ supp f qui contient X \D et par prolongement
analytique, puisque X\D est connexe, elle s’annule identiquement sur X\D.
Le support de g est donc contenu dans D. Soit h une autre solution, alors
g − h est une fonction holomorphe à support compact dans X qui est donc
nulle par prolongement analytique puisque X est connexe. Par conséquent
g = h et de plus g ∈W 1,p(X,E) par la Proposition 1.4.

Nous retrouvons ainsi le contrôle du support proposé par E. Amar [4]
en degré 1, lorsque X est une variété de Stein.

Nous pouvons déduire de la Proposition 1.7 une version Lp du phénomène
de Hartogs-Bochner-Severi (voir les chapitre IV et V de [18] et les références
associées pour l’étude de ce phénomène). Un version L2 est donnée dans le
dernier paragraphe de [9].

Théorème 1.8.— Soient X une variété analytique complexe, connexe,
non compacte, de dimension complexe n, D un domaine relativement com-
pact de X à bord Lipschitz et E un fibré vectoriel holomorphe sur X. On
suppose que, pour 0 � r � n, Hr,1

c (X,E) = 0 (ce qui est satisfait par exem-
ple si X est (n− 1)-complète au sens d’Andreotti-Grauert et en particulier
par les variétés de Stein de dimension n � 2) et que X \ D est connexe.
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Soit f ∈W 1− 1
p

r,0 (∂D,E) telle que
∫

∂D

f ∧ ∂ϕ = 0 pour toute ϕ ∈ En−r,n−1(X,E∗).

Alors il existe une (r, 0)-forme F à valeurs dans E, holomorphe sur D et
W 1,p sur X telle que la trace de F sur ∂D cöıncide avec f .

Démonstration. — Notons f̃ une extension de f contenue dans W 1,p
r,0 (X,E)

(une telle extension existe lorsque le bord de D est Lipschitz d’après le

Théorème 1.5.1.3 de [12]) et (∂f̃)0 le prolongement de ∂f̃|D par 0 à X. Nous

allons montrer que la (r, 1)-forme (∂f̃)0 est ∂-fermée au sens des courants.

Considérons une suite (f̃ν)ν∈N de (r, 1)-formes de classe C∞ sur X qui con-

verge vers f̃ sur X dans W 1,p, alors, pour toute ϕ ∈ En−r,n−1(X,E∗),
∫

D

∂f̃ ∧ ∂ϕ = lim
ν→+∞

∫

D

∂f̃ν ∧ ∂ϕ = lim
ν→+∞

∫

∂D

f̃ν ∧ ∂ϕ =

∫

∂D

f ∧ ∂ϕ = 0.

D’après la Proposition 1.7, il existe une section g ∈ W 1,p
r,0 (X,E) à support

dans D telle que ∂g = (∂f̃)0. Puisque g ∈W 1,p
r,0 (X,E) la trace de g sur ∂D

existe et est nulle et F = f̃ − g convient.

2. Complexes de Cauchy-Riemann Lp et dualité

Dans cette section X désigne une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n, D un domaine relativement compact à bord rectifiable
contenu dans X et E un fibré vectoriel holomorphe de rang l sur X. On
munit X d’une métrique hermitienne lisse telle que le complexifié de l’espace
tangent à X vérifie CT (X) = T 1,0(X)⊕T 0,1(X) et que T 1,0(X) ⊥ T 0,1(X).
On note dV la forme volume associée à cette métrique.

Pour tout réel p � 1, on définit l’espace Lp(D) comme l’espace des
fonctions f sur D à valeurs complexes telles que |f |p est intégrable sur D.
Puisque D ⊂⊂ X, on a

D(D) ⊂ E(X)|D ⊂ Lp(D),

où E(X)|D est l’espace des restrictions à D des fonctions de classe C∞ sur X
et D(D) le sous-espace des fonctions de classe C∞ à support compact dans
D. L’espace Lp(D) est un espace de Banach, c’est le complété de D(D) pour
la norme ‖.‖p définie par

‖f‖p = (

∫

D

|f |pdV )
1
p .
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2.1. Complexes de Cauchy-Riemann Lp

Pour 0 � r, q � n, Er,q(X,E) désigne l’espace des (r, q)-formes différen-
tielles de classe C∞ sur X à valeurs dans E et Dr,q(D,E) le sous-espace de
Er,q(X,E) des formes à support compact dans D. Soit (Ui)i∈I un recouvre-
ment fini de D par des ouverts de cartes de X qui sont également des ouverts
de trivialisation de E et (χi)i∈I une partition de l’unité sur D relative au re-
couvrement (Ui)i∈I . On définit Lpr,q(D,E) comme l’espace des (r, q)-formes
différentielles f sur D à valeurs dans E telles que pour tout i ∈ I, dans
des coordonnées locales, la forme χif soit une forme à coefficients dans
Lp(D∩Ui,Cl). Pour chaque choix de trivialisation et de coordonnées sur Ui
on peut définir ‖χif‖p comme la somme des normes ‖.‖p de ses coefficients
et on pose alors ‖f‖p =

∑
i∈I ‖χif‖p. Un changement de coordonnées ou

de trivialisation définit une norme équivalente. L’espace Lpr,q(D,E) possède
donc une structure d’espace de Banach et c’est le complété de Dr,q(D,E)
pour la norme ‖.‖p.

Pour r fixé, 0 � r � n, nous allons associer aux espaces Lpr,q(D,E),
0 � q � n, des complexes d’opérateurs non bornés dont la restriction aux es-
paces Dr,q(D,E), 0 � q � n, est le complexe de Cauchy-Riemann classique
(Dr,•(D,E), ∂). Pour cela nous devons définir des opérateurs de Lpr,q(D,E)
dans Lpr,q+1(D,E) dont la restriction à Dr,q(D,E) cöıncide avec l’opérateur

de Cauchy-Riemann ∂ associé à la structure complexe de X.

Définissons ∂c : Lpr,q(D,E) → Lpr,q+1(D,E) comme l’extension fermée

minimale de ∂|D = ∂|Dr,q(D,E)
, c’est par définition un opérateur fermé et

f ∈ Dom(∂c) si et seulement si il existe une suite (fν)ν∈N d’éléments de
Dr,q(D,E) et g ∈ Dr,q+1(D,E) tels que (fν)ν∈N converge vers f dans
Lpr,q(D,E) et (∂fν)ν∈N converge vers g dans Lpr,q+1(D,E), on a alors g =

∂cf .

On peut aussi considérer ∂s : Lpr,q(D,E) → Lpr,q+1(D,E), l’extension

fermée minimale de ∂|E = ∂|Er,q(X,E)|D
, c’est également un opérateur fermé

et f ∈ Dom(∂s) si et seulement si il existe une suite (fν)ν∈N d’éléments
de Er,q(X,E) et g ∈ Er,q+1(X,E) tels que (fν)ν∈N converge vers f dans
Lpr,q(D,E) et (∂fν)ν∈N converge vers g dans Lpr,q+1(D,E), on a alors g =

∂sf .

L’opérateur ∂ s’étend à Lpr,q(D,E) au sens des courants, on peut alors

considérer les opérateurs ∂ c̃ : Lpr,q(D,E)→ Lpr,q+1(D,E) et ∂ : Lpr,q(D,E)

→ Lpr,q+1(D,E) qui cöıncident avec l’opérateur ∂ au sens des courants et
dont les domaines de définitions sont respectivement
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Dom(∂ c̃) = {f ∈ Lpr,q(X,E) | supp f ⊂ D, ∂f ∈ Lpr,q(X,E)}

et
Dom(∂) = {f ∈ Lpr,q(D,E) | ∂f ∈ Lpr,q(D,E)}.

Définition 2.1. — Un complexe cohomologique d’espaces de Banach
est un couple (E•, d), où E• = (Eq)q∈Z est une suite d’espaces de Banach
et d = (dq)q∈Z une suite d’opérateurs linéaires dq fermés de Eq dans Eq+1,
qui vérifient dq+1 ◦ dq = 0.

Un complexe homologique d’espaces de Banach est un couple (E•, d), où
E• = (Eq)q∈Z est une suite d’espaces de Banach et d = (dq)q∈Z une suite
d’opérateurs linéaires dq fermés de Eq dans Eq+1, qui vérifient dq◦dq+1 = 0.

A tout complexe cohomologique on associe les groupes de cohomologie
(Hq(E•))q∈Z définis par

Hq(E•) = ker dq/ Im dq−1

et on les munit de la topologie quotient. De même à tout complexe ho-
mologique on associe les groupes d’homologie (Hq(E•))q∈Z définis par

Hq(E•) = ker dq−1/ Im dq

et on les munit également de la topologie quotient.

En remarquant que les opérateurs ∂ et ∂s satisfont ∂◦∂ = 0 et ∂s◦∂s = 0,
on peut considérer, pour tout 0 � r � n, les complexes (Lpr,•(D,E), ∂)
et (Lpr,•(D,E), ∂s). On note Hr,q

Lp (D,E) et Hr,q
Lp,s(D,E) leurs groupes de

cohomologie respectifs.

Observons que lorsque le bord de D est assez régulier, Lipschitz par
exemple, il résulte du lemme de Friedrich (cf. lemme 4.3.2 dans [9] et lemme
2.4 dans [19]) que les opérateurs ∂ et ∂s cöıncident ainsi que les opérateurs
∂c et ∂ c̃.

Proposition 2.2.— Supposons que D ⊂⊂ X est un domaine à bord
Lipschitz alors

(i) Une forme différentielle f ∈ Lpr,q(D,E) appartient au domaine de

définition de l’opérateur ∂ si et seulement si il existe une suite (fν)ν∈N
d’éléments de Er,q(D,E) telle que les suites (fν)ν∈N et (∂fν)ν∈N convergent
respectivement vers f et ∂f en norme ‖.‖p.
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(ii) Une forme différentielle f ∈ Lpr,q(D,E) appartient au domaine de

définition de l’opérateur ∂c si et seulement si les formes f0 et ∂f0 sont
toutes deux dans Lp∗(X,E), si f0 désigne la forme obtenue en prolongeant
f par 0 sur X \D.

On déduit alors immédiatement du (i) de la Proposition 2.2 que, lorsque
le bord de D est Lipschitz, les groupes de cohomologie Hr,q

Lp (D,E) et
Hr,q
Lp,s(D,E), 0 � r, q � n, sont égaux.

2.2. Théorie d’Andreotti-Grauert Lp

L’objet de cette section est d’étendre aux groupes de cohomologie Lp

la théorie classique d’Andreotti-Grauert. Pour cela nous allons associer des
résultats classiques sur la résolution de l’équation de Cauchy-Riemann avec
estimations Lp et la méthode des bosses de Grauert.

Définition 2.3.— Soient X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n, D un domaine relativement compact dans X et s un entier,
0 � s � n − 1. On dira que D est un domaine complètement strictement
s-convexe, s’il existe une fonction ρ de classe C2 à valeurs réelles définie
sur un voisinage U de D, dont la forme de Levi possède au moins n− s+ 1
valeurs propres strictement positives, telle que dρ(x) �= 0 pour tout x ∈ ∂D
et

D = {x ∈ U | ρ(x) < 0}.
On dira que D est strictement s-convexe si la fonction ρ est seulement
définie au voisinage du bord de D.

Remarquons que grâce au lemme de Morse, la fonction ρ dans la Définition
2.3 peut, sans perte de généralité, être supposée sans point critique dégénéré.

Il résulte des travaux de L. Ma [21] et R. Beals, P. Greiner et N. Stanton
[6] que l’on peut résoudre l’équation de Cauchy-Riemann avec estimations
Sobolev Lp dans les domaines complètement strictement s-convexes de Cn.

Théorème 2.4.— Soient D ⊂⊂ Cn un domaine complètement stricte-
ment s-convexe de Cn à bord C∞ et f une (r, q)-forme différentielle à
coefficients dans W s,p(D). Pour 0 � r � n et q � s, il existe un opérateur

linéaire continu Tq de W s,p
r,q (D) dans W

s+1/2,p
r,q−1 (D) tel que

f = ∂Tqf + Tq+1∂f.

Observons que, puisque l’injection de W 1/2,p(D) dans Lp(D) est com-
pacte, en globalisant à l’aide d’une partition de l’unité le Théorème 2.4
comme dans le chapitre 11 de [14] on obtient
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Théorème 2.5. — Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D ⊂⊂ X un
domaine strictement s-convexe à bord C∞ de X, r et q des entiers tels que
0 � r � n et q � s. Alors

(i) il existe des opérateurs linéaires continus T rq de Lpr,q(D) dans Lpr,q−1(D)

et des opérateurs Kr
q compacts de Lpr,q(D)∩Dom(∂) dans lui-même tels que

si f ∈ Lpr,q(D)vérifie ∂f ∈ Lpr,q+1(D)

f = ∂T rq f + T rq+1∂f +Kr
q f.

(ii) si q � max(1, s), Hr,q
Lp (D,E) est de dimension finie et ∂(Lpr,q−1(D))

est un sous espace fermé de Lpr,q(D).

Nous pouvons maintenant mettre en œuvre la méthode des bosses de
Grauert. Rappelons quelques définitions et quelques résultats géométriques
donnés dans le chapitre 12 de [14].

Définition 2.6.— On appelle élément d’extension strictement s-convexe
un couple ordonné [θ1, θ2] d’ouverts de X à bord C∞ tel que θ1 ⊂ θ2
satisfaisant la condition suivante : il existe un ouvert pseudoconvexe V
contenu dans un domaine de trivialisation de E contenant θ2 \ θ1 et des
domaines strictement s-convexes D1 et D2 tels que D1 ⊂ D2, θ2 = θ1 ∪D2,
θ1 ∩D2 = D1 et (θ1 \D2)∩ (θ2 \ θ1) = ∅ et une application biholomorphe h
définie sur un voisinage de V à valeurs dans Cn telle que h(Dj), j = 1, 2,
soit un domaine complètement strictement q-convexe à bord C∞ de Cn.

Définition 2.7.— Soient D ⊂⊂ Ω ⊂⊂ X des ouverts de X à bord C∞.
On dira que Ω est une extension strictement s-convexe de D, s’il existe un
voisinage U de Ω \D et une fonction ρ de classe C2 à valeurs réelles sur U
avec un ensemble de points critiques discret et dont la forme de Levi possède
au moins n− s+ 1 valeurs propres strictement positives, telle que

D ∩ U = {x ∈ U | ρ(x) < 0} et dρ(x) �= 0 si x ∈ ∂D,

Ω ∩ U = {x ∈ U | ρ(x) < 1} et dρ(x) �= 0 si x ∈ ∂Ω.

Proposition 2.8.— Soient D ⊂⊂ Ω ⊂⊂ X des ouverts de X à bord
C∞ tels que Ω soit une extension strictement s-convexe de D. Il existe une
suite finie θ0, . . . , θN d’ouverts de X tels que

D = θ0 ⊂ · · · ⊂ θN = Ω

et que [θj−1, θj ], j = 1, . . . , N , soit un élément d’extension strictement
s-convexe.
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Nous sommes maintenant en mesure de prouver l’invariance de la coho-
mologie Lp par les extensions strictement s-convexes.

Théorème 2.9.— Soient X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D ⊂⊂ Ω ⊂⊂ X
des ouverts de X à bord C∞ tels que Ω soit une extension strictement
s-convexe de D. Alors l’application restriction

Hr,q
Lp (Ω, E)→ Hr,q

Lp (D,E), 0 � r � n, max(1, s) � q � n,

est un isomorphisme.

Démonstration. — La Proposition 2.8 nous permet de réduire la démonstra-
tion au cas où le couple (D,Ω) est un élément d’extension strictement
s-convexe [θ1, θ2], où θ1 et θ2 sont tous deux strictement s-convexes.

Puisque par définition des éléments d’extension (θ1 \D2)∩(θ2 \ θ1) = ∅,
on peut trouver des voisinages V ′ et V ′′ de θ2 \ θ1 tels que V ′ ⊂⊂ V ′′ ⊂⊂ V
et V ′′ ∩ (θ1 \D2) = ∅. Choisissons une fonction χ de classe C∞ dans X telle
que χ = 1 sur V ′ et supp χ ⊂ V ′′.

Prouvons tout d’abord que l’application restriction

Hr,q
Lp (θ2, E)→ Hr,q

Lp (θ1, E)

est surjective, si s � q � n. Soit f1 ∈ Lpr,q(θ1) telle que ∂f1 = 0, on cherche

des formes différentielles u1 ∈ Lpr,q−1(θ1) et f2 ∈ Lpr,q(θ2) telles que ∂f2 = 0

et f2 = f1 − ∂u1 sur θ1. Comme D1 est l’image par une application biholo-
morphe, définie au voisinage D1, d’un domaine complètement strictement
s-convexe borné à bord C∞ de Cn, il existe u ∈ Lpr,q−1(D1) telle que f1 = ∂u
sur D1, lorsque q � max(1, s) (cf. Théorème 2.4). Posons

u1 =

{
0 sur θ1 \D2

χu sur D1
et f2 =

{
f1 − ∂u1 sur θ1

0 sur θ2 \ θ1
.

Les formes différentielles u1 et f2 satisfont les conditions demandées.

Considérons maintenant l’injectivité. Soit f2 ∈ Lpr,q(θ2) telle que ∂f2 =

0 et u1 ∈ Lpr,q−1(θ1) telle que f2 = ∂u1 sur θ1, on cherche une forme

différentielle u2 ∈ Lpr,q−1(θ2) telle que f2 = ∂u2 sur θ2. Comme D2 est

l’image par une application biholomorphe, définie au voisinage D2, d’un
domaine complètement strictement s-convexe borné à bord C∞ de Cn, il
existe u ∈ Lpr,q−1(D2) telle que f2 = ∂u sur D2, lorsque q � max(1, s), (cf.

Théorème 2.4) et par conséquent ∂(u− u1) = 0 sur D1.
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Si q � max(1, s) + 1, par le Théorème 2.4, il existe v ∈ Lpr,q−2(D1) telle

que ∂v = u− u1 sur D1. Alors u1 − ∂(χv) = u sur V ′ ∩ θ1. Posons

u2 =

{
u1 − ∂(χv) sur θ1

u sur V ′ ∩ θ2 ,

alors u2 ∈ Lpr,q−1(θ2) et f2 = ∂u2 sur θ2.

Supposons que q = max(1, s), il résulte du Théorème 2.5 que ∂(Lpr,q−1(θ2))
est un sous espace fermé de Lpr,q(θ2). Il suffit donc de construire une suite

(wν)ν∈N de (r, q−1)-formes contenue dansDom(∂) telle que la suite (∂wν)ν∈N
converge vers f2 en norme ‖.‖p sur θ2. La forme différentielle u − u1 est à
coefficients dans Lp(D1) et ∂-fermée sur D1, donc u−u1 ∈ Dom(∂). Puisque
D1 est à bord C∞ il existe une suite (vν)ν∈N de formes à coefficients C∞
dans V telle limν→+∞ vν = u − u1 et limν→+∞ ∂vν = 0 en norme ‖.‖p sur
D1. Comme D1 est l’image par une application biholomorphe, définie au
voisinage D1, d’un domaine complètement strictement s-convexe borné à
bord C∞ de Cn, la solution canonique gν de l’équation ∂g = ∂vν sur D1

est de classe C∞ sur D1 et vérifie ‖gν‖p � C‖∂vν‖p sur D1, la constante
C étant indépendante de ν. En posant ṽν = vν − gν , on obtient une suite
(ṽν)ν∈N de formes ∂-fermées sur D1 à coefficients C∞ sur D1 qui converge
vers u− u1 en norme ‖.‖p sur D1. Il résulte du Corollaire 12.5 de [14], que,
pour tout ν ∈ N, il existe une (r, q − 1)-forme continue w̃ν ∂-fermée sur V
telle que

‖w̃ν − ṽν‖∞, θ1∩V <
1

2n

et par conséquent si Ṽ est un ouvert qui vérifie D2 ⊂ Ṽ et V ′ ⊂⊂ V ′′ ⊂⊂
Ṽ ⊂⊂ V

‖w̃ν − ṽν‖p < C̃
1

2n
sur θ1 ∩ Ṽ .

On obtient ainsi une suite (w̃ν)ν∈N de formes ∂-fermée à coefficients Lp dans
V ′′ qui converge vers u− u1 en norme ‖.‖p sur D1. On définit alors la suite
(wν)ν∈N en posant wν = (1 − χ)u1 + χ(u − w̃ν). alors ∂wν = f2 + ∂χ(u −
u1 − w̃ν) et la suite (wν)ν∈N satisfait bien les conditions demandées.

On en déduit le corollaire suivant en utilisant la même stratégie que dans
la preuve du Théorème 12.15 de [14] :

Corollaire 2.10.— Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D ⊂⊂ X
un domaine strictement s-convexe. Alors pour tout couple (r, q) tel que
0 � r � n et max(1, s) � q � n,

Hr,q
Lp (D,E) ∼ Hr,q

Lploc
(D,E).
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Pour conclure nous prouvons un théorème d’annulation pour la coho-
mologie Lp :

Corollaire 2.11.— Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D ⊂⊂ X un
domaine complètement strictement s-convexe. Alors pour tout couple (r, q)
tel que 0 � r � n, et max(1, s) � q � n,

Hr,q
Lp (D,E) = 0.

Plus précisément il existe un opérateur linéaire continu T de l’espace de
Banach Zr,qLp (D,E) des (r, q)-formes ∂-fermées à valeurs dans E et à coef-

ficients dans Lp(D) dans l’espace de Banach W
1/2,p
r,q−1(D,E) tel que

∂Tf = f sur D pour toute f ∈ Zr,qLp (D,E).

Démonstration. — Le Lemme 8.5 de [18] restant valable pour les fonctions
C2 dont la forme de Levi possède au moins n− s+1 valeurs propres stricte-
ment positives, on peut supposer que l’ensemble des points critiques de la
fonction définissante ρ de D est discret. Notons a = minx∈D ρ(x). Si x ∈ D
vérifie ρ(x) = a, c’est un point critique de ρ. L’ensemble des points critiques
de ρ étant discret, il n’existe qu’un nombre fini de tels point dans D. Par
conséquent, pour ε > 0 assez petit, l’ensemble Da+ε = {x ∈ U | ρ(x) < a+ε}
est contenu dans un ouvert de trivialisation de E biholomorphe à une
réunion finie de domaines complètement strictement s-convexes à bord C∞
de Cn. La nullité de Hr,q

Lp (D,E) résulte alors des Théorèmes 2.4 et 2.9.

L’existence de l’opérateur T est une conséquence du Théorème 2.5 et de
la Proposition 5 de l’annexe C de [18] (voir aussi l’appendice 2 de [13]).

Ce corollaire peut être comparé aux résultats obtenus par O. Abdelkader
et S. Khidr [2], [3] et [1], où le domaine D est seulement supposé strictement
s-convexe, mais où des conditions de positivité sur le fibré sont exigées, ainsi
qu’aux résultats de X.D. Li [20] dans les variétés Kähleriennes complètes.

2.3. Dualité

Nous allons considérer dans cette section les complexes duaux associés
aux complexes définis dans la section 2.1.

Définition 2.12. — Le complexe dual d’un complexe cohomologique
(E•, d) d’espaces de Banach est le complexe homologique (E′•, d

′), avec E′• =
(E′q)q∈Z, où E′q est le dual fort de Eq et d′ = (d′q)q∈Z, où d′q est l’opérateur
transposé de l’opérateur dq. Si les espaces Eq sont réflexifs on parlera de
paire de complexes duaux.
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Pour tout réel p tel que 1 < p < +∞, on note p′ le nombre réel défini
par la relation 1

p + 1
p′ = 1. Rappelons que si f ∈ Lp(D) et g ∈ Lp′(D) alors

∫

D

|fg| dV � ‖f‖p‖g‖p′

et que les espaces Lp(D) et Lp
′
(D) sont des espaces de Banach réflexifs

duaux l’un de l’autre. Si E∗ désigne le fibré dual du fibré E, il en résulte la

même relation de dualité entre les espaces Lpr,q(D,E) et Lp
′

n−r,n−q(D,E
∗).

Dans toute la suite nous supposerons que le réel p vérifie 1 < p < +∞
et nous noterons p′ le réel conjugué à p, c’est-à-dire tel que 1

p + 1
p′ = 1.

Proposition 2.13. — (i) L’opérateur transposé de l’opérateur ∂c de

Lpr,q(D,E) dans Lpr,q+1(D,E) est l’opérateur ∂ de Lp
′

n−r,n−q−1(D,E
∗) dans

Lp
′

n−r,n−q(D,E
∗).

(ii) L’opérateur ∂ de Lpr,q(D,E) dans Lpr,q+1(D,E) est fermé et son

transposé est l’opérateur ∂c de Lp
′

n−r,n−q−1(D,E
∗) dans Lp

′

n−r,n−q(D,E
∗).

(iii) L’opérateur transposé de l’opérateur ∂s de Lpr,q(D,E) dans

Lpr,q+1(D,E) est l’opérateur ∂ c̃ de Lp
′

n−r,n−q−1(D,E
∗) dans Lp

′

n−r,n−q(D,E
∗).

(iv) L’opérateur ∂ c̃ de Lpr,q(D,E) dans Lpr,q+1(D,E) est fermé et son

transposé est l’opérateur ∂s de Lp
′

n−r,n−q−1(D,E
∗) dans Lp

′

n−r,n−q(D,E
∗).

Démonstration. — (i) Puisque le domaine de définition de l’opérateur
∂c est dense dans Lpr,q(D,E), il résulte du Théorème II.2.11 de [11] que
t(∂c) = t(∂|D ). Il suffit donc de prouver que t(∂|D ) = ∂. Soit g ∈
Lp
′

n−r,n−q−1(D,E
∗), considérons l’application de Dr,q(D,E) à valeurs dans

C définie par ϕ �→< g, ∂|Dϕ >, où < ., . > désigne le crochet de du-
alité au sens des distributions. Elle est continue en ‖.‖p si et seulement

si g ∈ Dom(∂). En effet si g ∈ Dom(∂) alors ∂g ∈ Lp
′

n−r,n−q(D,E
∗) et on a

| < g, ∂|Dϕ > | = | < ∂g, ϕ > | = |
∫

D

∂g ∧ ϕ| � C‖∂g‖p′‖ϕ‖p

et si ϕ �→< g, ∂|Dϕ > est continue en ‖.‖p, elle définit une forme différentielle

h ∈ Lp
′

n−r,n−q(D,E
∗) qui vérifie h = ∂g dans D au sens des distributions,

donc g ∈ Dom(∂).

(ii) Nous venons de prouver que t(∂c) = ∂, l’opérateur ∂ est donc fermé.
De plus par réflexivité t(∂) = ∂c.
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(iii) Puisque le domaine de définition de l’opérateur ∂s est dense dans
Lpr,q(D,E), il suffit, comme dans la preuve de (i), de montrer que t(∂|E ) = ∂ c̃.

Soit g ∈ Lp
′

n−r,n−q−1(X,E
∗) à support dans D, considérons l’application de

Er,q(X,E) à valeurs dans C définie par ϕ �→< g, ∂|Eϕ >=
∫
D
g ∧ ∂|Eϕ. Elle

est continue en ‖.‖p si et seulement si g ∈ Dom(∂ c̃). En effet si g ∈ Dom(∂ c̃),

alors g ∈ Lp
′

n−r,n−q−1(X,E
∗), ∂g ∈ Lp

′

n−r,n−q(X,E
∗) et leur support est

contenu dans D, alors

|
∫

D

g∧∂|Eϕ| = | < g, ∂|Eϕ > | = | < ∂g, ϕ > | = |
∫

D

∂g∧ϕ| � C‖∂g‖p′‖ϕ|D‖p

et si ϕ �→< g, ∂|Eϕ >=
∫
D
g ∧ ∂|Eϕ est continue en ‖.‖p, elle définit une

forme différentielle h ∈ Lp
′

n−r,n−q(X,E
∗)∩ E ′n−r,n−q(X,E∗) dont le support

est contenu dans D et qui vérifie h = ∂g dans X au sens des distributions,
donc g ∈ Dom(∂ c̃).

(iv) Nous venons de prouver que t(∂s) = ∂ c̃, l’opérateur ∂ c̃ est donc
fermé. De plus par réflexivité t(∂ c̃) = ∂s.

Grâce à la Proposition 2.13, on peut définir, pour tout 0 � r � n, deux
paires de complexes duaux :

(
(Lpr,•(D,E), ∂); (Lp

′

n−r,•(D,E
∗), ∂c)

)

et (
(Lpr,•(D,E), ∂s); (L

p′

n−r,•(D,E
∗), ∂ c̃)

)
.

Si Eq = Lpr,q(D,E) alors E′q = Lp
′

n−r,n−q(D,E
∗) et on noteHn−r,n−q

c,Lp′
(D,E∗)

et Hn−r,n−q
c̃,Lp′

(D,E∗) les groupes de cohomologie associés aux complexes du-

aux. Observons que si le bord de D est Lipschitz, il résulte de la Proposition
2.2 que

Hn−r,n−q
c,Lp′

(D,E∗) = Hn−r,n−q
c̃,Lp′

(D,E∗).

Rappelons maintenant quelques résultats de dualité concernant les
opérateurs non bornés (cf. [11]).

Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur fermé de E
dans F . Si E′ et F ′ désignent respectivement les espaces duaux forts de E
et F , on note tT l’opérateur de F ′ dans E′ transposé de l’opérateur T . C’est
un opérateur fermé. De plus

ImT = (ker tT )◦,

où (ker tT )◦ désigne le polaire de ker tT , c’est à dire l’ensemble des éléments
x ∈ F tels que σ(x) = 0 pour tout σ ∈ ker tT .
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Théorème 2.14.— Supposons que T est un opérateur fermé à domaine
dense de l’espace de Banach E dans l’espace de Banach F , alors les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) ImT est fermée.

(ii) Im tT est fermée.

(iii) ImT = (ker tT )◦.

(iv) Im tT = (kerT )◦.

Dans le cas de complexes duaux cela se traduit par

Théorème 2.15. — Soit
(
(E•, d); (E′•, d

′)
)

une paire de complexes
d’espaces de Banach réflexifs duaux. Si les opérateurs définissant les com-
plexes sont fermés à domaine dense, alors, pour tout q ∈ Z, Hq+1(E•) est
séparé si et seulement si Hq(E

′
•) est séparé.

On obtient également comme dans [19]

Proposition 2.16.— Soient (E•, d) et (E′•, d
′) deux complexes d’espaces

de Banach duaux. Supposons que Hq+1(E
′
•) = 0, alors soit Hq+1(E•) = 0,

soit Hq+1(E•) n’est pas séparé.

Démonstration. — Remarquons que

Im dq = {g ∈ Eq+1 | < g, f >= 0,∀f ∈ ker d′q} ⊂ ker dq+1.

Cette inclusion devient une égalité lorsque Hq+1(E
′
•) = 0. On en déduit que,

sous cette condition, si l’image de dq est fermée alors Hq+1(E•) = 0.

Nous pouvons maintenant étendre au cas de la cohomologie Lp, p > 1,
le Théorème 3.2 de [19]

Théorème 2.17.— Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, D un domaine relativement compact de X et E un
fibré holomorphe sur X. On suppose que, pour 0 � r � n, Hn−r,1

c (X,E) = 0
et que X \D est connexe, alors

(i) Si D est à bord rectifiable, soit Hr,n−1
Lp,s (D,E) = 0, soit Hr,n−1

Lp,s (D,E)
n’est pas séparé.

(ii) Si D est à bord Lipschitz, soit Hr,n−1
Lp (D,E) = 0, soit Hr,n−1

Lp (D,E)
n’est pas séparé.
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Démonstration. — Le point (i) est une conséquence immédiate des Propo-
sitions 1.7 et 2.16.

Le point (ii) résulte du fait que si le bord de D est Lipschitz, alors les
groupes de cohomologie Hr,n−1

Lp,s (D,E) et Hr,n−1
Lp (D,E) cöıncident.

En associant le Théorème 2.15 et la Proposition 2.16 on obtient

Corollaire 2.18.— Soient (E•, d) et (E′•, d
′) deux complexes d’espaces

de Banach réflexifs duaux dont les opérateurs ont un domaine dense. Sup-
posons que Hq(E

′
•) est séparé et que Hq+1(E

′
•) = 0, alors Hq+1(E•) = 0.

Nous allons utiliser le Corollaire 2.18 pour étudier le problème de Cauchy
faible de résolution à support exact suivant : Soit X une variété analytique
complexe de dimension complexe n � 2, E un fibré vectoriel holomorphe
sur X et D un domaine relativement compact dans X. Etant donnée une
(r, q)-forme f à coefficients dans Lp(X,E), avec 0 � r � n et 1 � q � n,
telle que

supp f ⊂ D et ∂f = 0 au sens des distributions dans X,

existe-t-il une (r, q − 1)-forme g à coefficients dans Lp(X) telle que

supp g ⊂ D et ∂g = f au sens des distributions dans X ?

Observons que lorsque q = n, la condition ∂f = 0 dans l’énoncé du
problème de Cauchy est vide et qu’une condition nécessaire pour avoir une
solution est que f satisfasse

∫

D

f ∧ ϕ = 0, pour toute ϕ ∈ Lp
′

n−r,0(D,E
∗) ∩Dom(∂s) ∩ ker ∂,

puisque Im ∂ c̃ ⊂ (ker t∂s)
◦ et qu’elle est suffisante si Im ∂ c̃ est fermé puisque

Im ∂ c̃ = (ker t∂s)
◦. On déduit donc du Théorème 2.15

Théorème 2.19.— Soit X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n � 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D un do-
maine relativement compact dans X. On suppose que D est à bord Lips-
chitz et que Hn−r,1

Lp′
(D,E∗) est séparé alors le problème de Cauchy faible de

résolution à support exact à une solution en degré n si et seulement si la
forme f vérifie

∫

D

f ∧ ϕ = 0, pour toute ϕ ∈ Lp
′

n−r,0(D,E
∗) ∩ ker ∂.
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Une réponse affirmative au problème de Cauchy ci-dessus en degré q
pour 1 � q � n − 1 équivaut à l’annulation du groupe de cohomolo-
gie Hr,q

c̃,Lp(D,E). Si de plus le bord de D est Lipschitz, c’est équivalent

à Hr,q
c,Lp(D,E) = 0. Observons que dans ce cas, il résulte du théorème de

l’application ouverte qu’il existe une constante C > 0, indépendante de f ,
et une solution g qui vérifie ‖g‖p � C ‖f‖p.

En appliquant le Corollaire 2.18 au complexe (E•, d) avec, pour r fixé
tel que 0 � r � n, Eq = Lp

′
r,q(D,E) si 0 � q � n et Eq = {0} si q < 0 ou

q > n, et d = ∂ c̃, on obtient :

Théorème 2.20.— Soit X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n � 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X, D un domaine
relativement compact dans X et q un entier compris entre 1 et n − 1. On
suppose que D est à bord Lipschitz et que Hn−r,n−q+1

Lp′
(D,E∗) est séparé et

Hn−r,n−q
Lp′

(D,E∗) = 0, alors

Hr,q
c,Lp(D,E) = Hr,q

c̃,Lp(D,E) = 0.

Il reste maintenant à donner des conditions géométriques sur D permet-
tant d’assurer que Hn−r,n−q+1

Lp′
(D,E∗) est séparé et que Hn−r,n−q

Lp′
(D,E∗) =

0 et donc que le problème de Cauchy faible de résolution à support exact à
une solution en degré q.

Lorsque X = Cn, N. Ovrelid [24] a prouvé que, pour 1 � q � n,
Hr,q

Lp′
(D) = 0 lorsque D est un domaine strictement pseudoconvexe borné à

bord de classe C∞, ce résultat a été étendu au cas où D est un polydisque
par P. Charpentier [8] et aux intersections transverses finies de domaines
strictement pseudoconvexes bornés par C. Menini [23].

Corollaire 2.21.— Si D est un polydisque ou une intersection trans-
verse finie de domaines strictement pseudoconvexes bornés de Cn et r un
entier tel que 0 � r � n, alors, pour tout q tel que 1 � q � n − 1 et toute
(r, q)-forme f à coefficients dans Lp(X) telle que

suppf ⊂ D et ∂f = 0 au sens des distributions dans X,

il existe une (r, q − 1)-forme g à coefficients dans Lp(Cn) telle que

suppg ⊂ D et ∂g = f au sens des distributions dans X.

Plus précisément il existe une constante C > 0, indépendante de f , et une
forme g à support dans D, qui vérifie ∂g = f et ‖g‖p � C ‖f‖p.
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Plus généralement L. Ma et S. Vassiliadou [22] ont prouvé queH0,q

Lp′
(D) =

0 pour q � s, lorsque D est une bonne intersection transverse finie de do-
maines strictement s-convexes de Cn, 1 � s � n− 1, où s = 1 correspond à
strictement pseudoconvexe. Pour un tel domaine D, le problème de Cauchy
faible de résolution à support exact aura donc une solution en degré q si
1 � q � n − s. Le résultat de S. Khidr [17] peut aussi être utilisé dans le
cadre des variétés kählérienne pour des formes à valeurs dans un fibré en
droite satisfaisant des conditions de positivité.

Observons que dans le cas où X est une variété analytique complexe et
q = 1, les conditions cohomologiques sur D peuvent être remplacées par une
condition cohomologique sur X accompagnée d’une condition topologique
sur D. A la fin de la section 1, nous avons prouvé

Proposition 2.22.— Soient X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n, D un domaine relativement compact de X et E un fibré
holomorphe sur X. On suppose que, pour 0 � r � n, Hn−r,1

c (X,E) = 0 (ce
qui est satisfait par exemple si X est (n− 1)-complète au sens d’Andreotti-
Grauert et en particulier par les variétés de Stein de dimension n � 2) et
que X \ D est connexe, alors pour toute (n − r, 1)-forme f à coefficients
dans Lp(X) à support dans D, il existe une (n− r, 0)-forme g à coefficients
dans Lp(X) et à support dans D telle que ∂g = f .

Il résulte du Corollaire 2.11 que lorsque X est une variété analytique
complexe et D ⊂⊂ X un domaine complètement strictement s-convexe de
X l’équation de Cauchy-Riemann peut-être résolue avec des estimations Lp

′

sur D en degré q � s. C’est le cas en particulier lorsque X est une variété de
Stein et D un domaine strictement pseudoconvexe à bord lisse relativement
compact dans X.

Corollaire 2.23.— Si X est une variété analytique complexe de di-
mension complexe n � 2, D un domaine complètement strictement s-convexe
à bord lisse relativement compact dans X et r un entier tel que 0 � r � n,
alors, pour tout q tel que 1 � q � n− s et toute (r, q)-forme f à coefficients
dans Lp(X) telle que

suppf ⊂ D et ∂f = 0 au sens des distributions dans X,

il existe une (r, q − 1)-forme g à coefficients dans Lp(X) telle que

suppg ⊂ D et ∂g = f au sens des distributions dans X.
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Il résulte du Théorème 2.19 que les Corollaires 2.21 et 2.23 restent
valables pour q = n si f satisfait la condition d’orthogonalité

∫

D

f ∧ ϕ = 0, pour toute ϕ ∈ Lp
′

n−r,0(X) ∩ ker ∂.

Si le domaine D est complètement strictement s-convexe, c’est un ouvert
s-complet et lorsque le support de f est contenu dans D, nous avons déjà
prouvé à la fin de la section 1 qu’alors le support de g est également contenu
dans D. Notre nouveau résultat autorise le support de f à rencontrer le bord
de D, nous obtenons donc un contrôle beaucoup plus précis du support de
la solution g en fonction du support de la donnée f .

Nous allons appliquer les résultats que nous venons d’obtenir à l’extension
des formes différentielles ∂-fermées.

Théorème 2.24.— Soit X une variété analytique complexe de dimen-
sion complexe n � 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X, D un domaine
relativement compact dans X et q un entier compris entre 0 et n − 1. On
suppose que D est à bord Lipschitz et que, pour tout entier r, 0 � r � n,
Hn−r,n−q
Lp′

(D,E∗) est séparé et Hn−r,n−q−1

Lp′
(D,E∗) = 0 si de plus q � n−2,

alors

(i) Si f ∈ W 1,p
r,q (X \D,E), 0 � q � n − 2, vérifie ∂f = 0 sur X \D, il

existe F ∈ Lpr,q(X,E) telle que F|X\D = f et ∂F = 0 sur X;

(ii) Le résultat de (i) reste vrai pour q = n− 1 si f satisfait
∫

∂D

f ∧ ϕ = 0, pour toute ϕ ∈ Lp
′

n−r,0(X,E
∗) ∩ ker ∂. (2.1)

Démonstration. — Puisque D est à bord Lipschitz, il existe un opérateur
d’extension continu Ext : W 1,p

r,q (X \ D,E) → W 1,p
r,q (X,E). Posons f̃ =

Ext(f), alors f̃|X\D = f et ∂f̃ ∈ Lpr,q+1(X,E), de plus le support de ∂f̃

est contenu dans D. Si 1 � q � n − 2, en appliquant le Théorème 2.20,
on obtient l’existence d’une (r, q)-forme g à coefficients dans Lp(X,E) telle

que suppg ⊂ D et ∂g = ∂f̃ au sens des distributions dans X. La forme
différentielle F = f̃ − g satisfait la conclusion du théorème.

Si q = n− 1, on a pour toute ϕ ∈ Lp
′

n−r,0(X,E
∗) ∩ ker ∂

∫

D

∂f̃ ∧ ϕ = lim
ν→+∞

∫

D

∂f̃ν ∧ ϕ = lim
ν→+∞

∫

D

d(f̃ν ∧ ϕ)

= lim
ν→+∞

∫

∂D

f̃ν ∧ ϕ =

∫

∂D

f ∧ ϕ = 0,
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par la formule de Stokes, où la suite (f̃ν)ν∈N est une suite de formes de classe

C∞ sur X qui converge vers f̃ en norme W 1,p, obtenue grâce au lemme de
Friedrich. On peut alors appliquer le Théorème 2.19.

Notons que le Théorème 2.24 n’est pas optimal sous cette forme, lorsque
q = 0, ce qui correspond au phénomène d’extension de Hartogs. En fait, il
suffit par exemple de supposer que X est (n − 1)-complète, n � 2, et que
X \D est connexe par la Proposition 2.22.

Le corollaire suivant sur la résolution de l’opérateur de Cauchy-Riemann
dans un anneau se déduit aisément du Théorème 2.24 en prolongeant la
donnée f en une forme ∂-fermée sur D1 puis en résolvant l’équation de
Cauchy-Riemann sur D1 grâce aux hypothèses :

Corollaire 2.25. — Soit X une variété analytique complexe de di-
mension complexe n � 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X, D ⊂⊂ D1

deux domaines relativement compacts dans X et q un entier compris entre
1 et n − 1. On suppose que D est à bord Lipschitz et que, si 0 � r � n,
Hr,q
Lp (D1, E) = 0, Hn−r,n−q

Lp′
(D,E∗) est séparé.

Si Hn−r,n−q−1

Lp′
(D,E∗) = 0 et si f ∈ W 1,p

r,q (D1 \ D,E), 1 � q � n − 2,

vérifie ∂f = 0 sur D1 \D, il existe une (r, q−1)-forme g à coefficients dans
Lp(D1 \D) telle que ∂g = f .

Si q = n− 1, le résultat reste vrai sous réserve que f satisfasse (2.1).

Si de plus le bord de D1 est de classe C∞ et satisfait la condition Z(q), il
existe une (r, q−1)-forme g à coefficients dans W 1,p(D1\D,E)∩W 1/2,p(D1\
D,E) telle que ∂g = f .

Donnons des exemples de domaines D et D1 qui satisfont les hypothèses
du Théorème 2.24 et du Corollaire 2.25.

Si X = Cn, D et D1 peuvent être chacun des domaines strictement
pseudoconvexes bornés à bord C∞ ou des intersections transverses finies
de tels domaines ou encore des polydisques. Pour un entier q donné, D et
D1 peuvent également être respectivement des domaines s-convexes et s∗-
convexes ou des intersections finies transverses de tels domaines au sens de
Ma et Vassiliadou avec s � n− q − 1 et s∗ � q.

Si X est une variété analytique complexe de dimension complexe n �
2 et q � 1, les domaines D et D1 peuvent être respectivement des do-
maines complètement strictement s-convexes et complètement strictement
s∗-convexes à bord C∞ avec s � n− q − 1 et s∗ � q. Ces conditions seront
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Théorie Lp et dualité de Serre

en particulier vérifiées si X est une variété de Stein et D ⊂⊂ D1 ⊂⊂ X
deux domaines strictement pseudoconvexes à bord C∞.

Les deux résultats précédents ont été prouvés par D. Chakrabarty et
M.-C. Shaw dans le paragraphe 4 de [7] lorsque p = 2 en utilisant des poids
singuliers.

Terminons cette section par une extension au cadre Lp de la Proposition
4.7 et du Corollaire 4.8 démontrés dans [19] pour p = 2.

Proposition 2.26.— Soit X une variété de Stein de dimension com-
plexe n � 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D un domaine rela-
tivement compact dans X à bord Lipschitz tel que X \D soit connexe. Alors,
pour tout r tel que 0 � r � n, Hr,n

c,Lp(X \ D,E) est séparé si et seulement

si Hr,n−1
W 1,p (D,E) = 0, où Hr,n−1

W 1,p (D,E) désigne le groupe de cohomologie
(r, n− 1) de E à coefficients W 1,p.

Démonstration. — Soit f ∈W 1,p
r,n−1(D,E) une forme ∂-fermée sur D, notons

f̃ une extension W 1,p à support compact de f à X. Une telle extension existe
puisque le bord de D est Lipschitz (cf. par exemple le Théorème 1.4.3.1 de

[12]). La (r, n)-forme ∂f̃ est à coefficients Lp et à support compact dans
X \D. De plus elle satisfait

∫

X\D
θ ∧ ∂f̃ = 0

pour toute (n, 0)-forme holomorphe sur X \ D. En effet puisque X \ D
est connexe et X est une variété de Stein de dimension complexe n �
2, le phénomène de Hartogs implique que θ s’étend en une (n, 0)-forme θ̃
holomorphe sur X et

∫

X\D
θ ∧ ∂f̃ =

∫

X

θ̃ ∧ ∂f̃ = (−1)n+1

∫

X

∂θ̃ ∧ f̃ = 0.

La propriété de séparation du groupe Hr,n
c,Lp(X \D,E) = Hr,n

c̃,Lp(X \D,E)

implique alors qu’il existe une forme g ∈ Lpr,n−1(X,E) à support compact

dans X \ D telle que ∂f̃ = ∂g. Fixons une telle forme g alors la forme

f̃ − g est une (r, n − 1)-forme ∂-fermée sur X dont la restriction à D est
égale à f . Puisque X est une variété de Stein, il résulte de la section 1
que H0,n−1

Lploc
(X,E) = 0. Il existe donc une forme h ∈ (Lploc)

0,n−2(X,E)

telle que f̃ − g = ∂h sur X. Par la régularité intérieure de l’opérateur ∂
(cf. Proposition 1.4), on peut choisir h telle que h ∈ (W 1,p)0,n−2(D,E) et
puisque g est à support compact dans X \ D, on a f = ∂h sur D et donc
Hr,n−1
W 1,p (D,E) = 0.
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Réciproquement soit f ∈ Lpr,n(X,E) une forme ∂-fermée à support com-

pact dans X \D, orthogonale aux (n − r, 0)-formes Lp
′

à valeurs dans E∗

et holomorphes dans X \ D et en particulier aux (n − r, 0)-formes Lp
′

à
valeurs dans E∗ et holomorphes dans X. Puisque X est une variété de
Stein, il résulte de la dualité de Serre que Hr,n

c,Lp(X,E) est séparé et par

conséquent il existe une (0, n − 1)-forme g ∈ Lpr,n−1(X,E) à support com-

pact dans X telle que f = ∂g. De nouveau la régularité intérieure de
l’opérateur ∂ implique que l’on peut choisir g dans W 1,p

r,n−1(X,E). Comme

le support de f est contenu dans X \D, la forme g est ∂-fermée dans D et
puisque Hr,n−1

W 1,p (D,E) = 0, on a g = ∂h pour une (r, n − 2)-forme h dans

W 1,p
r,n−2(D,E). Soit h̃ une extension W 1,p de h à support compact dans X,

alors g−∂h̃ est dans Lpr,n−1(X,E), à support compact dans X, s’annule sur

D et vérifie ∂(g−∂h̃) = f , ce qui prouve que Hr,n
c,Lp(X \D,E) est séparé.

En utilisant la dualité entre les complexes
(
(Lpr,•(D,E), ∂) et

(Lp
′

n−r,•(D,E
∗), ∂c)

)
, on obtient

Corollaire 2.27.— Soit X une variété de Stein de dimension complexe
n � 2, E un fibré vectoriel holomorphe sur X et D un domaine relativement
compact dans X à bord Lipschitz tel que X \ D soit connexe. Alors, pour
tout r tel que 0 � r � n, soit Hr,n−1

W 1,p (D,E) = 0, soit Hn−r,1
Lp′

(X \ D,E∗)
n’est pas séparé.
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[8] Charpentier (P.). — Formules explicites pour les solutions minimales de
l’équation ∂u = f dans la boule et dans le polydisque de Cn, Ann. Inst. Fourier
30, p. 121-154 (1980).

[9] Chen (S.-C.) and Shaw (M.-C.). — Partial differential equations in several com-
plex variables, Studies in Advanced Math., vol. 19, AMS-International Press,
(2001).

[10] Folland (G. B.) and Kohn (J. J.). — The Neumann problem for the Cauchy-
Riemann complex, Ann. Math. Studies, vol. 75, Princeton University Press,
Princeton, N.J., (1972).

[11] Goldberg (S.). — Unbounded linear operators, theory and applications,
McGraw-Hill, New York, St. Louis, San Francisco, (1966).

[12] Grisvard (P.). — Elliptic problems in non smooth domains, Pitman, Boston,
(1985).

[13] Henkin (G. M.) and Leiterer (J.). — Theory of functions on complex manifolds,
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