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Fibre singulière d’un pinceau réel
en courbes de genre 2

Mouadh Akriche(1), Samir Moulahi(2)

RÉSUMÉ. — Soit π : X −→ D un pinceau réel en courbes de genre 2.

L’objectif de cet article est de donner une classification partielle des fibres
singulières possibles ; nous donnons les types de configurations réels des

fibres singulières et nous déterminons la topologie des fibres voisines.

ABSTRACT. — Let π : X −→ D be a real pencil of curves of genus two.

The goal of this paper is to give a partial classification of possible singular

fibers ; we give the real types of configurations of singular fibers and we
determine the topology of neighbors fibers.

Introduction

L’objectif de cet article est d’apporter une contribution à la classifica-
tion des surfaces algébriques réelles et plus particulièrement aux surfaces
admettant une fibration en courbes de genre donné. Un pinceau en courbes
de genre g est la donnée d’une application holomorphe surjective et propre
π : X −→ D d’une surface complexe non singulière vers un disque D ⊂ C
dont la fibre générale est une courbe non singulière de genre g. Un tel pin-
ceau est réel si X est munie d’une involution anti-holomorphe σ telle que
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Article proposé par Marc Spivakovsky.

– 427 –



Mouadh Akriche, Samir Moulahi

∀P ∈ X,π ◦ σ(P ) = π(P ). Dans toute la suite, on supposera que la seule
fibre singulière de π est la fibre X0 au-dessus de 0.

Cette définition se généralise aisément au-dessus d’une courbe B non
singulière : π : X −→ B. On dira dans ce cas que π est une fibration en
courbes de genre g. Étant donnée une telle fibration réelle, l’espace total
X est une variété différentielle de dimension 4 et si la partie réelle X(R)
(c’est-à-dire l’ensemble des points fixes de l’involution σ) est non vide, c’est
une variété différentielle de dimension 2 [23, I.1.14]. L’étude de la topologie
de ces deux variétés est une question naturelle qui fait l’objet de recherches
actives. La question principale traitée dans cet article est la classification
des fibres singulières et la détermination de la topologie des fibres voisines
pour les pinceaux en courbes de genre 2 (Théorème 2.7 et Théorème 3.1).

Lorsque g = 0 (resp. g = 1), X est une surface réglée (resp. une surface
elliptique). En 1963, Kodaira a classifié les fibres singulières possibles d’une
fibration elliptique complexe [13]. Pour le cas du genre 2 en complexe de
nombreux auteurs se sont intéressés au sujet. Nous citons les travaux que
nous connaissons. Rappelons que l’une des approches proposées est de voir
une fibration de genre 2 comme un revêtement double d’une surface réglée
ramifié le long d’une courbe sextigonale B. Un des travaux les plus anciens
adoptant ce point de vue est celui de Bolza [5], en 1888. En suivant cette
approche, Horikawa [10] a classifié les singularités possibles de la courbe
sextigonale de branchement B et a déterminé les diagrammes de Dynkin
possibles des fibres singulières selon le type des singularités de la courbe
B (voir aussi [28]). De leur côté, Ogg [20] et Itaka [11] ont proposé une
classification numérique des fibres singulières des pinceaux en courbes de
genre 2. Puis en 1973, Namikawa et Ueno ont défini un triplet d’invariants
géométriques (M, z, n) ∈ Sp(4,Z) × S∗2 × N, (détaillé au paragraphe 1),
qui détermine d’une manière unique le type de configuration complexe da
la fibre singulière X0. De plus, ils ont donné la liste complète des fibres
singulières incluant certains types manquant dans la liste de Ogg.

En 1976, Vieweg [26] a donné une version algébrique sur un corps algébri-
quement clos d’une partie des travaux de Namikawa et Ueno [19]. En se
basant sur les travaux de Vieweg, Qing Liu [14, 16] a achevé la classification
sur un corps algébriquement clos quelconque et a retrouvé la liste complète
de Namikawa et Ueno. Dans une autre direction, Xio Gang et Persson ont
étudié la question géographique pour de telles surfaces fibrées ; c’est-à-dire
l’existence d’une surface fibrée ayant des invariants numériques donnés, voir
[28] et [21].
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La classification locale des surfaces elliptiques réelles a été réalisée en
1984 par Robert Silhol [22]. Pour des avancées plus récentes à propos de la
classification réelle globale, voir [2], [3], [4] et [7]. C’est dans la direction des
travaux de Silhol que s’inscrit le présent article pour le cas du genre 2.

Soit π′ : X ′ −→ D un pinceau réel en courbes de genre g, X0 =

k∑

i=1

niDi

et X ′0 =

k′∑

i=1

miD′i les diviseurs associés respectivement aux deux fibres

singulières de π et π′ aux dessus de 0.

On dit que X0 et X ′0 ont même configuration complexe si k = k′ et s’il
existe une permutation τ de {1, . . . , k} telle que :

(1) M ′ = tNMN et ni = mτ(i).

où M = (Di,Dj)1≤i,j≤k et M ′ = (D′i,D′j)1≤i,j≤k sont les matrices

d’intersections des diviseurs X0 et X ′0 et N = (δiτ(j))1≤i,j≤k.

(2) Pour tout i ∈ {1, ..., k}, Di et D′τ(i) ont le même genre arithmétique
et le même nombre des points singuliers.

(3) Pour tout i, j ∈ {1, . . . , k}, le nombre des points d’intersection de Di
et Dj et le même que pour D′τ(i) et D′τ(j).

Nous utilisons la terminologie � configuration complexe � plutôt que � clas-
sification numérique �, qui est en réalité la même, pour introduire dans le
cas réel la terminologie � type de configuration réel �.

On se restreint maintenant au cas où g = 2. Lorsque π est réelle et 〈σ〉 =
Gal(C/R). On appelle type de configuration réel de X0 une décomposition

k∑

i=1

niDi =
∑

I

niDi + (1 + σ)
∑

J

niDi.

tel que σ(Di) = Di ∀ i ∈ I, σ(Di) 6= Di ∀ i ∈ J et k = #I + 2#J .

On suppose que π et π′ sont réelles pour σ et σ′.

On dit que X0 et X ′0 ont le même type de configuration réelle s’ils ont la
même configuration complexe et s’il existe une permutation τ de {1, ..., k}
vérifiant 1., 2. et 3. telle que :

k∑

i=1

miD′i =
∑

I

mτ(i)D′τ(i) + (1 + σ′)
∑

J

mτ(i)D′τ(i).

On dit que X0 et X ′0 sont de même type complexe s’ils correspondent au
même triplet d’invariants (M, z, n) ∈ Sp(4,Z)×S∗2 ×N.
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Remarquons que si les diviseurs X0 et X ′0 sont de même type complexe
alors ils ont la même configuration complexe. Mais la réciproque est fausse,
par exemple les deux types [2I0-m] et [II∗n−0] (notation Namikawa et Ueno)
possèdent la même configuration complexe mais ils correspondent à deux
triplets d’invariants distincts.

On dit que X0 et X ′0 sont de même type réel si de plus, pour tout i ∈
{1, ..., k}, Di(R) et D′τ(i)(R) sont homéomorphes.

Nous distinguons ici entre � type de configuration réel � et � type réel �

contrairement au cas du genre 1 où les deux terminologies cöıncident (équi-
vaut à � structure géométrique de X0 � selon la terminologie de Silhol
[22]). Dans le cas de genre 1, les composantes irréductibles d’une fibre
singulière sont seulement des courbes rationnelles contrairement au cas de
genre 2 où une fibre peut avoir des courbes elliptiques comme composantes
irréductibles. Par suite, deux fibres qui ont le même type de configuration
réel peuvent avoir deux types réels différents.

Soit π : X −→ D une pinceau réel en courbes de genre 2 et (M, z, n) ∈
Sp(4,Z)×S∗2×N le triplet d’invariant associé à la fibre singulière. Si M est
d’ordre fini alors la fibre singulière X0 est dite de type elliptique. Dans ce cas
le point z correspond, dans l’espace de modules des courbes stables de genre
2, à une courbe projective lisse de genre 2 ou bien à deux courbes elliptiques
lisses s’intersectant transversalement en un point. La fibre singulière du
pinceau stable associé à π est donc : soit une courbe projective lisse de
genre 2, et dans ce cas X0 est dite de type elliptique 1, soit deux courbes
elliptiques lisses s’intersectant transversalement en un point et dans ce cas
X0 est dite de type elliptique 2. Dans le cas où M est d’ordre infini la fibre
singulière X0 est dite de type parabolique.

Résultats. — Les variétés que nous considérons dans cet article sont
définies sur le corps R et un pinceau π : X −→ D est toujours supposé réel.
Nous décomposons l’article en deux parties :

Dans la première partie, nous donnons une classification complète des
pinceaux réels (lisses ou singuliers) en courbes stables de genre 2 : nous
donnons une liste complète des types réels ainsi que des exemples pour
chacun des cas et nous déterminons la topologie des fibres voisines de la
fibre singulière, Théorème 2.7.
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Dans la deuxième partie, nous donnons une liste des différents types de
configurations réels pour les fibres singulières de types elliptiques (1) et (2).
Le cas parabolique est laissé pour un travail ultérieur ; la liste des fibres
singulières est déjà volumineuse pour les cas elliptiques 1 et 2, de plus les
techniques utilisées ne sont pas les mêmes dans le cas parabolique.

Dans un second article en préparation [1] nous déterminerons des inva-
riants réels pour les pinceaux en courbes de genre 2. Un des intérêts du
résultat principal de [1] est de nous permettre de déduire la topologie des
fibres voisines de la fibre singulière d’un pinceau en courbes de genre 2 à
partir de celle du pinceau stable associé.

Remerciements. — Nous remercions F. Mangolte pour ses nombreuses
suggestions et pour ses encouragements. Nous remercions aussi A. Deg-
tyarev, Y. Namikawa et D. Auroux pour les échanges de mails du-
rant la préparation d’une version préliminaire. Le second auteur remercie
B. Draouil et S. Zarati pour leurs conseils et leurs encouragements et
également le ministère d’enseignement supérieur Tunisien pour le finance-
ment des stages et le LAREMA (Université d’Angers) pour son agréable
accueil.

Le premier auteur remercie S. Zarati pour son soutien et ses encoura-
gements ainsi que la Fédération de recherche mathématiques de Pays de la
Loire FR2962 Nantes, France (Géanpyl) pour son soutien financier. Ce tra-
vail bénéficie également du soutient financier du contrat PHC-Utique (13 G
15-01) � Graphes, géométrie et théorie spectrale �.

1. Invariants géométriques d’un pinceau en courbes de genre 2

Soit π : X −→ D un pinceau en courbes de genre 2. On suppose que π
est minimale ; c’est-à-dire qu’aucune fibre de π ne contient de (−1)-courbe.
Pour tout t ∈ D, Xt désigne la fibre π−1(t).
On note par D′ = D − {0}, π′ : X ′ −→ D′ la restriction de π à D′ et
ΩX′/D′ le faisceau des germes des 1-formes holomorphes relatives sur X ′ le

long de π′.

Lemme 1.1. [25, lem. 1]. — Pour tout t ∈ D′, il existe un voisinage U

de t, deux sections ω1 et ω2 dans H0(π′
−1

(U),ΩX′/D′) et quatre 1-cycles

α1, α2, β1 et β2 dans π′
−1

(U) tels que pour tout t′ ∈ U :

1) Les restrictions (ω1)t′ et (ω2)t′ des ω1 et ω2 à la fibre Xt′ forment une
base de H0(Xt′ ,ΩXt′ ).

2) Les restrictions (α1)t′ , (α2)t′ , (β1)t′ et (β2)t′ de α1, α2, β1 et β2 à la
fibre Xt′ forment une base de H1(Xt′ ,Z).
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On suppose que les nombres d’intersections dans Xt′ sont donnés comme
suit :

3i)
(
(αi)t′ , (βj)t′

)
est égal à 1 si i = j et est égal à 0 sinon.

3ii)
(
(αi)t′ , (αj)t′

)
=
(
(βi)t′ , (βj)t′

)
=0 pour tout i, j.

Considérons l’espace de Siegel S2 =
{
τ ∈M2(C) / tτ = τ et Im τ > 0

}

et le groupe symplectique Sp(4,Z) défini par :
{
N ∈ GL4 tel que

tN

(
0 I2
−I2 0

)
N =

(
0 I2
−I2 0

)}

On rappelle que le groupe Sp(4,Z) opère discontinument sur S2, et cette
action est donnée par :

N(Z) = (AZ +B)(CZ +D)−1 pour (Z,N) ∈ S2 × Sp(4,Z). (∗)

où N =

(
A B
C D

)

On vient alors de définir une application multivaluée T : D′ −→ S2. En
effet, pour tout t ∈ D′ on utilise les objets définis en 1), 2), 3i) et 3ii) pour
définir T au voisinage de t par :

T (t′) =
(∫

(αi)t′
(ωj)t′

)(∫

(βk)t′
(ωl)t′

)−1

pour i, j, k, l ∈ {1, 2}. L’application T est multivaluée à cause du choix des
1-cycles.

Deux applications T1, T2 : D′ −→ S2 holomorphes sont dites équivalentes
s’il existe une matrice M ∈ Sp(4,Z) telle que T1(t)=M(T2(t)) pour tout t
∈ D′ (la matrice M(T2(t)) est celle obtenue par l’action de Sp(4,Z) sur
l’espace de Siegel S2). Une valeur de T désigne une classe d’isomorphisme
complexe de Xt . En fait toutes les branches de T sont équivalentes, on en
choisit une et on la note Tπ.

Définition 1.2.— L’application holomorphe Tπ est appelée application
caractéristique du morphisme π.

Monodromie

On se donne un lacet γ dans D′ entourant l’origine et à point base t ∈ D′.
Alors γ induit un automorphisme de H1(Xt,Z), donc d’après la définition
de Tπ il existe une matrice Mπ dans Sp(4,Z) vérifiant Tπ(γt)= Mπ(Tπ(t)).
La classe de conjugaison de Mπ dans Sp(4,Z) ne dépend que de π et est
appelée monodromie de π (voir [18, §2]).
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Définition 1.3. — Soit X0 = π−1(0). On dit que X0 est de type ellip-
tique si la monodromie Mπ est d’ordre fini. Dans le cas infini est dit de type
parabolique.

On note par S∗2 l’espace quotient S2/Sp(4,Z) et p : S2 −→ S∗2 la sur-
jection canonique.

Le quotient S∗2 est un espace analytique complexe de dimension 3 et
correspond à l’espace complexe des modules des variétés abéliennes princi-
palement polarisées [18, Th. 1.1].

Une surface abélienne principalement polarisée complexe est, soit un pro-
duit de deux courbes elliptiques, soit la jacobienne d’une courbe projective
lisse de genre 2 ([18, §I]. On note alors :

1) M∗ l’ensemble des points de S∗2 correspondant aux jacobiennes de
courbes de genre 2 et M = p−1(M∗).

2) N ∗ le complémentaire de M∗ dans S∗2 et N = p−1(N ∗). Un point de
N ∗ correspond donc au produit de deux courbes elliptiques E1 et E2.

Module de la fibre singulière d’un pinceau en courbes de genre 2

Soit S∗2 le compactifié de S∗2 =M∗ ∪N ∗. Alors S∗2 n’est autre que l’es-
pace des modules des courbes stable de genre 2. C’est une variété algébrique
projective de dimension 3 [27, Th. 6.8].

L’ensemble des points de S∗2 \S∗2 est stratifié comme suit :

— L’espace B∗a, dont les points correspondent aux classes des isomor-
phismes des courbes de type 3a (Notation des types complexes du
deuxième paragraphe).

— L’espace B∗b correspond aux classes des isomorphismes des courbes de
type 3b.

— L’espace C∗a correspond aux classes des isomorphismes des courbes de
type 4a.

— L’espace C∗b correspond aux classes des isomorphismes des courbes de
type 4b.

— L’espace D∗ correspond aux classes des isomorphismes des courbes
de type 5.

Proposition 1.4. [19]. — Les sous espaces N ∗ = N ∗ ∪ B∗b ∪ C∗b et Y =
D∗ ∪ B∗ ∪ C∗ sont deux diviseurs irréductbles de S∗2.
Où B∗ = B∗a ∪ B∗b et C∗ = C∗a ∪ C∗b .
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Soit Tπ : D′ −→ S∗2 la composée de Tπ avec l’application naturelle S2 −→
S∗2. L’application Tπ se prolonge en une fonction holomorphe sur D qu’on

note aussi Tπ [12].

Définition 1.5. — Le point zπ = Tπ(0) ∈ S∗2 est appelé module de la
fibre singulière de π.

Définition 1.6.— Soient π : X −→ D un pinceau en courbes de genre
2 et zπ le module de la fibre singulière de π. alors :

— X0 est dit de type elliptique 1 si zπ ∈M∗.
— X0 est dit de type elliptique 2 si zπ ∈ N ∗.
— X0 est dit de type parabolique 3 si zπ ∈ B∗.
— X0 est dit de type parabolique 4 si zπ ∈ C∗.
— X0 est dit de type parabolique 5 si zπ ∈ D∗.

Degré d’un pinceau en courbes de genre 2

D’après [18, Rem. 3.3] S∗2 est une partie de l’espace S∗2 et zπ ∈ S∗2 si et
seulement si Mπ est d’ordre fini.

On suppose dans ce sous-paragraphe que la monodromie Mπ est d’ordre

n fini. Soit E = {s ∈ C; |s| < ε
1
n } et Soit δn : E −→ D envoyant s sur sn.

L’application holomorphe S′π = Tπ ◦δn définie sur E′ = E−{0} se prolonge
en une application holomorphe unique Sπ sur E ([18, §3]). Soit p : S2 −→ S∗2
la surjection canonique. On définit le degré de π de la manière suivante :

Il vaut 0 si zπ ∈ M∗. Si zπ ∈ N ∗ on considère un représentant τ de zπ
et on pose pour tout s ∈ E :

Sπ(s) =

(
S1(s) S3(s)
S3(s) S2(s)

)
tel que Sπ(0) =

(
τ1 0
0 τ2

)
= τ

dans ce cas on définit degπ comme étant l’ordre de multiplicité de 0 comme
racine de S3(s).

Remarque 1.7. — On peut généraliser la définition de degré de π même
pour le cas où la monodromie Mπ n’est pas d’ordre fini.

Soient π : X −→ D un pinceau en courbes de genre 2 et zπ le module de
la fibre singulière X0 de π au dessus de 0.

Alors zπ est dans l’un des diviseurs de CartierN ∗ et Y . Donc au voisinage
de zπ ce diviseur est défini par une équation f = 0.
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Soit maintenant Tπ
∗f : V −→ C le tiré en arrière (pull back) de f par

Tπ sur un voisinage V de centre du disque.

On définit alors le degré de π comme étant l’ordre de multiplicité de zéro
comme racine de Tπ

∗f .

Proposition 1.8. [19, Th 3]. — La fibre singulière au dessus de s = 0
est déterminée uniquement par trois invariants :

La monodromie Mπ, le module zπ et deg π.

Remarque 1.9.— Les courbes singulières le plus simples dans la stratifi-
cation de l’espace des modules des courbes de genre 2 réelles sont les courbes
stables. On commence alors par l’étude des pinceaux réels en courbes stables
de genre 2.

2. Classification réelle des fibres singulières : pinceaux en
courbes stables de genre 2

Pinceaux réels en courbes stables de genre 2

Définition 2.1.— On appelle pinceau en courbes stables de genre g ≥ 2
la donnée d’une surface complexe X (éventuellement singulière) et d’un
morphisme π : X −→ E au dessus d’un disque vérifiant :

(1) π est surjective et propre de fibres réduites et connexes.

(2) Les seules singularités de Xs = π−1(s) sont des points doubles ordi-
naires.

(3) Si Γ est une composante irréductible rationnelle lisse de Xs, alors Γ
rencontre le reste de la fibre en au moins deux points.

(4) dimH1(Xs, OXs
) = g, pour toute fibre non singulière Xs.

Une courbe stable est une courbe réduite et connexe qui vérifie 2 et 3.

Pour g = 2, nous suivons les notations de [18]. Les types complexes de
courbes stables sont donnés par la liste suivante :
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Description locale d’une famille réelle de courbes stables de genre 2

Le langage utilisé dans [14] est celui de la géométrie algébrique sur un
corps abstrait et en particulier la topologie est la topologie de Zariski.
Lorsque le corps de base est le corps des nombres réels, nous rappelons
brièvement comment interpréter les résultats de [14] en géométrie analy-
tique complexe avec structure réelle. Soit ρ : Y −→ A une surface algébrique
projective fibrée en courbes de genre 2 définie sur R. Soient B = A×R C,
ρ

C
:= ρ × idC : Y ×R C −→ B et P un point spécial lisse de A(R). On

note par R l’anneau local de B au point P (c’est un anneau de valuation
discrète). Le corps des fractions K de R n’est que le corps des fonctions de
la courbe B.

Comme P est un point lisse alors il existe une fonction régulière t, définie
sur un voisinage affine U , qui s’annule en P telle que toute fonction ration-
nelle v, qui s’annule en p, s’écrit v = tnw où w(P ) 6= 0, i.e. la fonction t est
un paramètre local de B au point P .

D’après le théorème d’inversion locale analytique, il existe un voisinage
U de P pour la topologie analytique sur B, invariant par la structure réelle
sur B(C), sur lequel la restriction de t vue comme fonction sur U est une
coordonnée holomorphe qu’on note aussi t.

Comme P est lisse la fonction t peut être choisie réelle (i.e. ∀P ∈ U ,

t ◦ σ(P ) = t(P ) où σ est la structure réelle induite sur B(C)).

– 436 –



Fibre singulière d’un pinceau réel en courbes de genre 2

On peut choisir U de manière que la restriction de t soit un isomorphisme
de U sur un disque E centré en 0 et on note X = ρ−1C (U) et π = ρ

C |ρ−1
C

(U).

On est donc ramené au cas où π : X −→ E est un pinceau réel en courbes
de genre 2 au dessus d’un disque E et dont X0 = π−1(0) est la seule fibre
singulière.

En suivant la démarche de la preuve de [14, Théorème 1, partie A] on
obtient les résultats suivants sur les pinceaux stables avec une seule fibre
singulière :

Soit π : X −→ E un pinceau réel en courbes de genre 2 dont la seule fibre
singulière X0 est stable.

Proposition 2.2.— Si X0 est de type complexe 1, 3a, 4a ou 5, alors il
existe un voisinage saturé de X0 dans X qui est analytiquement isomorphe
à la surface affine définie dans C2 × E par l’équation :

y2 = a5(t)x5 + ...+ a0(t), (x, y, t) ∈ C2 × E
où les ai sont des fonctions réelles telles que a5(0) 6= 0.

Proposition 2.3.— Si X0 est de type complexe 2, 3b ou 4b alors :

(1) X est un revêtement double d’un fibré en coniques Π: F −→ E, au
dessus d’un disque E, défini dans C2 ×E par l’équation xv = t2m et
ramifié le long d’une courbe sextigonale B plus un point {a} (le point
d’intersection des deux droites D1 = {x = 0} et D2 = {v = 0} de la
fibre au dessus de 0).

(2) les composantes irréductibles de la fibre X0 sont les complétés projec-
tifs respectifs de deux courbes affines définies par :

y2 = x3 + ax2 + x et z2 = v3 + bv2 + v.

Démonstration.— Soit Π: F −→ E un pinceau en coniques, au dessus d’un
disque E, définie par l’équation xv = t2m dans C2 × E.
On désigne par B une courbe plongée dans F définie par l’équation affine :

x4 + a(t)x3 + x2 + b(t)t2mx+ t4m = 0

Vue qu’elle est plongée dans F , la courbe B peut aussi être définie par
l’équation affine x2 + a(t)x+ 1 + b(t)v + v2 = 0.

Soient Γ1 et Γ2 deux sections de F −→ E contenues dans le lieu non
singulier de F −→ E telles que B∩(Γ1∪Γ2) = ∅, Γ1∩D1 = {v1}, Γ2∩D2 =
{x1} et Γ1 ∩ D2 = Γ2 ∩ D1 = {∅}, où D1 = {x = 0} et D2 = {v = 0}
désignent les deux composantes de la fibre F0 au dessus de 0.
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Si t = 0, l’intersection de la courbe B avec la fibre F0 est donnée par
l’équation :

x2(x2 + a(0)x+ 1) = 0

On peut aussi la définir par l’équation v2(v2 + b(0)v + 1) = 0. On déduit
alors que B coupe D1 (resp. D2) en deux points v2 et v3 (resp. x2 et x3).

Soit X le revêtement double de F ramifié le long de la courbe B, les deux
sections Γ1et Γ2 et le point {a}.

Le morphisme π : X −→ E est un pinceau en courbes stables de genre
2 dont la fibre X0 possède deux composantes irréductibles qui sont les
complétés projectifs respectifs des deux courbes affines définies par :

y2 = x3 + a(0)x2 + x et z2 = v3 + b(0)v2 + v.

Voir Figure 1

Figure 1

Si v2 6= v3 et x2 6= x3 alors X0 est de type 2.
Si v2 6= v3 et x2 = x3 alors X0 est de type 3b.
Si v2 = v3 et x2 = x3 alors X0 est de type 4b. �

Lemme 2.4. — Les notations sont celles de la preuve précédente. Soit
∆t = a(t)2 − 4, si ∆0 6= 0 (i.e. x1 6= x2) alors les deux branches de B
passant par x1 et x2 sont réelles (resp. conjugués) si ∆0 > 0 (resp. ∆0 < 0).

Proposition 2.5.— Si ∆0 = 0 alors pour t assez proche de 0 les deux
points d’intersection des deux branches de B, passant par x1 = x2, avec la
fibre Ft sont réels (resp. conjugués) si ∆t > 0 (resp.∆t < 0).
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Démonstration.— On considère le pinceau

Bu : x2 + a(t, u)x+ 1 + b(t)v + v2 = 0

tel que Bu soit une perturbation de la courbe B : x2+a(t)x+1+b(t)v+v2 = 0
sur ]− ε, 0[, a(t, 0) = a(t) pour t < 0 et ∆0,u = a(0, u)2 − 4 6= 0.

Alors, pour u fixé, les deux branches de la courbe Bu coupent D2 en deux
points distincts. Donc d’après le lemme précédent, la topologie des ces deux
branches suit le signe de discriminant de l’équation

x2 + a(t, u)x+ 1 = 0

Comme Bu est une déformation de B sur ]− ε, 0[, donc pour u fixé Bu et B
ont même topologie sur ]− ε, 0[.

On conclut que les deux branches de la courbe B : x2 +a(t)x+1+b(t)v+
v2 = 0 passant par le point x1 ont même topologie que celles de la courbes
définie par l’équation x2 + a(t)x+ 1 = 0 sur ]− ε, 0[ et donc suivent le signe
du discriminant ∆t. Même raisonnement sur ]0, ε[. �

Définition 2.6. — On appelle châıne de n ovales la réunion non dis-
jointe des n ovales Oi telle que pour tout i ∈ {1, ..., n − 1} Oi et Oi+1

s’intersectent en un seul point et Oi ∩ Oi+1 = ∅ si |i− j| > 1.

Théorème 2.7.— Soient X une surface non singulière et π : X −→ E
un pinceau réel en courbes stables de genre 2. Alors la structure géométrique,
la topologie de la fibre X0 au dessus de 0 et la partie réelle des fibres voisines
de X0 sont données par le tableau suivant :
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Type
com-
plexe
Na-
Ue[18]

Type de configuration réel Xs0(R) Fibres
voisines

1 Γ réelle ∅ ∅
un ovale (1,1)

deux ovales (2,2)

trois ovales (3,3)

2 Γ1 et Γ2 sont complexes
conjuguées

un point
isolé

(1,0)
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Γ1 et Γ2 sont réelles une châıne
de deux
ovales

(2,1)

une châıne
de deux
ovales et un
ovale

(3,2)

3a Γ est réelle un point
isolé

(1,0)

un point
isolé et deux
ovales

(3,2)

un point
isolé et un
ovale

(1,2)
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une châıne
de deux
ovales

(2,1)

une châıne
de deux
ovales et un
ovale

(3,2)

3b Γ1 et Γ2 sont réelles un point
isolé et une
châıne de
deux ovales

(3,1)

ou(2,2)

un point
isolé, un
ovale et une
châıne de
deux ovales

(3,3)
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une châıne
de trois
ovales

(3,1)

ou(2,2)

un ovale et
une châıne
de trois
ovales

(3,3)

4a Γ est réelle ∅ ∅

un ovale (1,1)

deux points
isolés

(2,0)

ou(1,1)
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deux points
isolés et un
ovale

(3,1)

ou(2,2)

une châıne
de deux
ovales et un
point isolé

(3,1)

ou(2,2)

une châıne
de trois
ovales

(3,1)

ou(2,2)

– 444 –



Fibre singulière d’un pinceau réel en courbes de genre 2

4b Γ1 et Γ2 sont réelles une châıne
de quatre
ovales

(3,2)

une châıne
de deux
ovales et
deux points
isolés

(3,2)

ou
un point
isolé et une
châıne de
trois ovales

(3,2)

ou

Γ1 et Γ2 sont complexes
conjuguées

un point
isolé

(1,0)
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5 Γ1 et Γ2 sont complexes
conjuguées

un point
isolé

(1,0)

trois points
isolés

(3,0)

ou(2,1)

Γ1 et Γ2 sont réelles

une châıne
de deux
ovales

(2,1)

Tableau 2.1

On désigne, dans la colonne 4, par un couple de type (p, q) le nombre des
composantes connexes des fibres voisines à droite et à gauche de X0.

Avant de passer à la preuve, nous rappelons le lemme suivant :

Lemme 2.8. [23, Ch. VII, p. 147]. — Soit (C, σ) une courbe réelle et a
un point réel lisse de C. Alors il existe une composante connexe de C(R)
non réduite a un point et contenant le point a.
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Démonstration du théorème 2.7.— On admet sur X et E deux involutions
anti-holomorphes σX et σE respectivement, tel que le morphisme π soit
réel : i.e π ◦ σX = σE ◦ π. commute.

Si s ∈ E est un point réel alors la fibre au dessus de s est réelle. Et
l’involution σX transforme une composante irréductible d’une fibre réelle
en une autre de même type.

Pour chaque type complexe de pinceau stable en genre 2 (Voir liste au
début du paragraphe), nous allons traiter les différents cas possibles pour
le type réel de la fibre singulière (dans la troisième colonne) en se basant
particulièrement sur des raisons topologiques (topologie de Zariski). Puis,
pour la réalisation, nous allons construire des exemples en se basant sur les
proposition 2.2 et 2.3.

Soit Γ une composante irréductible d’une fibre singulière réelle. Si la
condition suivante est vérifiée

{
a est un point réel lisse dans Γ1

Γ1 est réelle
(2.1)

Alors il existe une composante connexe R de Γ(R) contenue dans le lieu
réel de Γ1 et contient le point a.

Commençons tout d’abord par les types complexes numérotés dans la
Proposition 2.2, où chaccune de ces courbes stables est donnée par une
équation hyperelliptique.

Type complexe 1 : La fibre singulière est une courbe projective lisse de
genre 2. On utilise le fait que si C est une courbe réelle lisse de genre g alors
(Théorème de Harnack)

0 ≤ #Π0(C(R)) ≤ g + 1

Type complexe 3a : La fibre singulière est une courbe elliptique Γ avec un
point double a.

La courbe Γ est la seule composante irréductible de la fibre, donc elle est
réelle. Le point a est le seul point singulier donc réel.

Si a est un point isolé dans la partie réelle de Γ alors en appliquant le
théorème de Harnack aux fibres voisines, nous montrons qu’il existe aux
plus deux composantes connexes lisses contenues dans le lieu réel de Γ et
ne contenant pas a. Donc Γ(R) = {a}, Γ(R) = {a} ∪ R1 ou Γ(R) = {a} ∪
R1 ∪R2, où les Ri sont des ovales.
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Si a est un point double avec deux tangentes réelles alors en appliquant
le théorème de Harnack aux fibres voisines, nous montrons qu’il existe au
plus une composante connexe lisse contenue dans le lieu réel de Γ et ne
contenant pas a. Nous avons donc seulement deux types.

Les exemple ci-dessous réalisent les 5 cas possibles pour le type complexe
3a.

Exemples. — 1) Γ(R) = {a} :

y2 = −(x2 + t)(x2 + 1)(x2 + 2)

Si t = 0 on a bien Γ(R) = {a}.

Figure 2

Pour t > 0 (resp. t < 0) , la partie réelle de la fibre au dessus de t est vide
(resp. est une composante lisse) d’où le type (1, 0).

2) Γ(R) = {a} ∪R1 :

y2 = −(x2 + t)(x− 2)(x− 1)(x2 + 2)

Si t = 0 on a bien Γ(R) = {a} ∪R1.

Figure 3

Pour t > 0 (resp. t < 0), la partie réelle de la fibre au dessus de t est une
seule ovale (resp. est la réunion disjointe des deux ovales) d’où le type (2, 1).
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3) Γ(R) = {a} ∪R1 ∪R2 :

y2 = (x2 + t)(x− 1)(x− 2)(x− 3)

Si t = 0 on a bien Γ(R) = {a} ∪R1 ∪R2

Figure 4

Pour t > 0 (resp. t < 0), la partie réelle est la réunion disjointe des deux
ovales (resp. trois ovales d’où le type (3, 2).

4)

y2 = (x2 + t)(x2 + 1)(x+ 1)

Si t = 0 alors la partie réelle de la fibre singulière est une châıne de deux
ovales.
Si t > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de t est une
seule ovale (resp. deux ovales) d’où le type (2, 1).

5)

y2 = (x2 + t)(x− 1)(x− 2)(x+ 1)

Si t = 0 alors la partie réelle de la fibre singulière est la réunion disjointe
d’une ovale et d’une une châıne de deux ovales.
Si t > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de t est la
réunion disjointe de deux ovales (resp. trois ovales) d’où le type (3, 2).

Type complexe 4a : La fibre singulière est une courbe rationnelle Γ avec
deux points doubles a et b.

La courbe Γ est la seule composante irréductible, donc elle est réelle.

Et l’ensemble des points réels

Γ(R) = {x ∈ Γ(R) / x lisse} ∪ {x ∈ Γ(R) / x singulier}
donc :

Si a et b sont conjugués, alors {x ∈ Γ(R) / x singulier} = ∅ et donc il
existe au plus une composante connexe R contenue dans le lieu réel de Γ ,
ainsi Γ(R) = ∅ ou Γ(R) = R.
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Si a et b sont deux points réels isolés, alors il existe au plus une compo-
sante connexe lisse contenue dans le lieu réel de Γ.

Si a est réel isolé et b est un point double avec deux tangentes réelles alors
Γ(R) = R ∪ {a} où R est une composante connexe contenant le point b.

Si a et b sont deux points doubles avec deux tangentes réelles, alors Γ(R)
est formé par une seule composante connexe contenant a et b.

Exemples. — 1)

y2 = −[(x2 + 1)2 − t2](x2 + 2)

La partie réelle de la fibre singulière est vide ainsi que celles de ses fibres
voisines.

2)

y2 = [(x2 + 1)2 − t2](x+ 2)

La partie réelle de la fibre singulière est une seule composante lisse ainsi que
celles de ses fibres voisines d’où le type (1, 1).

3)

y2 = −[(x+ 1)2 − t][(x− 1)2 − t](x2 + 2)

Dans cet exemple la partie réelle de la fibre singulière est constituée par
deux points isolés. Et si t > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre
au dessus de t est la réunion disjointe de deux ovales (resp. est vide) d’où
le type (0, 2).

4)

y2 = −[(x+ 1)2 + t][(x− 1)2 − t](x2 + 2)

Dans cet exemple la partie réelle de la fibre singulière est aussi constituée
par deux points isolés. Mais nous avons le type (1, 1).

5)

y2 = −[(x+ 1)2 − t][(x− 1)2 − t](x+ 2)

La partie réelle de la fibre voisine est la réunion d’une ovale et deux points
isolés et au voisinage nous avons le type (1, 3).

6)

y2 = −[(x+ 1)2 − t][(x− 1)2 − t](x+ 2)

La fibre singulière est de même type que l’exemple précédent, et au voisinage
on a le type (2, 2).

7)

y2 = [x2 + t][(x− 2)2 + t](x− 1)
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La partie réelle de la fibre singulière est la réunion d’une châıne de deux
ovales et un point isolé. Et au voisinage nous avons le type (3, 1).

8)

y2 = [x2 − t][(x− 2)2 + t](x− 1)

La partie réelle de la fibre singulière est la réunion d’une châıne de deux
ovales et d’un point isolé. Et au voisinage nous avons le type (2, 2).

9)

y2 = [(x− 1)2 + t][(x− 2)2 + t](x+ 1)

La partie réelle de la fibre singulière est une châıne de deux ovales et au
voisinage nous avons le type (3, 1).

10)

y2 = [(x− 1)2 − t][(x− 2)2 + t](x+ 1)

La partie réelle de la fibre singulière est une châıne de deux ovales et au
voisinage nous avons un type (2, 2).

Comme ça nous avons réalisé tout les cas possibles pour le type complexe
4a .

Type complexe 5 : Deux courbes rationnelles lisses Γ1 et Γ2 s’intersectent
transversalement en trois points a, b et c.

Si Γ1 et Γ2 sont conjuguées alors la partie réelle est soit les trois points
singuliers a, b et c, soit l’un des points singuliers a, b et c.

Si Γ1 et Γ2 sont réelles, alors on a ou bien a, b et c sont des points réels, et
dans ce cas il existe une composante connexe R1 (resp. R2) contenue dans
le lieu réel de Γ1 (resp. de Γ2) qui contient les points a, b et c, ou bien l’un
des trois points singuliers est réel et les deux autres sont conjugués et dans
ce cas il existe une composante connexe R1 (resp. R2) contenue dans le lieu
réel de Γ1 (resp. de Γ2) qui contient le seul point singulier réel de la fibre,
et dans les deux cas, la partie réelle de la fibre est R1 ∪R2.

Dans le cas où la partie réelle est constituée de deux ovales s’intersectant
en trois points la surface X ne peut pas être lisse. Voir Table 2.4 pour ce
cas.

Exemples. — 1) (Γ1 + Γ2)(R) = {a, b, c} :

y2 = −(x2 + t)((x− 1)2 + t)((x− 2)2 + t)

Si t > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de t est vide
(resp. trois ovales) d’où le type (3, 0).
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2) (Γ1 + Γ2)(R) = {a, b, c} :

y2 = −(x2 + t)((x− 1)2 − t)((x− 2)2 − t)
Si t > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de t est la
réunion disjointe des deux ovales (resp. un ovale) d’où le type (1, 2).

3) (Γ1 + Γ2)(R) = {a, } :

y2 = −(x2 + t)((x2 + 1)2 + t)

Si t > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de t est vide
(resp. un ovale) d’où le type (1, 0).

4) (Γ1 + Γ2)(R) = R1 ∪R2 :

y2 = (x2 − t)((x+ i)2 + t)((x− i)2 + t)

Si t > 0 (resp. t < 0) alors la partie réelle de la fibre au dessus de t est un
ovale (resp. deux ovales) d’où le type (1, 2).

Type complexe 2 : La fibre singulière est la réunion de deux courbes ellip-
tiques lisses Γ1 et Γ2 s’intersectant transversalement en un point a.

La fibre stable est constituée par deux composantes irréductibles Γ1 et Γ2

qui s’intersectent au point réel a (a ∈ σX (Γ1 ∩ Γ2)={a}). Si σX(Γ1) = Γ2

alors a est le seul point réel de la fibre.

Si σX(Γ1) = Γ1 alors Γ2 est aussi réelle et on a d’après (2.1), p. 447, il
existe une composante connexe lisse R1 de Γ1(R) contenue dans le lieu réel
de Γ1 et contenant le point a.

En utilisant l’argument (2.1), p. 447, il existe une composante connexe
lisse R2 de Γ2(R) contenue dans le lieu réel de Γ2 et contenant le point a. S’il
existe un point réel b /∈ R1 ∪ R2 alors b est contenue dans une composante
connexe R3 contenu dans le lieu réel de la fibre, donc la partie réelle de la
fibre est R1∪R2∪R3. Si non R1∪R2 est la partie réelle. Et ce sont les seuls
cas possibles d’après le Théorème de Harnack appliqué au fibre voisine de
la fibre singulière.

Exemples. — Dans la suite les deux composantes irréductibles de la fibres
singulières sont les complétés projectifs des deux courbes affines :

y2 = x3 + a(0)x2 + x et z2 = v3 + b(0)v2 + v.

où a(t) et b(t) sont des fonctions holomorphes.

1) σX(Γ1) = Γ2 et R(Γ1 + Γ2) = {a}.
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y2 = x3 + itx2 + x et z2 = v3 − itv2 + v.

la partie réelle est un points isolé et au voisinage on a le type (1, 0).

2)

y2 = x3 + (1 + t)x2 + x et z2 = v3 + (1− t)v2 + v.

la partie réelle est une châıne de deux ovales et au voisinage on a le type
(2, 1).

3)

y2 = x3 + (1 + t)x2 + x et z2 = v3 + (3 + t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de deux ovales et un ovale, et au
voisinage on a le type (3, 2).

Type complexe 3b : Une courbe elliptique lisse Γ1 et une courbe rationnelle
Γ2 avec un point double a, s’intersectant en un point b transversalement.

Les courbes Γ1 et Γ2 sont réelles, aussi a et b sont deux points réels.

En utilisant l’argument (2.1), p. 447, il existe une composante connexe
R1 (resp. R2) contenue dans le lieu réel de Γ1 (resp. Γ2) et contenant le
point b. Si a est un point isolé, alors R2 est la seule composante connexe de
Γ2(R) autre que a. Sinon le point a appartient à R2 et Γ1(R) contient au
plus une composante connexe autre que R1, et ne contenant pas b.

Exemples. — 1)

y2 = x3 + (1 + t)x2 + x et z2 = v3 + (2 + t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de deux ovales et un point isolé,
et au voisinage on a le type (3, 1).

2)

y2 = x3 + (1 + t)x2 + x et z2 = v3 + (2− t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de deux ovales et un point isolé,
et au voisinage on a le type (2, 2).
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3)

y2 = x3 + (3 + t)x2 + x et z2 = v3 + (2 + t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de deux ovales, un ovale et un
point isolé, et au voisinage on a le type (3, 3).

4)

y2 = x3 + (1 + t)x2 + x et z2 = v3 + (−2 + t)v2 + v.

la partie réelle est une châıne de trois ovales, et au voisinage on a le type
(2, 2).

5)

y2 = x3 + (3 + t)x2 + x et z2 = v3 + (2− t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de trois ovales et un ovale, et au
voisinage on a le type (3, 3).

Type complexe 4b : Deux courbes rationnelles Γ1 et Γ2 (avec un point
double) s’intersectant transversalement en un point c

Les courbes Γ1 et Γ2 sont les seules composantes irréductibles de la fibre.
Le point c est réel.

Si Γ1 et Γ2 sont conjugués alors le seul point réel est c.

Si Γ1 et Γ2 sont réels, alors a et b sont réels et d’après (2.1), p. 447, il
existe une composante connexe R1 (resp. R2) formés par des point réels
contenue dans Γ1 (resp. dans Γ2) et qui contient le point c. Si a et b sont
isolés alors la partie réelle de la fibre est R1 ∪R2 ∪ {a, b}. Si a est réel isolé
et b est un point double avec deux tangentes réelles alors b ∈ R2 et la partie
réelle de la fibre est R1 ∪R2 ∪ {a}. Si a et b sont deux points doubles avec
deux tangentes réelles alors a ∈ R1 et b ∈ R2 et la partie réelle de la fibre
est R1 ∪R2.

Exemples. — 1)

y2 = x3 + (2 + it)x2 + x et z2 = v3 + (2− it)v2 + v.

la partie réelle est un point isolé, et au voisinage on a le type (0, 1).
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2)

y2 = x3 + (2 + t)x2 + x et z2 = v3 + (2− t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de deux ovales et deux points
isolés, et au voisinage on a le type (2, 2).

3)

y2 = x3 + (2− t)x2 + x et z2 = v3 + (2 + t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de deux ovales et deux points
isolés, et au voisinage on a le type (3, 2).

4)

y2 = x3 + (−2 + t)x2 + x et z2 = v3 + (2− t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de trois ovales et un point isolé,
et au voisinage on a le type (2, 3).

5)

y2 = x3 + (−2 + t)x2 + x et z2 = v3 + (−2− t)v2 + v.

la partie réelle est la réunion d’une châıne de quatre ovales, et au voisinage
on a le type (3, 2). �

Proposition 2.9.— Soit π : X −→ E un pinceau réel en courbes stables
de genre 2 avec une unique fibre singulière au dessus de 0. Alors l’espace
total X peut avoir seulement des singularités aux points doubles de l’unique
fibre singulière au dessus de 0. Et ces singularités sont de type An.

Démonstration.— Voir [18, § 4] �
Remarque 2.10.— Dans le théorème précédent nous avons traités le cas

des pinceaux en courbes stables de genre 2 dont l’espace total X est une
surface lisse. Mais en général la surface X peut être singulière.

Dans le cas général d’une fibration stable de genre 2, on obtient la même
liste pour les 3 premières colonnes du tableau, en revanche on a de nouvelles
possibilités pour la colonne 4 concernant le type des fibres voisines.

Remarque 2.11. — Une fibration stable de type 1 est toujours lisse.
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Nous donnons dans les tables 2.2, 2.3 et 2.4 les types supplémentaires.

Partie réelle Fibres
Voisines

Exemples

un point isolé (1,1) y2 = −(x2 − t2)(x2 + 1)(x2 + 2)

(0,0) y2 = −(x2 + t2)(x2 + 1)(x2 + 2)

un point isolé et un
ovale

(1,1) y2 = −(x2 − t2)(x− 2)(x2 + 2)

(2,2) y2 = −(x2 + t2)(x− 2)(x2 + 2)

un point isolé et
deux ovales

(3,3) y2 = (x2 − t2)(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(2,2) y2 = (x2 + t2)(x− 1)(x− 2)(x− 3)

une châıne de 2
ovales

(2,2) y2 = (x2 − t2)(x2 + 1)(x+ 1)

une châıne de 2
ovales et un ovale

(3,3) y2 = (x2 − t2)(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)

Table 2.2. — Type complexe 3a
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Partie réelle Fibres
Voi-
sines

Exemples

deux points isolés (2,2) y2 = −[(x+ 1)2 − t2][(x− 1)2 − t2](x2 + 2)

ou(2,1) y2 = −[(x+ 1)2 − t2][(x− 1)2 − t](x2 + 2)

deux points isolés
et un ovale

(3,3) y2 = −[(x+ 1)2 − t2][(x− 1)2 − t2](x+ 2)

ou(3,2) y2 = −[(x+ 1)2 − t2][(x− 1)2 − t](x+ 2)

une châıne de 2
ovales et un point
isolé

(3,3) y2 = [x2 − t2][(x− 2)2 − t2](x− 1)

ou(3,2) y2 = [x2 − t2][(x− 2)2 − t](x− 1)

une châıne de 3
ovales

(3,3) y2 = [(x− 1)2 − t2][(x− 2)2 − t2](x+ 1)

Table 2.3. — Type complexe 4a
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un point isolé (1,1) y2 = −(x2 − t2)((x2 + 1)2 + t)

trois points
isolés

(3,3) y2 = −(x2 − t2)((x− 1)2 − t2)((x− 2)2 − t2)

ou(3,2) y2 = −(x2 − t2)((x− 1)2 − t2)((x− 2)2 − t)

Deux ovales
s’intersectent
en 3 points

(3, 3)
(2, 2)
(3, 2)

y2 = (x2 − t2)((x − 1)2 − t2)((x − 2)2 − t2)
y2 = (x2 + t2)((x − 1)2 − t2)((x − 2)2 − t2)
y2 = (x2 + t)((x− 1)2 − t2)((x− 2)2 − t2)

une châıne de 2
ovales

(2,2) y2 = (x2 − t2)((x+ i)2 + t)((x− i)2 + t)

Table 2.4. — Type complexe 5

3. Pinceaux réels en courbes de genre 2 : Type elliptique

Dans ce paragraphe on se propose d’étudier les pinceaux réels en courbes
de genre 2 dont les fibres singulières sont de type elliptique. Dans le cas
complexe, Namikawa et Ueno [18] ont donné une méthode analytique permet
de construire les fibres singulières de type elliptique. Nous allons suivre leur
construction pour traiter le cas réel pour le type elliptique 1, par contre pour
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le cas elliptique 2 nous utilisons les travaux de Q. Liu [16] en s’inspirant des
travaux de Silhol dans le cas des fibrations elliptiques [22, Ch. 7].

Fibres singulières de type elliptique 1

Construction des fibres singulières de type elliptique 1

On se donne un un pinceau en courbes de genre 2, π : X −→D = D(0, ε).
On suppose de plus que X est minimale.

Nous avons rappelé dans le paragraphe 1 la construction de triplet d’in-
variants de Namikawa et Ueno (M, z, n) et que si M est d’ordre fini, n = 0
et z ∈M∗ la fibre singulière est dit de type elliptique 1.

Inversement, on se donne un couple (M,Z) ∈ Sp(4,Z)×M∗. Soient τ ∈
M un représentant de Z et C une courbe projective lisse de genre 2 associée
à τ alors M est la représentation d’un automorphisme holomorphe g0 de C
( décrit explicitement dans [18]).

Soit E ={s ∈ C ; —s—< ε
1
n } avec n = ord(M).

On pose D = E × C, et on note par G le groupe cyclique d’ordre n
engendré par l’automorphisme g : (s, p) 7−→ (en(s), g0(p)) de D, où en =

exp(
2iπ

n
).

Soit D̃, le modèle minimal lisse du quotient D/G,alors D̃ −→ D est un
pinceau en courbes de genre 2. La fibre singulière au dessus de s = 0 est la
fibre désirée.

Classification réelle des fibres singulières de type elliptique 1

Soit π : X −→ D un pinceau en courbes de genre 2 réelle, dont la fibre

singulière est de type elliptique 1. On désigne par X0 =

k∑

i=1

niDi le diviseur

associé la fibre singulière de π au dessus de 0. De façon schématique on peut
représenter le type de configuration réel de X0 comme dans le tableau du
théorème suivant où on a noté par les composantes irréductibles
réelles et par les composantes irréductibles non réelles.

Théorème 3.1.— Soit π : X −→ E un pinceau réel en courbes de genre
2 dont la fibre singulière est de type elliptique 1. Le tableau ci-dessous donne
pour chaque type complexe les types de configurations réels possibles.(voir
[18] pour le cas complexe) :
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Type complexe Monodromie Type de configuration réel

I0−0−0 I 1

I∗0−0−0 I 2
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II II 1b

VI II 2d

III II 3c
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IV II 4c

– 462 –



Fibre singulière d’un pinceau réel en courbes de genre 2

VII∗ IV 1c

VII IV 1d

V∗ IV 2a

V IV 2b

Table 3.5
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Dans les colonnes 1 et 2 nous utilisons les notations de Namikawa et Ueno
[19] et Ueno [25] respectivement.

Démonstration.— Nous nous donnons dans chaque type un couple (M,Z)
∈ Sp(4,Z) ×M∗. On note par C une courbe projective lisse de genre 2
de matrice des périodes (I, τ) où τ est un représentant de Z et par g l’au-
tomorphisme sur D défini dans le paragraphe précédent. Soient {p1...pk}
l’ensemble des points de D fixés par g. Les points singuliers de D/G sont
les points pi classes des points pi. Donc le modèle lisse X du quotient D/G
est obtenu par résolution canonique des singularités de ce dernier et le type
complexe de la fibre singulière au dessus de s = 0 est donnée par ([18, § 7]).

Type [ I0−0−0 ] :
La fibre à l’origine est une courbe projective lisse de genre 2 qui est réelle
car c’est l’unique composante irréductible de la fibre.

Type [ I∗0−0−0 ] :
La courbe C est un modèle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 =

6∏

i=1

(x− ai)

L’automorphisme g est donné par g(s, x, y) = (−s, x,−y), et possède six
points fixes {pi= (0, ai, 0)}. Les points singuliers de D/G sont les points pi
classes des points pi.

La fibre singulière au dessus de l’origine s’écrit :

X0 = 2D +

6∑

i=1

Di

où D (courbe rationnelle lisse) est la transformée stricte de C×{0}/G et
pour tout i, la composante Di est la droite projective correspondant au
point pi dans la résolution des singularités.

Soit σ la structure réelle usuelle sur D définie par σ(s, x, y) = (s, x, y).
On a σ ◦ g =g ◦ σ, donc l’involution σ induit une structure réelle sur D/G
et comme σ laisse globalement invariant l’ensemble des points singuliers de
D/G, alors on a ou bien σ(pi) = pi et dans ce cas Di est réelle comme
composante irréductible de X, ou bien σ(pi) = pj où i 6= j, et dans ce cas
σ(Di) = Dj . On a alors 4 possibilités pour le choix des ai (deux à deux
conjugués, deux réels et les autres complexes conjugués deux à deux , quatre
réels et deux complexes conjugués ou les six sont réels) et donc finalement
nous avons quatre types réels.
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Type [ II ] :
La courbe C est un modèle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 = x6 + αx4 + βx2 + 1

L’automorphisme g est donné par g(s, x, y) = (−s,−x, y), et possède deux
points fixes p1 = (0, 0, 1) et p2 = (0, 0,−1). Ainsi D/G a deux point singu-
liers p1 et p2 correspondant respectivement aux deux points fixes p1 et p2.
La fibre singulière au dessus de 0 est :

X0 = 2D +D1 +D2

où la courbe elliptique lisse D est la transformée stricte de C×{0}/G, D1 et
D2 sont deux courbes rationnelles lisses correspondant aux résolutions des
points singuliers p1 et p2.

On considère la structure réelle usuelle σ sur D définie par σ(s, x, y) =
(s, x, y). On a σ ◦ g = g ◦ σ, donc l’involution σ induit une structure réelle
sur D/G et σ(pi) = pi. Par suite D1 et D2 sont réelles.

La structure réelle définie par σ1(s, x, y) = (s, x,−y), envoie D1 sur D2.

D’où les deux possibilités décrites dans le tableau.

Type [ VI ] :
La courbe C est un modèle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 = x(x4 + αx2 + 1)

L’automorphisme g est donné par g(s, x, y) = (is,−x, iy), et possède deux
points fixes p1 = (0, 0, 0) et p2 = (0, p∞).

L’automorphisme g2 : (s, x, y) 7−→ (−s, x,−y) possède deux points fixes

autres que p1 et p2 donnés par p3 = (0,

√
−α+

√
α2 − 4

2
, 0) et

p4 = (0,

√
−α−

√
α2 − 4

2
, 0). Ainsi D/G possède quatre points singuliers

p1, p2, p3 et p4 classes des points p1, p2, p3 et p4 respectivement.

La fibre singulière au dessus de l’origine s’écrit :

X0 = 4D +D1 + 3D2 + 2D3 +D4 + 2D5 + 2D6

où D est la transformée stricte de C×{0}/G et D1 correspondant au point
singulier p1. Les droites projectives D2, D3 et D4 correspondant au point
singulier p2. Et D5, D6 correspondant respectivement aux points p3 et p4.
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On considère l’action de Galois induite par une structure réelle sur les
composantes irréductibles de la fibre singulière. Une composante irréductible
de X0 est réelle ou la conjuguée d’une autre composante de même type et
même multiplicité, on a donc D, D1, D2, D3 et D4 sont réelles, ainsi on a
exactement deux types réelles. Considérons la structure réelle usuelle σ qui
envoie D5 sur D6 pour α = 0. Et qui laisse fixe globalement D5 et D6 si
α 6= 0.

Type [ III ] :
La courbe C est un modèle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 = x6 + αx3 + 1

L’automorphisme g est donné par g(s, x, y) = (e3s, e3x, y), et possède quatre
points fixes p1 = (0, 0, 1), p2 = (0, 0,−1), p3 = (0, p∞) et p4 = (0, q∞) dont
les deux derniers correspondant au point à l’infini après résolution de singu-
larité. Ainsi D/G a quatre points singuliers p1, p2, p3 et p4 correspondant
respectivement aux points p1, p2, p3 et p4. La fibre singulière au dessus de
l’origine s’écrit :

X0 = 3D +D1 +D2 + 2D3 +D4 + 2D5 +D6

oùD est une courbe rationnelle et c’est le modèle lisse d’une courbe C×{0}/G.
Et les deux courbes lisses D1 et D2 correspondant aux deux points singu-
liers p1 et p2. Les courbes rationnelles lisses D3 et D4 (resp. D5 et D6)
correspondant au point singulier p3 (resp. p4).

Soit C̃ la courbe projective singulière plane donnée par l’équation affine :

y2 = x6 + αx3 + 1

En coordonnées homogènes : on pose x =
z1
z0

, y =
z2
z0

et on a :

z40z
2
2 = z61 + αz30z

3
1 + z60

La courbe C̃ a comme point singulier l’unique point à l’infini p = (0 : 0 : 1)

∈ {z2 6= 0}. On pose X =
z0
z2

, Y =
z1
z2

, l’équation affine dans {z2 6= 0} est :

X4 = X6 + αX3Y 3 + Y 6

La courbe affine S̃ donnée par cette équation possède un seul point singulier
(0, 0).

On considère le bimeromorphisme F de C2 défini par :

F (X,Y ) = (u, v) = (
X

Y
,
Y 3

X2
)
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l’application F induit une application holomorphe de C2 − {XY = 0} dans

C2−{uv = 0}. Et la clotûre de Zariski de F (S̃−(0, 0)) est une courbe affine
S donnée par l’équation :

u = v2(1 + αu2 + u4)

On en déduit que S est un modèle lisse de S̃ et les deux points p∞ = (0, 1)
et q∞ = (0,−1) correspondent au point (0, 0).

Et enfin C = C̃ − p ∪ S est un modèle non singulier de C̃.

Si on considère la structure réelle usuelle σ sur S définie par σ(s, x, y) =
(s, x, y) alors p1 et p2 sont deux points réels. L’involution σ induit sur la
carte {z2 6= 0} l’involution (X,Y ) 7−→ (X,Y ), qui induit encore la structure
réelle sur S définie par :

(u, v) 7−→ (u, v)

et on a alors p3 et p4 sont deux points réels et dans ce cas toutes les com-
posantes irréductibles de la fibre singulière sont réelles.

Soit σ1 la structure réelle définie sur D par σ1(s, x, y) = (s, x,−y), on
a σ1(p1) = p2, donc D1 et D2 sont conjuguées. L’involution σ1 induit sur
la carte {z2 6= 0} l’involution (X,Y ) 7−→ (−X,−Y ), qui induit encore la
structure réelle sur D définie par :

(u, v) 7−→ (u,−v)

et on a alors que p3 et p4 sont deux points conjugués et dans ce cas on a le
type de configuration réel suivant :

X0 = 3D + (1 + σ1)D1 + 2(1 + σ1)D3 + (1 + σ1)D4

Type [ IV ] :
La courbe C est un modèle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 = x6 + αx3 + 1

L’automorphisme g est donné par g(s, x, y) = (e6s, e3x,−y), et ne possède
aucun point fixe. L’automorphisme g2(s, x, y) = (e26s, e

2
3x, y) possède quatre

points fixes équivalents à p1 = (0, 0, 1), p2 = (0, p∞). Et g3(s, x, y) =

(e36s, x,−y) possède six points fixes équivalents à p3 = (0, (
−α+

√
α2 − 4

2
)

1
3 , 0)

et p4 = (0, (
−α−

√
α2 − 4

2
)

1
3 , 0).

Ainsi D/G a quatre points singuliers p1, p2, p3 et p4 correspondant res-
pectivement aux p1, p2, p3 et p4. La fibre singulière au dessus de l’origine
s’écrit :

X0 = 6D + 4D1 + 2D2 + 2D3 + 3D4 + 3D5
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où D est la transformée stricte de C×{0}/G. Les deux droites projectives D1

et D2 correspondant au point singulier p1. Et D3, D4 et D5 correspondant
respectivement aux points p2, p3 et p4.

Les composantes D1, D2 et D3 sont réelles. Les deux composantes D4 et
D5 sont conjuguées par la structure réelle usuelle si α = 0. Et elles sont
réelles sinon. On a donc deux types de configuration réels.

Type [ VII∗ ] :
C est un modèle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 = x(x4 + 1)

L’automorphisme g est donné par g(s, x, y) = (e8s, ix, e
5
8y), et possède deux

points fixes p1 = (0, 0, 0), p2 = (0, p∞) ainsi que g2 et g3. Et g4(s, x, y)

= (−s, x,−y) possède quatre points fixes equivalents à p3 = (0, e
iΠ
4 , 0),

p4 = (0, e
5iΠ
4 , 0). Ainsi D/G possède quatre points singuliers p1, p2, p3 et

p4 correspond respectivement aux points p1, p2, p3 et p4. La fibre singulière
au dessus de l’origine s’écrit :

X0 = 8D+5D1+2D2+D3+7D4+6D5+5D6+4D7+3D8+2D9+D10+4D11

Une involution sur X0 transforme une composante irréductible de la fibre
en une autre de même multiplicité et de même type. Et deux composantes
irréductibles conjuguées coupent une même composante réelle ou deux com-
posantes conjuguées. Donc toutes les composantes irréductibles de la fibre
sont réelles . Ainsi on a un seul type de configuration réel.

Type [ VII∗ ] :
La courbe C est un modèle projective lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 = x(x4 + 1)

La fibre singulière à l’origine est formée d’une courbe cuspidale et d’une
courbe rationnelle lisse donc on a seulement un type de configuration réel.

Type [ V∗ ] :
La courbe C est un modèle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 = x6 + 1

L’automorphisme g est donné par g(s, x, y) = (e6s, e6,−y), et possède deux
points fixes p1 = (0, q∞), p2 = (0, p∞) correspondant au point à l’infini après
résolution de singularités, ainsi que g3. L’automorphisme g2 a aussi deux
points fixes équivalent à (0,0,1). Ainsi D/G possède trois points singuliers
p1, p2, et p3 correspondant respectivement aux points p1, p2 et p3. La fibre
singulière au dessus de l’origine s’écrit :

X0 = 6D+5D1+4D2+3D3+2D4+D5+5D6+4D7+3D8+2D9+D10+2D11
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où D est la transformée stricte de C×{0}/G. les composantes D1, D2, D3,
D4 et D5 correspondent au point singulier p1. Et les composantes D6, D7,
D8, D9 et D10 correspondant au point singulier p2. D11 correspondant au

point p3. Soit C̃ la courbe projective singulière plane donnée par l’equation
affine :

y2 = x6 + 1

En coordonnées homogènes : on pose x =
z1
z0

, y =
z2
z0

et on a :

z40z
2
2 = z61 + z60

La courbe C̃ a uniquement comme point singulier le point à l’infini p = (0 :

0 : 1) ∈ {z2 6= 0}. On pose X =
z0
z2

, Y =
z1
z2

, l’equation affine dans {z2 6= 0}
est :

X4 = X6 + Y 6

La courbe affine S̃ donnée par cette équation a un seul point singulier (0, 0).

On considère le biméromorphisme F de C2 défini par :

F (X,Y ) = (u, v) = (
X

Y
,
Y 3

X2
)

l’application F induite une application holomorphe de C2−{XY = 0} dans

C2−{uv = 0}. Et la clotûre de Zariski de F (S̃−(0, 0)) est une courbe affine
S donnée par l’équation :

u = v2(1 + u4)

On a alors S est un modèle lisse de S̃ et les deux points p∞ = (0, 1) et
q∞ = (0,−1) correspond au point (0, 0).

Et enfin C = C̃ − p ∪ S est un modèle non singulier de C̃.

On considère la structure réelle usuelle σ sur S définie par σ(s, x, y) =
(s, x, y) . L’involution σ induit sur la carte {z2 6= 0} l’involution (X,Y ) 7−→
(X,Y ), qui induit encore la structure réelle sur S définie par :

(u, v) 7−→ (u, v)

et on alors p1 et p1 sont deux points réels et dans ce cas tout les composantes
irréductible de la fibre singulière sont réelles.

Soit σ1 la structure réelle définie sur D par σ1(s, x, y) = (s, x,−y). L’in-
volution σ1 induit sur la carte {z2 6= 0} l’involution (X,Y ) 7−→ (−X,−Y ),
qui induit encore la structure réelle sur S définie par :

(u, v) 7−→ (u,−v)
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et on alors p1 et p2 sont deux points conjuguées et dans ce cas on le type
de configuration réel suivant :

X0 = 6D +D11 + (1 + σ1)

5∑

i=1

Di

Type [ V ] :
La courbe C est un modèle projectif lisse d’une courbe affine donnée par :

y2 = x6 + 1

L’automorphisme g est donné par g(s, x, y) = (e6s, e6, y), et possède deux
points fixes p1 = (0, 0, 1) et p2 = (0, 0,−1). L’automorphisme g2 possède
deux points fixes, autres que p1 et p2, équivalents à p3 = (0, p∞) où p∞) est
le point à l’infini de la courbe C. Et enfin g3 ne possède pas de points fixes
autres que p1= (0, 0, 1) et p2 = (0, 0,−1). Donc le quotient D/G possède
trois points singuliers p1, p2, et p3 correspondant respectivement aux points
p1, p2 et p3. Soit X3 la surface obtenue après la résolution canonique des
singularités. La fibre singulière de X3 au dessus de l’origine s’écrit :

X0 = 6D +D1 +D2 + 4D3 + 2D4

où D est une courbe rationnelle lisse. C’ est la transformée stricte de C ×
{0}/G. Les courbes D1 et D4 correspondent aux points singuliers p1 et
p2 respectivement. Les droites projectives D2, D3 correspondent au point
singulier p2. Les composantes irréductible D, D3 et D4 sont réelles, D1 et
D2 sont complexes conjuguées ou toutes les deux réelles.
Mais on a D2 = −1, c’est donc une (−1)-courbe, alors il existe une surface
lisse X2 et une application holomorphe µ : X3 −→ X2 tel que µ(D) est
un point lisse q [18, §7] . On pose D′i = µ(Di) pour i ∈ {1, 2, 3, 4}, on a D′3
est une (−1)-courbe donc il existe une surface lisse X1 et une application
holomorphe µ′ : X1 −→ X1 tel que µ(D′3) est un point lisse q′. On pose
D′′i = µ(D′i) pour i ∈ {1, 2, 4}, on contracte de nouveau la (−1)-courbe D′′4
et enfin on obtient le modèle minimal non singulier X de D/G dont la fibre
singulière à l’origine est la réunion de deux courbes rationnelles lisses qui
s’intersectent en un point double ordinaire. On a donc deux types réels. �

Remarque 3.2. — Les Types [IV − i] et [V III − i], i = 1, . . . , 3, 4, se
traitent de la même manière.

Fibres singulières de type elliptique 2

Les notations sont celles du paragraphe 2.
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Proposition 3.3. — Il existe un voisinage saturé V de X0 dans X tel
que π−1(π(V )\{0}) est analytiquement isomorphe à la surface affine définie
dans C2 ×D \ {0} par l’équation :

y = a(t)
(
a0(t)x6 + a1(t)x5 + ...+ a6(t)

)
= a(t)Pt(x)

où a est une fonction méromorphe réelle et les ai sont des fonctions holo-
morphes réelles.

Proposition 3.4. — Si la fibre singulière X0 du pinceau π : X −→ D
est de type elliptique 2, alors il existe un pinceau en courbes de genre 2,
π̂ : Y −→ D définie par une équation :

y2 = a(t)Pt(x)

tel que la fibre singulière, du modèle minimal Ỹ de Y est de même type de
configuration complexe que X0, et P0(x) a une racine de multiplicité 3 ou 6.

Notation 3.5. —

(1): Soit a une fonction méromorphe au voisinage de 0, il existe un
unique α ∈ Z et une unique fonction holomorphe b tels que a = tαb et
b(0) 6= 0. L’entier α est noté v(a), on vient alors de définir une valua-
tion discrète v sur le corps des fonctions méromorphes au voisinage
de 0.

(2): Soit Q(x) = a0(t)x6 + a1(t)x5 + ...+ a6(t).
Pour 0 ≤ j ≤ 3, on note

θj(Q) = min
{v(ai)

i− j tel que j + 1 ≤ i ≤ 6
}

Pour toute fonction méromorphe a, on note

δ(a) =

{
0 si 2|v(a)
1 sinon

Remarque 3.6. — Avec les notations de la proposition précédente, si

P0(x) a une racine de multiplicité 3 alors Ỹ0 est de type [K1-K2-m] où K1 et
K2 sont des symboles de Kodaira. Et si P0(x) a une racine de multiplicité

6 alors Ỹ0 est de type [2K1-m] [15].

Cas où P0 admet une racine triple.

Lemme 3.7.— Si P0 admet une racine triple alors Y admet une équation
de type z2 = a(t)t3rSt(u) relative à cette racine telle que St(u) ∈ C[u],
deg(S0(u)) = 3, 0 ≤ θ3(St) < 1 et S0(u) n’est pas un cube si θ3(St) = 0.
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Démonstration.— Supposons que P0 admet une racine triple e. Il existe
r ∈ N relatifs à e tel que si on pose x = tru + e, alors on trouve une
équation z2 = a(t)trSt(u) satisfaisant les conditions du lemme. L’entier r
est déterminé comme suit :

Soit Qt(x) = Pt(x+ e).
Si θ3(Qt) < 1 on prend r = 0.

Sinon on pose r1 = [θ3(Qt)] et Q1
t (x1) = Qt(t

r1x1), on a une équation :

z2 = a(t)trQ1
t (x1)

avec deg(Q1
t ) = 3 et 0 ≤ θ3(Q1

t ) < 1.

Si θ3(Q1
t ) 6= 0 ou Q1

0 n’est pas un cube, on prend r = r1.

Si θ3(Q1
t ) = 0 et Q1

0 est un cube, on note e1 la racine triple de Q1
0 et on

pose Q2
t (x2) = Q1

t (x2+e1) et on continue avec l’équation z2 = a(t)trQ1
t (x1),

ce processus s’arrête après un nombre fini de fois. On trouve alors une suite
finie r1, r2, ..., rk. Finalement on pose r = r1 + ...+ rk. �

Définition 3.8.— On suppose donnés St et r. On définit Tt et s de la
façon suivante

— Si P0 a une autre racine triple, on détermine s et Tt comme r et St
relativement à l’autre racine triple.

— Si deg(P0(x)) = 3 on remplace x par x−1 et z par x−3z. Alors 0 sera
racine triple de S0. On cherche r et Tt relativement a cette racine
comme précédemment.

— Si S0 a une seule racine triple x1(0) et deg(S0(u)) > 3 on prend s = 0
et T = x6Pt(u

−1 + x1(t))

On peut alors reconnaitre le type de la fibre singulière Ỹ0 en utilisant
l’algorithme suivant [15] :

— Si S0 est à racines simples alors K1= I0 si 2—v(a(t)tr) et sinon K1=I∗0.

— Si θ3(St) =
1

2
alors K1= III si 2—v(a(t)tr) et sinon K1=III∗.

— Si θ3(St) =
1

3
alors K1= II si 2—v(a(t)tr) et sinon K1=IV∗.

— Si θ3(St) =
2

3
alors K1= IV si 2—v(a(t)tr) et sinon K1=II∗.

De même, relativement à s et Tt, on détermine K2. Et l’entier m est égale
à (r − δ(a(t)tr) + s− δ(a(t)ts))/2.

Remarque 3.9. — Le cas où S0 admet une racine double est exlu car il

nous donne K1= Ik ou K1=I∗k avec k > 0, et donc la fibre singulière Ỹ0 n’est
jamais de type ellitique 2.
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On se donne une courbe Γ, alors on note par K(Γ) une courbe de type
K (symbole de Kodaira pour les modèles minimaux de courbes elliptiques)
dont on a remplacé une de ses composantes irreductibles de multiplicité 1
par Γ.

La configuration d’une fibre de type [K1-K2-m] est comme suit :

Figure 5

On suppose maintenant que π est réelle. Donc la fibre singulière X0 au des-
sus de 0 est globalement réelle. On s’interesse tout d’abord au cas où X0

est de type [K1-K1-m]. Dans ce cas si Γ1 et Γ2 sont de même type (au sens
que (Γ1 · KX) = (Γ2 · KX), Γ2

1 = Γ2
2 et p(Γ1) = p(Γ2) où KX désigne le

diviseur canonique de X et p le genre arithmétique ), alors par action de
Galois sur X0 on a ou bien K1(Γ1) et K1(Γ2) sont conjuguées ou bien elles
sont globalement réelles.

K1(Γ1) et K1(Γ2) sont conjuguées : On commence par construire des

exemples où K1(Γ1) et K1(Γ2) sont conjuguées, avec K1 ∈ {I0, I∗0, II, III, IV,
II∗, III∗, IV∗}. Dans ce cas P0 admet deux racines triples conjuguées et si
E1 et E2 désignent les deux composantes irréductibles de la fibre singulière
du pinceau stable associé à π alors E1 et E2 sont deux courbe elliptiques
conjuguées. Et plus que ça, si on note (Tt, s) et (St, r) les couples définis
précédamment relativement aux deux racines triples de P0 alors

{
r = s

St(u) = Tt(u)

Proposition 3.10. — Si le pinceau π̂ : Y −→ D est défini par une
équation de l’un des types suivants :

(1) y2 = tε((x− i)3 + αt2m(x− i)− it3m)((x+ i)3 + αt2m(x+ i) + it3m)

(2) y2 = tε((x− i)3 − it2m+1(x− i))((x+ i)3 + it2m+1(x+ i))

(3) y2 = tε((x− i)3 − it3m+1)((x+ i)3 + it3m+1)

(4) y2 = tε((x− i)3 − it3m+2)((x+ i)3 + it3m+2)

où ε ∈ {0, 1}. Alors Ỹ0 a une configuration de type décrit par la figure 5
dont K1(Γ1) et K1(Γ2) sont conjuguées.
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Dans les tableaux çi-dessous nous donnons les différents types de confi-
guration réels possibles avec des exemples définis par des équations hyper-
elliptiques

y2 = tεRt(x)Qt(x)

et sous la forme de l’un des types donnés dans la proposition précédente.

Type de
config.
com-
plexe

type de configuration réel exemple

[I0-I0-m],
m pair

Rt(x) = (x + i)3 − it2m(x +
i) + it3m Qt(x) = (x − i)3 +
it2m(x− i)− it3m

ε = 0

[I0-I0-m],
m impair

Rt(x) = (x − i)3 + it2m(x −
i) − it3m Qt(x) = (x + i)3 −
it2m(x+ i) + it3m

ε = 1

[II-II-m],
m pair

Rt(x) = (x+i)3+it3m+1 et
Qt(x) = (x− i)3 − it3m+1

ε = 1
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[II-II-m],
m impair

Rt(x) = (x + i)3 + it3m+1

et Qt(x) = (x − i)3 −
it3m+1

ε = 1

[III-III-m],
m pair

Rt(x) = (x − i)3 +
it2m+1(x−i) Qt(x) = (x+
i)3 − it2m+1(x+ i)

ε = 0

[III-III-m],
m impair

Rt(x) = (x − i)3 +
it2m+1(x−i) Qt(x) = (x+
i)3 − it2m+1(x+ i)

ε = 1

[IV-IV-m],
m pair

Rt(x) = (x + i)3 +
it3m+2 et Qt(x) =
(x− i)3 − it3m+2

ε = 0

[IV-IV-m],
m impair

Rt(x) = (x − i)3 −
it3m+2 et Qt(x) =
(x+ i)3 + it3m+2

ε = 1
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[I∗0-I∗0-m], m
pair

Rt(x) = (x+i)3−it2m(x+
i)+it3m Qt(x) = (x−i)3+
it2m(x− i)− it3m

ε = 1

[I∗0-I∗0-m], m
impair

Rt(x) = (x−i)3+it2m(x−
i)−it3m Qt(x) = (x+i)3−
it2m(x+ i) + it3m

ε = 0

[II∗-II∗-m],
m pair

Rt(x) = (x + i)3 + it3m+2

et Qt(x) = (x − i)3 −
it3m+2

ε = 1

[II∗-II∗-m],
m impair

Rt(x) = (x − i)3 − it3m+2

et Qt(x) = (x + i)3 +
it3m+2

ε = 0
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[III∗-III∗-m],
m pair

Rt(x) = (x − i)3 +
it2m+1(x−i) Qt(x) = (x+
i)3 − it2m+1(x+ i)

ε = 1

[III∗-III∗-m],
m impair

Rt(x) = (x − i)3 +
it2m+1(x−i) Qt(x) = (x+
i)3 − it2m+1(x+ i)

ε = 0

[IV∗-IV∗-m],
m pair

Rt(x) = (x + i)3 + it3m+2

Qt(x) = (x− i)3 − it3m+2

ε = 1

[IV∗-IV∗-m],
m impair

Rt(x) = (x − i)3 − it3m+1

Qt(x) = (x+ i)3 + it3m+1

ε = 0

Table 3.6

K1(Γ1) et K2(Γ2) sont globalement réelles : On garde toujours les

mêmes notations. Si P0 admet une racine triple réelle alors K1(Γ1) et K2(Γ2)
sont globalement réelles. Il reste à déterminer l’action de Galois sur les com-
posantes irreductibles de K1(Γ1) et celles de K2(Γ2).
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Lemme 3.11. — Si K1 (resp. K2) est de type I0, II, III, II∗ ou III∗

alors les composantes irréductibles de K1(Γ1) (resp. K2(Γ2)) sont réelles
par action de Galois.

Si P0 admet une racine triple réelle et si la fibre singulière est l’une des
types figurés dans le tableau suivant alors toutes ses composantes irréducti-
bles sont réelles.

[I0-I0-m] [II-II-m] [III-III-m [II∗-II∗-m] [III∗-III∗-m]
[I0-II-m] [I0-III-m [I0-II∗-m] [I0-III∗-m] [II-III-m
[II-II∗-m] [II-III∗-m] [III-II∗-m] [III-III∗-m] [II∗-III∗-m]

Lemme 3.12. — Si K1 (resp. K2) est de type I∗0, IV ou V I∗ alors on
a exactement deux types de configuration réels réalisables de K1(Γ1) (resp.
K2(Γ2)).

Démonstration.— Cas où K = I∗0 :
On considère l’équation y2 = (x3 + αt4m+2x + t6m+3)Rt(x) = Pt(x) où
Rt est unitaire, de degré 1, 2 ou 3 et R0(0) 6= 0. Si K est le symbole de
Kodaira relative à 0 comme racine triple de Pt. Alors K = I∗0 et si α = 1
alors le discriminant ∆ de l’équation x3 +αt2x+ t3 = 0 est négatif donc les
composantes irréductibles de K(Γ) sont réelles. Si α = −2 alors ∆ > 0 et
K(Γ) a deux composantes conjuguées et les autres sont réelles.

Cas où K = IV :
On considère l’équation y2 = (x3+αt6m+2)Rt(x) = Pt(x) où Rt est unitaire,
de degré 1, 2 ou 3 et R0(0) 6= 0. Soit K le symbole de Kodaira relative à
0 comme racine triple de Pt et α = ±1. Alors K = IV et si α = −1, les
composantes irréductibles de K(Γ) sont réelles. Si α = 1 alors K(Γ) a deux
composantes conjuguées et une composantes réelle qui est Γ.

Cas où K = IV :
l’équation y2 = (x3 + αt4)Rt(x) = Pt(x) où Rt est unitaire, de degré 1,
2 ou 3 et R0(0) 6= 0. Soit K le symbole de Kodaira relative à 0 comme
racine triple de Pt. Alors K = V I∗ et on a, par action de Galois sur les
composantes irréductibles de K(Γ), deux formes possibles de configuration
réel. Et tous les deux sont réalisables et dépendent de la nature des solutions
de l’équation X2 + α = 0 (réelles ou complexes conjuguées). �

Cas de racine de multiplicité 6. L’équation y2 = aPt(x) est celle définie
dans la Proposition 3.4.
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Lemme 3.13. — Si P0 admet une racine de multiplicité 6 alors Y ad-
met une équation de type z2 = a(t)t6rSt(u) relative à cette racine telle que

St(u) ∈ C[u], deg(S0(u)) = 6 et θ0(St) =
1

2
.

On pose z = t
3
2 a

1
2 b3z1 et u = t

1
2u1. On obtient une équation

z2 = Ht(u)

tel que Ht ∈ C[t
1
2 ] et H0(u1) est le cube d’un polynôme séparable de degré

2.

On désigne par X ′ le modèle minimal du pinceau défini par l’équation
z2 = Ht(u). On refait le même démarche du paragraphe précédent. Finale-
ment la fibre singulière de X ′ est de type [K1-K1-2m] et ayant la configura-
tion complexe suivante :

Figure 6

On a par construction, une involution sur la fibre singulière laissant glo-
balement invariant la (−2)-courbe Em et échange les reste des composantes
irréductibles de la fibre. Cette involution fixe les deux points 0 et ∞ de la
composante rationnelle Em. Le quotient par cette involution a deux points
singulières de type A1 qui donne, après résolution, deux courbes rationnelles
d’auto-intersection (−2), [24, p. 80].

Figure 7
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On considère le corps de fraction C(t
1
2 ) de C[t

1
2 ]. Il lui correspond une

surface de Riemann qui n’est autre que l’uniformisation de la racine carrée.

Descente sur R :

On a besoin de considérer deux cartes pour l’uniformisation de la racine
carrée, il y on a deux possibilités à isomorphisme près de descente sur R.
Une d’eux est telle que sa partie réelle est non vide. On utilise cette dernière
comme une structure réelle de la base de la fibration.

Rappelons que si π : X −→ D est un pinceau en courbes de genre 2,
alors il existe un P1-fibré P et une application rationnelle φ : X −→ P au
dessus de D, qui est un revêtement double ramifié le long d’une courbe
sextigonale B ayant seulement des singularités de types ((0), (Ik), (IIk),
(IIIk), (IVk),(V)) [10].

Si ψ : P̃ −→ P est l’éclatement des points singuliers de B, alors on a le
diagramme commutatif suivant :

X̃
φ̃−→ P̃

ρ

y

yψ

X
f−→ P

Tel que φ̃ soit un revêtement double sur P̃, X̃ une surface lisse et ρ est un
morphisme birationnel.

Dans le cas où la courbe B admet une singularité de type (IIk) ou (IIIk)

dans une fibre F (qui est notre cas) et si F̃ est la transformée stricte de F
par ψ, alors la composante Em dans la figure 3 est l’image réciproque de

F̃ par le revêtement double φ̃ car on a un nombre impair de (−2)courbes,
pour plus de détails voir [28].

P est muni d’une structure réelle, et cette dernière induit, à isomor-
phisme près, deux structures réelle sur Em. L’une des deux fixe 0 et ∞ et
l’autre envoie 0 sur ∞. Les deux structures passent aux quotients, et les
deux (−2)-courbes qui apparaissent après résolutions des deux points sin-
guliers du quotients sont réelles ou conjuguées. Finalement, on obtient les
deux possibilités de type de configuration réel, de la fibre singulière de X ,
suivantes :
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Figure 8

La partie K1(Γ) de la fibre est globalement invariante, et l’action de
Galois sur cette partie se déduit du paragraphe 3.

Remarque 3.14. [6, §.4.3.1]. — Si on désigne par S2 la sphère de Rie-

mann et σ̂ : S2 −→ S2 , z 7−→ −1

z
. Alors si C −→ S2 est un revêtement

double ramifié en 2g + 2 points, σ̂ ne se relève pas en une involution sur C
pour g pair.
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