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Interpolation des opérateurs de Radon–Nikodym
et des espaces Lp

Λ, hpΛ (∗)

Mohammad Daher (1)

RÉSUMÉ. — Soient A0, A1 deux espaces de Banach et i : A0 → A1 une
injection continue d’image dense. Soient 0 < α < β < 1 et p ∈ ]1,+∞[ ;
l’injection i induit une injection Aα,p → Aβ,p entre les espaces d’interpo-
lation réels [4]. Dans la première partie, on montre que si i : Aα,p → Aβ,p
est un opérateur de Radon–Nikodym, alors Aα,p a la propriété de Radon–
Nikodym. Le théorème 2.2 montre que ce résultat est faux pour l’inter-
polation complexe.

On montre ensuite qu’il existe deux espaces de Banach B0, B1 et
i : B0 → B1 une injection de Radon–Nikodym tels que pour tous 0 <

α < β < 1, l’injection i : Bα → Bβ ne soit pas un opérateur de
Radon–Nikodym. On introduit l’espace d’interpolation A+

θ
, θ ∈ ]0, 1[,

et on montre que Aθ est un sous-espace isométrique de A+
θ
.

Soit (B0, B1) un couple d’interpolation tel que B0∩B1 est dense dans
B0 et B1. Dans la deuxième partie, on montre que Lp(T, Bθ) est un sous-
espace isométrique de [Lp(T, B0), Lp(T, B1)]

θ
, pour tout p ∈ [1,+∞[.

Pour p = ∞, on montre que L∞(T, Bθ) est un sous-espace isométrique
de [L∞(T, B0), L∞(T, B1)]θ. On retrouve notre résultat antérieur [10]
concernant l’interpolation des espaces de Hardy vectoriels.

ABSTRACT. — Let A0, A1 be two Banach spaces, i : A0 → A1 a
continuous injection with dense range and 0 < α < β < 1. In the first
part of this work, we show that if i : Aα,p → Aβ,p is a Radon–Nikodym
operator, then Aα,p has the Radon–Nikodym property. We show that
this result is false for complex interpolation (Theorem 2.2). We also show
that there are two Banach spaces B0, B1 and i : B0 → B1 a Radon–
Nikodym injection such that for 0 < α < β < 1, i : Aα → Aβ is not
a Radon–Nikodym operator. We introduce the interpolation spaces A+

θ
,

θ ∈ ]0, 1[, and show that Aθ is an isometric subspace of A+
θ
.

(*) Reçu le 24 novembre 2015, accepté le 24 février 2016.
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In the second part of the article, we consider a regular interpola-
tion pair (B0, B1) and show that Lp(T, Bθ) is an isometric subspace of
[Lp(T, B0), Lp(T, B1)]

θ
for every p ∈ [1,+∞[. Moreover, we show that the

space L∞(T, Bθ) is an isometric subspace of [L∞(T, B0), L∞(T, B1)]θ.
We retrieve our result from [10] concerning the interpolation of Hardy
spaces of vector valued functions.

1. Introduction

On note D ⊂ C le disque unité ouvert de C, m la mesure de Lebesgue
normalisée sur le tore T. Pour tout espace de Banach X, on note (x, x∗) =
x∗(x) quand x ∈ X, x∗ ∈ X∗.

Définition 1.1. — Soient X un espace de Banach et Λ ⊂ Z. On dit
que la fonction u : D→ X est une fonction harmonique à spectre dans Λ s’il
existe une suite (xk)k∈Λ dans X vérifiant

u(z) =
∑
k∈Λ

r|k|eikθxk, z = reiθ ∈ D,

et si cette série converge uniformément sur tout compact de D.

Pour tout p ∈ [1,+∞], on désigne par hpΛ(D, X) l’espace des fonctions
u : D → X harmoniques à spectre dans Λ, bornées si p = +∞, ou vérifiant
si p ∈ [1,+∞[ que

‖u‖php(D,X) = sup
0<r<1

∫
T
‖u(reit)‖pX dm(t) < +∞.

Si Λ = N, on note hpN(D, X) = Hp(D, X) et hpZ(D, X) = hp(D, X). On
désigne par LpΛ(T, X), 1 6 p 6∞, l’espace des fonctions f ∈ Lp(T, X) telles
que f̂(k) =

∫
T e
−iktf(t) dm(t) = 0 pour tout k /∈ Λ. Pour Λ = N, on note

LpΛ(T, X) = Hp(T, X).

Le noyau de Poisson Pz au point z = reiθ ∈ D est défini par
Pz(t) = Re

(
(eit + z)/(eit − z)

)
= (1− r2)/|1− ze−it|2

= Pr(θ − t) =
∑
k∈Z

r|k|eik(θ−t), t ∈ [0, 2π].

On désigne par Lp+(T) le cône des fonctions de Lp(T) à valeurs dans
R+. Alors [11] V Bp(T, X), 1 < p 6 +∞, désigne l’espace des opérateurs
T : Lp′(T)→ X, tels qu’il existe gT ∈ Lp+(T) vérifiant

‖Tf‖X 6
∫
T
|f(t)|gT (t) dm(t), f ∈ Lp

′
(T), (1.1)
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où p′ désigne l’exposant conjugué de p, 1/p+ 1/p′ = 1. Cet espace est muni
de la norme

‖T‖V Bp(T,X) = inf
{
‖gT ‖Lp

}
.

L’espace V B∞(T, X) coïncide avec l’espace des opérateurs bornés de
L1(T) dans X. L’espace Lp(T, X) s’identifie isométriquement à un sous
espace fermé de V Bp(T, X) [5, Corollary 14]. L’espace V Bp(T, X∗) est le
dual de Lp′(T, X), lorsque 1 < p 6 ∞ [11, Chapter II, 13.3, Corollary 1.1].
D’après [9, lemme 3.2], on a V Bp(T, X) = hp(D, X) isométriquement. Pour
f ∈ hp(D, X) on note Tf ∈ V Bp(T, X) l’opérateur associé à f , qui vérifie
Tf (Pz) = f(z) pour tout z ∈ D.

Soient B = (B0, B1) un couple d’interpolation complexe au sens
de [4, Chapter II] et θ ∈ ]0, 1[. Soient S = {z ∈ C; 0 6 Re(z) 6 1} et
S0 = {z ∈ C; 0 < Re(z) < 1}. On note F(B) l’espace des fonctions F : S →
B0 +B1, F continue bornée sur S, holomorphe sur S0, telle que l’application
τ → F (j + iτ) soit continue de R à valeurs dans Bj et ‖F (j + iτ)‖Bj → 0
quand |τ | → ∞, pour j ∈ {0, 1}. Si F ∈ F(B) on pose

‖F‖F(B) = max
{

sup
τ∈R
‖F (iτ)‖B0 , sup

τ∈R
‖F (1 + iτ)‖B1

}
.

L’espace d’interpolation complexe (B0, B1)θ = Bθ est égal à l’ensemble{
F (θ); F ∈ F(B)

}
. C’est un espace de Banach [4, Theorem 4.1.2] pour la

norme définie par

‖a‖Bθ = inf
{
‖F‖F(B); F (θ) = a

}
.

Toute fonction F ∈ F(B) est représentée à partir de ses valeurs au bord
grâce à la mesure harmonique [4, Sections 4.3, 4.5] :

F (z) =
∫
R
F (iτ)Q0(z, iτ) dτ +

∫
R
F (1 + iτ)Q1(z, 1 + iτ) dτ, z ∈ S0. (1.2)

On note G(B) le quotient par les constantes (à valeurs dans B0 +B1) de
l’espace des fonctions g à valeurs dans B0+B1, continues sur S, holomorphes
dans S0 et telles que

(C) sup
z∈S

‖g(z)‖B0+B1

1 + |z| < +∞,

(C ′) on a g(j + iτ)− g(j + iτ ′) ∈ Bj , pour tous τ, τ ′ ∈ R, j ∈ {0, 1} et la
quantité suivante est finie :

‖g‖G(B) = max
[

supτ 6=τ ′∈R
(‖g(iτ)−g(iτ ′)‖B0

|τ−τ ′|
)
,

supτ 6=τ ′∈R
(‖(g(1+iτ)−g(1+iτ ′)‖B1

|τ−τ ′|
) ] .

– 3 –



Mohammad Daher

L’espace (B0, B1)θ = Bθ =
{
g′(θ); g ∈ G(B)

}
est de Banach [4, Theo-

rem 4.1.4] pour la norme définie par
‖a‖Bθ = inf

{
‖g‖G(B); g

′(θ) = a
}
.

Soit p ∈ [1,+∞]. L’espace d’interpolation réel Bθ,p est défini par

Bθ,p =
{
a ∈ B0 +B1; ‖a‖Bθ,p =

[∫
R+

(
K(a, t)/tθ

)p
dt/t

]1/p
< +∞

}
,

où
K(a, t) = inf {‖a0‖B0 + t‖a1‖B1 ; a = a0 + a1, aj ∈ Bj , j = 0, 1} .

L’espace Bθ,p, muni de ‖ . ‖Bθ,p , est un espace de Banach [4, Theorem 3.4.2].
Pour tout θ ∈ [0, 1] et tout p ∈ [1,∞[, on désigne par B∗θ (resp. B∗θ,p) le dual
de Bθ (resp. le dual de Bθ,p), avec la convention que Bj = Bj,p, j = 0, 1.

Les espaces d’interpolation ont les propriétés suivantes :

(i) Pour tout p ∈ [1,∞[, l’intersection B0 ∩ B1 est dense dans Bθ [4,
Theorem 4.2.2] et dans Bθ,p [4, Theorem 3.4.2].

(ii) L’espace Bθ est un sous-espace isométrique de Bθ [3].
(iii) Le dual deBθ s’identifie isométriquement à l’espace (B∗0 , B∗1)θ siB0∩B1

est dense dans B0 et dans B1 [4, Theorem 4.5.1].
(iv) Le dual de Bθ,p, 1 < p < ∞, s’identifie isomorphiquement à l’espace

(B∗0 , B∗1)θ,p′ , si B0∩B1 est dense dans B0 et dans B1 [4, Theorem 3.7.1].

D’après [4, Theorem 3.5.2 et (1), p. 49], il existe une constante C > 0
telle que ‖a‖Bθ,1 6 C‖a‖1−θB0

‖a‖θB1
, pour tout a ∈ B0 ∩ B1. D’autre part,

d’aprè s le théorème 3.4.1-(b) de [4], Bθ,1 s’injecte continûment dans Bθ,p,
donc il existe une constante C > 0 telle que

‖a‖θ,p 6 C‖a‖1−θB0
‖a‖θB1

, ∀a ∈ B0 ∩B1. (1.3)
Dans cet article, A0, A1 désignent deux espaces de Banach, A0 étant un
sous-espace dense de A1. On note i : A0 → A1 l’injection identité définie par
i(a) = a, a ∈ A0, qu’on suppose de norme 1.

2. Interpolation des opérateurs de Radon–Nikodym

Soient 0 < α < β < 1 et p ∈ ]1,+∞[. Dans cette partie, nous montrons
que si i : Aα,p → Aβ,p est un opérateur de Radon–Nikodym, alors Aα,p a la
propriété de Radon–Nikodym. Nous verrons que l’énoncé correspondant est
faux pour l’interpolation complexe. Dans la suite, nous introduisons l’espace
d’interpolation A+

θ , θ ∈ ]0, 1[. Nous montrons que (A∗0, A∗1)+
θ = (A∗0, A∗1)θ et

que Aθ est un sous-espace isométrique de A+
θ .
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Définition 2.1. — Soient X,Y deux espaces de Banach et T : X → Y
un opérateur borné. L’opérateur T est un opérateur de Radon–Nikodym (resp.
de Radon–Nikodym analytique) si pour toute f ∈ h∞(D, X) (resp. pour toute
f ∈ H∞(D, X)), la fonction r 7→ (T (f(reit)))r∈[0,1[ admet une limite dans
Y lorsque r tend vers 1, pour presque tout t ∈ T .

L’espace X a la propriété de Radon–Nikodym (resp. de Radon–Nikodym
analytique) si l’identité de X a la propriété correspondante.

L’espace X a la propriété de Radon–Nikodym dès qu’on a l’égalité
hp(D, X) = Lp(T, X) pour un p ∈ ]1,+∞] ; l’égalité a alors lieu pour tout
p ∈ ]1,+∞]. L’espace X a la propriété de Radon–Nikodym analytique si on
a Hp(D, X) = Hp(T, X) pour un p ∈ [1,+∞], et l’égalité a alors lieu pour
tout p ∈ [1,+∞], voir [7].

Si ψ est une fonction convexe croissante sur [0,+∞[ et telle que ψ(0) = 0,
l’espace d’Orlicz Lψ([0, 1]) = Lψ est défini par

Lψ =
{
f ∈ L0([0, 1]);

∫ 1

0
ψ(ε−1|f(t)|) dt < +∞ pour un ε > 0

}
,

où L0([0, 1]) désigne l’espace des fonctions mesurables définies (presque par-
tout) sur [0, 1] à valeurs dans C. C’est un espace de Banach [14, III 3, Theo-
rems 3 and 10] pour la norme définie par

‖f‖Lψ = inf
{
ε > 0;

∫ 1

0
ψ(ε−1|f(t)|) dt 6 1

}
.

Théorème 2.2. — Il existe deux espaces de Banach B0, B1 et i : B0 →
B1 une injection de Radon–Nikodym tels que i : Bα → Bβ est un opérateur
de Radon–Nikodym pour tous 0 < α < β < 1, mais Bα n’a pas la propriété
de Radon–Nikodym analytique.

Lemme 2.3. — Soient δ, θ ∈ ]0, 1[ tels que δ > θ. Alors ‖a‖Aδ 6 ‖a‖Aθ ,
pour tout a ∈ Aθ.

Démonstration du lemme 2.3. — Considérons a ∈ Aθ et α, γ ∈ ]0, 1[ tels
que θ = (1 − γ)α + γδ, α < δ. D’après [10, lemme 2.6] on a ‖a‖(Aα,Aδ)γ 6
‖a‖Aθ . D’autre part, (Aα, Aδ)γ ⊂ Aα + Aδ = Aδ et ‖a‖Aδ 6 ‖a‖(Aα,Aδ)γ ,
donc ‖a‖Aδ 6 ‖a‖Aθ . �

Lemme 2.4. — Supposons que i∗ : A∗1 → A∗0 soit un opérateur de Radon–
Nikodym. Alors pour tous 0 < α < γ < 1, l’injection i∗ : (A∗1, A∗0)α →
(A∗1, A∗0)γ est un opérateur de Radon–Nikodym.

Démonstration du lemme 2.4. — D’après [4, Theorem 5.1.2] on sait que[
L2(T, A1), L2(T, A0)

]
α

= L2(T, (A1, A0)α). Ensuite, d’après l’introduction,
on a (L2(T, Aj))∗ = h2(D, A∗j ), j = 0, 1 et (L2(T, (A1, A0)α)∗ est égal
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à h2(D, (A1, A0)∗α). Ceci implique d’après le rappel (iii) que (L2(T, A1),
L2(T, A0))∗α est égal à

[
h2(D, A∗1),h2(D, A∗0)

]α, donc[
h2(D, A∗1),h2(D, A∗0)

]α = h2(D, (A1, A0)∗α) = h2(D, [A∗1, A∗0]α).

D’autre part, le lemme 2.3 nous montre que
[
h2(D, A∗1),h2(D, A∗0)

]α s’in-
jecte continûment dans

[
h2(D, A∗1),h2(D, A∗0)

]
γ
. Ce dernier espace est égal

à L2(T, [A∗1, A∗0]γ) d’après [10, proposition 2.3], parce que l’injection i∗ :
A∗1 → A∗0 est de Radon–Nikodym. Par conséquent, toute fonction dans
h2(D, [A∗1, A∗0]α) admet des limites radiales presque partout dans [A∗1, A∗0]γ .

�

Démonstration du théorème 2.2. — Considérons ψ(t) = t log(1 + t) pour
t ∈ R+, et j : Lψ → L1 l’injection canonique. Soient B0 = (L1)∗ = L∞, B1 =
(Lψ)∗ et i = j∗ : B0 → B1. Remarquons que i est faiblement compacte (donc
i est un opérateur de Radon–Nikodym), car j est uniformément convexifiant
d’après [2]. D’autre part, d’après [10, corollaire 1.4], l’espace Bα n’a pas la
propriété de Radon–Nikodym analytique. Pour conclure, il suffit d’appliquer
le lemme 2.4, en remarquant que Bα est un sous-espace isométrique de Bα.

�

Problème 2.5. — Supposons que l’injection i : A0 → A1 soit un opéra-
teur de Radon–Nikodym. D’après [10, proposition 2.3], on sait que l’espace
[hp(D, A0),hp(D, A1)]θ est égal à Lp(T, Aθ) (resp., on sait que l’espace
[hp(D, A0),hp(D, A1)]θ,p est égal à Lp(T, Aθ,p)), c’est donc un sous-espace
fermé de hp(D, Aθ) (resp., de hp(D, Aθ,p)), pour tout θ ∈ ]0, 1[ et tout
p ∈ ]1,+∞[.

Soit i : A0 → A1 une injection continue d’image dense. A-t-on la même
conclusion ?

Signalons qu’il existe un couple d’interpolation (B0, B1) tel que les
espaces B0, B1 ont la propriété de Radon–Nikodym et tel que l’espace
[hp(D, B0),hp(D, B1)]θ = [hp(D, B0),hp(D, B1)]θ soit un sous-espace strict
de hp(D, Bθ) = hp(D, Bθ), pour tout θ ∈ ]0, 1[ et tout p ∈ ]1,+∞[ (cf. [12]).

Remarque 2.6. — Soient θ ∈ ]0, 1[, p ∈ ]1,+∞[ et a ∈ Aθ,p. Il est clair
que K(a, t) = t‖a‖A1 pour tout t ∈ ]0, 1], donc

‖a‖pAθ,p =
∫ 1

0
(t1−θ‖a‖A1)p dt

t
+
∫ ∞

1

(
K(a, t)
tθ

)p
dt

t

=
‖a‖pA1

(1− θ)p +
∫ ∞

1

(
K(a, t)
tθ

)p
dt

t
.

Remarque 2.7. — Notons Nθ,p(a) = ‖a‖A1 +
(∫∞

1 (K(a,t)
tθ

)p dtt
)1/p, pour

a ∈ Aθ,p. La quantité Nθ,p( . ) est une norme équivalente sur Aθ,p.

– 6 –
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Démonstration. — En effet, pour tout a ∈ Aθ,p, on a

‖a‖Aθ,p =
[ ‖a‖pA1

(1− θ)p +
∫ ∞

1

(K(a, t)
tθ

)p dt
t

]1/p

6
‖a‖A1

[(1− θ)p]1/p
+
(∫ ∞

1

(K(a, t)
tθ

)p dt
t

)1/p

6 max
(
1, [(1− θ)p]−1/p)Nθ,p(a).

D’autre part, pour tout a ∈ Aθ,p, on a

Nθ,p(a) = ‖a‖A1 +
(∫ ∞

1

(K(a, t)
tθ

)p dt
t

)1/p

6 ‖a‖Aθ,p + ‖a‖Aθ,p = 2‖a‖Aθ,p .

Enfin, on voit que ‖i‖(Aθ,p,Nθ,p)→(Aγ,p,Nγ,p) 6 1 quand γ ∈ ]θ, 1[. �

Pour tout θ ∈ ]0, 1[ et tout p ∈ [1,+∞[, on notera

A+
θ,p =

{
a ∈

⋂
γ>θ

Aγ,p; ‖a‖A+
θ,p

= sup
γ>θ

Nγ,p(a) < +∞
}
.

L’espace A+
θ,p est un espace de Banach. Pour θ ∈ [0, 1[ , désignons par A+

θ

l’espace

A+
θ =

{
a ∈

⋂
γ>θ

Aγ ; ‖a‖A+
θ

= sup
γ>θ
‖a‖Aγ < +∞

}
,

et par A−θ le complété de l’espace Nθ =
⋃
β<θ Aβ , pour la norme

‖a‖A−
θ

= inf
{
‖a‖Aβ ; a ∈ Nθ et β < θ

}
.

Remarque 2.8. — D’après le lemme 2.3, on sait que

A+
θ =

{
a ∈

⋂
γ>θ

Aγ ; ‖a‖A+
θ

= sup
γ>θ
‖a‖Aγ < +∞

}
.

Théorème 2.9. — Soient 0 < α < β < 1 et p ∈ [1,∞[. Supposons que
l’injection i : Aα,p → Aβ,p soit un opérateur de Radon–Nikodym. Alors Aα,p
a la propriété de Radon–Nikodym.

Lemme 2.10. — Soient θ ∈ ]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[. On a (Aθ,p, Nθ,p) =
A+
θ,p isométriquement.

– 7 –
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Démonstration du lemme 2.10. — D’après la remarque 2.6, Aθ,p se
plonge continûment dans A+

θ,p. Soient a ∈ A
+
θ,p et (θn)n>0 une suite décrois-

sante dans ]θ, 1[ convergeant vers θ. Par le lemme de Fatou on a

Nθ,p(a) = ‖a‖A1 +
(∫ ∞

1

(K(a, t)
tθ

)p dt
t

)1/p

6 ‖a‖A1 +
(

lim inf
n→+∞

∫ ∞
0

(K(a, t)
tθn

)p dt
t

)1/p
6 ‖a‖A+

θ,p
. �

Lemme 2.11. — Soient i : A0 → A1 une injection de Radon Nikodym,
γ ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[. Alors i : A0 → Aγ,p est un opérateur de Radon–
Nikodym.

Démonstration du lemme 2.11. — Soient f ∈ h∞(D, A0) et (rn)n>0 une
suite dans l’intervalle ]0, 1[ telle que rn → 1 quand n → +∞. Comme i :
A0 → A1 est un opérateur de Radon–Nikodym, la suite (f(rneit))n>0 est de
Cauchy dans A1 pour presque tout t ∈ T. D’autre part, on a d’après (1.3)
pour tout m,n ∈ N que

‖f(rneit)− f(rmeit)‖Aθ,p
6 C‖f(rneit)− f(rmeit)‖1−θA0

‖f(rneit)− f(rmeit)‖θA1
.

Comme sup06r<1 ‖f(reit)‖A0 < +∞ pour presque tout t ∈ T, la suite
(f(rneit))n>0 est de Cauchy dans Aθ,p pour presque tout t ∈ T, c’est-à
-dire que f admet presque partout des limites radiales dans Aθ,p . �

Démonstration du théorème 2.9.

Étape 1. Considérons γ ∈ ]α, β[ et montrons que i : Aα,p → Aγ,p est
un opérateur de Radon–Nikodym. Il existe η ∈ ]0, 1[ tel que γ = (1 −
η)α + ηβ. D’après le théorème de réitération [4, Theorem 3.11.5], Aγ,p =
(Aα,p, Aβ,p)η,p. Par hypothèse, i : Aα,p → Aβ,p est un opérateur de Radon–
Nikodym donc, d’après le lemme 2.11, i : Aα,p → (Aα,p, Aβ,p)η = Aγ,p est
un opérateur de Radon–Nikodym.

Étape 2. Montrons que Aα,p a la propriété de Radon–Nikodym. Soient
g ∈ h∞(D, Aα,p) et (βn)n>0 une suite décroissante dans ]α, β[ telle que βn →
α quand n → +∞. Fixons n ∈ N. L’étape 1 montre que i : Aα,p → Aβn,p
est un opérateur de Radon–Nikodym. Il existe donc ψn ∈ L∞(T, Aβn,p) et
un ensemble mesurable Ωn dans T tels que m(Ωn) = 1 et g(reit) →r→1−

ψn(t) dans Aβn,p pour tout t ∈ Ωn. Considérons Ω =
⋂
n>0 Ωn et ψ(t) =

limr→1− g(reit) (dans A1), t ∈ Ω.
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Étape 3-a. Montrons que ψ(t) ∈ Aα,p. Observons que pour tout n ∈ N
et pour presque tout t ∈ T on a

sup
06r<1

Nβn,p(g(reit)) 6 sup
06r<1

Nα,p(g(reit)) < +∞.

Ceci implique supn>0Nβn,p(ψ(t)) < +∞, donc ψ(t) ∈ A+
α,p pour presque

tout t ∈ T. En appliquant le lemme 2.10, on voit que ψ(t) ∈ Aα,p.

Étape 3-b. Montrons que ψ est mesurable à valeurs dans Aα,p. Remar-
quons qu’il existe des sous-espaces fermés séparables Cj de Aj , j ∈ {0, 1},
C1 adhérence dans A1 de C0, tels que g est à valeurs dans Cα,p qui est un
espace séparable. On peut donc supposer que Aα,p est séparable. Comme ψ
est mesurable à valeurs dans A1 et que Aα,p est un espace polonais, ψ est
mesurable à valeurs dans Aα,p d’après [1, Theorem 3.2.3 et son corollaire].
En appliquant le résultat de [7], on voit que g(z) =

∫
T ψ(t)Pz(t) dm(t) dans

A1, pour z ∈ D. Cette égalité vaut dans Aα,p puisque ψ est mesurable à
valeurs dans Aα,p. Il en résulte que g admet des limites radiales presque
partout dans Aα,p [15, Theorem 7.6]. �

Corollaire 2.12. — Soient α ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[. Supposons que
A1 a la propriété de Radon–Nikodym. Alors Aα,p a la propriété de Radon–
Nikodym.

Démonstration. — Soit β ∈ ]α, 1[. Par un argument analogue à celui du
lemme 2.11, on montre que l’injection i : Aα,p → Aβ,p est un opérateur
de Radon–Nikodym. Donc d’après le théorème 2.9, Aα,p a la propriété de
Radon–Nikodym. �

Corollaire 2.13. — Soient α ∈ ]0, 1[ et p ∈ ]1,+∞[, et supposons que
i∗ : A∗1 → A∗0 est un opérateur de Radon–Nikodym. Alors (A∗0, A∗1)α,p a la
propriété de Radon–Nikodym.

Démonstration. — Par un argument analogue à celui du lemme 2.4,
on montre que pour tout 1 > β > 1 − α, i∗ : (A∗1, A∗0)∗1−α,p → (A∗1, A∗0)β,p
est un opérateur de Radon–Nikodym. D’après le théorème 2.9, l’espace
(A∗0, A∗1)α,p = (A∗1, A∗0)1−α,p a la propriété de Radon–Nikodym. �

Remarque 2.14. — Dans le théorème 2.9, on peut remplacer « opéra-
teur de Radon–Nikodym » par « opérateur de Radon–Nikodym analytique ».
Donc, dans le corollaire 2.12, on peut remplacer « A1 a la propriété de
Radon–Nikodym » par « A1 a la propriété de Radon–Nikodym analytique »,
ce qui améliore [10, corollaire 1.6].

Théorème 2.15. — Il existe deux espaces de Banach B0, B1 et i : B0 →
B1 une injection de Radon–Nikodym tels que pour tous 0 < α < β < 1,
l’injection i : Bα → Bβ n’est pas un opérateur de Radon–Nikodym.
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Lemme 2.16. — Soient 0 < α < β < 1 et p ∈ ]1,+∞[. Supposons que
l’injection i : Aα → Aβ est un opérateur de Radon–Nikodym. Alors il existe
θ0 ∈ ]0, 1[ tel que Aθ0,p a la propriété de Radon–Nikodym.

Démonstration du lemme 2.16. — Soient θ1 ∈ ]0, α[ et θ2 ∈ ]β, 1[.
D’après [4, Theorem 4.7.2], (Aθ1 , Aα)η,p = Aθ0,p, et (Aβ , Aθ2)η,p = Aδ,p,
où θ0 = (1− η)θ1 + ηα, δ = (1− η)β + ηθ2. Donc Aθ0,p ⊂ Aα ⊂ Aβ ⊂ Aδ,p.
Il en résulte que i : Aθ0,p → Aδ,p est un opérateur de Radon–Nikodym.
En appliquant le théorème 2.9, on voit que Aθ0,p a la propriété de Radon–
Nikodym. �

Démonstration du théorème 2.15. — D’après [13] il existe deux espaces
de Banach X, Y et T : X → Y un opérateur de Radon–Nikodym qui ne se
factorise par aucun espace de Banach ayant la propriété de Radon–Nikodym.
Considérons B0 = X/ ker(T ) et B1 = Y ; il est clair que l’injection i : B0 →
B1 est un opérateur de Radon–Nikodym qui ne se factorise par aucun espace
ayant la propriété de Radon–Nikodym.

Supposons maintenant qu’il existe 0 < α < β < 1 tels que i : Bα → Bβ
soit un opérateur de Radon–Nikodym. D’après le lemme 2.16, il existe θ0 ∈
]0, 1[ tel que Bθ0,p a la propriété de Radon–Nikodym pour tout p ∈ ]1,+∞[.
Il en résulte que i se factorise par un espace de Banach ayant la propriété
de Radon–Nikodym, ce qui est impossible. �

Le théorème suivant montre que le lemme 2.4 n’est pas vrai si on rem-
place « opérateur de Radon–Nikodym » par « opérateur de Radon–Nikodym
analytique ».

Théorème 2.17. — Il existe deux espaces de Banach B0, B1 et une in-
jection continue d’image dense i : B0 → B1, tels que B∗1 a la propriété de
Radon–Nikodym analytique, mais que pour tout 0 < θ < β < 1, l’injection
i∗ : (B∗1 , B∗0)θ → (B∗1 , B∗0)β ne soit pas un opérateur de Radon–Nikodym
analytique,

Démonstration. — Considérons B0 = `1(Z), B1 = C(T) et i : B0 → B1
l’injection définie par i(x)( . ) =

∑
k∈Z xke

ik( . ), pour x = (xk)k∈Z ∈ `1(Z).
Remarquons que B∗1 = M(T) a la propriété de Radon–Nikodym analy-
tique. Supposons qu’il existe 0 < θ < β < 1 tels que i∗ : (B∗1 , B∗0)θ →
(B∗1 , B∗0)β soit un opérateur de Radon–Nikodym analytique et fixons p ∈
]1,+∞[. Par un argument analogue à celui du lemme 2.16, il existe θ0 ∈
]0, 1[ tel que (B∗1 , B∗0)θ0,p a la propriété de Radon–Nikodym analytique.
D’autre part, d’après le lemme de Pisier [6, Lemma 5.1], l’espace E =
(L1(T), c0(Z))θ0,p contient c0 isomorphiquement. Or E se plonge isométri-
quement dans
(B∗1 , B∗0)θ0,p, d’après [10, lemme 3.8]. Il en résulte que (B∗1 , B∗0)θ0,p n’a pas
la propriété de Radon–Nikodym analytique, ce qui est impossible. �
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Proposition 2.18. — Il existe B0, B1 deux espaces de Banach et une
injection de Radon–Nikodym i : B0 → B1 tels que i : B0 → B+

0 n’est pas un
isomorphisme.

Démonstration. — Soit B0, B1 les espaces du théorème 2.15. Supposons
que i : B0 → B+

0 est un isomorphisme. On peut supposer que B0 est sé-
parable, donc B+

0 est séparable. Comme i : B0 → Bβ est un opérateur
de Radon–Nikodym pour tout β ∈ ]0, 1[ (par un argument analogue à ce-
lui du lemme 2.11), par un argument analogue à celui du théorème 2.9,
i : B0 → B+

0 est un opérateur de Radon–Nikodym, donc B+
0 a la propriété

de Radon–Nikodym, c’est-à-dire que i : B0 → B1 se factorise par un espace
ayant la propriété de Radon–Nikodym. C’est impossible d’après [13]. �

Soit (B0, B1) un couple d’interpolation tel que B0∩B1 est dense dans B0
et dans B1. Notons B′j l’adhérence de B∗0 ∩B∗1 dans B∗j , j = 0, 1. Il est clair
que B′0 ∩B′1 = B∗0 ∩B∗1 , isométriquement. D’après [4, Theorem 4.2.2-b)] on
a isométriquement, pour θ ∈ ]0, 1[,

(B′0, B′1)θ = (B∗0 , B∗1)θ. (2.1)
Comme B′0 ∩ B′1 est dense dans B′j , le dual de B′θ = (B′0, B′1)θ est
((B′0)∗, (B′1)∗)θ [4, Theorem 4.5.1] et, d’après [4, Theorem 2.7.1], on a

(B′0)∗ + (B′1)∗ = (B′0 ∩B′1)∗ = (B∗0 ∩B∗1)∗ = (B0 +B1)∗∗.
En particulier, B0 + B1 s’identifie isométriquement à un sous-espace fermé
de (B′0)∗ + (B′1)∗. Soit ij : B′j → B∗j l’injection canonique ; la restriction de
son adjoint i∗j : Bj → (B′j)∗, j = 0, 1, est contractante. Le lemme suivant
provient de [8, lemme 1].

Lemme 2.19. — Soit R : G(B0, B1) → G((B′0)∗, (B′1)∗) l’application dé-
finie par g(j+i.)→ i∗j (g(j+i.)), j = 0, 1. L’application R est une contraction
et induit une contraction injective

Rθ : Bθ → ((B′0)∗, (B′1)∗)θ, θ ∈ ]0, 1[.

Démonstration. — Il est clair que R est une contraction (non injective
en général). On identifie Bθ et ((B′0)∗, (B′1)∗)θ à des quotients de G(B0, B1)
et G((B′0)∗, (B′1)∗) respectivement. Notant que (R g( . ))′(θ) = Rθ(g′(θ)), on
voit que R induit une contraction Rθ sur ces quotients. Notons que, pour
a ∈ Bθ et b ∈ B′0 ∩B′1 = B∗0 ∩B∗1 = (B0 +B1)∗, on a

(Rθ(a), b) = (a, b).
Si Rθ(a) = 0, alors (a, b) = 0 pour tout b ∈ B′0 ∩ B′1 = (B0 + B1)∗, d’où
a = 0 dans B0 +B1, et donc dans Bθ. �

Notons Bθ le complété de Rθ(Bθ) dans ((B′0)∗, (B′1)∗)θ, θ ∈ ]0, 1[, cet
espace a été introduit dans [8]. Signalons que Rθ(Bθ) est un sous-espace
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isométrique de [(B′0)∗, (B′1)∗]θ [8, lemme 4]. Pour tout espace de Banach
X, on désigne par Λ(X) l’espace des fonctions f définies sur R à varia-
tion bornée, telles que f(t1) − f(t2) ∈ X pour t1, t2 ∈ R, et ‖f‖Λ(X) =
supt1 6=t2 ‖f(t1)− f(t2)‖X/|t1 − t2| < +∞.

Proposition 2.20. — Soit θ ∈ ]0, 1[. Alors Aθ est un sous-espace isomé-
trique de A+

θ .

Proposition 2.21. — Soit θ ∈ ]0, 1[. Alors (A∗1, A∗0)θ = [A∗1, A∗0]+θ , iso-
métriquement.

Avant de démontrer ces propositions rappelons les lemmes classiques sui-
vants (bien connus) :

Lemme 2.22. — Soit (fn)n>0 une suite de fonctions holomorphes à va-
leurs dans C, uniformément bornée sur S0. Si fn →n→+∞ f simplement sur
S0, alors f est holomorphe sur S0.

Lemme 2.23. — Soit (fn)n>0 une suite comme dans le lemme 2.22.
Alors fn →n→+∞ f uniformément sur toute boule fermée dans S0 (donc
sur tout compact de S0).

Démonstration des lemmes 2.22 et 2.23. — Soient z0 ∈ S0 et r > 0 tels
que la boule fermée de centre z0 et de rayon r soit contenue dans S0, ce qui
implique r < 1. Notons Γ = {z ∈ C; |z − z0| = r}. D’après la formule de
Cauchy, pour tout n ∈ N et tout z ∈ B(z0, r) , on a que

fn(z) = 1
2iπ

∫
Γ

fn(ξ)
ξ − z

dξ.

En appliquant le théorème de convergence dominée, on voit que pour tout
z ∈ B(z0, r),

f(z) = 1
2iπ

∫
Γ

f(ξ)
ξ − z

dξ,

par conséquent f est holomorphe dans S0. Il existe donc une suite (ak)k>0
telle que f(z) =

∑
k>0 ak(z − z0)k, z ∈ B(z0, r) et pour tout n, il existe une

suite (a(n)
k )k>0 telle que fn(z) =

∑
k>0 a

(n)
k (z − z0)k, z ∈ B(z0, r) . Alors

a
(n)
k − ak =

∫
T
[
fn(ρeit + z0)− f(ρeit + z0)

]
e−ikt dm(t), où ρ ∈ ]0, r[. En

appliquant le théorème de convergence dominée, on voit que

sup
k>0
|a(n)
k − ak| 6

∫
T
|fn(ρeit + z0)− f(ρeit + z0)| dm(t) −→

n→∞
0.

Finalement on a

sup
z∈B(z0,r)

|fn(z)− f(z)| 6
(

sup
k>0
|a(n)
k − ak|

)(∑
k>0

rk
)
−→
n→0

0. �
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Démonstration de la proposition 2.21.

Étape 1. Soit a ∈ (A∗1, A∗0)+
θ , et soit (βn)n>0 une suite décroissante

dans l’intervalle ]θ, 1[ telle que βn → θ. Il est clair que ‖a‖(A∗1 ,A∗0)+
θ

=
supn>0 ‖a‖(A∗1 ,A∗0)βn . Pour tout n ∈ N, il existe Fn ∈ F(A∗1, A∗0) vérifiant
Fn(βn) = a et ‖Fn‖F(A∗1 ,A∗0) < ‖a‖(A∗1 ,A∗0)βn + 1/(n + 1) . On définit gn ∈
G(A∗1, A∗0), primitive de Fn, en posant gn(z) =

∫ z
0 Fn(ξ) dξ, pour z ∈ S et

n ∈ N.

La suite (gn(j + i( . )))n>0 est bornée dans l’espace Λ(A∗1−j). D’après [4,
Lemma 4.5.3], il existe une sous-suite (gnk(j + i( . )))k>0 telle que
gnk(j + i( . )) →k→+∞ g(j + i( . )) ∈ Λ(A∗1−j) pour la topologie σ(Λ(A∗1−j),
L1(R, dτ, A1−j)), et pour j ∈ {0, 1}. On définit la fonction F sur S0 à valeurs
dans A∗0 + A∗1 = (A0 ∩ A1)∗, par dualité : pour tout x ∈ A0 ∩ A1 = A0 on
pose

(x, F (z)) =
∫
R
e−τ

2
Q0(z, iτ) d

dτ
(x, g(iτ)) dτ

+
∫
R
e(1+iτ)2

Q1(z, 1 + iτ) d

dτ
(x, g(1 + iτ)) dτ, z ∈ S0.

Étape 2. Soit x ∈ A0. Montrons que la fonction (x, F ( . )) est holomorphe
sur S0. D’après (1.2), pour tout z ∈ S0 on a

(x, ez
2
Fnk(z)) =

∫
R
e−τ

2
(x, Fnk(iτ))Q0(z, iτ) dτ

+
∫
R
e(1+iτ)2

(x, Fnk(1 + iτ))Q1(z, 1 + iτ) dτ

=
∫
R
e−τ

2
Q0(z, iτ) d

dτ
(x, gnk(iτ)) dτ

+
∫
R
e(1+iτ)2

Q1(z, 1 + iτ) d
dτ

(x, gnk(1 + iτ)) dτ

−→
k→+∞

∫
R
e−τ

2
Q0(z, iτ) d

dτ
(x, g(iτ)) dτ

+
∫
R
e(1+iτ)2

Q1(z, 1 + iτ) d
dτ

(x, g(1 + iτ)) dτ

=(x, F (z))

c’est-à-dire que

(x, ez
2
Fnk(z)) −→

k→+∞
(x, F (z)), pour tout z ∈ S0. (2.2)
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D’après le lemme 2.22, la fonction (x, F ( . )) est holomorphe. Il est clair
d’après (2.2) que pour tout z ∈ S0 on a

(x, Fnk(z)) −→
k→+∞

(x, e−z
2
F (z)) = (x, ψ1(z)). (2.3)

Le rappel (iii) nous montre que (A1, A0)∗θ = (A∗1, A∗0)θ . Il existe donc une
sous-suite (Fnk′ )k′>0 telle que Fnk′ (θ)→k′→∞ a1 ∈ (A∗1, A∗0)θ pour la topo-
logie préfaible. Il est évident d’après (2.3) que a1 = ψ1(θ).

Étape 3. Montrons que a = a1. Soit x ∈ A0. D’après le lemme 2.23,
(x, e( . )2

Fnk′ ( . )) →k′→+∞ (x, F ( . )) uniformément sur toute boule fermée
de S0. Donc (x, Fnk′ ( . )) →k′→+∞ (x, e−( . )2

F ( . )) = (x, ψ1( . )) uniformé-
ment sur toute boule fermée de S0. Il existe k′0 tel que

∀k′ > k′0, sup
m>0
|(x, Fnk′ (βm))− (x, ψ1(βm))| < ε. (2.4)

D’après la continuité de (x, ψ1( . )) sur S0, il existe k′1 > k′0 tel que |(x, ψ1(θ)−
ψ1(βnk1

))| < ε, pour tout k1 > k′1. D’après (2.4) on a
|(x, Fnk′1 (βnk′1 ))− (x, ψ1(βnk′1 ))| < ε,

d’où |(x, ψ1(θ)− a)| 6 2ε. Ceci implique que a1 = a.

Étape 4. Montrons que ‖a‖(A∗1 ,A∗0)θ = ‖a‖(A∗1 ,A∗0)+
θ
. D’après ce qui

précède, la suite (Fnk(θ))k>0 converge préfaiblement vers a dans l’espace
(A∗1, A∗0)θ = ((A1, A0)θ)∗, donc

‖a‖(A∗1 ,A∗0)θ 6 lim inf
k→+∞

‖Fnk(θ)‖(A∗1 ,A∗0)θ

6 lim inf
k→+∞

‖Fnk‖F(A∗1 ,A∗0) 6 ‖a‖(A∗1 ,A∗0)+
θ
.

(2.5)

D’après le lemme 2.3, on a ‖a‖(A∗1 ,A∗0)+
θ
6 ‖a‖(A∗1 ,A∗0)θ , d’où l’égalité

‖a‖(A∗1 ,A∗0)θ = ‖a‖(A∗1 ,A∗0)+
θ
. �

Démonstration de la proposition 2.20. — Soit a ∈ Aθ. D’après la pro-
position 2.21, on sait que ‖a‖

A
θ = ‖a‖((A′0)∗,(A′1)∗)θ = ‖a‖((A′0)∗,(A′1)∗)+

θ
.

D’autre part, d’après [8, lemme 4], Aβ est un sous-espace isométrique de
[(A′0)∗, (A′1)∗]β , pour tout β ∈ ]0, 1[. Donc ‖a‖((A′0)∗,(A′1)∗)+

θ
= ‖a‖A+

θ
et

‖a‖
A
θ = ‖a‖A+

θ
. �

Proposition 2.24. — Soit θ ∈ ]0, 1[. Supposons que Aθ est faiblement
séquentiellement complet et que (A∗0, A∗1)θ = (A∗0, A∗1)θ. Alors Aθ = A+

θ .

Démonstration. — Soient a ∈ A+
θ et βn ↘ θ. Pour tout n ∈ N, il existe

Fn ∈ F(A0, A1) tel que Fn(βn) = a et ‖Fn‖F(A0,A1) < ‖a‖Aβn + 1/(n + 1).
On a vu au cours de la démonstration de la proposition 2.21 qu’il existe
une sous-suite (Fnk)k>0 vérifiant (Fnk(θ), a∗) →k→+∞ (a, a∗), pour tout
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a∗ ∈ (A∗0, A∗1)θ = (Aθ)∗. La suite (Fnk(θ))k>0 est donc faiblement de Cauchy
dans Aθ. Il existe donc b ∈ Aθ tel que Fnk(θ)→k→+∞ b faiblement dans Aθ.
Il est évident que b = a ∈ Aθ. �

Problème 2.25. — Soit θ ∈ ]0, 1[. L’espace Aθ est-t-il égal à A+
θ isomé-

triquement ?

Par un argument analogue à celui du théorème 2.9 (en utilisant la pro-
position 2.20), on montre le théorème suivant :

Théorème 2.26. — Soient 0 < α < β < 1. Si l’injection i : Aα → Aβ
est un opérateur de Radon–Nikodym et si A+

α est séparable, alors Aα a la
propriété de Radon–Nikodym.

Proposition 2.27. — Considérons α < γ dans ]0, 1[, η ∈ ]0, 1[ et po-
sons θ = (1− η)α+ ηγ. Alors A+

θ = (Aα, Aγ)+
η isométriquement.

Démonstration. — Soit (ηn)n>0 une suite décroissante dans ]η, 1[, telle
que ηn →n→+∞ η. Alors θn = (1 − ηn)α + ηnγ décroît vers θ quand n →
+∞. D’après le théorème de réitération, on a pour tout n > 0 que Aθn =
(Aα, Aγ)ηn , donc A+

θ est égal à
⋂
n>0Aθn =

⋂
n>0(Aα, Aγ)ηn = (Aα, Aγ)+

η .
�

Proposition 2.28. — Soit θ ∈ ]0, 1[. Alors A−θ = Aθ isométriquement.

Démonstration. — Il est évident que A−θ se plonge continûment dans Aθ
avec norme 6 1.

Étape 1. Montrons que A−θ est un sous-espace isométrique de Aθ. Il suffit
de montrer que le dual de A−θ se plonge continûment dans (A∗1, A∗0)+

1−θ =
[(A0, A1)θ]∗ avec norme 6 1. Soit (γn)n>0 une suite décroissante dans ]1 −
θ, 1[ et vérifiant que γn →n→+∞ 1 − θ, et soit a∗ ∈ (A−θ )∗. D’après le
lemme 2.3 et la remarque 2.8 , on a

(A∗1, A∗0)+
1−θ =

⋂
n>0

(A∗1, A∗0)γn =
⋂
n>0

(A∗1, A∗0)γn

=
⋂
n>0

[(A1, A0)γn ]∗ =
⋂
n>0

A∗1−γn .

Pour tout n ∈ N on définit la forme linéaire a∗n sur A1−γn en posant (x, a∗n) =
(x, a∗), pour x ∈ A1−γn ⊂ Aθ−. On a alors

|(x, a∗n)| 6 ‖a∗‖(Aθ−)∗ ‖x‖Aθ− 6 ‖a
∗‖(A−

θ
)∗ ‖x‖A1−γn

.

Il en résulte que a∗n ∈ (A1−γn)∗. On définit uα∗ ∈ (A∗1, A∗0)+
1−θ =

⋂
n>0A

∗
1−γn

par (x, ua∗) = (x, a∗n), x ∈ A1−γn . D’après ce qui précède, ua∗ ∈
⋂
n>0A

∗
1−γn

et ‖ua∗‖(A∗1 ,A∗0)+
1−θ

= supn>0 ‖a∗n‖A∗1−γn 6 ‖a
∗‖(A−

θ
)∗ .
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Étape 2. Comme A0 est dense dans A−θ et dans Aθ, on a A−θ = Aθ
isométriquement, d’après l’ étape 1. �

3. Interpolation des espaces LpΛ et hpΛ à valeurs vectorielles

On désigne par (B0, B1) un couple d’interpolation, qui restera fixé pour
la suite de cette partie, tel que B0 ∩ B1 est dense dans B0 et dans B1.
On va montrer que l’espace Lp(T, Bθ) est un sous-espace isométrique de
[Lp(T, B0), Lp(T, B1)]

θ
.

Dans la suite, on montre que si
[
hpΛ(D, B0),hpΛ(D, B1)

]
θ
est un sous-

espace fermé de hpΛ(D, Bθ), alors
[
LpΛ(T, B0), LpΛ(T, B1)

]
θ

= LpΛ(T, Bθ)
isomorphiquement. De plus on montre que pour tout θ ∈ ]0, 1[, l’espace
(L∞(T, A0), L∞(T, A1))θ est un sous-espace strict de L∞(T, Aθ), sauf si l’in-
clusion i : A0 → A1 est un isomorphisme.

Proposition 3.1. — Soient X un espace de Banach, 1 < p0, p1 < +∞
et θ ∈ ]0, 1[. Alors [hp0(D, X),hp1(D, X)]θ = hp(D, X) isométriquement, où
1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1.

Démonstration. — On sait que [Lp0(T, X), Lp1(T, X)]θ = Lp(T, X) d’ap-
rès [4, Theorem 5.1.2], donc [hp0(D, X),hp1(D, X)]θ ⊂ hp(D, X). Montrons
l’inclusion inverse.

Soient f ∈ hp(D, X) et ε > 0. D’après l’introduction, on a que
V Bp(T, X) = hp(D, X) . Il existe donc une fonction ψ ∈ Lp+(T) telle
que ‖Tf (g)‖X 6

∫
T |g(t)|ψ(t) dm(t) pour tout g ∈ Lp

′(T), et telle que
‖Tf‖V Bp(T,X) = ‖f‖hp(D,X) = ‖ψ‖Lp . Comme [Lp0(T), Lp1(T)]θ = Lp(T) [4,
Theorem 5.1.2], il existe F ∈ F(Lp0(T), Lp1(T)) vérifiant que F (θ) = ψ + ε
et ‖F‖F(Lp0 ,Lp1 ) 6 ‖ψ‖Lp + 2ε.

Pour tout τ ∈ R et pour j ∈ {0, 1}, on définit l’opérateur F1(j + iτ)
de Lp

′
j (T) dans X en posant F1(j + iτ)(g) = Tf

(
g F (j+iτ)

ψ+ε
)
, g ∈ C(T).

Il est clair que ‖F1(j + iτ)‖V Bpj (T,X) 6 ‖F‖F(Lp0 ,Lp1 ). Considérons
F1(z) =

∫
R F1(iτ)Q0(z, iτ) dτ +

∫
R F1(1 + iτ)Q1(z, 1 + iτ) dτ . Comme

F1(z)(g) = Tf
(
g F (z)
ψ+ε

)
pour tout g ∈ C(T) et tout z ∈ S, on voit que

F1 ∈ F(hp0(D, X),hp1(D, X)) et F1(θ) = Tf . Il en résulte que f est dans
[hp0(D, X),hp1(D, X)]θ et

‖f‖(hp0 (D,X),hp1 (D,X))θ 6‖F1‖F(hp0 (D,X),hp1 (D,X)) 6 ‖ψ‖Lp + 2ε
=‖Tf‖V Bp(D,X) + 2ε = ‖f‖hp(D,X) + 2ε. �
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Corollaire 3.2. — Soient X un espace de Banach, 1 < p0, p1 < +∞
et θ ∈ ]0, 1[. Alors [hp0(D, X),hp1(D, X)]θ = [hp0(D, X),hp1(D, X)]θ isomé-
triquement, où 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1.

Démonstration. — Soit f ∈ [hp0(D, X),hp1(D, X)]θ, soit ε > 0 tel que
θ+ε ∈ ]0, 1[, et posons 1/pε = 1−(θ+ε)

p0
+ θ+ε

p1
. Le lemme 2.3 nous montre que

f est élément de [hp0(D, X),hp1(D, X)]θ+ε ⊂ hpε(D, X), c’est-à -dire que,
pour tout r ∈ [0, 1[, on a∫

T
‖f(reit)‖pεX dm(t) 6 ‖f‖pε[hp0 (D,X),hp1 (D,X)]θ .

D’après le lemme de Fatou on a, pour tout r ∈ ]0, 1[,∫
T
‖f(reit)‖pX dm(t) 6 lim inf

ε→0

∫
T
‖f(reit)‖pεX dm(t)

6 lim
ε→0
‖f‖pε[hp0 (D,X),hp1 (D,X)]θ = ‖f‖p[hp0 (D,X),hp1 (D,X)]θ ,

donc [hp0(D, X),hp1(D, X)]θ ⊂ hp(D, X). Pour obtenir le corollaire, il suffit
d’appliquer la proposition 3.1, l’isométrie cherchée provenant alors de [3]. �

Pour p ∈ [1,+∞] et j ∈ {0, 1} notons Xj = Lp(T, Bj). Rappelons que
X0 ∩X1 est dense dans Lp(T, Bj) pour tout p ∈ [1,+∞].

Théorème 3.3. — Soient θ ∈ ]0, 1[. Alors

(i) pour tout p ∈ [1,+∞[, l’espace Lp(T, Bθ) est un sous-espace isométri-
que de l’espace [Lp(T, B0), Lp(T, B1)]

θ
;

(ii) l’espace L∞(T, Bθ) est un sous-espace isométrique de l’espace
[L∞(T, B0), L∞(T, B1)]θ.

Lemme 3.4. — L’espace Lp(T, (B′j)∗) se plonge continûment dans (X ′j)∗,
pour j ∈ {0, 1}.

Démonstration du lemme 3.4. — Soit f ∈ Lp(T, (B′j)∗). On définit une
forme linéaire uf ∈ (X ′j)∗ par (h, uf ) = limr→1−

∫
T(h(reit), f(t)) dm(t), pour

chaque élément h ∈ X∗0 ∩X∗1 = hp′(D, B∗0) ∩ hp′(D, B∗1), et pour j ∈ {0, 1}.
Il est clair que

|(h, uf )| 6 ‖f‖Lp(T,(B′
j
)∗)‖h‖hp(D,B∗

j
).

Comme hp′(D, B∗0)∩hp′(D, B∗1) est dense dansX ′j , uf se prolonge de manière
unique en une forme linéaire continue sur X ′j , j ∈ {0, 1}. �

Démonstration du théorème 3.3.

(i) : Considérons f =
∑n
k=0 xkXCk , élément de Lp(T, Bθ), où xk ∈ Bθ ⊂

B
θ et où les Ck sont des sous-ensembles mesurables de T deux-à-deux dis-

joints. L’ensemble des fonctions f de cette forme est dense dans Lp(T, Bθ).
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Fixons ε > 0. Pour tout k, il existe gk ∈ G((B′0)∗, (B′1)∗) et hk ∈
G(B0, B1) tels que g′k(θ) = h′k(θ) = xk et ‖gk‖pG((B′0)∗,(B′1)∗) 6 ‖xk‖

p

B
θ +

εp. On définit g ∈ G
(
Lp(T, (B′0)∗), Lp(T, (B′1)∗)

)
par la formule g(z) =∑n

k=0 gk(z)XCk , z ∈ S. Remarquons que

g′(θ) = f =
n∑
k=0

g′k(θ)XCk =
n∑
k=0

h′k(θ)XCk

est dans [Lp(T, B0), Lp(T, B1)]θ ⊂ [Lp(T, B0), Lp(T, B1)]
θ
. D’après le

lemme 3.4, on sait que g ∈ G((X ′0)∗, (X ′1)∗). Nous avons alors

‖g‖G((X′0)∗,(X′1)∗) 6 ‖g‖G(Lp(T,(B′0)∗),Lp(T,(B′1)∗))

6 (‖f‖p
Lp(T,Bθ)

+ εp)1/p 6 ‖f‖
Lp(T,Bθ) + ε.

On en déduit que ‖f‖[Lp(T,B0),Lp(T,B1)]θ 6 ‖f‖Lp(T,Bθ).

D’après le lemme 2.19, Bθ se plonge isométriquement dans l’espace
[(B′0)∗, (B′1)∗]θ, donc f est isométriquement dans Lp(T, [(B′0)∗, (B′1)∗]θ) qui
lui même se plonge isométriquement dans hp(D, [(B′0)∗, (B′1)∗]θ), égal à
[hp(D, (B′0)∗),hp(D, (B′1)∗)]θ = [(Lp′(T, B′0), Lp′(T, B′1))θ]∗. Si p = 1,
on a que h1(D, [(B′0)∗, (B′1)∗]θ) =

[
h1(D, (B′0)∗),h1(D, (B′1)∗)

]θ =
[(C(T, B′0), C(T, B′1))θ]∗ d’après [10, lemme 2.1]. Ceci implique que

‖f‖
Lp(T,Bθ) = sup

{
|(f, u)|; u ∈ (Lp

′
(T, B′0), Lp

′
(T, B′1))θ

et ‖u‖(Lp′ (T,B′0),Lp′ (T,B′1))θ 6 1
}

6 sup
{
|(f, u)|; u ∈ (Lp

′
(T, B∗0), Lp

′
(T, B∗1))θ

et ‖u‖(Lp′ (T,B∗0 ),Lp′ (T,B∗1 ))θ 6 1
}

6 sup
{
|(f, u)|; u ∈ (hp

′
(D, B∗0),hp

′
(D, B∗1))θ

et ‖u‖(hp′ (D,B∗0 ),hp′ (D,B∗1 ′))θ
6 1
}

= ‖f‖[Lp(T,B0),Lp(T,B1)]θ .

(ii) : D’après le résultat de [10, lemme 1.8], on sait qu’on a l’égalité
[`∞(B0), `∞(B1)]θ = `∞(Bθ). Notons

H =
{
f ∈ L∞(T, Bθ); f =

∑
k>0 xkXCk , les (Ck)k>0 sont des

sous-ensembles mesurables de T deux-à-deux disjoints.

}
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Soient f =
∑
k>0 xkXCk ∈ H fixée et ε > 0. Il existe une fonction g ∈

G(`∞(B0), `∞(B1)) tel que g′(θ) = (xk)k>0 et que
‖g‖G(`∞(B0),`∞(B1)) < ‖(xk)k>0‖`∞(Bθ) + ε = ‖f‖L∞(T,Bθ) + ε.

Pour z ∈ S, écrivons g(z) = (g(z)k)k>0, élément de `∞(B0) + `∞(B1) et
u(z) =

∑
k>0 g(z)kXCk . Montrons que u ∈ G(L∞(T, B0), L∞(T, B1)).

Soit Jj : `∞(Bj) → L∞(T, Bj) l’opérateur défini par Jj((yn)n>0) =∑
k>0 ykXCk , (yn)n>0 ∈ `∞(Bj), j ∈ {0, 1}. Les Jj sont bornés et in-

duisent un opérateur borné J : `∞(B0)+`∞(B1)→ L∞(T, B0)+L∞(T, B1).
Par conséquent u = J(g( . )) ∈ G(L∞(T, B0), L∞(T, B1)). Il est clair que
u′(θ) = f et

‖u‖G(L∞(T,B0),L∞(T,B1)) 6 ‖g‖G(`∞(B0),`∞(B1)) 6 ‖f‖L∞(T,Bθ) + ε,

donc ‖f‖(L∞(T,B0),L∞(T,B1))θ 6 ‖f‖L∞(T,Bθ). Comme H est dense dans
L∞(T, Bθ), on déduit que L∞(T, Bθ) se plonge continûment dans l’espace
(L∞(T, B0), L∞(T, B1))θ.

On définit Uj,f : L∞(T, Aj) → `∞(Aj) par g → (yn)n>0, où yn =
(Uj,f (g))n =

∫
Cn
g(t) dm(t)/m(Cn) pour j ∈ {0, 1}. Les Uj,f induisent un

opérateur borné Uf : L∞(T, B0) + L∞(T, B1) → `∞(B0) + `∞(B1). Consi-
dérons maintenant h ∈ G(L∞(T, B0), L∞(T, B1)) telle qu’on ait h′(θ) = f .
On définit g ∈ G(`∞(B0), `∞(B1)) par g(z) = Uf (h(z)), z ∈ S. Remarquons
que g′(θ) = (xk)k>0 ∈ (`∞(B0), `∞(B1))θ.

D’après [10, lemme 1.8], on a (xk)k>0 ∈ `∞(Bθ) et
‖f‖L∞(T,Bθ) = ‖(xk)k>0‖`∞(Bθ)

6 ‖g‖G(`∞(B0),`∞(B1)) 6 ‖h‖G(L∞(T,B0),L∞(T,B1)). �

Remarque 3.5. — D’après [10, corollaire 2.8] il existe un couple d’inter-
polation (B0, B1) tel que Lp(T, Bθ) = Lp(T, Bθ) est un sous-espace strict
de [Lp(T, B0), Lp(T, B1)]θ = [Lp(T, B0), Lp(T, B1)]

θ
, pour tout θ ∈ ]0, 1[ et

tout p ∈ ]1,+∞].

Proposition 3.6. — Soit θ ∈ ]0, 1[. Alors [L∞(T, A0), L∞(T, A1)]θ est
un sous-espace strict de L∞(T, Aθ), sauf si l’inclusion i : A0 → A1 est un
isomorphisme.

Démonstration. — Montrons d’abord que Eθ = [L∞(T, A0), L∞(T, A1)]θ
est un sous-espace isométrique de L∞(T, Aθ). Soit f ∈ Eθ. D’après la pro-
position 3.3, on a

‖f‖L∞(T,Aθ) = ‖f‖[L∞(T,A0),L∞(T,A1)]θ = ‖f‖Eθ .

Supposons maintenant que Eθ = L∞(T, Aθ). Soit (Ck)k>0 une suite de sous-
ensembles mesurables de T deux-à-deux disjoints et tels que m(Ck) > 0
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pour tout k ∈ N. On définit Jj : `∞(Aj) → L∞(T, Aj) par Jj((xn)n>0) =∑
k>0 xkXCk , (xn)n>0 ∈ `∞(Aj) et Uj : L∞(T, Aj) → `∞(Aj) par xn =

(Uj(f))n =
∫
Cn
f(t) dm(t)/m(Cn), j ∈ {0, 1}. Il est clair que les Jj et les Uj

sont bornés et induisent des opérateurs bornés J : `∞(A0) + `∞(A1) =
`∞(A1) → L∞(T, A0) + L∞(T, A1) = L∞(T, A1) et U : L∞(T, A0) +
L∞(T, A1)→ `∞(A0) + `∞(A1).

Montrons que `∞(Aθ) ⊂ [`∞(A0), `∞(A1)]θ. Considérons α = (xn)n>0
dans `∞(Aθ). Comme f = J(α) =

∑
k>0 xkXCk ∈ L∞(T, Aθ), on a f ∈

Eθ . Pour tout ε > 0, il existe F ∈ F(L∞(T, A0), L∞(T, A1)) tel que
F (θ) = f et que ‖F‖F(L∞(T,A0),L∞(T,A1)) < ‖f‖Eθ + ε 6 ‖f‖L∞(T,Aθ) + ε 6
‖α‖`∞(Aθ) + ε. On définit F1(z) = U(F (z)), z ∈ S. Il est é vident que
F1 ∈ F(`∞(A0), `∞(A1)). On a

‖F1‖F(`∞(A0),`∞(A1)) 6 ‖F‖F(L∞(T,A0),L∞(T,A1)) 6 ‖α‖`∞(Aθ) + ε

et F1(θ) = α. Par conséquent ‖α‖(`∞(A0),`∞(A1))θ 6 ‖α‖`∞(Aθ). Donc
`∞(Aθ) ⊂ [`∞(A0), `∞(A1)]θ. D’après [10, corollaire 2.8], ce dernier espace
est inclus dans `∞(Aθ). Il en résulte que `∞(Aθ) = [`∞(A0), `∞(A1)]θ. C’est
impossible d’après [10, corollaire 1.11]. �

Proposition 3.7. — Soient (B0, B1), (C0, C1) deux couples d’interpola-
tion. Supposons qu’il existe des injections contractantes Ij : Bj → Cj et
I ′j : Cj → (B′j)∗ telles que I ′j ◦ Ij = i∗j : Bj → (B′j)∗, j ∈ {0, 1}, où i∗j est
l’injection canonique : Bj → (B′j)∗, et telles que I0(a) = I1(a) si a ∈ B0∩B1,
I ′0(x) = I ′1(x) si x ∈ C0 ∩ C1. Alors Bθ est un sous-espace isométrique de
Cθ.

Démonstration. — Les opérateurs Ij , I ′j induisent respectivement des
opérateurs contractants Iθ : Bθ → Cθ et I ′θ : Cθ → [(B′0)∗, (B′1)∗)]θ, or
par hypothèse I ′θ ◦ Iθ coïncide avec la restriction de l’application Rθ définie
au lemme 2.19, qui est une isométrie d’après [8, lemme 4]. Soit a ∈ Bθ.
D’après ce qui précède, on obtient donc que ‖a‖Bθ = ‖Rθ(a)‖(B∗0 ,B∗1 )∗

θ
=

‖I ′θ ◦ Iθ(a)‖(B∗0 ,B∗1 )∗
θ
6 ‖Iθ(a)‖Cθ 6 ‖a‖Bθ . �

Corollaire 3.8. — Soit (X0, X1) un couple d’interpolation, soient
p0, p1 ∈ [1,+∞], Λ ⊂ Z et θ ∈ ]0, 1[. Supposons que X0 ∩X1 est dense dans
X0 et dans X1. Alors

[
Lp0

Λ (T, X0), Lp1
Λ (T, X1)

]
θ
est un sous-espace isomé-

trique de
[
hp0

Λ (D, X0),hp1
Λ (D, X1))

]
θ
.

Démonstration. — Soit (rn)n>0 une suite dans l’intervalle ]0, 1[ conver-
geant vers 1 et fixons un ultrafiltre non trivial U sur N. Considérons l’in-
jection canonique Ij : Bj = L

pj
Λ (T, Xj) → hpjΛ (D, Xj) = Cj , et soit I ′j :

hpjΛ (D, Xj)→ (B′j)∗ l’injection définie par

(I ′j(f), [u]) = lim
n,U

[
lim
m,U

(
f(rmei( . )), u(rnei( . ))

)]
.
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Ici [u] ∈ B′j ⊂ (LpjΛ (T, Xj))∗ = hp
′
j (D, X∗j )/hp

′
j

Λc(D, X∗j ), pour j ∈ {0, 1}
et (f(rmei( . )), u(rnei( . ))) =

∫
T(f(rmeit), u(rneit)) dm(t). Pour obtenir le

corollaire, il suffit de remarquer que I ′j ◦ Ij = i∗j : Bj → (B′j)∗. �

Corollaire 3.9. — Supposons que
[
hp0

Λ (D, B0),hp1
Λ (D, B1)

]
θ

est un
sous-espace fermé de hp(D, Bθ). Alors

[
Lp0

Λ (T, B0), Lp1
Λ (T, B1)

]
θ

=LpΛ(T, Bθ)
isomorphiquement, où 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1 et p0, p1 ∈ [1,+∞].

Démonstration. — Comme Eθ =
[
Lp0

Λ (T, B0), Lp1
Λ (T, B1)

]
θ
est dense dans

LpΛ(T, Bθ), il suffit de montrer que Eθ est un sous-espace qui est fermé dans
LpΛ(T, Bθ). Soit f ∈ Eθ. D’après le corollaire 3.8 et l’hypothèse, ‖f‖Eθ =
‖f‖(hp0

Λ (D,B0),hp1
Λ (D,B1))θ 6 C‖f‖hpΛ(D,Bθ) = C‖f‖LpΛ(T,Bθ). �

Corollaire 3.10. — [10, proposition 3.4] Soit p ∈ [1,+∞]. Supposons
que l’espace [Hp(D, B0), Hp(D, B1)]θ est fermé dans Hp(D, Bθ). On a alors
que [Hp(T, B0), Hp(T, B1)]θ = Hp(T, Bθ), isomorphiquement.
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