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Interpolation des opérateurs de Radon—Nikodym
et des espaces L%, h} )

MOHAMMAD DAHER (U

RESUME. — Soient Ag, Aj deux espaces de Banach et i : Ag — Aj une
injection continue d’image dense. Soient 0 < a < 8 < 1l et p € ]1,400[ ;
I'injection ¢ induit une injection Aqa,p — Ag j, entre les espaces d’interpo-
lation réels [4]. Dans la premiére partie, on montre que sii: Aq,p — Ag p
est un opérateur de Radon-Nikodym, alors Aq,p a la propriété de Radon—
Nikodym. Le théoréme 2.2 montre que ce résultat est faux pour l'inter-
polation complexe.

On montre ensuite qu’il existe deux espaces de Banach Bg, Bj et
i : Bp — Bjp une injection de Radon-Nikodym tels que pour tous 0 <
a < B < 1, linjection 7 : By — Bpg ne soit pas un opérateur de
Radon—-Nikodym. On introduit I’espace d’interpolation A;", 0 € ]0,1],

—0
et on montre que A~ est un sous-espace isométrique de Ag.
Soit (Bo, B1) un couple d’interpolation tel que BoN B est dense dans
N . -6
By et Bi. Dans la deuxiéme partie, on montre que LP(T, B ) est un sous-
espace isométrique de [LP(T, Bo), LP(T, B1)] , pour tout p € [1,4ocol.
Pour p = oo, on montre que L>(T, Be) est un sous-espace isométrique
de [L°°(T, By), L>°(T, B1)]’. On retrouve notre résultat antérieur [10]
concernant ’interpolation des espaces de Hardy vectoriels.

ABSTRACT. — Let Ag, A1 be two Banach spaces, i : Ag — A1 a
continuous injection with dense range and 0 < a < 8 < 1. In the first
part of this work, we show that if i : Ay p — Ag ) is a Radon-Nikodym
operator, then A, has the Radon—-Nikodym property. We show that
this result is false for complex interpolation (Theorem 2.2). We also show
that there are two Banach spaces Bp, B and ¢ : Bgp — B; a Radon—
Nikodym injection such that for 0 < a < 8 < 1, i : Ay — Ag is not
a Radon—Nikodym operator. We introduce the interpolation spaces A9+,

6 €10, 1[, and show that 7 is an isometric subspace of A;‘.

(*) Recu le 24 novembre 2015, accepté le 24 février 2016.

Mots-clés : Interpolation des espaces hP et LP.

Classification math. : 45B70, 46B22, 46B28.

(1) 16 square Albert Schweitzer, 77350 Le Mée-sur-Seine, France —
m.daher@orange.fr

Article proposé par Fabrice Gamboa.
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In the second part of the article, we consider a regular interpola-
tion pair (By, B1) and show that LP(T,EG) is an isometric subspace of
[LP(T, By), LP(T, Bl)]g for every p € [1, +o0o[. Moreover, we show that the
space L (T, B?) is an isometric subspace of [L°°(T, By), L>(T, B1)]°.
We retrieve our result from [10] concerning the interpolation of Hardy
spaces of vector valued functions.

1. Introduction

On note D C C le disque unité ouvert de C, m la mesure de Lebesgue
normalisée sur le tore T. Pour tout espace de Banach X, on note (z,z*) =
x*(x) quand = € X, z* € X*.

DEFINITION 1.1. — Soient X un espace de Banach et A C Z. On dit
que la fonction u : D — X est une fonction harmonique da spectre dans A s’il
existe une suite (z)ken dans X vérifiant

u(z) = g rkleth0r, 2 =re? e D,
keA
et si cette série converge uniformément sur tout compact de D.

Pour tout p € [1,400], on désigne par hi (D, X') 'espace des fonctions
u : D — X harmoniques & spectre dans A, bornées si p = +00, ou vérifiant
si p € [1,4+o00] que

[l = sup [ ulre)l dm(e) < +oc.
0<r<1JT

Si A = N, on note h%(D, X) = H?P(D,X) et h’(D,X) = h?(D, X). On
désigne par L (T, X), 1 < p < oo, 'espace des fonctions f € LP(T, X) telles
que f(k) = Jpe* f(t) dm(t) = 0 pour tout k ¢ A. Pour A = N, on note
LA (T, X) = H?(T, X).
Le noyau de Poisson P, au point z = re? € D est défini par
P,(t) = Re((e“ + 2) /(e — z)) =1 =Y/l — ze "
=P (0 —t)=> rMe*O=0 ¢ ¢ 0, 2q].

kEZ

On désigne par LPT(T) le cone des fonctions de LP(T) & valeurs dans
R*. Alors [11] VBP(T,X), 1 < p < 400, désigne l'espace des opérateurs
T: LY (T) = X, tels qu'il existe g7 € LPT(T) vérifiant

177l < [ 1F0lg @ dmie). £ € L(D) (11)
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Interpolation et propriété de Radon—Nikodym

ou p’ désigne l'exposant conjugué de p, 1/p+ 1/p" = 1. Cet espace est muni
de la norme
||T||VBP('H‘,X) = inf{”gTHLP} .

L’espace VB>(T,X) coincide avec l'espace des opérateurs bornés de
LY(T) dans X. L’espace LP(T,X) s’identifie isométriquement & un sous
espace fermé de VBP(T, X) [5, Corollary 14]. L’espace VBP(T, X*) est le
dual de L¥ (T, X), lorsque 1 < p < oo [11, Chapter II, 13.3, Corollary 1.1].
D’apres [9, lemme 3.2], on a VBP(T, X) = h?(D, X) isométriquement. Pour
f € h?(D, X) on note Ty € VBP(T, X) l'opérateur associé¢ & f, qui vérifie
T¢(P,) = f(z) pour tout z € D.

Soient B = (B, B;) un couple d’interpolation complexe au sens
de [4, Chapter II] et # € ]0,1[. Soient S = {2z € C; 0 < Re(z) <1} et
So = {z € C; 0 < Re(z) < 1}. On note F(B) l'espace des fonctions F : S —
By + By, F continue bornée sur S, holomorphe sur Sy, telle que I’application
T — F(j + 1) soit continue de R & valeurs dans B; et ||[F(j +i7)||p, — 0
quand |7| — oo, pour j € {0,1}. Si F € F(B) on pose

B, }-

L’espace d’integ)olation complexe (Bg,B1)g = By est égal a I'ensemble
{F(6); F € F(B)}. Cest un espace de Banach [4, Theorem 4.1.2] pour la
norme définie par

||F||f(§) = max{sup |1E@iT)| By, sup || F (1 +i7)
T7€ER T€R

lall s, = inf{|| || )5 F(0) =a}.

Toute fonction F' € F(B) est représentée a partir de ses valeurs au bord
grace a la mesure harmonique [4, Sections 4.3, 4.5] :

F(z):/RF(iT)QO(z,iT) dTJr/RF(lJriT)Ql(z,lJri’r) dr, z€5y. (1.2)

On note G(B) le quotient par les constantes (& valeurs dans By + By) de
I’espace des fonctions g a valeurs dans By+ By, continues sur S, holomorphes
dans Sy et telles que

lg(2)lBo+B
C) sup ———22L < oo,
S S EE
(C") onag(j+ir)—g(j+ir’) € Bj, pour tous 7,7 € R, j € {0,1} et la
quantité suivante est finie :
Sup‘r;é‘rleR( Hg(ZT)l-:ES:L:‘— )”BO )7

(g1 +ir)—g(+it")ll5, )

||9||g(§) = max
SupT#T’ER( [m—77]
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Lespace (By,B1)? = B = {¢'(0); g€ G(B)} est de Banach [4, Theo-
rem 4.1.4] pour la norme définie par

lallgo = int{lgllgz: 9'(6) = a}-

Soit p € [1,+00]. L’espace d’interpolation réel By, est défini par

1/p
By, = {a € Bo+ By; |alls,, = [/ (K (a,t)/t7)" dt/t} < +oo},
R+
ou
K(a,t) = inf {||ao|| B, + tl|a1l|B,; @ = a0+ a1, a; € B;, j=0,1}.
L’espace By, muni de | . ||, ,, est un espace de Banach [4, Theorem 3.4.2].

Pour tout 6 € [0, 1] et tout p € [1, 00], on désigne par By (resp. By ) le dual
de By (resp. le dual de By ;), avec la convention que B; = Bj,, j =0, 1.

Les espaces d’interpolation ont les propriétés suivantes :

(i) Pour tout p € [1,00], Vintersection By N By est dense dans By [4,
Theorem 4.2.2] et dans By, [4, Theorem 3.4.2].
(i) L’espace By est un sous-espace isométrique de BY [3].
(iii) Le dual de By s’identifie isométriquement & I’espace (Bg, By)? si BoNB;
est dense dans By et dans By [4, Theorem 4.5.1].
(iv) Le dual de By, 1 < p < o0, s’identifie isomorphiquement & P’espace
(B, BY)e,p, st BoNBy est dense dans By et dans By [4, Theorem 3.7.1].

D’aprés [4, Theorem 3.5.2 et (1), p. 49], il existe une constante C' > 0
telle que |lal|,, < C||a\|}3;9\|a||%l, pour tout @ € By N By. D’autre part,
d’apre s le théoreme 3.4.1-(b) de [4], By s’injecte contintiment dans By ,,
donc il existe une constante C' > 0 telle que

6.0 < Cllall5,’llallB,, Ya € Byn Bi. (1.3)
Dans cet article, Ag, A; désignent deux espaces de Banach, Ay étant un

sous-espace dense de A;. On note i : Ag — A; l'injection identité définie par
i(a) = a, a € Ay, qu’on suppose de norme 1.

la

2. Interpolation des opérateurs de Radon—Nikodym

Soient 0 < @ < B < 1 et p €]1,400[. Dans cette partie, nous montrons
que sii: Ayp — Agp est un opérateur de Radon—Nikodym, alors A, , a la
propriété de Radon—Nikodym. Nous verrons que I’énoncé correspondant est
faux pour l'interpolation complexe. Dans la suite, nous introduisons 1’espace
d’interpolation A, 6 € ]0,1[. Nous montrons que (A§, A7)y = (Ag, A7)0 et

—6 . .
que A" est un sous-espace isométrique de A;.
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Interpolation et propriété de Radon—Nikodym

DEFINITION 2.1. — Soient X,Y deuz espaces de Banach et T : X —Y
un opérateur borné. L’opérateur T est un opérateur de Radon—Nikodym (resp.
de Radon—Nikodym analytique) si pour toute f € h*(D, X) (resp. pour toute
f € H*(D, X)), la fonction v — (T(f(re')))rejo1] admet une limite dans
Y lorsque r tend vers 1, pour presque tout t € T .

L’espace X a la propriété de Radon—Nikodym (resp. de Radon—Nikodym
analytique) si l'identité de X a la propriété correspondante.

L’espace X a la propriété de Radon—Nikodym dés qu’on a 1’égalité
h?(D, X) = LP(T, X) pour un p € |1,4o00]; légalité a alors lieu pour tout
p € ]1,+00]. L’espace X a la propriété de Radon—Nikodym analytique si on
a HP(D, X) = HP(T, X) pour un p € [1,+0o0], et 'égalité a alors lieu pour
tout p € [1, +o0], voir [7].

Si ¢ est une fonction convexe croissante sur [0, +00[ et telle que 1 (0) = 0,
'espace d’Orlicz L¥([0,1]) = LY est défini par

LY = {f € L°([0,1]); /0 (et f(t)]) dt < +oo pour un £ > o},

ott L°([0,1]) désigne I'espace des fonctions mesurables définies (presque par-
tout) sur [0, 1] & valeurs dans C. C’est un espace de Banach [14, III 3, Theo-
rems 3 and 10] pour la norme définie par

1
7l = it > 0 /0 B dr < 1),

THEOREME 2.2. — Il existe deux espaces de Banach By, By eti: By —
B une injection de Radon—Nikodym tels que i : B, — Bg est un opérateur
de Radon—Nikodym pour tous 0 < a < B < 1, mais B, n’a pas la propriété
de Radon—Nikodym analytique.

LEMME 2.3. — Soient 6,0 €]0,1] tels que 6 > 0. Alors ||a||a, < |lallae,
pour tout a € AY.

Démonstration du lemme 2.3. — Considérons a € A% et a,y € ]0, 1] tels
que 0 = (1 — y)a+ 70, a < d. D’apres [10, lemme 2.6] on a [|al|(a,,4,)7 <
||a||Ae. D’autre part, (AQ,A(;)PY C Ay + As = As et ||CLHAJ < ||a||(Aa,A5)“H
donc [laf| a; < [lal|a0- 0

LEMME 2.4. — Supposons que i* : A} — A}y soit un opérateur de Radon—
Nikodym. Alors pour tous 0 < o < v < 1, linjection i* : (A}, A§)® —
(A7, Af)~ est un opérateur de Radon—Nikodym.

Démonstration du lemme 2.4. — D’aprés [4, Theorem 5.1.2] on sait que
[L*(T, Ay), L*(T, Ag)] , = L*(T, (A1, Ag)a). Ensuite, d’aprés Dintroduction,
on a (L*(T,A;))* = h*(D,4%), j = 0,1 et (L*(T, (A1, Ag)a)* est égal
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a h%(D, (A1, Ag)%). Ceci implique d’apres le rappel (iii) que (L?(T,A;),
L2(T, Ag));, est égal a [h%(D, A7), h*(D, A)]“, donc

[h2(]D)a AI)’ hQ(D’ Aé)} ¢ = hz(]D), (Ah AO)Z) = hz(Dv [A; AS]Q)'

D’autre part, le lemme 2.3 nous montre que [h?(D, A]‘),hQ(D,AS)}a s’in-
jecte continiment dans [h?(D, A7), h?(D, AE)L. Ce dernier espace est égal
a L*(T, [A7, Agl,) d’apres [10, proposition 2.3], parce que l'injection i*
A7 — A} est de Radon-Nikodym. Par conséquent, toute fonction dans
h%(D, [A%, A5]Y) admet des limites radiales presque partout dans [A}, A o
g

Démonstration du théoréme 2.2. — Considérons v(t) = tlog(1+1t) pour

t € RY etj: LY — L' Iinjection canonique. Soient By = (L)* = L™, By =
(L¥)* et i = j* : By — Bj. Remarquons que i est faiblement compacte (donc
i est un opérateur de Radon—Nikodym), car j est uniformément convexifiant
d’aprés [2]. D’autre part, d’apres [10, corollaire 1.4], 'espace B, n’a pas la
propriété de Radon-Nikodym analytique. Pour conclure, il suffit d’appliquer
le lemme 2.4, en remarquant que B, est un sous-espace isométrique de B®.
O

PROBLEME 2.5. — Supposons que linjection i : Ag — Ay soit un opéra-
teur de Radon—Nikodym. D’aprés [10, proposition 2.3|, on sait que l’espace
[(h?(D, Ag), hP(ID, Ay)], est égal a LP(T,Ay) (resp., on sait que l’espace
[h?(D, Ao), h?(D, A1)l ,, est égal a LP(T, Ag,p)), c’est donc un sous-espace
fermé de hP(D, Ag) (resp., de hP?(D, Ag,)), pour tout 6 € 0,1 et tout
p €1, +o0l.

Soit i : Ag — A1 une injection continue d’image dense. A-t-on la méme
conclusion ?

Signalons qu’il existe un couple d’interpolation (Bg, Bi) tel que les
espaces By, By ont la propriété de Radon—Nikodym et tel que l’espace
[h?(D, By), h?(D, B,)]” = [h?(D, By), h* (D, By)], soit un sous-espace strict
de h?(D, BY) = h?(D, By), pour tout 6 € ]0,1[ et tout p € |1, 400 (cf. [12]).

Remarque 2.6. — Soient 8 € ]0,1[, p € |1, +00[ et a € Ag . Il est clair
que K(a,t) = t|lal]| 4, pour tout t € ]0, 1], donc

1 o) p
B dt K(a,t)\” dt
P _ 1-6 )
lolt,, = [ @ lallayr G+ [T (552)
ST
a-opth e ) v

Remarque 2.7. — Notons Ny (a) = |lalla, + (f;( K(a Dy )P at) Y7 bour

a € App. La quantité Ny ,(.) est une norme équivalente sur Ap p.

-6 —
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Démonstration. — En effet, pour tout a € Ay, on a
lal la || / (K )p dat]"’”
a =
Agp = (1
< Ha||A1 (/°° P dt)l/p
[(1-6)p 1/P 1 t

< max(1, [(1-6)p]~ 1/p)N9,p( )-

D’autre part, pour tout a € Ay, on a

Ny p(a) = |la||la, + (/jQ(K(tc;, t))p %)1/1)

< lalla,, + llalla,, = 2lall4,,-

Enfin, on voit que [/ill(a,  ~N,,)—(A < 1 quand v €]6,1]. O

’Y,P’N’Y,P)

Pour tout 6 € ]0, 1] et tout p € [1, +oo], on notera

Agf = {ae ﬂ A b ||a||A+ —supN,”,( )<+oo}.
>0

L’espace A(';p est un espace de Banach. Pour 6 € [0,1] , désignons par A
I’espace

af ={ae ) Ay lally = supllalla, < oo},
>0

et par A, le complété de 'espace Ny = Uﬂ<9 Ag, pour la norme
lall o; = inf {llallas; a € Noet g <0}.

Remarque 2.8. — D’apres le lemme 2.3, on sait que
Ay = {a € ﬂ A7 ||aHA+ = sup llallav < —i—oo}
>0

THEOREME 2.9. — Soient 0 < a < 8 < 1 et p € [1,00[. Supposons que
Uinjection i : Ao, p — Ag,p soit un opérateur de Radon—Nikodym. Alors Aq p
a la propriété de Radon—Nikodym.

LEMME 2.10. — Soient 6 € 10,1] et p € [1,+00[. On a (Agp, No,) =
A;'_p isométriqguement.
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Démonstration du lemme 2.10. — D’apres la remarque 2.6, Ay, se
plonge continiment dans AﬂL Soient a € AJr et (0n)n>0 une suite décrois-
sante dans )6, 1] convergeant Vel"b 0. Par le lemme de Fatou on a

Nop(a) = [lalla, + (/100(K(t¢;»t))” %)1/11

. s K(a,t)\r dt\1/p
<o+ g (B4 < o
LEMME 2.11. — Soient i : Ag — A1 une injection de Radon Nikodym,

v €]0,1[ et p € |]1,+00. Alorsi: Ay — A, est un opérateur de Radon-
Nikodym.

Démonstration du lemme 2.11. — Soient f € h*°(D, Ag) et (1)n>0 une
suite dans l'intervalle |0, 1] telle que r,, — 1 quand n — +oo. Comme 3 :
Ao — A; est un opérateur de Radon-Nikodym, la suite (f(rpe™)),>o est de
Cauchy dans A; pour presque tout ¢t € T. D’autre part, on a d’apres (1.3)
pour tout m,n € N que

£ (rne®®) = frme™)lla,,,
< Of(rne™) = Frme) I 1f (re™) = frme™) %,

Comme supgc, 1 ||f(re?)]la, < +oo pour presque tout ¢ € T, la suite
(f(rne™))n>o est de Cauchy dans Ag, pour presque tout ¢ € T, c’est-a
-dire que f admet presque partout des limites radiales dans Ay, . (|

Démonstration du théoréeme 2.9.

Etape 1. Considérons v € la, B] et montrons que i : Ay, — A, est
un opérateur de Radon-Nikodym. Il existe n € ]0,1[ tel que v = (1 —
n)a + nB. D’apres le théoréme de réitération [4, Theorem 3.11.5], A, , =
(Aa,p, Agp)np- Par hypothese, i : Ay, — Ag,p est un opérateur de Radon—
Nikodym donc, d’apres le lemme 2.11, i : Ay p, — (Aap, Agp)n = Ay p est
un opérateur de Radon-Nikodym.

Etape 2. Montrons que Aq a,p & la propriété de Radon-Nikodym. Soient
g € h*(D, Ay ) et (Bn)n>0 une suite décroissante dans |o, ([ telle que 3, —
o quand n — 4o00. Fixons n € N. L’étape 1 montre que i : Ay, — Ag, p
est un opérateur de Radon-Nikodym. Il existe donc ¢, € L>(T, Ag, ,) et
un ensemble mesurable Q,, dans T tels que m(,) = 1 et g(re®) —, -
Yn(t) dans Ag, , pour tout t € §,. Considérons Q = 1,5, et Y(t) =
lim, ;- g(re®) (dans A;), t € Q.

— 8 —
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Etape 3-a. Montrons que t(t) € Aq p. Observons que pour tout n € N
et pour presque tout ¢ € T on a
sup N[;mp(g(reit)) < sup Nmp(g(reit)) < 4o00.
or<1 o<r<1
Ceci implique sup,,5 Ng, ,(1(t)) < 400, donc ¥(t) € AL, pour presque
tout ¢ € T. En appliquant le lemme 2.10, on voit que 9(t) € Aq p.

Etape 3-b. Montrons que 1 est mesurable & valeurs dans Aq p. Remar-
quons qu’il existe des sous-espaces fermés séparables C; de 4;, j € {0,1},
C adhérence dans A; de Cy, tels que g est & valeurs dans C, , qui est un
espace séparable. On peut donc supposer que A, ;, est séparable. Comme 1)
est mesurable a valeurs dans A; et que A, est un espace polonais, ¢ est
mesurable & valeurs dans A, , d’aprés [1, Theorem 3.2.3 et son corollaire].
En appliquant le résultat de [7], on voit que g(z) = [ 9(t)P.(t) dm(t) dans
Ay, pour z € . Cette égalité vaut dans A, , puisque v est mesurable a
valeurs dans A, ,. Il en résulte que g admet des limites radiales presque
partout dans A, , [15, Theorem 7.6]. O

COROLLAIRE 2.12. — Soient a € |0,1] et p € |1, +o0[. Supposons que
A1 a la propriété de Radon—Nikodym. Alors Aa p a la propriété de Radon—
Nikodym.

Démonstration. — Soit § € ]a, 1. Par un argument analogue & celui du
lemme 2.11, on montre que l'injection i : A,, — Ag, est un opérateur
de Radon-Nikodym. Donc d’apres le théoreme 2.9, A, , a la propriété de
Radon—Nikodym. O

COROLLAIRE 2.13. Soient o €10, 1] et p € |1, 400[, et supposons que
i* + A} — A{ est un opérateur de Radon—Nikodym. Alors (Af, Af)ap @ la
propriété de Radon—Nikodym.

Démonstration. — Par un argument analogue a celui du lemme 2.4,
on montre que pour tout 1 > 8 > 1 —a, i* : (A}, 45)1 o, — (A7, 45)s.p
est un opérateur de Radon—Nikodym. D’apres le théoreme 2.9, l’espace
(A, AD)a,p = (A7, Af)1—a,p a la propriété de Radon-Nikodym. O

Remarque 2.14. — Dans le théoréme 2.9, on peut remplacer « opéra-
teur de Radon—Nikodym » par « opérateur de Radon—-Nikodym analytique ».
Donc, dans le corollaire 2.12, on peut remplacer « A; a la propriété de
Radon—Nikodym » par « A; a la propriété de Radon—Nikodym analytique »,
ce qui améliore [10, corollaire 1.6].

THEOREME 2.15. — Il existe deux espaces de Banach By, By eti: By —
By une injection de Radon—Nikodym tels que pour tous 0 < a < < 1,
Vingection i : B, — Bg n’est pas un opérateur de Radon—Nikodym.
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LEMME 2.16. — Soient 0 < a < 8 < 1 et p € |1,400[. Supposons que
Uinjection i : Ao — Ag est un opérateur de Radon—Nikodym. Alors il existe
0o €10, 1] tel que Ag, p, a la propriété de Radon—Nikodym.

Démonstration du lemme 2.16. — Soient 61 € |0,af et 6, € ]3,1].
D’aprés [4, Theorem 4.7.2], (Ag,, Aa)np = Aoyp, €t (Ag, Aoy )np = Asps
ou by =(1—-n)01+na, 6 =(1—n)B+nbs. Donc Ay, , C Ao C Ag C Asp.
Il en résulte que ¢ : Ag,, — Asp est un opérateur de Radon—Nikodym.
En appliquant le théoreme 2.9, on voit que Ay, , a la propriété de Radon-
Nikodym. O

Démonstration du théoréme 2.15. — D’apres [13] il existe deux espaces
de Banach X, Y et T': X — Y un opérateur de Radon—Nikodym qui ne se
factorise par aucun espace de Banach ayant la propriété de Radon—Nikodym.
Considérons By = X/ ker(T) et By =Y ; il est clair que l'injection i : By —
By est un opérateur de Radon—Nikodym qui ne se factorise par aucun espace
ayant la propriété de Radon—Nikodym.

Supposons maintenant qu’il existe 0 < a < 8 < 1 tels que 7 : B, — Bg
soit un opérateur de Radon—Nikodym. D’apres le lemme 2.16, il existe 6y €
10, 1] tel que By, ;, a la propriété de Radon-Nikodym pour tout p € |1, +o0].
Il en résulte que i se factorise par un espace de Banach ayant la propriété
de Radon—Nikodym, ce qui est impossible. (|

Le théoreme suivant montre que le lemme 2.4 n’est pas vrai si on rem-
place « opérateur de Radon—Nikodym » par « opérateur de Radon—Nikodym
analytique ».

THEOREME 2.17. — Il existe deus espaces de Banach By, By et une in-
jection continue d’image dense i : By — By, tels que By a la propriété de
Radon—Nikodym analytique, mais que pour tout 0 < 6 < B < 1, l'injection
i* : (BY,Bg)e — (B}, B§)s ne soit pas un opérateur de Radon-Nikodym
analytique,

Démonstration. — Considérons By = (1(Z), By = C(T) et i : By — By
I'injection définie par i(z)(.) = >,z zpe*C) pour @ = (x4)pez € (Y(7).
Remarquons que By = M(T) a la propriété de Radon—Nikodym analy-
tique. Supposons qu'’il existe 0 < 6 < 8 < 1 tels que i* : (Bf,B})s —
(B;,Bg)p soit un opérateur de Radon-Nikodym analytique et fixons p €
|1, +o0[. Par un argument analogue & celui du lemme 2.16, il existe 6y €
10,1] tel que (Bf,B§)e,p & la propriété de Radon—Nikodym analytique.
D’autre part, d’aprés le lemme de Pisier [6, Lemma 5.1], 'espace E =
(LY(T),co(Z))g,,p contient co isomorphiquement. Or E se plonge isométri-

quement dans
(BY, B{)oy,p, d’apres [10, lemme 3.8]. 11 en résulte que (B}, B)g,,p N'a pas
la propriété de Radon—Nikodym analytique, ce qui est impossible. O
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PrRoOPOSITION 2.18. — 1[I existe By, By deuz espaces de Banach et une
injection de Radon—Nikodym i : By — By tels que i : By — BS‘ n’est pas un
isomorphisme.

Démonstration. — Soit By, By les espaces du théoréme 2.15. Supposons
que ¢ : By — Bar est un isomorphisme. On peut supposer que By est sé-
parable, donc By est séparable. Comme i : By — Bps est un opérateur
de Radon—Nikodym pour tout 8 € ]0,1[ (par un argument analogue & ce-
lui du lemme 2.11), par un argument analogue & celui du théoréme 2.9,
i: By — BJ est un opérateur de Radon—Nikodym, donc B(‘)Ir a la propriété
de Radon—Nikodym, c’est-a-dire que i : By — B; se factorise par un espace
ayant la propriété de Radon—Nikodym. C’est impossible d’apres [13]. |

Soit (By, B1) un couple d’interpolation tel que BoN Bj est dense dans By
et dans B;. Notons B; l'adhérence de By N By dans B}, j = 0,1. Il est clair
que Bj N B} = B N By, isométriquement. D’apres [4, Theorem 4.2.2-b)] on
a isométriquement, pour 6 € )0, 1],

(B3, Bi)o = (B3, B (21)
Comme B{ N Bj est dense dans B;-, le dual de By = (B},Bj)s est
(Bh)*, (B1)*)? [4, Theorem 4.5.1] et, d’aprés [4, Theorem 2.7.1], on a

(B3)" + (BL)" = (By N BY)" = (By 1 BY)" = (Bo+ B1)"™

En particulier, By + B; s’identifie isométriquement & un sous-espace fermé
de (By)* + (B1)*. Soit i; : B} — B} I'injection canonique; la restriction de
son adjoint i : B; — (B;»)*, 7 = 0,1, est contractante. Le lemme suivant
provient de [8, lemme 1].

LEMME 2.19. — Soit R : G(Bo, B1) — G((B()*, (B})*) Uapplication dé-
finde par g(j+i.) — i3 (g(j+i.)), j = 0, 1. L’application R est une contraction
et induit une contraction injective

R : B — (By)*, (B)")?, 6 €]0,1].

Démonstration. — 11 est clair que R est une contraction (non injective
en général). On identifie B? et ((B})*, (B})*)? a des quotients de G(By, B1)
et G((B})*, (B})*) respectivement. Notant que (R g(.))"(6) = R?(¢'()), on
voit que R induit une contraction R’ sur ces quotients. Notons que, pour
a€ B etbe ByNn B, = By N\ Bf = (By + B1)*, on a

(R%(a),b) = (a,b).
Si R%(a) = 0, alors (a,b) = 0 pour tout b € By N B} = (By + By)*, d’'ott
a =0 dans By + Bj, et donc dans B?. O

Notons B’ le complété de RY(BY) dans ((Bp)*,(B})*)?, 6 € ]0,1][, cet
espace a été introduit dans [8]. Signalons que R?(Bj) est un sous-espace
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isométrique de [(B{)*, (B))*]? [8, lemme 4]. Pour tout espace de Banach
X, on désigne par A(X) lespace des fonctions f définies sur R & varia-
tion bornée, telles que f(t1) — f(t2) € X pour t1,t2 € R, et | fllax) =
Supy, o, [1f(t1) — f(t2)l|x/[t1 — t2| < +o0.

—0
PROPOSITION 2.20. — Soitf € |0,1[. Alors A™ est un sous-espace isomé-
trique de A;’.

PROPOSITION 2.21. — Soit 6 € ]0,1[. Alors (A}, A5)? = [A}, Ayl iso-
métriquement.

Avant de démontrer ces propositions rappelons les lemmes classiques sui-
vants (bien connus) :

LEMME 2.22. — Soit (fn)n>0 une suite de fonctions holomorphes d va-
leurs dans C, uniformément bornée sur Sg. Si fr = n—toco [ Simplement sur
So, alors f est holomorphe sur Sy.

LEMME 2.23. — Soit (fn)n>0 une suite comme dans le lemme 2.22.
Alors fn —n—too [ uniformément sur toute boule fermée dans Sy (donc
sur tout compact de Sp).

Démonstration des lemmes 2.22 et 2.23. — Soient zg € Sg et r > 0 tels
que la boule fermée de centre zy et de rayon r soit contenue dans Sy, ce qui
implique » < 1. Notons I' = {z € C; |z — 2| = r}. D’aprés la formule de
Cauchy, pour tout n € N et tout z € B(zg,r) , on a que

fule) = g [ 2 g

Y
En appliquant le théoréme de convergence dominée, on voit que pour tout

z € B(zo,1),
i G
1) = 5= [ I ae,

a % T E —zZ
par conséquent f est holomorphe dans Sy. Il existe donc une suite (ag)r>o0
telle que f(2) = > ;5 g ar(z — 20)*, 2 € B(z0,7) et pour tout n, il existe une

suite (aén));@o telle que fn(2) = 32,5 a,(cn)(z — 20)¥, 2 € B(zp,7) . Alors

a,(Cn) —ar = [3 [falpe™ + 20) — f(pe™ + 20)] e=* dm(t), ou p € ]0,r[. En
appliquant le théoréeme de convergence dominée, on voit que

sup la\™ — ay| < / | fn(pe™ + 20) — f(pe™ + z0)| dm(t) — 0.
= T

n—oo

Finalement on a

sup |fu(2) — f(2)| < (2up|a,(€") - ak\) (Z rk) — 0. O

2€B(z0,r) >0 k>0 n—0
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Démonstration de la proposition 2.21.

Etape 1. Soit a € (A%, A})y, et soit (Bn)n>0 une suite décroissante
dans lintervalle 10,1 telle que 8, — 6. Il est clair que HaH(AiVAS)éf =
sup, g llall(ax az),, - Pour tout n € N, il existe F,, € F(A], Aj) vérifiant
Fo(Bn) = a et [|[Follraraz < llallcas,ax),, +1/(n+1) . On définit g, €
G(A7, Ap), primitive de F,, en posant g, (z) = [ F,(§)d¢, pour z € S et
n € N.

La suite (g, (j +i(.)))n>0 est bornée dans I'espace A(Aj_;). D’apres [4,
Lemma 4.5.3], il existe une sous-suite (gn,(j + (.)))k>0 telle que
gni. (J+14(.)) P hstoo 9(7 +i(.)) € A(AT_;) pour la topologie o(A(AT_j),
LY(R,dr, A1_;)), et pour j € {0,1}. On définit la fonction F sur Sy & valeurs
dans A§ + A7 = (Ap N Ay)*, par dualité : pour tout z € Ag N A; = Ap on
pose

(2, F(2)) = /R e_Ton(z,iT)%(x, g(ir)) dr

) d
=+ / e(l-l—z‘r)ZQl(Z’ 1+ i’T) I(m)g(l + ZT)) dr, zé€Sp.
R T

Eltape 2. Soit = € Ag. Montrons que la fonction (z, F'(.)) est holomorphe
sur Sp. D’apres (1.2), pour tout z € Sy on a

(2,67 Foy (2)) = / e (2, Fyy (i) Qolz,i7) dr

R

+ / T (o F (14 i7))Qu (2, 1 + i) dr
R
= [ 7 Qu(zin) 4@, gu i) d
= Re olZ,1T d']' x,gnk 1T T

. d
+ / e Q1 (2,1 4 i1) (2, gy (1 + i7)) dT
R dT

2 d
o LT i gt dr

+ /]R 6(1“7)2@1(2, 1+ iT)%(SU, g(1+i7))dr
=(z, F(2))

c’est-a-dire que

(a:,ezank(z)) — (z, F(z)), pour tout z € Sp. (2.2)

k— 400
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D’apres le lemme 2.22, la fonction (z, F(.)) est holomorphe. Il est clair
d’apres (2.2) que pour tout z € Sp on a

(@, Fni(2)) =2 (2,677 F(2)) = (2, ¢1(2))- (2.3)

Le rappel (iii) nous montre que (A1, Ag); = (A}, A5)? . 11 existe donc une
sous-suite (Fy,, x>0 telle que F,,, (0) =1 00 a1 € (AT,A(";)Q pour la topo-
logie préfaible. Il est évident d’apres (2.3) que a; = 11 (6).

Etape 3. Montrons que a = aj. Soit € Ag. D’aprés le lemme 2.23,
(x,e(')QFnk,(.)) — k' —+oo (¢, F(.)) uniformément sur toute boule fermée
de Sp. Donc (z,Fy,, () =k —400 (z,e=(*F(.)) = (2,¢1(.)) uniformé-
ment sur toute boule fermée de Sp. Il existe & tel que

VE' > ko, sup (@, F (Bm)) = (2,91(Bm))| <e. (2.4)
D’apres la continuité de (x, 91 (. )) sur Sp, il existe k] > k{ tel que |(z, ¥1(0)—
Y1(Bny, )| < €, pour tout ki > kj. D’apres (2.4) on a
@ B () — (091 (B )] < <
d’ott |(z,91(0) — a)| < 2e. Ceci implique que a; = a.
Etape 4. Montrons que lallax,azye = ||aH(A;,A;;);r~ D’apreés ce qui

0
précede, la suite (Fy, (0))r>0 converge préfaiblement vers a dans l'espace

(A7, A3)? = ((A1, Ao)s)*, donc

”a”(AI»AS)" < lklglfolf (| (9)||(A;,A3)9
L (2.5)
< llglglirg HF’ﬂk ||.7:(A’1‘,A8) g ||a||(A’{,A3);'

D’apres le lemme 2.3, on a Ha||(A,1k7Ag)$ < lallcar,az)e, d'ott I'égalité

llallas,az)e = ||a||(A;,A3)9+~ 0

Démonstration de la proposition 2.20. — Soit a € Ze. D’apres la pro-
position 2.21, on sait que |lallge = [lall(ay)- a0 = ||a||((A())*,(A’1)*);-
D’autre part, d’aprés [8, lemme 4], Ag est un sous-espace isométrique de
[(Ah)*, (A})*)?, pour tout B € ]0,1[. Donc lallagy- capyr = llallaz et
lallze = llall o 0

PROPOSITION 2.24. — Soit 6 € ]0,1[. Supposons que Ay est faiblement

séquentiellement complet et que (A§, A7)g = (Ay, A7)?. Alors Ag = A .

Démonstration. — Soient a € Ag et B, \( 0. Pour tout n € N, il existe
Fn S f(AO;Al) tel que Fn(ﬂn) =aet ”Fn”}'(AD,Al) < Ha”ABn + 1/(” + 1)
On a vu au cours de la démonstration de la proposition 2.21 qu’il existe
une sous-suite (F,, )0 vérifiant (F,, (6),a") —k—t00 (a,a*), pour tout
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a* € (A§, AY)o = (Ap)*. La suite (F),, (8))k>0 est donc faiblement de Cauchy
dans Ay. Il existe donc b € Ay tel que Fy,, (0) —k—+oo b faiblement dans Ayg.
Il est évident que b = a € Ay. ]

. —6
PROBLEME 2.25. — Soit 6 € |0, 1[. L’espace A~ est-t-il égal A;’ isomé-
triquement ?

Par un argument analogue & celui du théoréme 2.9 (en utilisant la pro-
position 2.20), on montre le théoréme suivant :

THEOREME 2.26. — Soient 0 < oo < § < 1. Si Uinjection i : A, — Ag
est un opérateur de Radon—Nikodym et si AL est séparable, alors A, a la
propriété de Radon—Nikodym.

PROPOSITION 2.27. — Considérons o < 7 dans 10,1[, n € |0, 1] et po-
sons 0 = (1 —n)a +ny. Alors AL = (A,, A, isométriquement.

Démonstration. — Soit (1y)n>0 une suite décroissante dans |n, 1], telle
que M, —n—too 0. Alors 0, = (1 — n,)a + 1,7y décroit vers 6 quand n —
+00. D’apres le théoreme de réitération, on a pour tout n > 0 que Ag, =
(Aa, Ay)y,, done AJ est égal & (50 Ao, = Nyso(Aar Ay)y, = (A, Ay

O

PROPOSITION 2.28. — Soit 0 € ]0,1[. Alors A, = Ap isométriquement.

Démonstration. — Il est évident que A, se plonge continfiment dans Ag
avec norme < 1.

Etape 1. Montrons que A, est un sous-espace isométrique de Ag. Il suffit
de montrer que le dual de A, se plonge continfiment dans (A}, A3)] , =
[(Ag, A1)g]" avec norme < 1. Soit (7,)n>0 une suite décroissante dans ]1 —
0,1[ et vérifiant que v, —n400 1 — 0, et soit a* € (A,)*. D’apres le
lemme 2.3 et la remarque 2.8 , on a

( T7AS)IF—0 = ﬂ( 1Ay, = m( 1, Ag)™
n=>0 n=0
= ﬂ [(AlaAO)%]* = ﬂ AT—’yn'
n>0 n>0

Pour tout n € N on définit la forme linéaire a}; sur A;_,,, en posant (z,a;) =
(z,a*), pour z € A;_,, C A%. On a alors

(@, @)l < lla™[lae - 12llae < lla™llaye l2llar s, -

Il en résulte que a}, € (A1_,,)*. On définit uy- € (A7, A5, = MNiso Al—,
par (2, uq+) = (2, a;,), z € A1_,,. D’apres ce qui précede, uq- € (1,50
et [|ug- =sup,>o llapllar < ||a*||(A(;)*-

*
1—vn

(AT.AD1, 1=vn
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Etape 2. Comme Ay est dense dans A, et dans Ay, on a A, = Ay
isométriquement, d’apres 1’ étape 1. O

3. Interpolation des espaces L} et h} & valeurs vectorielles

On désigne par (Bg, B1) un couple d’interpolation, qui restera fixé pour
la suite de cette partie, tel que By N B; est dense dans By et dans Bj.

On va montrer que l'espace LP(T,FH) est un sous-espace isométrique de
0
[L?(T, By), LP(T, By)] .

Dans la suite, on montre que si [hi(}D), Bo),hi(]D,Bl)]e est un sous-
espace fermé de h% (D, By), alors [Li(']I‘,BO),Li(']I‘,Bl)]G = LX(T,By)
isomorphiquement. De plus on montre que pour tout 6 € ]0,1[, 'espace
(L*°(T, Ag), L>°(T, Ay))g est un sous-espace strict de L>°(T, Ay), sauf si I'in-
clusion i : Ay — A est un isomorphisme.

PROPOSITION 3.1. — Soient X un espace de Banach, 1 < pg,p1 < +00
et 0 €10,1[. Alors [h?°(D, X),h?* (D, X )], = h?(D, X) isométriquement, ot
1/p=Q1-0)/po+6/p1.

Démonstration. — On sait que [LP°(T, X), LP*(T, X)], = LP(T, X) d’ap-
rés [4, Theorem 5.1.2], donc [h?o (DD, X'), h?' (D, X)], C h?(D, X). Montrons
I'inclusion inverse.

Soient f € hP(D,X) et ¢ > 0. D’aprés lintroduction, on a que
VBP(T,X) = hP(D,X) . 1l existe donc une fonction ¢ € LPT(T) telle
que || T¢(g)llx < [plg(t)l(t) dm(t) pour tout g € LP(T), et telle que
IT¢llvrr,x) = [ fllwe@,x) = [¥]|r. Comme [LP(T), LP*(T)], = LP(T) [4,
Theorem 5.1.2], il existe F' € F(LPo(T), LP*(T)) vérifiant que F(0) = ¢ + ¢
et [|Fll7Lro,Lery < [[¥]lze + 2e.

Pour tout 7 € R et pour j € {0,1}, on définit opérateur Fy(j + i7)

de LPi(T) dans X en posant Fy(j 4 it)(g) = Ty (gFSZ:T)) g € C(T).

Il est clair que [[F1(j + i7)lverirx) < |[FllFro,rr1). Considérons

Fi(2) = f]RFl iT)Qo(z,i1)dr + fRFl (1 + i7)Q1(2,1 + ir)dr. Comme
( )( ) = (gii_ze)) pour tout g € C(T) et tout z € S, on voit que

F(hPo(D, X), h?* (D, X)) et F1(0) = Ty. Il en résulte que f est dans
[h’"’(D,X),h” (o, Xlo

Ll hpo (0, %), 071 (0, x))0 <Ll F(hro @, x),0e1 (0,x)) < [[9]|2r + 2¢
—HTf”VBP(]DJ,X) +2e = || fllnr @, x) + 2¢. O
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COROLLAIRE 3.2. — Soient X un espace de Banach, 1 < pg,p1 < 400
et 0 €10,1[. Alors [h?°(D, X), h?* (D, X)], = [h?°(D, X), h? D, X)]? isomé-
triqguement, ot 1/p = (1—6)/po+ 6/p1.

Démonstration. — Soit f € [hP(D, X), h*' (D, X)]°, soit £ > 0 tel que
0+¢ €]0,1[, et posons 1/p, = %ﬂrs) + 0%. Le lemme 2.3 nous montre que
f est élément de [h?° (D, X), h?*(D, X)] C hP=(D, X), c’est-a -dire que,
pour tout r € [0,1], on a

t/wTe|“wu> (11—

D’apres le lemme de Fatou on a, pour tout r € |0, 1],

/wwm&mm<MM/wwm&mm
T

< lim ”f” [hP0 (D, X),hP1 (D,X)]° Hf”[hpo D,X),hP1 (D,X)]°’

donc [h?° (D, X), h?* (D, X)} C h?(D, X). Pour obtenir le corollaire, il suffit
d’appliquer la proposition 3.1, I'isométrie cherchée provenant alors de [3]. [

0+¢

Pour p € [1,400] et j € {0,1} notons X; = LP(T, B;). Rappelons que
Xo N X, est dense dans LP(T, B;) pour tout p € [1, 4o0].

THEOREME 3.3. — Soient 6 € ]0,1[. Alors

(i) pour tout p € [1,4o00[, lespace LP(T,EG) est un sous-espace iSométri-
0
que de lespace [LP(T, By), LP(T, B1)] ;
(ii) Uespace L*>®(T,BY) est un sous-espace isométrique de I'espace
[L>(T, By), L= (T, By)]’.

LEMME 3.4. — L’espace LP(T, (B’)*) se plonge continiment dans (X})*,
pour j € {0,1}.

Démonstration du lemme 3.4. — Soit f € LP(T,(B})*). On définit une
forme linéaire uy € (X})* par (h,ug) = lim, ;- [;( (h(re'), f(t)) dm(t), pour
chaque élément h € X5 N X7 =h? (D, B§) Nnh? (D, Bf), et pour j € {0,1}.
Il est clair que

[(hyug)] < Hf”LMT(B' ”h”hPDB)

Comme h?' (D, Bf)Nh?' (D, BY) est dense dans X }» us se prolonge de maniere
unique en une forme linéaire continue sur X7, j € {0,1}. O

Démonstration du théoréme 3.35.
—0
(i) : Considérons f = > ,_, xxXc,, 6lément de LP(T,B"), ot ), € BY C
EG et ou les C}, sont des sous-ensembles mesurables de T deux-a-deux dis-
joints. L’ensemble des fonctions f de cette forme est dense dans LP (']I‘7§9).
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Fixons € > 0. Pour tout k, il existe gr € G((B})*, (B})*) et hy €
g(307Bl) tels que g;c(e) = h;.;(o) = xp et ||gk||zg)((36)*’(34)*) < ||5L'k||p§e +
eP. On définit ¢ € G(LP(T,(Bf)*), LP(T,(B})*)) par la formule g(z) =
>or_o9k(2)Xc,, z € S. Remarquons que

91(9) =f= Z XCk Z Xck

0
est dans [LP(T,Bo),LP(T,B,))° < [LP(T,Bo), LP(T,By)] . D’aprés le
lemme 3.4, on sait que g € G((X{}))*, (X1)*). Nous avons alors

9llgcxpy.xpn) < lgllger.sy)).Lee,s))
p 1/
U o, + 7 < ey +

On en déduit que | Iz gy mmmsnr < M le@s):

D’apreés le lemme 2.19, EQ se plonge isométriquement dans l’espace
[(B))*, (B})*]?, donc f est isométriquement dans LP(T, [(B})*, (B})*]?) qui
lui méme se plonge isométriquement dans h?(D, [(B(’))*,(Bi)*]e), égal a
(07 (D, (By)*), b2(D, (B)"))? = [(L¥(T, By), L¥ (T, B))e)*. Si p = 1,
on a que h(D,[(B)",(B)))) = [n'(D,(By)).h(D.(B)Y)]" =
[(C(T, B),C(T, B}))e]" d’aprés [10, lemme 2.1]. Ceci implique que

Hf”LP(T,Eﬁ) = SUP{\(fa u>|; u € (Lp,(TvB(I))’Lpl(T’ Bi))a

et lull Lo (r,87), L0 (1,87))0 < 1}
<sup {|(f.w)l: we (L7 (T.B), LV (T, B}))o
et HUH(LP'(’JI‘,BSLLP'(’H‘,B;‘))Q < 1}

<sup {|(£.w)ls u € (W7 (D, By), W' (D, B}))o

et [|ullme’ o, 51).0e ©,B:7))0 1}

= ||fH[Lp(T,BU),LP(T,Bl)]V.

(ii) : D’apres le résultat de [10, lemme 1.8], on sait qu'on a ’égalité
[0>°(By), £>°(B1)]? = £>°(B?). Notons

[ feL®T,BY;f= > k>0 TkXey, les (Ck)r>o sont des
~ | sous-ensembles mesurables de T deux-a-deux disjoints.
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Solent f = ;5 ozxdc, € H fixée et € > 0. I existe une fonction g €
G(£>°(By), £>°(B1)) tel que ¢'(8) = (xx)k>0 et que
9llg (e (Bo) . (1)) < I(@k)kz0lle(Bo) + € = || fllLoo(T,B0) + €

Pour z € S, écrivons g(z) = (9(2)k)k>0, élément de ¢>°(By) + (*°(By) et
u(2) = X g0 9(2)kXc, . Montrons que u € G(L*(T, Bo), L*(T, By)).

Soit J; : £°(B;) — L*>°(T, B;) l'opérateur défini par J;((yn)n>0) =
Y ks0YkXews (Un)nzo € £2°(B;), j € {0,1}. Les J; sont bornés et in-
duisent un opérateur borné J : £°(By) +£>°(By) — L>*(T, By)+ L>(T, By).
Par conséquent u = J(g(.)) € G(L>(T, By), L>(T, By)). Il est clair que
u'(0) = f et
[ullgzoe (r.80). 250 (2.B1)) < llgllg e (Bo) e (B1)) < fllLoe(r,mo) 6,
donc || fl| (Lo (r,Bo), Lo (1,B1))° < | fllzoe(r,0)- Comme H est dense dans

L>(T, BY), on déduit que L>=(T, BY) se plonge continfiment dans Iespace
(LOO(T7B0)a LOO(Tv Bl))e'

On déﬁnit Ujf L°°( JAj) = £°(4;) par g = (Yn)n0, OU Yp =
(U, fc t)/m(Cy) pour j € {0,1}. Les U; ¢ induisent un
operateur borné Uf ( ,Bo) + L>®(T, By) — £>°(By) + £>°(By). Consi-

_l’_
dérons maintenant h € Q(LOO(']RB ), L>°(T, By)) telle qu’on ait h'(0) = f.
On définit g € G({>°(By),£>*(B1)) par g(z) = Uy(h(z)), z € S. Remarquons
que g'(0) = (z1)rz0 € ((>°(Bo), £ (B1))".

D’apreés [10, lemme 1.8], on a (24)k>0 € £°(BY) et

HfHLOO(’]l‘,B") = ||(9Uk)k>0||zoo(39)
< llgllges(Boy.e= (1)) < Ihllgz=(r,Bo).L.1))- O
Remarque 3.5. — D’apres [10, corollaire 2.8] il existe un couple d’inter-

polation (B, B;) tel que LP(T,BY) = L”(’]I‘,Ea) est un sous-espace strict
de [LP(T,BO),LP(T,Bl)]a = [LP(T,BO),LP(T,Bl)]e, pour tout 6 € |0, 1] et
tout p € |1, 4o0].

PROPOSITION 3.6. — Soit 0 € ]0,1[. Alors [L*°(T, Ag), L>=(T, A1)], est
un sous-espace strict de L>°(T, Ag), sauf si Uinclusion i : Ag — Ay est un
isomorphisme.

Démonstration. — Montrons d’abord que Eg = [L>(T, Ag), L>(T, A1)],
est un sous-espace isométrique de L>°(T, Ay). Soit f € Ey. D’apres la pro-
position 3.3, on a

Hf||LOO(T7A9) = Hf”[Loo('Jr,AD),Loo('Jr,Al)]9 = Hf”Ee

Supposons maintenant que Ey = L>(T, Ag). Soit (Ck)r>o une suite de sous-
ensembles mesurables de T deux-a-deux disjoints et tels que m(Cj) > 0
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pour tout k € N. On définit J; : €>°(A;) — L>(T, A;) par J;((zn)nz0) =
Zk>0 kaCm (xn)n>0 E 0>2(A;) et U; : L>®(T, Aj) — £°(4;) par z,, =

fc (t)/m(Cy), j € {0,1}. Il est clair que les J; et les U;
sont bornes et mdulsent des opérateurs bornés J : ¢>°(Ay) + EOO(Al) =
(A1) — L®(T, Ag) + L®(T, Ay) = L®(T,Ay) et U : L=(T, Ag) +

Montrons que £°°(Ag) C [(>°(Ap),£>°(A1)],. Considérons o = (Zn)n>0
dans £°(A4g). Comme f = J(a) = > 4502k ke, € L>(T, Ap), on a f €
Ey . Pour tout ¢ > 0, il existe ' € F(L*(T, Ay), L>=(T, A1)) tel que
F(0) = f et que |[Fl[zwe(r,a0).L(r.40) < [Ifllze +€ <[[fllzeer,a,) +e <
ltl[goe (ag) + €. On définit F1(z) = U(F(z)), z € S. Il est é vident que
Fy € F(£>*(Ap),£°(A1)). On a

1F1]| 7 (A0),6 (A1) < ITFNlF(noo (T, 40),L0(T, A1) < |l (ay) +€
et F1(0) = a. Par conséquent |c(go(ag),e(41))s < [lflgoo(a,). Donc
0°(Ag) C [£°°(Ap),£>°(A1)],. Dapres [10, corollaire 2.8], ce dernier espace
est inclus dans £>°(Ay). Il en résulte que £>°(Ag) = [(*°(Ag), > (A1)]y. Clest
impossible d’apres [10, corollaire 1.11]. O

PROPOSITION 3.7. — Soient (By, B1), (Co, C1) deuzx couples d’interpola-
tz'on Supposons qu’il existe des injections contractantes I; : By — Cj et

1 Cj — (B))* telles que I} o I; =i : By — (B})*, j € {0,1}, ot i} est
l mjectzon canonique : B; — (B’) , et telles que In(a) = I (a) sia € ByN DBy,
Ij(z) = I{(z) sixz € Co N Ch. Alors By est un sous-espace isométrique de
Cy.

Démonstration. — Les opérateurs I, I} induisent respectivement des
opérateurs contractants Iy : By — Cy et Iy : Cp — [(B))*,(B1)")],, or
par hypothese Ij o Iy coincide avec la restriction de I'application RY définie
au lemme 2.19, qui est une isométrie d’apreés [8, lemme 4]. Soit a € By.

D’aprés ce qui précéde, on obtient donc que ||al|p, = ||R%(a a)ll(s;.Bry; =
125 0 Io(a)ll(B;,B:); < [To(a)llcy < llalls,- O
COROLLAIRE 3.8. — Soit (Xo,X1) un couple d’interpolation, soient

po,p1 € [1,+00], A CZ et 6 €]0,1[. Supposons que XoN X7 est dense dans
Xo et dans X;. Alors [LY*(T, Xo), L} (T, X1)], est un sous-espace isomé-
trique de [hY’(D, Xo), hi* (D, X1))],-

Démonstration. — Soit (ry,)n>0 une suite dans l'intervalle ]0, 1] conver-
geant vers 1 et fixons un ultrafiltre non trivial &/ sur N. Considérons l'in-
jection canonique I; : B; = Li(T, X;) — hiY(D, X;) = Cj, et soit I} :
h? (D, X;) — (Bj)* l'injection définie par

(). ) = tim i (£ (10 "C)), ()|

n,U Lm,U
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Iei [u] € B} C (ij(’JI‘ X-))* = hpé(ﬂ)) X’.‘)/hpj (D, X}), pour j € {0,1}
et (f(rme')), u(rpe’ = [p(f(rme" u(rn ))dm(t). Pour obtenir le

corollaire, il suffit de remarquer que I} o I; =if : B; — (B))*. O

COROLLAIRE 3.9. — Supposons que [hpO(D By), hi' (D, By) } est un
sous-espace fermé de h? (D, By). Alors [LX°(T, By), L} (T, Bl)] =LA (T, By)
isomorphiquement, ot 1/p = (1 —0)/pg + 0/p1 et po,p1 € [1, +oo}.

Démonstration. — Comme Ey = [L*(T, By), L}y (T, B1)] , est dense dans
LR (T, Byp), il suffit de montrer que Ey est un sous-espace qui est fermé dans
LR (T, By). Soit f € Ey. D’apres le corollaire 3.8 et I'hypothese, || f|lg, =

||f||(h§0(D,BO),h§1 (D,B1))y X C”f”h" (D,Bg) = C||f||L§(T,Be)~ U

COROLLAIRE 3.10. — [10, proposition 3.4] Soit p € [1,+00]. Supposons
que lespace [HP (D, By), H? (D, By)], est fermé dans HP(D, Bg). On a alors
que [HP(T, By), HP(T, By)], = HP(T, By), isomorphiquement.
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