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Espace des twisteurs d’une variété quaternionique
Kihler généralisée )

GUILLAUME DEscHAMPS (V)

RESUME. — Munir une variété M de dimension 4n d’une structure
presque quaternionique @ revient précisément a lui associer un fibré des
twisteurs Z(Q) — M. Lorsque @ est stable par une connexion sans
torsion, on peut munir Z(Q) d’une structure presque complexe J. Dans
le cas n = 1, les travaux d’Atiyah, Hitchin et Singer [2] ont permis de
relier I'intégrabilité de J a la géométrie de la variété (M, Q). Pour n > 1,
Salamon [23, 24] a montré que la structure presque complexe J sur Z(Q)
est toujours intégrable. Pantilie [21] a remarqué qu’on pouvait étendre
ces résultats a la géométrie complexe généralisée. Ainsi il définit ce qu’est
une variété presque quaternionique généralisée (M, Q) et lui associe un
S2-fibré Z(Q) — M. Comme dans le cas classique, lorsque Q est stable
par une connexion sans torsion (au sens des connexions généralisées),
il munit Z(Q) d’une structure presque complexe généralisée J mais ne
donne pas de critere d’intégrabilité. Le but de cette article est précisément
de donner un critere d’intégrabilité pour J. Nous étudierons ensuite plus
particulierement le cas ol (M, g, Q) est une variété quaternionique Kéhler
généralisée et verrons qu’alors J est automatiquement intégrable dés que
n > 1. Nous illustrerons ces résultats en donnant plusieurs exemples.

ABSTRACT. —  Specifying an almost quaternionic structure @ on a
4n-manifold M is equivalent to specifying a twistor bundle Z(Q) — M.
When Q is invariant under a torsion free connection, Z(Q) can be endowed
with an almost complex structure J. For n = 1 Atiyah, Hitchin and
Singer [2] have related the integrability of J to the geometry of (M, Q).
For n > 1 Salamon [23, 24] showed that the almost complex structure
J on Z(Q) is always integrable. Recently, Pantilie [21] introduced the
concept of a generalized quaternionic Kéhler structure Q on M; defined a
generalized twistor space Z(Q); and showed that Z(Q) comes naturally
equiped with a tautological almost generalized complex structure, but
leaves open the problem of the integrability. The purpose of this paper is
precisely to fill this gap by showing that the almost generalized complex
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structure on Z(Q) is always integrable for n > 1. We will conclude by
giving several examples.

1. Introduction

Introduite par Penrose [22], la théorie des twisteurs a pris tout son es-
sor avec l'article d’Atiyah, Hitchin et Singer [2] qui, & toute 4-variété rie-
mannienne orientée (M, g), associe un fibré Z(M,g) — M en sphére S2.
L’espace Z(M, g) est alors muni d’une structure presque complexe naturelle
J dont l'intégrabilité dépend de la métrique g sur M. En dimension plus
grande et pour une variété presque quaternionique (M, @), on peut toujours
définir un fibré des twisteurs Z(Q) —> M qui est encore un fibré en sphére
S2. Lorsque @ est stable par une connexion sans torsion on peut munir Z(Q)
d’une structure presque complexe J. Dans ce cas Salamon [23, 24] a montré
que l'intégrabilité de J est automatique.

C’est alors qu’a été introduit par Hitchin [18] le concept de structures
complexes généralisées, dans le but d’unifier les notions de structures com-
plexes et de structures symplectiques. En utilisant cette théorie, Pantilie [21]
a pu définir de facon trés naturelle la notion de variétés presque quaternio-
niques généralisées (M, Q) et d’espace de twisteurs associé Z(Q). Contrai-
rement & certaines généralisations [6, 8, 9, 12, 14], ici 'espace des twisteurs
reste un fibré en spheres S2. Lorsque Q est stable par une connexion sans
« torsion généralisée » (cf. section 2.3 pour des définitions précises), la variété
Z(Q) admet une structure presque complexe généralisée, que nous noterons
encore J.

Dans son article, Pantilie donne deux exemples d’espace de twisteurs
pour lesquelles il vérifie que la structure presque complexe généralisée J est
intégrable mais ne donne pas de critéere d’intégrabilité. Pour palier a cela,
on se propose dans cet article d’établir un théoreme d’intégrabilité simi-
laire a ceux d’Atiyah, Hitchin, Singer et de Salamon c’est-a-dire qui exprime
Pintégrabilité de la structure presque complexe généralisée J sur Z(Q) en
fonction de la géométrie de la variété (M, Q). Pour cela nous rappellerons
dans la partie 2, les différentes constructions d’espaces de twisteurs. On dira
en particulier ce qu’est une structure presque quaternionique généralisée Q
sur une variété M ; ce quest 'espace des twisteurs Z(Q) — M associé a
(M, Q) et enfin, lorsque Q est une structure quaternionique généralisée, nous
rappellerons la construction de la structure presque complexe généralisée J
sur Z(Q). Dans la partie 3 nous énoncerons le théoréme d’intégrabilité de J,
nous verrons qu’il dépend de la courbure de la connexion qui définit J. Dans
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la partie 4, nous appliquerons ce résultat dans le cas particulier des variétés
quaternioniques Kéhler généralisées :

THEOREME. — Soit (M, g, Q) une 4n-variété quaternionique Kdhler gé-
néralisée avec n > 1. La structure presque complexe généralisée J sur son
espace de twisteurs Z(Q) est toujours intégrable.

Pour les 4-variétés, l'intégrabilité de J dépend de la courbure de la mé-
trique g (cf théorémes 4.4 et 4.5). Dans la partie 5, nous illustrerons ces
résultats par des exemples.

Lorsque n > 1 et que (M, g, Q) est une 4n-variété quaternionique Kéhler
a courbure de Ricci positive, on sait que son espace des twisteurs est une
variété kdhlérienne [23]. Dans la partie 6, nous verrons que ce résultat ne
s’étend pas au cadre de la géométrie généralisée.

2. Rappels et définitions

Soit E — M un fibré au-dessus de M, nous noterons I'(E) ’ensemble
des sections lisses.

2.1. Structure quaternionique.

Une structure presque complexe sur une variété M est un endomorphisme
du fibré tangent J € T'(End(T'M)) qui satisfait J? = —Id. Cela revient a
munir les fibres du tangent TM — M d’une structure de C-espace vectoriel
et force donc la dimension de M a étre paire. Si la variété M est complexe elle
est munie d’une structure presque complexe canonique. Réciproquement, on
dira qu’une structure presque complexe J sur M est intégrable si elle provient
d’un atlas holomorphe. Le théoreme de Newlander—Nirenberg nous donne un
critére d’intégrabilité.

THEOREME 2.1 ([19]). — Soit (M, J) une variété presque compleze. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La structure presque complexe J est intégrable.
(2) Le tenseur de Nijenhuis défini par
NX,Y)=[JX,JY]-J[JX,Y]| - JX,JY] - [X,Y]

est nul pour toutes sections X, Y € T'(TM).
(3) Le sous-espace espace propre TY° de J dans TM @ C associé a la
valeur propre i, est stable par crochet de Lie (i.e. T*O involutif).
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Soit (M, g) une variété riemannienne munie d’une structure presque com-
plexe J. Nous dirons que J est compatible avec g si J est un endomorphisme
orthogonal pour g et nous noterons Oy (7'M ) I’ensemble des endomorphismes
orthogonaux pour g. Nous noterons plus généralement End(7'M) ensemble
des endomorphismes de T'M. Lorsque J est compatible avec g, on peut dé-
finir la 2-forme fondamentale

w(X,Y)=g(JX,Y) VXY eT(TM).

Nous dirons que (M, g, J) est une variété kahlérienne si J est intégrable et
si w est fermée.

Supposons maintenant que la variété M admette deux structures presque
complexes I et J, qui anti-commutent. Si on pose K = [.J alors K est une
nouvelle structure presque complexe sur M et plus généralement pour tout
point (a,b,c) € S? 'endomorphisme al +bJ +cK définit aussi une structure
presque complexe. C’est pourquoi nous dirons que la variété (M, I, J, K) est
presque hypercompleze. Elle sera dite hypercomplexe dés que I et J sont
intégrables. Dans ce cas toute la S?-famille de structures presque complexes
est intégrable. Par ailleurs, nous dirons que la variété (M, g, I, J) est hyper-
kdhlérienne lorsque les structures complexes I et J sont kdhlériennes. La
aussi, la terminologie se justifie car pour tout point (a,b,c) € S?, la struc-
ture presque complexe al 4+ bJ + cK est kdhlérienne. Dans tous ces cas, la
dimension de M est nécessairement un multiple de quatre.

DEFINITION 2.2. — Une structure presque quaternionique sur une va-
Tiété M est un sous-fibré de rang trois QQ C End(T'M) localement engendré
par une structure presque hypercompleze.

Une connexion sur TM induit une connexion sur End(7'M) en posant,
pour tout ¢ € T'(End(T'M)) et pour tous X,Y € T'(TM) :

(Vx)(Y) = Vxop(Y) = 9(VxY).

Lorsqu’il existe une connexion sans torsion sur 7'M qui stabilise ) au sens
ou V@Q C Q, on parle d’une structure quaternionique. Une structure presque
quaternionique sur M équivaut & se donner une GL(n, H)Sp(1)-structure sur
M. Et une connexion sans torsion sur 7'M qui stabilise () revient a se don-
ner une GL(n, H)Sp(1)-connexion sans torsion [5]. Lorsque (M, g, Q) est une
variété presque quaternionique munie d’'une métrique riemannienne g telle
que @ soit localement engendré par une structure presque hypercomplexe,
ou I,J et K sont compatibles avec g, on dit que (M, g, Q) est une struc-
ture presque quaternionique hermitienne. Cela correspond a se donner une
Sp(n)Sp(1)-structure sur M. Si de plus @ est stable par la connexion de Levi
Civita on dit que (M, g, Q) est une variété quaternionique Kdihler. Une va-
riété quaternionique Kéhler est donc précisément une variété riemannienne
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dont le groupe d’holonomie est inclus dans Sp(n)Sp(1l). Lorsque n > 1,
Alekseevskii et Berger ont montré que cela imposait a la métrique g d’étre
Einstein [1, 4]. En particulier, si on regarde le tenseur de courbure R as-
socié¢ a la métrique g : R(X,Y) = VxVy — VyVx — V(x y]; vu comme
endomorphisme auto-adjoint du fibré extérieur /\2 TM on a

Rlg = Ald|g,

ol A est un multiple positif de la courbure scalaire de (M, g) et oti on identifie
les éléments u de @ aux éléments ¢(u) de A* TM via

g(¢(u),X AY) =g(uX,Y) VX, Y eTM.

En dimension 4 une structure presque quaternionique revient a se donner une
structure conforme orientée et les structures presque quaternioniques sont
automatiquement stables par toute connexion. Plus précisément, si (M, g) est
une 4-variété riemannienne, I'opérateur étoile de Hodge induit la décompo-
sition /\2 TM = /\+ @ A\~ et les seules structures presque quaternioniques
hermitiennes de T'M sont précisément /\+ et \~. Notons enfin que dans
cette base, le tenseur de courbure R: A>TM — N> TM se décompose en
blocs [5, 25] :

R [ W s B .
B* W+ 5 1d

L’opérateur W = W + W™ est l'opérateur de Weyl, s la courbure scalaire,
B le tenseur de Ricci sans trace, B* son adjoint et Id la matrice identité.

Lorsque (M, Q) est une variété presque quaternionique de dimension 4n
avec n > 1, on peut définir le fibré des twisteurs 7 : Z(Q) — M comme
le fibré des structures presque complexes sur M appartenant a Q. C’est un
fibré de fibres S? et de groupe structural SO(3). Les fibres admettent donc
naturellement une structure complexe. Une connexion qui stabilise @) fournit
alors une décomposition de 1’espace tangent de Z(Q) :

TZ(Q) =He&V

en une distribution horizontale H et une distribution verticale V = ker dmw
(i.e. tangente aux fibres). En un point p de Z(Q), comme H,, est isomorphe
a T(pyM via dm, la distribution horizontale hérite naturellement de la struc-
ture presque complexe induite par p. La somme de cette structure presque
complexe et de celle sur les fibres munit Z(Q) d’une structure presque com-
plexe naturelle notée J. En dimension quatre, un critere d’intégrabilité de J
a été donné par Atiyah, Hitchin et Singer.
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THEOREME 2.3 ([2]). — Soit (M, g) une 4-variété riemannienne orien-
tée. La structure presque complexe J sur Z(/\+) associée a la connexion

de Levi-Civita, est intégrable si et seulement si g est anti-autoduale (i.e.
Wt =0).

En dimension plus grande, 'intégrabilité de J a été démontré par Sala-
mon.

THEOREME 2.4 ([23, 24]). — Soit n > 1 et (M, Q) une 4n-variété qua-
ternionique alors la structure presque compleze J sur Z(Q) est toujours in-
tégrable.

Remarque. — Pour une 4-variété riemannienne orientée (M, g), la struc-
ture presque complexe J sur Z(A™) associée a la connexion de Levi-Civita
ne dépend que de la classe conforme de g. Pour que ces deux théoréemes
coincident, certains auteurs définissent donc les 4-variétés quaternioniques
comme des 4-variétés munies de structures conformes orientées anti-auto-
duales. Pour d’autres les variétés quaternioniques sont de dimension 4n > 4.

2.2. Structure complexe généralisée.

Soit M une variété de dimension 2n. En géométrie généralisée on étudie
non pas le fibré tangent de M mais la somme du fibré tangent et du fibré
cotangent que nous noterons TM = TM &T*M. Sur TM il y a une pseudo-
métrique naturelle de signature (2n,2n) définie par :

<X+§,Y+77>:%<§(Y)+n(X)) VX,Y €TM et V& neT M.

Sur TM on a également le crochet de Courant [7], défini pour toutes sections
X+&Y+nel(TM) par

ol [X,Y] est le crochet de Lie, Lx la dérivée de Lie et i x le produit intérieur
(i.e. la contraction par le premier argument).

DEFINITION 2.5. — Une structure presque complexe généralisée [18, 15]
sur M est la donnée d’un endomorphisme du fibré tangent généralisée
J € T'(End(TM)) telle que

(1) J>=-1d

(2) T préserve la pseudo-métrique (., .).
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THEOREME-DEFINITION 2.6 ([15]). — Une structure presque compleze
généralisée J sur M est intégrable si et seulement si l'une des deux condi-
tions (équivalentes) suivantes est vérifiée :

(1) Le tenseur de Nijenhuis défini par
N(X, DY) =[TX, TV - TIITX, V] = TIX, TY] - [X, V]

est nul pour toutes sections X,) de TM.
(2) Le sous-espace propre TV de J dans TM ® C associé a la valeur
propre i, est stable par crochet de Courant.

On note pr; : (TM @&T*M)® C — TM ® C la premiére projection.
La codimension dans TM @ C de pri(T'?) est un invariant de la structure
presque complexe appelé le type de J.

Comme le montre les exemples suivants, la notion de structure complexe
généralisée regroupe sous un méme formalisme les notions de structures com-
plexes et de structures symplectiques.

FEzxemple 2.7. — Une structure presque complexe J sur M définit la
J 0
0 —J*
de J. De plus, J; est intégrable si et seulement si J l’est. Le type de J est
constant égale a n.

structure presque complexe généralisée J; = ou J* est I'adjoint

Exemple 2.8. — De méme, une structure presque symplectique w sur
M (i.e. une 2-forme non dégénérée) définit la structure presque complexe
0 —w
w 0
si w Pest (i.e. w fermée). Le type de J,, est 0.

-1
généralisée J,, = ( ) . La structure J,, est intégrable si et seulement

Ezxemple 2.9. — Toute 2-forme B sur M définit ’application orthogonale
suivante :
e TMoT"M — TMoOT*M
X +¢ — X +&+ixB.

Si J est une structure presque complexe généralisée sur M alors e~ B JeP
aussi et de méme type que J. De plus, lorsque B est fermée, J est intégrable
si et seulement sa B-transformation e 2 JeP Dest.

Une structure complexe sur une 2n-variété est par définition localement
difféomorphe a C™. D’autre part, le théoreme de Darboux nous dit qu’une
structure symplectique sur une 2n-variété est localement difféomorphe a
(R27 ) o :

wo = dry ANdxs + ...+ dxon—1 A dxoy,.
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De méme, en un point régulier (i.e. ot le type est constant égale & k dans un
voisinage du point) une structure complexe généralisée est, & B-transforma-
tion pres, localement difféomorphe au produit de C* et de (R2"~2% wyg) [15].

2.3. Structure quaternionique généralisée.

Comme ’a remarqué Pantilie [21], les définitions données dans la par-
tie 2.1 s’étendent naturellement dans le cadre de la géométrie complexe gé-
néralisée. Ainsi, une variété M est presque hypercomplexe généralisée s’il
existe une paire de structures presque complexes généralisées 7, J qui anti-
commutent. La encore, si on pose K = Z.J alors I définit une structure
presque complexe généralisée, tout comme ’endomorphisme aZ + bJ + cK
associé au point (a, b, c) € S2.

DEFINITION 2.10. — Une structure presque quaternionique généralisée
sur une variété M est un sous-fibré de rang trois Q@ C End(TM) localement
engendré par une structure presque hypercomplexe généralisée.

%
Nous noterons X' € T'M la partie vectorielle de X € TM, c’est-a-dire la
projection sur T'M parallelement & T*M :

. T™™M — TM
X+¢& — X

Une connexion (classique) V sur TM s’étend naturellement en une connexion
généralisée [16] sur TM en posant :

Vi) :=VzY VX,Yel(TM).

La torsion d’une connexion généralisée sur TM est définie pour toutes sec-
tions Xy, Xa, X5 de TM par [16] :

T (X1, X, X3) = (Va, Xo — Va, X1 — [, Ao, As)

1
+ §<<VX3X1,X2> - <VX3X27X1>)~
On appellera torsion généralisée de V l'opérateur T .

DEFINITION 2.11. — S’il existe une connexion (classique) V sur TM
compatible avec la pseudo-métrique, qui stabilise Q (i.e. VQ C Q) et qui est
sans torsion généralisée, on dit que (M, Q, V) est une variété quaternionique
généralisée.

Une métrique riemannienne g sur M se prolonge en une métrique sur
TM. Une structure presque complexe généralisée est dite hermitienne ou

compatible avec g si elle agit comme un endomorphisme orthogonal pour g.
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DEFINITION 2.12. — Une variété riemannienne (M, g, Q) est dite qua-
ternionique Kéhler généralisée si Q est une structure presque quaternionique
hermitienne généralisée, stable par la connexion de Levi-Civita.

Comme dans le cas classique, on peut donner une interprétation de ces
définitions en termes de G-structure. Pour cela, notons R*™* le dual de R*" et
O(TM) le sous-groupe de End(TM) des isométries pour la pseudo-métrique.
Le groupe GL(2n,H) agit naturellement & gauche sur R*" @ R***. On no-
tera Sp(2n) le sous-groupe de GL(2n,H) des isométries pour la pseudo-
métriques :

Sp(2n) = GL(2n,H) N O(R‘m ® R4”*>.

Le groupe Sp(1) des quaternions de norme 1 agit naturellement & droite
sur R?" @ R*™*. On notera G le groupe produit Sp(2n)Sp(1). Une structure
quaternionique généralisée Q sur M équivaut a se donner un G-fibré principal
P — M qui est un sous-fibré de O(TM) — M, ainsi qu’une G-connexion
sur P sans torsion généralisée.

2.4. Espace des twisteurs.

Lorsque (M, Q) est une variété presque quaternionique généralisée, on
peut lui associer tout naturellement un fibré des twisteurs 7 : Z(Q) — M.
C’est le fibré des structures presque complexes généralisées sur M apparte-
nant & Q. C’est un fibré en spheére S? et de groupe structural SO(3). C’est
aussi le fibré associé au fibré principal P — M par 'action par conjugaison
A droite de G sur S? (cf. section 3.3).

Comme Z(Q) est un fibré associé, une G-connexion sur P — M permet
de décomposer Pespace tangent TZ(Q) en la somme directe d’une distribu-
tion horizontale H et de la distribution verticale ¥V = ker dw. On identifie le
dual de H (resp. de V) noté H* (resp. V*) aux formes linéaires sur TZ(Q)
nulles sur V (resp. sur ). Comme dans le cas classique, on peut munir Z(Q)
d’une structure presque complexe généralisée naturelle. En effet, en un point
p de Z(Q) comme H,, ® Hj est isomorphe a T,y M via dr © dr*, il hérite
de la structure presque complexe généralisée induite par p. La somme de
cette structure presque complexe généralisée et de la structure complexe sur
les fibres munit Z(Q) d’une structure presque complexe généralisée encore
notée J.

La question est de savoir sous quelle condition la structure presque com-
plexe généralisée J sur Z(Q) est intégrable ? Avant de répondre & cette ques-
tion, rappelons les exemples proposés par Pantilie [21].
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Ezemple 2.13. — Comme pour I'exemple 2.7, une variété quaternionique
(Kéhler) est naturellement quaternionique (Kéhler) généralisée.

Ezxemple 2.14 ([21]). — Soit (M, g,1, J, K) une variété hyperkahlérienne.
Cette variété étant hyperkédhlérienne, elle est aussi quaternionique Kahler
généralisée. Mais on peut aussi construire une structure « tordue ». Ainsi,

notons Jr = (é ?) et Ju» = (3 g) les structures complexes générali-

sées associées a la structure complexe I et a la structure symplectique w =

g(J.,.). Comme M est hyperkédhlérienne, on a J; 7T = —TwJr = ([0( Ig)

On note Jr,, cette derniére structure complexe généralisée. La distribution
Q = {aJr +bTw + cT1w/(a,b,c) € R3} définit une structure quaternionique
Kéhler généralisée sur (M, g). Pour une telle variété, il est facile de vérifier
que la structure presque complexe généralisée J sur Z(Q) est intégrable.

Ezemple 2.15 ([21]). — Soit (N,¢, V) une 3-variété Einstein-Weyl et
v : (M,g) — (N,c,V) son « heaven space ». La 4-variété M est alors pa-
rallélisable et la métrique g est anti-autoduale, Einstein & courbure scalaire
non nul. Comme toute 4-variété riemannienne orientée, (M, g) est naturel-
lement quaternionique Kéhler et donc quaternionique Kéhler généralisée.
Mais la encore, on peut munir (M, g) d’une structure « tordue ». En effet,
Papplication ¢ : M — N induit une décomposition TM ~ H & V* avec

= kerdyp et H = V*+, de sorte que sous cet isomorphisme, la structure
quaternionique Kéhler naturelle devient une structure quaternionique géné-
ralisée Q. La structure presque complexe généralisée J sur Z(Q) est alors
intégrable.

3. Espace des twisteurs et critére d’intégrabilité
3.1. Opérateur de courbure.

Soit (M, Q, V) une variété quaternionique généralisée et 7 : Z(Q) — M
I’espace des twisteurs associé. Soit U un petit ouvert de M sur lequel on a une
trivialisation 771 (U) ~ U x S? et (m,u) € U x S? un systéme de coordonnées
locales. Une connexion généralisée admet un opérateur de courbure R défini
sur TM par [16] :

R(X,V)Z=[Vx,Vy|Z =V yZ, V&V Zcl(TM).
Par anti-symétrie en X et ) on écrira parfois R(X A Y) plutét que R(X, )
et pour alléger I’écriture, si X', ) € F(TZ(Q)) on écrira R(X,)) plutot que
R(me X, m.Y).
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Remarque. — Les connexions que nous considérons dans cette article
vérifient V¢ = 0 pour tout § € I'(T* M) si bien que R est linéaire en X et ).

La connexion V agit sur End(TM); pour tous X,) € I'(TM) on peut
donc faire agir Popérateur de courbure R(X,Y) sur End(TM). Comme V
stabilise Q, pour tout v € T'(Q) on a toujours R(X,V)u € T'(Q). Mais
Popérateur R(X,)) est par définition un élément de End(TM). On peut
donc aussi regarder le commutateur d'un élément u € Q avec R(X,)) :

[u, R(X, V)] = uR(X,Y) — R(X,Y)u.
On vérifie qu’on a I’égalité :
[u, R(X, V)] = —R(X,Y)u, YVuel(Q).

Le commutateur [u, R(X, )] est donc un élément de Q, et plus précisément,
on peut voir que c¢’est un champ de vecteurs vertical sur Z(Q).

3.2. Enoncé.

Le résultat central de cet article est le suivant :

THEOREME 3.1. — Soit (M, Q,V) une 4n-variété munie d’une struc-
ture quaternionique généralisée avec n > 1. La structure presque complexe
généralisée J sur Z(Q) est intégrable si et seulement si pour tous champs
X,V € T(H S H*) et pour tout point (m,u) € 7~ 1(U) on a :

[MR(XAy—uXAuy)+uRanmy+XAuyﬂ::0

Notation. — Soit X € TZ(Q), on note XY € T (resp. X% € TO)
la partie (1,0) (resp. (0,1)) du champ X, c’est-a-dire la projection sur le
sous-espace propre de J associé a la valeur propre ¢ (resp. —i) :

X — X po1 _ XX

2 2

Avec cette notation, on peut reformuler le théoréme précédent de maniere
plus intrinseque.

XI,O —_

THEOREME 3.1bis. Soit (M, Q, V) une 4n-variété munie d’une struc-
ture quaternionique généralisée avec n > 1. La structure presque complexe
généralisée J sur Z(Q) est intégrable si et seulement si

0,1
(R(Xl’o, y1’0)21’0> =0 pour tout X,),Z € T(TM).
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3.3. Démonstration.

Soit X + ¢ une section de TM — M. On rappelle qu’on identifie H* aux
formes linéaires sur T Z(Q) qui sont nulles sur V. Notons X +& € T(H®H*)
le relevé du champ X + £. Un tel champ est dit basique.

PROPOSITION 3.2. — Soient A, B € C>°(V) deux champs de vecteurs
verticauz sur Z(Q). On se donne X € T'(TM) un champ de vecteurs sur M
et £ € T(T*M) une 1-forme sur M. Alors :

(1) [4,B] € (V)
(@) K. A eTV);
(3) [X+ 6041 = IR +E4;
(4) [J(X +&),JA] = JJ(X +¢€), A]
Démonstration. — Le premier point provient du fait que la distribution

verticale est l'espace tangent aux fibres de 7 : Z(Q) — M. Comme X
est un champ relevé, le deuxiéme point est immédiat. Et comme le trans-
port parallele suivant les directions horizontales respecte 'orientation et la
métrique sur les fibres, elle respecte la structure complexe sur ’espace tan-
gent vertical, on a [)A( JA =T [)A( , A]. De plus, par définition du crochet de
Courant on vérifie que [Z, Al =0 = [a JA]. Ce qui termine la preuve du
troisiéme point. Le quatriéme point s’obtient par « linéarité ». En effet soit
()?1, ey é’?gn) € H & H* une base de champs horizontaux basiques définie
au-dessus de Y. Comme J stabilise H & H*, on note [J;;] la matrice de la
restriction de J a H @ H* dans cette base. En utilisant le point (3), on a :

JIX;, A = I[15; %, A
= J(Jij[/ﬁ‘,A] - A%)
= [, JA] - JAX,
et [J%,JA] = [Jij/ﬁ‘,JA]
= Jij[X;, JA] — JAX;. O

COROLLAIRE 3.3. — Le tenseur de Nijenhuis de J sur Z(Q) vérifie
N (X, A) =0 pour tout X € T'(H & H*) et pour tout A € T'(V).

Démonstration. — Par linéarité, on peut supposer que X est un champ
basique. Le corollaire est alors une conséquence immédiate des points (3) et
(4) de la proposition 3.2. O
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PROPOSITION 3.4. — Soient X,Y € I'(TM). Au-dessus de notre ouvert
U, la décomposition du champ [X,Y] en partie horizontale et verticale est
donnée au point u € Z(Q) par

(X, Y] = [, )] + [u, R(X, V).

Démonstration. — Soit P — M le G-fibré principal, 6 la G-connexion
sur P et ker 0 la distribution horizontale associée. Commencons par étudier
le cas ou X et Y sont deux champs de vecteurs sur M. Pour cela on note X Y
leur relevé horizontal dans P. La décomposition du champ de vecteurs [X, Y]
en partie horizontale et verticale est donnée par (cf. [20] and [5, Chap. 9]) :

[X,Y] = [X, Y]+ (0)v) " (R(X, V),
ol par définition, (6]y) 1 (R(X,Y)) est le champ de vecteurs vertical sur P
définie au point p € P par :

d
o (p-eap(tR(X,Y))) = p. R(X. ),
D’autre part, la variété Z(Q) est le fibré associé de fibre S2. Plus précisément,
le groupe G agit & droite sur P x S? :
PxSPxG — P xS?
(p.g.g) > (pg.97"4) =(p.9,9597")
et Z(Q) est le quotient de P x S? par cette action. On notera II la projection
o: Pxs* — Z(Q)
(p,j) > u=p ljp.
Comme au point p € P on a dH(p.R(X, Y)) = [u,R(X,Y)], au point
u € Z(Q) on a bien
X V] = [X,Y] 4 [0, R(X, V).
Considérons maintenant X un champ de vecteurs et n une 1-forme sur M

alors par définition du crochet de Courant on voit que [X,7] = [7(,\77] et
comme V, =0 ona R(X,n) = 0 soit :

X, 7] = X, ] + [u, R(X,n)]. O

COROLLAIRE 3.5. — Soient U* € T'(V*) une 1-forme verticale et X €
D(H®H*) un champ de vecteurs et de formes horizontal. Au pointu € Z(Q),
le tenseur de Nijenhuis N'(U%, X) est la 1-forme horizontale définie pour tout

? € I(H) par
N(U*, X)(Y)
— Ut ({U,R(XAy—uXAuy) +uR<uX/\y+X/\uy>D .
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Démonstratiﬂl. — Par définition du crochet de Courant on sait que
[U%, X] = [U*, X] est une 1-forme. Soient A € T'(V) et 7 € I'(H) deux
champs de vecteurs, au point u € Z(Q) on a par définition

U, X)(A + ¥) = dUH(Z, Y + A)
= XUHA) - U,V + A)
= X.UH(A) - UH([X, A]) — U*(Ju, R(X A D)),
Le point (3) de la proposition 3.2 nous assure alors que [JU*, X](A) =

J[U* X](A). La partie verticale de la 1-forme N (U*, X) est donc nulle. Pour
la partie horizontale le calcul précédent nous dit qu’au point u on a

N(U*, X)(Y)
_ut ([u,R(X/\y—uX/\uy> +uR uX/\y+X/\uy>D. 0

COROLLAIRE 3.6. — Soient X,y € T(H®H*) deux champs horizontauz.
Au point u € Z(Q), le tenseur de Nijenhuis N'(X,)) est le champ de vecteurs
vertical défini par

N, Y) = — [u,R(XAy—uXAuy) +uR(uXAy+XAuy)}.

Démonstration. — On note (X1, ..., Xs,) une base orthonormée de TM
définie au-dessus de Y. La distribution H & H* est stable par J, on notera
[Ji;] sa matrice dans la base relevée (5(;, ey /'/Vg\n) Par définition du crochet
de Courant

— 7 = —_— = — S
12,08 = JX0. (1) X — I, (L1s) X+ Dy [ 30, &
= Jriddrj + Jijddu
— SN = —~ = —~
92, %] + [0,0%] = —%,.(00) X0+ 3 [ 2, 2] + X(3,y) (B)

+ Iy Fﬁ, :V\r} +dJj; — dl;;.

En utilisant la proposition 3.4, on en déduit qu’au point u, la partie verticale
de N(X;, X;) vaut

[ R A X = ws n ;) + uR (wi A X + X Aud )]

Pour la partie horizontale, on se donne s une section locale de Z(Q) — M
telle que s(m) = u et (Vs),, = 0. La partie horizontale de J\/’(zﬁ,z’?]) res-
treinte & la sous-variété s(M) est égale au relevé horizontal du tenseur de
Nijenhuis N(X;, X;) de M munie de la structure presque complexe généra-
lisée induite par s. On se place dans des coordonnées normales en m. En ce
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point, on a alors :

N(X, X)), X)) = T (X, X, &) — T (ui, uly, X
- T(’U,XZ‘, Xj, ’U,Xk) - T(sz u./'\f'j, uXk)
Comme la connexion est sans torsion généralisée, on en déduit qu'au point

m on a N'(X;, X;) = 0. La partie horizontale de ./\/'(/\2, /'?]) est nulle au point
(m,w) donc partout. O

Démonstration du théoréme 3.1. — Comme les fibres de Z(Q) — M
sont complexes, il est clair que quels que soient A,B € T'(V & V*) on a
N (A, B) = 0. Le théoréme 3.1 est alors une conséquence directe des corol-

laires 3.3, 3.5 et 3.6 et de la lindarité de N. O
Démonstration du théoréme 3.1bis. — Par définition, au point (m,u)
on a:

SR(XLO, yl,O)Zl,O
- (R(X/\yfu)(/\uy) fR(X/\uJ)JruX/\y)u)Z

—i(R(X/\u)H—uX/\y) FRXAY - uX/\uy)u>Z.

De sorte que la partie (0,1) du vecteur SR(X10, Y1) Z1.0 est nulle si et
seulement si

[wR(X/\y—uX/\uy)+u7'\’,(ué\,’/\y+2€/\uy)]:0. 0

4. Variétés quaternioniques Kiahler généralisées
4.1. Théorémes d’intégrabilités

Soit (M, g, Q) une 4n-variété riemannienne munie d’une structure presque
quaternionique hermitienne généralisée. En identifiant TM et T*M grace a
la pseudo-métrique (.,.), la métrique g sur TM peut étre vue comme un

—1
0 90 ) de TM = TM @ T*M. Comme G? = Id,
on notera C* le sous-espace propre de G associé a la valeur propre £1. Si
au-dessus d’un ouvert U, on se donne (61, ...,60,,) une base orthonormée de
TM et si on note (67, ...,605,) sa base duale, alors

endomorphisme G =

oF = vm(el 08, O i@;n).

Comme les éléments de Z(Q) sont compatibles avec g, ils stabilisent les
espaces propres CF. De plus comme Q — {0} ~ R™* x Z(Q), les éléments
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de Q stabilisent aussi C*. La matrice d’un élément v € Q dans une base

+
adaptée & TM = Ct @ C~ est donc de la forme (uo uo,

les projections p* : C* — T'M sont des isomorphismes qui permettent de
descendre la distribution Q en deux structures presque quaternioniques sur

. D’autre part,

M que nous noterons QF := pF(Q). Par abus de notation, nous écrirons
u® = pf(u). Enfin on définit 'application
f+Q — Q — QF
ut 0
v )= ) o o) =
Convention. — Nous dirons que f : @~ — Q7 est un isomorphisme

d’algebre au sens ou 'application f se prolonge naturellement en un isomor-
phisme entre les algébres Q~ @ Vect(Id) et QT & Vect(1d).

COROLLAIRE 4.1. — La donnée d’une structure presque quaternionique
hermitienne généralisée sur (M, g) revient a se donner un triplet (Q*,Q~, f)
ot QF, Q™ sont deux structures presque quaternioniques hermitiennes et ot
f:Q — QF est un isomorphisme d’algébres. En particulier les espaces
de twisteurs Z(Q), Z(Q*) et Z(Q™) sont difféomorphes :

Z(Q)
y p}
_ ! N
Z(Q7) 2(QF).
PROPOSITION 4.2. — Soit V la connexion de Levi-Civita de (M,g), Q

est une structure quaternionique Kdhler généralisée si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) Q% et Q™ sont des structures quaternioniques Kihler sur (M, g),
(2) Vf(u™) = f(Vu~) pour tout u™ € Q.

Remarque. — La premiere condition est automatiquement vraie en di-
mension quatre.

Démonstration. — La connexion de Levi-Civita stabilise C*, donc si elle
Jr
stabilise Q, elle stabilise Q*. Plus précisément, pour tout v = (uo UO) € Q
Vut e QF
Vut 0 _ Q_
onaVu = 0 Vu- .Desorte que Vu € @ <= Vu~ € Q . O
Vut = f(Vu™)

Dans le cas particulier ou (M, g, Q) est une variété riemannienne mu-
nit d’une structure quaternionique Kéhler généralisée, on peut reformuler
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Pintégrabilité de la structure presque complexe généralisée J sur Z(Q) plus
explicitement que dans le théoreme 3.1. Comme dans le cas classique étudié
par Salamon, U'intégrabilité de J est automatique deés lors que n > 1 :

THEOREME 4.3. — Soit (M, g, Q) une 4n-variété quaternionique Kihler
généralisée avec n > 1. La structure presque complexe généralisée J sur son
espace des twisteurs Z(Q) est intégrable.

Une 4-variété riemannienne orientée n’admet que deux structures quater-
nioniques hermitiennes différentes : /\+ et A\ . Quitte a renverser l'orienta-
tion, il y a donc deux classes de structures quaternioniques Kéahler générali-

sées suivant que Qt = Q- = AT ouque QT = AT et QT = A"

THEOREME 4.4. — Soit (M, g, Q) une 4-variété quaternionique Kihler
généralisée telle que QT = Q~ = /\+. La structure presque complexe gé-
néralisée J sur Z(Q) est intégrable si et seulement si l'une des conditions
sutvantes est vérifiée :

(1) Rlps =0,
(2) f=1d et g anti-autoduale.

Remarque. — Les seules 4-variétés riemanniennes compactes qui véri-
fient la premiere contrainte sont les quotients du tore plat ou d’une surface
K3 [17]. D’autre part, si f = Id alors 'espace des twisteurs (Z(Q),JI) coin-
cident exactement avec I'espace des twisteurs (Z( A5, T ) défini par Atiyah,
Hitchin et Singer.

THEOREME 4.5. — Soit (M, g, Q) une 4-variété quaternionique Kihler
telle que Q+ = /\+ et @~ = N\ . La structure presque complexe généralisée
J sur Z(Q) est intégrable si et seulement si g est localement conformément
plate.

Ces trois théoremes permettent de retrouver I'intégrabilité de J pour les
deux exemples donnés dans la section 2.

Ezemple 4.6. — Si (M, Q) est une variété quaternionique Kéhler alors
elle est naturellement quaternionique Kéhler généralisée. Avec nos notations,
cela revient & prendre QT = @~ = @ et f l'isomorphisme identité. Pour
n > 1, lintégrabilité de J est automatique et on retrouve le résultat de
Salamon. Pour n = 1, l'intégrabilité de J équivaut a g anti-autoduale et on
retrouve le théoreme d’Atiyah, Hitchin et Singer.

Ezemple 4.7. — Soit (M,g,I,J,K) une variété hyperkihlérienne,
(01,...,04,) une base orthonormée locale de (T'M, g) et (07,...,0%,) sa base
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duale. Dans la base (01,0, . ..,0%,) de TM la structure quaternionique Kéah-
ler « tordue » décrite dans la section 2.4, s’écrit

Q {ajl+b\711)+cu7]w/(a7bvc) GRB}

al bJ + cK ,
{(bJ+cK al )/(a,b,c) €R }

Dans la base (61 + 65,...,04, — 0},) de CT @& C~ cela donne donc :

al +bJ +cK 0
Q:{< 0 aI—bJ—cK)/(aab,C)eR?’},

Avec nos notations, cela correspond donc & prendre QT = Q~ = Q et

[ Q- — Q*
al +bJ+cK +— al —bJ—cK

Qu'on ait n = 1 (comme la métrique est anti-autoduale et Ricci plate) ou
n > 1, on rentre dans les hypotheses des théorémes 4.3 and 4.4 : la structure
presque complexe généralisée J sur Z(Q) est bien intégrable. De plus, on
vérifie facilement que le type de J est 2n + 1 au point (m, =J7) et de type 1
ailleurs.

La démonstration de ces trois théoremes repose sur la proposition sui-
vante.

PROPOSITION 4.8. — Soit (M, g, Q) une variété quaternionique Kihler
généralisée et R le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita. La
structure presque complezxe généralisée J sur Z(Q) est intégrable si et seule-
ment si pour tous champs de vecteurs X,Y sur M et pour tout élément
u € Z(Q), les trois tenseurs suivants sont nuls :

(1) Gi(X,Y,u")

_ u+,R(XAY—u+XAu+Y) +u+R(u+XAY+XAu+Y)

(2) Ga(X,Y,u") _

- u*,R(X/\Y—u*X/\u*Y> +u+R(u+X/\Y+X/\u*Y)

(3) G3(X,Y,u™) )
- u‘,R(X/\Y—u‘X/\u‘Y)+u‘R(u‘X/\Y+X/\u‘Y> .

Démonstration. — La connexion de Levi-Civita V stabilise C* donc pour
tous X,Y € T'M, le tenseur de courbure R(X,Y’) aussi. Plus exactement,
dans la base de TM = C* @ C~, la matrice du tenseur de courbure R(X,Y)
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s’écrit R(X,Y) 0
0 R(X,Y)

lisation

). Au-dessus de 'ouvert U de M, on a la trivia-

UxS? — 77U C 2(Q)
ma) o (m (57 0))

u

Les vecteurs verticaux sont donc de la forme (0, (f(64 ) ;)1))7 ou A est un

vecteur tangent & S?. En utilisant cette remarque et le théoréme 3.1, on a
que J est intégrable si et seulement si le tenseur

G(X,V,ut) = {utR(X AY —uX A uy) n u+R(ux AY+ XA uy)}

est nul pour tous X, € F(TZ(Q)) et pour tout u € Z(Q). Suivant que X

et YV sont dans CF ou dans C'~ on en déduit que ’annulation du tenseur G
est équivalente a celle des tenseurs G1, Gy et G3 avec

Ga(X,Y,u")
- [u+,R(X AY —u"X A u-y) + u+R(u—X AY + X A u-y)] .

Mais comme Vu© = f(Vu™) et que [u, R(X,Y)] = —R(X,Y)u, Y u € A%,

on en déduit que [ut,R(X,Y)] = f([u*,R(X, Y)]) et donc que
ég(X, Y,ut) = f(Gg(X,Y,u*)) De sorte que Gs = 0 si et seulement si
G = 0. O

4.2. Démonstration du théoréme 4.3.

Pour démontrer le théoreme 4.3 nous utiliserons la proposition suivante :

ProprOSITION 4.9. — Une 4n-variété quaternionique Kdahler généralisée
avec n > 1, vérifie nécessairement f =1d ou s = 0.

Démonstration. — La démonstration de la proposition 4.9 repose sur le
lemme suivant :

LEMME 4.10 ([5]). — Soit (M, g,Q) une 4n-variété quaternionique Kih-
ler avec n > 1. On note (I,J,K) une structure presque hypercomplexe qui

engendre @ au-dessus d’un ouvert U et ¢ = . Pour tous champs

2n(n + 2)
de vecteurs X,Y sur M on a :

[I,R(X,Y)] = —cg(KX,Y)J + cg(JX,Y) K.
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Démonstration du lemme 4.10. — Soit (Z,J,K) une structure presque
hypercomplexe généralisée sur (M, ¢g) qui engendre localement Q. La proposi-
tion 4.2 nous assure que (Ii7 J*, lCi) sont deux structures quaternioniques
Kahler sur (M, g). Le lemme 4.10 nous dit alors que :

Z7,R(X, V)] =—-cg(K X, V)T +cg(T X, Y)K,
T, R(X,Y)] = —cg(KH X, Y) T+ + cg(TH X, V) K+
En composant par f la premiere égalité, on en déduit que :

eg(K™X,Y) = ¢g(K™ X, Y) < f=1d ouc=0. O
cg(TX.Y) = cg(T+X,Y)
Il est alors facile de démontrer le théoreme 4.3. En effet si f = Id, la
variété (Z(Q),J) coincide avec la variété (Z(Q),J) étudiée par Salamon, si
bien que J est une structure complexe intégrable sur Z(Q). D’autre part,
dans le cas ou s = 0, il est clair en utilisant le lemme 4.10, que G; = G =
G3 = 0 et donc que J est intégrable. |

4.3. Démonstration du théoréme 4.4

On se place maintenant en dimension quatre avec Qt = Q= = /\+.
Le tenseur GG; est la contrainte classique d’intégrabilité qui apparait dans
Atiyah, Hitchin et Singer [2]. Donc Gy est nul si et seulement si la métrique
g est anti-autoduale. De méme, si g est anti-autoduale, on a automatique-
ment G35 = 0. Il reste alors & étudier le tenseur G2 sous ’hypothese g anti-
autoduale. Pour cela on utilise la proposition suivante qui est I’équivalent en
dimension quatre de la proposition 4.9.

PROPOSITION 4.11. — Une 4-variété quaternionique Kdhler généralisée
anti-autoduale telle que QT = Q~ = /\+ vérifie nécessairement f = Id ou
s=0.

Démonstration. — Sous 'hypothese g anti-autoduale, le tenseur de cour-

15 1d B
B W™+ 51d
f([u_, R(v)]) pour tout u € Q et pour tout v € A, Enfin, comme les élé-

bure s’écrit : R = { ] De plus on sait que [u™, R(v)] =

ments de AT commutent avec ceux de A~ cela donne en particulier pour
tout v e AT :

%[u+,v] = %f([u_,v]) = %[U+,U] = %[u"',f(v)]
< f=1Id ous=0. O
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Si f =1Id alors u™ = u~ et G; = Gy = G3. Donc J est intégrable si
et seulement si g est anti-autoduale. On considére donc le cas f # Id et
Wt = s =0. Soit (6y,...,60s4) une base orthonormée au-dessus d’un ouvert
U de M, cela nous fournit une trivialisation locale de A1 et de A~ gréce
aux deux structures presque hypercomplexes suivantes

+:91/\02—|—93/\94 I" =0, N0;—03N0,
+:91/\93—92/\94 et J =601 AN03+605N04
K+:91/\94+92/\93 K =—01N04+02N05

On se place en un point (m,u) de Z(Q) tel que u~ = alt +bJ" + cK™T et
ut =TT alors :

G2 (01, 60,,u™)
= [r+5( -

G (02, 02,u™)
(

G ) =

0
bK —cJ—)+I+B((a—1)l—+bJ——cK—)] =0, (4.1)
0

= [ B(bK~ + el )+ 17 B((a— I~ = b~ + ek~ )] =0, (42)
2(03, 01, u™
= {I+,B((a g - bI—) It B((1 —a)J — cl—)] —0.  (43)
Comme f # Id on a a # 1 et donc (4.1)+(4.2) entraine [IT,B(I~)] = 0. Par
z 00
symétrie, on en déduit que B = | 0 y 0 | est diagonale. Mais alors (4.3)
00 =z
donne :
It (a—VyJt+IT(1-a)zKT]|=0=y=—2

et par symétrie z = —x et x = —y soit B = 0. Réciproquement, si f quel-
conque, g anti-autoduale et Ricci plat alors 'image de R est dans A~ .
Comme les éléments de A™ commutent avec ceux de A~ il est clair que
G1 = G2 = G3 =0 et donc que J est intégrable.

4.4. Démonstration du théoréme 4.5

On se place toujours en dimension quatre en supposant maintenant que
QY = At et Q0 = A\. Le tenseur G est nul si et seulement si g est anti-
autoduale et le tenseur G3 est nul si et seulement si g autoduale [2]. Il reste
donc a étudier le tenseur Ga, sous ’hypothese g localement conformément
plate. Pour cela on utilise la proposition et le lemme suivants :
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PROPOSITION 4.12. — Une 4-variété quaternionique Kdihler généralisée
localement conformément plate telle que QT = /\+ et Q- = N\ vérifie
s
nécessairement B = Ef

Démonstration. — Sila métrique g est localement conformément plate, la

s
matrice du tenseur de courbure est de la forme R = (12 d B ) . Comme

1
pour tout u € Q et pour tout v € A® on a [u, R(v)] = f([u_,R(v)]), en

particulier pour tout ut € /\Jr et pour tout v € A~ :

[, B)] = ([ 7501) = Wt B)] = [t 75 ()]

S
@Bfﬁf. a

_ s
, ==
12

LEMME 4.13. — Soit (Z,J,K) une structure presque hypercompleze gé-
néralisée qui engendre localement Q. En choisissant convenablement la base
(01,02,03,04), on peut supposer que :

I:I::Z':I:
J:t:ji
K* =K*

ou (It, J*, K*) est la base de /\i définie dans la section 4.3.

Démonstration. — Commengons par montrer qu’on peut choisir la base
(01,02, 05,0,) de sorte que :

I"T=TItetl =1 .

Les valeurs propres de I'endomorphisme ZvZ~ = Z-I%" sont —1 et 1, on
notera E_; et E les espaces propres associés. Soit (61,62) une base ortho-
normée de F_; et (03,604) une base orthonormée de F;. Comme Z* stabilise
E_; et est orthogonale, on a IT0; = £60,. Quitte & échanger 6; et 05, on peut
supposer que Z10; = 5. De méme, on peut supposer que ZT63 = 6,. On a
alors ZT = 01 A0y + 03 A 04. Mais comme ZTZ0; = —01 et ZT 105 = 05,
on a aussi
I =601 NOy—03N04.

Maintenant en jouant sur le choix de 6; € E_; nous allons pouvoir conclure.
Comme f est un isomorphisme d’algebre, sa matrice dans les bases
(I=,J-,K~) de A\~ et (IT,J*,Kt) de A" associées & (61,0y,0s,04), est

de la forme ! R ou R, est la rotation d’angle a. Notons R_, la ro-
tation d’angle —« dans le plan E_;. On vérifie directement que la base
(R_a(91), R_a(eg), 03, 94) convient. O
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On se place dans la base (601,60s,03,0,) donnée par le lemme 4.13. La

proposition 4.11 nous dit que la matrice du tenseur de courbure dans la

+ 7+ L o= _ _ o i Id Id

base (IT,J*,K*,I-,J ,K )est R= 1 (Id Id

théoréme 4.5, il suffit de vérifier & la main que G2(6;,60;,17) = 0, pour tous
0;,0;.

) . Pour finir la preuve du

5. Nouveaux exemples

Pour illustrer ces théorémes, on peut donner de nouveaux exemples de
structures quaternioniques Kéahler généralisées. L’idée est de partir de deux
structures quaternioniques Kéhler Q*, Q™ sur une 4n-variété riemannienne
(M, g) et d’un isomorphisme d’algebre f : Q= — Q7. On peut alors définir
la structure presque quaternionique hermitienne généralisée Q C O(TM)
dont 'écriture dans TM = CT ® C~ est

Qf={(f%“) 2)/1&6@‘}

Si on a bien choisi nos structures de départ et notre isomorphisme, on ob-
tient alors une structure quaternionique Kéhler généralisée sur (M, g) et une
structure presque complexe généralisée J sur Z(Qy) intégrable.

Application 5.1. — Soit (M, g, I, J, K) une variété hyperkdhlérienne et
Q = {al +bJ + cK/(a,b,c) € R3}. On oriente Q en décrétant que I,J, K
est directe. Soit f n’importe quelle isométrie directe de @, la proposition 4.2
nous assure que Qy est une structure quaternionique Kéahler généralisée sur
(M,g) et on a automatiquement l'intégrabilité de la structure complexe J
par les théoremes 4.3 et 4.4. C’est une généralisation de I'exemple 2.14. En
particulier on peut voir ’exemple 2.14 comme une déformation de la struc-
ture canonique et la terminologie structure quaternionique Kéhler généralisée
« tordue » prend tout son sens.

Application 5.2. — Plus généralement étant donnée (M, g, Q) une va-
riété quaternionique Kéhler munit d’une structure complexe kéhlérienne
I € @Q, considérons fy : Q@ — @ la rotation d’angle 6 autour de l'axe
(—1,1).

LEMME 5.3. — La distribution Qj, est une structure quaternionique
Kdhler généralisée sur (M, g).

Démonstration. — 11 suffit 1a encore d’utiliser la proposition 4.2. Soit
(I,J, K) une structure presque hypercomplexe qui engendre localement Q.
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Comme [ est kdhlérienne, il existe une 1-forme a sur M telle que

VI=0
VJ =aK eton abien Vfy(u) = fp(Vu) pour tout u € Q. O
VK = —alJ

Ainsi, si M est une surface d’Enriques ou une surface hyperelliptique [3]
alors le théoreme 4.4 nous assure que la structure J sur Z(Qy,) est inté-
grable. On a construit une famille de déformation de structures complexes
généralisées sur la variété Z(Qy) ~ Z(A") dont les types valent :

a) 2n+1 sife2nZ
b) 2n+1 aux pomt§ (m, J+1) §i 6 ¢ 217
1 partout ailleurs

Pour donner d’autres exemples, nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 5.4. — Soient M est une 4-variété parallélisable, (01,02, 03,04)
une base orthonormée de champs de vecteurs et Ffj les symboles de Chris-
toffel de la connexion de Levi-Civita :

Vo0 = > Thbk.
k

On conserve la notation de la partie 4.3, ot la base (61,02,05,04) de TM
définit une base (I*,J* K*) de /\i, Pour tout i, on a

VoIt = (T + %) J T + (T3 +Tj) KT,
Vo J*' = (5 =TI + (T +TH)K T,
Vo KT = (T} + T I + (I3, —TH)J T,
VoI~ = (~T{ +TH)J + (-T% —Tjp)K~,
Vo J~ = (Ti +Ti) I~ + (—Tis +TH)K ™,
Vo, K~ = (-3 + T3~ + (=I5 —T%)J .
Démonstration. — Par définition on a :
(Vo IH)0) = V. (I01) — I*V4,01
= V,0, — I (T'}6)

Il [-Th 0
TR | Ta | _ 0

R I

Fz2 F’Ll Fi2 - le

= Vo, It = (T3, +T})J" + (T4 —T3)K™.

Les autres expressions se démontrent de la méme maniére. (|
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Application 5.5. — Les surfaces hyperelliptiques sont parallélisables [10],
on se fixe une métrique riemannienne g et une base orthonormée (61,05,
03,04). On peut alors définir la structure presque quaternionique généralisée
sur (M, g) telle que Q* = /\i et associée & I'isomorphisme fy dont la matrice
1 0 0
dans les bases (I7,J , K~ ) et (IT,Jt,K™)est fo =0 cos® —sind
0 sinf cos6

LEMME 5.6. — Pour toutes surfaces hyperelliptiques, on peut choisir une
métrique g et une base orthonormée (01,02, 0s,604) de sorte que, quel que soit
0, la distribution Qy, soit une structure quaternionique Kdhler généralisée.
De plus, la structure presque compleze généralisée J sur son espace des twis-
teurs généralisées Z(Qy,) est intégrable, son type est constant égale 4 deuz.

Démonstration. — Commencons par rappeler la classification des sur-
faces hyperelliptiques ([3, Chap.V.5]). Pour cela, notons Iy la structure com-
plexe canonique sur R? qui permet d’identifier R? et C. Soit T; le tore
C/Z 4 iZ et Ty le tore C/T', ot T" est un réseau de C. On note z1 et z9 les
coordonnées complexes respectivement sur T; et sur Ty. A difféomorphisme
pres il y a sept types de surface hyperelliptique. Dans tous les cas, c’est le
quotient de T; x Ty par un des groupes d’automorphismes G suivants :

Type| T G Action de G sur Ty x Tq

1 Z. 47 Z/QZ 91(21,22) = (21 +%,—22)
Z/QZ gl(zl,ZQ):(Zl—F%,—ZQ)
OL/2L| | go(21, 220) = (z1+ 5,22+ €1) avec 2e; =0
3 |Z+jz| 2/3Z g1(z1,22) = (21 + 3,422)
Z/3Z 91(21722):(21+%,j22)
DL/3Z g2(21,22) = (214 %, 22+ €1) avec je; = e;
5 Z+’LZ Z/4Z 91(2’1,22) = (Zl +%,7,2’2)

2 |Z+1iZ

4 |Z+3Z

ALY/ = 1
6 |z+iz / g1(21, 22) (21+47ZZ2) .
OLI2L| | gy(21, 22) = (21 + 5,722 +e1) avec ie; = e
7T |Z+jZ| Z/6Z gl(zhzz):(zl—%,—sz)

Quel que soit le type de la surface hyperelliptique M, la métrique cano-
nique sur C? descend en une métrique riemannienne ¢ sur M. Nous allons
maintenant construire une base orthonormée de champs de vecteurs. Le pre-
mier tore Ty est le quotient C/Z + iZ. On note (e, e2) la base canonique de
C ~ R+ iR. Le deuxiéme tore est le quotient Ty = C/I". On note ici (e3, €4)
la base canonique de C ~ R 4 iR et Ry la rotation d’angle # dans le plan
C ~ Vect(es, eq) orienté par ez A eq. On définit alors sur C & C les quatre
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champs de vecteurs :

91(21,2’2) Rox Rezl( )
92(21,2’2) = RoxRe (64)
03(z1,22) = €1
04(21,22) = e

Ces champs passent naturellement au quotient en quatre champs sur Ty x Ts,
quelque soit le réseau I' définissant Ts. De plus, quelque soit le type de la
surface hyperelliptique, ces champs passent au quotient sur Ty x T3/G. On
a ainsi construit une base de champs de vecteurs pour chaque surface hyper-
elliptique. Quel que soit le type de la surface hyperelliptique, les structures
complexes kihlériennes I+ = Iy @ +1, sur R? @ R? passent au quotient.
Les structures I* sont donc kihlériennes et comme Vi, 04 = 0 = Vy,03, le
lemme 5.4 donne :

VgiIJr:O Vo, I~ =0
Vo, Jt =T7 K+ Vo, J- =THK™
Vo, KT = -T%J" Vo, K~ =-T%J"
La proposition 4.2 et le théoreme 4.5 nous assure alors que Qy, et J sont
intégrables pour tout 6. O
Application 5.7. — Considérons ici une variété localement conformé-

ment plate M obtenue par produit de S' avec une surface de dimension 3
& courbure sectionnelle constante non nulle, ¢’est-a-dire de la forme S® x S!
ou X x S, avec ¥ une 3-variété hyperbolique. Soit (61,65, 603) une base or-
thonormée globale de S? ou de ¥ et 4 un champ de vecteurs unitaires sur
S!. Comme dans la partie 4.3, on note encore (I£, J, K£) la base de A*
associé a la base (61,02, 03,04) et on consideére Qy la distribution définie par
Qf = N et f(aI~ +bJ" 4+ cK™) = alt +bJ" + cKT. Comme T7, =0
pour tout %, j, le lemme 5.4 et la proposition 4.2 nous assure que Q¢ est une
structure quaternionique Kéhler généralisée et le théoréme 4.5 nous assure
Pintégrabilité de la structure complexe généralisée J sur Z(Q). Son type est
constant égale a 2.

Application 5.8. — Le tore plat T* admet deux structures hyperkihlé-
riennes : /\+ et /\_. Le tore plat T®, produit de deux tores T*, admet donc
quatre structures hyperkihlériennes produits différentes. Soient Q1 et Q™
deux telles structures et f n’importe quel isomorphisme entre Q~ et @*. La
distribution Qf est alors une structure quaternionique Kéhler généralisée et
la structure presque complexe généralisée J sur Z(Qy) est intégrable.
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Remarque. — Dans ces trois derniers exemples, on a construit une struc-
ture complexe généralisée sur Z(Q). Mais cette variété admet également
deux structures complexes différentes : celle donnée par Z(QT) et celle
donnée par Z(Q~). Cela nous fournit donc des exemples de variétés bi-
hermitiennes qui sont de plus complexes généralisées.

6. L’espace des twisteurs est-il Kidhler généralisé ?

Dans cette partie on considére (M, g, Q) une 4n-variété quaternionique
Kéhler avec n > 1. On note g la métrique riemannienne sur Z(Q) telle que :

(1) les distributions H et V soient orthogonales,
(2) 7: (Z(Q),§> — (M, g) soit une submersion riemannienne,

(3) les fibres soient munit de la métrique ronde de volume 4.

Lorsque la variété M est a courbure de Ricci positive, son espace des twis-
teurs est kédhlérien :

THEOREME 6.1 ([13, 23]). — Soit n > 1 et (M,g,Q) une 4n-variété
quaternionique Kdhler de courbure scalaire s. La variété (Z(Q),ﬁ, J) est

kdhlérienne si et seulement si s = n(n + 2).

Etant donnée une variété (M, g, Q) quaternionique Kéhler généralisée, on
note G 'endomorphisme de TZ(Q) associée a la métrique riemannienne g

et CF le sous-espace propre de G associé a la valeur propre +1. La proposi-
tion 4.9 nous amene a se demander :

QUESTION. — Dans le cas ot s = 0, l’espace des twisteurs (Z(Q),J, é)
peut-il étre Kdhler généralisé ?

DEFINITION 6.2 ([15]). — La variété (Z(Q)7 é,J) est dite Kihler géné-
ralisée s’il existe une 2-forme B telle que les structures presque complexes
généralisées J et GJ soient intégrables a P conjugaison prés.

Notons J* la structure presque complexe sur Z(Q) induite par J via
Videntification C* ~ TZ(Q) et WE = §(J*.,.) la forme de Kihler associée.
Dans sa thése Gualtieri [15] (propostion 6.17) donne une caractérisation des
variétés Kahler généralisées en fonction des opérateurs J* et W=,
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PROPOSITION 6.3 ([15]). — La variété (Z(Q),é,J) est Kihler généra-

lisée si et seulement si il existe une 2-forme B telle que :

(1) les structures presque compleves J* sont intégrables, et
(2) =J " dW~ = JTdW+ = dB.

Une variété quaternionique Kéhler a courbure scalaire nulle est locale-
ment hyperkdhlérienne. On supposera donc que la variété (M, g) est munit
d'une structure hyperkihlérienne Q = Vect(I, J, K) et on identifiera S? avec
C U {oo} via la projection stéréographique :

{aI +bJ + cK/(a,b,c) € S*} — CU{oco}

I — 00
J — 1
K — )

L’application AId : CU {oo} — C U {0} se prolonge en un isomorphisme
d’algebres f : Q — Q. La proposition 4.2 nous assure que le triplet (Q, Q, f)
définit une structure quaternionique Kéhler généralisée sur (M, g). Nous la
noterons Qy. Les structures presque complexes J* étant intégrables [11], on a

ici un bon candidat pour espérer que <Z (9x), é, J ) soit Kéahler généralisée.

PROPOSITION 6.4. — La structure presque Kahler généralisée sur l’es-
pace des twisteurs (Z(Q,\),J, GJ) associée a4 une variété hyperkdhlérienne
(M,g,1,J,K) n'est jamais intégrable.

Démonstration. — On note ¢ € CU{oo} une coordonnée sur la fibre. En

un point (m, ¢) € Z(Q) les structures presque complexes J* se décomposent
sur TM @ TCP! :

L (=t ¢+, -0 )
o= (e a1~ g1 o)

- _ g+
Jme) = Jimrg)-

Notons wy, wy, wk les formes de Kéhler associées aux structures complexes
I,J, K et wepr la forme de Kéahler sur CP!. Par construction de la métrique
gsur Z(Q)ona:

P St W T SN (S I
N S A R
- _wt

m¢) = Wimag):
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Les formes wy, wy, wg,wcpr étant fermées, on a :

0= m (2Cwr + (1 = Cywy = i1+ ywy ) A dC

] . _
+ TR (2Cw1 (1= Py +i(1+ c2)wK) A dz,

- _ +
dW(m,g) *)‘dw(m,Aq)'

dwj

Un petit calcul permet alors facilement de voir que

(1]
2]
(3]

(4]
(5]
(6]
(7]
(8]
(9]
[10]
(11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]

(17)

—J7dW™ £ JTdWT, V\eC*. O
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