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Caractéres de représentations de niveau 0 *)

JEAN-LOUP WALDSPURGER (1)

RESUME. — En utilisant les résultats de Meyer et Solleveld sur les résolutions de
Schneider et Stuhler, on calcule le caractére de toute représentation lisse, de longueur
finie et de niveau 0 d’un groupe réductif p-adique. On prouve que, en tout élément
semi-simple fortement régulier, ce caractére est combinaison linéaire de certaines
intégrales orbitales pondérées.

ABSTRACT. — Using the results of Meyer and Solleveld on the resolutions of
Schneider and Stuhler, we compute the character of every smooth representation of
finite length and of depht 0 of a p-adic reductive group. We prove that, in every
strongly regular semi-simple point, the character is equal to some linear combination
of weighted orbital integrals.

Introduction

Soient F' un corps local non-archimédien et G un groupe algébrique ré-
ductif et connexe défini sur F. Notons Gap le groupe adjoint. Bruhat et Tits
ont défini I'immeuble Imm(Gap) de ce groupe. Il est muni d’une décompo-
sition en facettes et d’une action de G(F') qui respecte cette décomposition.
A toute facette F sont associés plusieurs sous-groupes ouverts de G(F) : le
groupe K;- des éléments de G(F') qui conservent F ; le sous-groupe paraho-
rique K% défini par Bruhat et Tits, qui est un sous-groupe ouvert compact
de K;-; le radical pro-p-unipotent K} de Kg_- qui est distingué dans K;r,_-. Le
quotient N (F) = KTF /K% est abélien et I'application de Kottwitz I'identifie
a un sous-groupe d’un certain groupe abélien A indépendant de F. Pour
v € N(F), notons K% I'image réciproque de v dans K. L’action sur I'im-
meuble d’un élément k € Kg- conserve F point par point. Si v # 0, I'action
sur 'immeuble d'un élément k € K% conserve F mais pas point par point
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en général. On sait que F s’identifie & un ouvert d’un espace vectoriel réel
euclidien et qu’il existe une isométrie o, de cet espace, conservant F et
telle que tout élément k € K% agisse dans F par cette isométrie. On note
F¥ le sous-ensemble des points fixes de oz, dans F. On note Fac,,.(G)
l’ensemble des couples (F,v) formés d’une facette F de Imm(Gap) et d'un

élément v € N'(F), tels que F” est réduit & un point.

Soit 7 une représentation lisse de longueur finie de G(F') dans un espace
complexe V. Pour toute facette F, notons VEF le sous-espace des invariants
par K;. Il est de dimension finie. On dit que 7 est de niveau 0 si V' est en-
gendré par les sous-espaces VEF quand F décrit les facettes de I'immeuble.
Supposons 7 de niveau 0. Pour toute facette F, le groupe K;_- conserve VEz
et cette action se quotiente en une représentation 7w de dimension finie du
groupe K;-/ K}. Notons tracemr le caractere de cette représentation. On
sait qu’il existe un groupe réductif Gz sur F, (le corps résiduel de F') tel
que K%/KE ~ Gx(F,). Pour v € N(F), il existe un « espace tordu » G%
sous Gz de sorte que G%(F,) ~ K%/K*. En utilisant la théorie des repré-
sentations des espaces tordus, on définit pour tout v la projection cuspidale
O, Fv,cusp de la restriction du caractere trace mr a K;/K; On peut consi-
dérer que c’est une fonction sur G(F), a support dans K% et biinvariante
par K}. Elle est invariante par conjugaison par Kjf. Fixons une mesure de
Haar sur G(F). Pour toute fonction f € C°(G(F)), on pose

@G ; = 7, F,v,cusp dg.
€ renf) 3 /G @0 cml0)dg

(Fv)€Fack . (G)

max

Cette définition a un sens car on montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de

(F,v) € Fac}, .« (G) tels que I'intégrale ci-dessus ne soit pas nulle. Cela définit
une distribution @f’cusp sur G(F), qui est invariante par conjugaison. Pour

tout sous-groupe de Levi M de G (défini sur F'), notons £(M) I’ensemble
des sous-groupes de Levi de G contenant M. Fixons un sous-groupe de Levi
minimal My, de G et, pour tout M € L£(Mpiy,), notons W le groupe
de Weyl de M relatif & My,;,. Fixons un sous-groupe parabolique P de
composante de Levi M et des mesures de Haar sur M (F') et sur Up(F), ol
Up est le radical unipotent de P. On définit la représentation mp de M (F')
dans le module de Jacquet de 7 relatif a P. Elle est de niveau 0. On définit la
distribution ©3  sur M(F). On l'induit & G(F) de la fagon habituelle.
C’est-a-dire, pour toute f € C°(G(F)) et tout g € G(F'), notons (9f)p la
fonction m +— dp(m)/? fUP(F) f(g~ mug) du sur M(F), ot §p est le module
usuel. Des mesures fixées se déduit une (pseudo-)mesure sur P(F) \ G(F)
(pseudo car elle ne s’applique pas a des fonctions sur ce quotient mais a des
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sections d’un certain fibré). On pose
(O ) = [ O (i) do.
P(EN\G(F)

Les distributions © _ et ind{;(©M ) dépendent du choix du sous-
groupe parabolique P. Mais disons qu'un élément g € G(F) est compact
modulo Z(G) si 'image de g dans Gap(F) appartient & un sous-groupe
compact de ce groupe. Alors la restriction de G)%Dmsp aux fonctions dont le
support est formé d’éléments de M (F') compacts modulo Z(G) ne dépend
pas de P. La restriction de indﬁl(@%g,cusp) aux fonctions dont le support
est formé d’éléments de G(F') compacts modulo Z(G) n’en dépend pas non

plus.

On définit le caracteére-distribution ©, par ©,(f) = trace «(f) pour toute
f € C(G(F)). Notre résultat principal est le suivant.

THEOREME. — Soit m une représentation lisse de G(F') de longueur finie
et de niveau 0. Soit f € CX(G(F)), supposons que le support de f est formé
d’éléments de G(F) qui sont compacts modulo Z(G). Alors on a l’égalité

@Tf(f) = Z |WM||WG|_1 ind%(@K(M),cusp)(f%
MEL(Mmin)

ou, pour tout M, on a fixé un sous-groupe parabolique P(M) de composante
de Levi M.

Pour expliciter ce résultat, on suppose que F' est de caractéristique nulle.
Pour 7 comme ci-dessus, on sait grace a Harish-Chandra que O, est une dis-
tribution localement intégrable, associée a une fonction localement intégrable
0. sur G(F), localement constante sur les éléments semi-simples fortement
réguliers. Soit M € L(Mmin), notons M (F)ei1,G—reg le sous-ensemble des élé-
ments de M (F) qui sont semi-simples, fortement réguliers dans G(F) et el-
liptiques dans M (F'). On note Ay, le plus grand sous-tore du centre de M qui
soit déployé sur F. Pour (F,v) € Facy, . (G) et m € M(F )ell,G—reg, 01 définit
en suivant Arthur I'intégrale orbitale pondérée J]\Cj(m, Gn,Fv.cusp), modulo
certains choix de mesures. Fixons un ensemble de représentants Facy .. (G)
des classes de conjugaison par G(F') dans Fac} .. (G). Le théoréme ci-dessus
se traduit plus concrétement par ’énoncé suivant, ot D€ est I’habituel dis-

criminant de Weyl.

THEOREME. — Soit m une représentation lisse de G(F') de longueur finie
et de niveau 0. Soit M € L(Mmin) et soit m € M(F)en,G—reg- Supposons que

- 927 —



Jean-Loup Waldspurger

m soit compact modulo Z(G). Alors on a 'égalité

0.(m) = D% (m)~1/? Z (—1)dim(Anr) ~dim(Ar)
LeL(M)

Z meS(AL(F) \ K;-—L)_l‘]]l\j(m7 ¢7TP(L),]:L,IJ,CuSp)7
(Fr,v)€Fack (L)

ou, pour tout L, on a fixé un sous-groupe parabolique P(L) de composante

de Levi L.

En utilisant un résultat bien connu de Casselman, on obtient une expres-
sion plus générale pour 6.(m) pour tout m € M(F)eci,g—reg (c’est-a-dire
sans supposer de condition de compacité modulo Z(G)). Cf. paragraphe 19
pour I’énoncé précis.

Si on se limite aux éléments de G(F)ell, G—reg, le résultat ci-dessus coin-
cide avec le théoréme I11.4.16 de [15]. Dans le cas ou 7 est une représentation
cuspidale, Arthur a montré que le caractere-fonction 6, était égal a 'inté-
grale orbitale pondérée d’un certain coefficient de 7, cf. [1]. Il a obtenu une
expression qui vaut plus généralement pour 7 de la série discrete (ou méme
elliptique en son sens), cf. [3, Thm. 5.1]. Mais il utilise alors non pas des
intégrales orbitales pondérées mais leurs versions invariantes, qui sont beau-
coup plus difficilement calculables. Ici, on ne suppose pas que 7 est de la
série discrete mais on impose une condition assez sévere : 7 est de niveau 0.

Notre résultat s’inspire beaucoup de larticle de Courtes [8]. Disons qu'une
fonction f € CP(G(F')) est de niveau 0 si elle est combinaison linéaire de
fonctions f’ pour lesquelles il existe une facette F’ de sorte que f’ soit biin-
variante par KF,. Courtés a établi un théoréme similaire & notre premier
théoreme ci-dessus pour des distributions & support dans les éléments com-
pacts modulo Z(G), que 'on restreint a des fonctions de niveau 0. En un
sens, notre résultat est dual de celui de Courtes : ce sont les distributions
que l'on suppose « de niveau 0 » et on les restreint a des fonctions a support
compact modulo Z(G). Si on travaillait sur ’algebre de Lie et non pas sur
le groupe, il est probable que notre résultat se déduirait de celui de Courtes
par transformation de Fourier. En fait, nos preuves reprennent assez souvent
celles de Courtes. On ajoute de plus un ingrédient essentiel : la résolution de
7 introduite par Schneider et Stuhler, cf. [15], dans une version améliorée par
Meyer et Solleveld, cf. [13]. Elle permet d’exprimer ©, & 1’aide des fonctions
trace mx. Le reste de la preuve n’est rien d’autre qu'un calcul combinatoire.

Je remercie beaucoup B. Lemaire pour diverses explications et références
concernant la théorie des immeubles. Je remercie également J.-F. Dat pour
m’avoir indiqué une réference tres utile, ainsi que G. Henniart pour un com-
mentaire judicieux.
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1. Notations

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps k. Tous les sous-
groupes algébriques de G que nous considérerons sont supposés définis sur
k. On note Z(G) le centre de G et Ag le plus grand sous-tore de Z(G) qui
est déployé sur k. On appelle sous-groupe de Levi de G une composante de
Levi d’un sous-groupe parabolique de G. Pour un tel sous-groupe M, on note
L(M), resp. P(M), F(M), 'ensemble des sous-groupes de Levi contenant
M, resp. celui des sous-groupes paraboliques de G de composante de Levi
M, resp. celui des sous-groupes paraboliques de G contenant M. Pour un
sous-groupe parabolique P de G, on note Up son radical unipotent. On note
Gap le groupe adjoint de G.

Les objets ci-dessus, ainsi que d’autres définis plus loin, dépendent du
groupe G. Le cas échéant, on ajoutera un G dans leur notation pour préciser
ce groupe « ambiant » : L% (M) au lieu de £L(M). Les objets analogues relatifs
a un autre groupe H seront alors notés en remplagant la lettre G par H : par
exemple, si L est un sous-groupe de Levi de G et M est un sous-groupe de
Levide L, LM (M ) est I’ensemble des sous-groupes de Levi de L contenant M.

Un espace tordu sous G est une variété algébrique G¥ sur k munie de
deux actions de G a gauche et a droite telles que, pour chacune des actions,
G” soit un espace principal homogeéne. On impose que G” (k) # 0. Pour
tout x € GY, il existe un unique automorphisme ad, de G échangeant les
actions de G a gauche et a droite, c’est-a-dire tel que ad,(g)r = xg pour
tout g € G. La restriction de ad, & Z(G) ne dépend pas de = et on impose
que cet automorphisme de Z(G) soit d’ordre fini. Soit P un sous-groupe
parabolique de G de composante de Levi M. On note P¥ ’ensemble des
x € G tels que ad, conserve P et MY l'ensemble des x € P¥ tels que
ad, (M) = M. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes : P # ();
PY(k) # 0; MY # (0; MY (k) # (. Si elles sont vérifiées, on dit que P” est
un sous-espace parabolique de PY et que MY est un sous-espace de Levi.
Remarquons que MY n’est pas déterminé par M, il dépend aussi de P.
Par contre, M" détermine M : M est I'ensemble des g € G tels que la
multiplication par g, a droite ou a gauche, conserve M. Dans le cas ou P
est un sous-groupe parabolique minimal et M est un sous-groupe de Levi
minimal, les conditions précédentes sont toujours vérifiées. On généralise a
ces espaces les notations introduites plus haut : L(MY), P(M") et F(MY).

Si A est un tore défini et déployé sur k, on note X,(A) le groupe des
homomorphismes algébriques de GL(1) dans A et X*(A) le groupe des ho-
momorphismes algébriques de A dans GL(1). En particulier, on dispose du
groupe X,(Ag). On pose Ag = X.(Ag) ®z R. La définition de X*(A) se
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généralise au cas ou A est un sous-groupe fermé pas forcément connexe d’un
tore comme ci-dessus.

2. Fonctions sur les groupes finis

Soient G un groupe réductif défini sur un corps fini F; et G” un espace
tordu sous G. On note C'™V(G") l'espace des fonctions de G¥(F,) dans C
qui sont invariantes par conjugaison par G(F,). Soit M” un sous-espace de
Levi de G”. On définit les homomorphismes

resype : C™(GY) — C™(MY)
indgy, : C™(MY) — C™(GY)

de la fagon suivante. On fixe un sous-espace parabolique P” € P(M"). Pour
f € C™Y(GY) et m € M¥(F,), on pose

resype (f)(m) = [Up(Fy)| ™0 D) flma).

UGUP(]F,])

Pour f € C™(M"), on définit d’abord une fonction f[P”] sur G¥(F,).
Elle est a support dans P*(F,). Pour m € M"(F,;) et u € Up(F,), on a
fIP"](mu) = f(m). Pour g € G"(F,), on pose

indyy. (f)(9) = [PE)I ™" D fIP")(@ " ga).

zeG(Fy)

Il est connu que ces définitions ne dépendent pas du choix de P”. On dit
qu'une fonction f € C™(GY) est cuspidale si et seulement si resGy, (f) = 0
pour tout espace de Levi propre M. On note Ciﬁ‘s’p(G") le sous-espace des
fonctions cuspidales. Il est connu que cet espace est un supplémentaire dans
C'™(G") de la somme (non directe) sur tous les espaces de Levi propres
M des images des homomorphismes indﬁ;, cf. [8, Prop. 1.1]. Cela définit
une projection C'™(GY) — Cg&‘s’p((}”) que l'on appelle la projection cuspi-
dale. Plus généralement, soit M" un espace de Levi. On note proje,s, m» la
composée de res§y, et de la projection cuspidale C™(M") — Ciny (M”).
Si MY et M4 sont deux espaces de Levi et si g € G(F,) conjugue MY en
MY, la conjugaison par g envoie naturellement CZY (MY) sur Oy (M3). 11
est clair que la composée de projcuspyl\/IT et de cet isomorphisme est égale a
PrOjeysp,my - Pour tout espace de Levi M”, notons nG(M") le nombre d’élé-
ments du quotient du groupe Normg g, )(M")/M(F,), ot Normg g, )(M")
est le normalisateur de M” dans G(F,). Fixons un ensemble de représen-
tants Levi(G") des classes de conjugaison par G(F,) de sous-espaces de Levi
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de G¥. On vérifie que

VieC™ (@), f= > a%MY) " indg (projeg e (f) (2:1)
M €Levi(G")

Plus généralement, si L” est un sous-espace de Levi, on a
i f c Cvinv((}u)7

resty (F) = Y, n*M") " indip (projegep e () (2:2)
M €Levi(LV)

On utilisera la formule suivante, qui est équivalente a (2.1). Notons
Par(G") l’ensemble des sous-espaces paraboliques de G (et non pas un
ensemble de représentants des classes de conjugaison). Pour tout espace
parabolique P”, fixons un nombre z(P") € R de sorte que les conditions
suivantes soient vérifiées :

(2.3) la fonction P¥ — z(P") est constante sur les classes de conjugaison
par G(F,);
(2.4) pour tout espace de Levi M”, on a ZpyeP(Ml,) 2(PY) = 1.

Alors
VIeC™(@), f= Y. 2P)(projegpmy (NP, (25)
PvePar(GV)
ou, pour chaque P¥, on a noté My une de ses composantes de Levi.

Démonstration. — Considérons la formule (2.1). Pour chaque M"Y €
Levi(G”), soit Q¥ € P(MY). Par définition, on a

Sy, (projesp e (£)) = 3 (0r0jcusp nay, ()P,
2

ot on somme sur les P € Par(G") conjugués a QV. En vertu de (2.4), on
peut sommer le membre de droite sur Q¥ € P(MY), a condition de multiplier
chaque terme par z(QV). Grace a (2.3), on obtient

A (projopne (1) = 3 2(PY)e(P”, MY)(p10jeusp ary (1) [P,
PvePar(GY)

o ¢(P¥,M") est le nombre d’éléments Q¥ € P(M") qui sont conjugués a
P”. Mais, pour PV fixé, il y a un unique M" € Levi(G¥) tel que ¢(P”, M")
soit non nul et, pour celui-ci, on a c¢(P¥,M") = n&(M"). Alors (2.5) se
déduit de (2.1). O
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3. Le groupe et son immeuble

Pour la suite de article, on fixe un corps local non-archimédien F' (on ne
fait pas d’hypothése sur sa caractéristique) et un groupe algébrique connexe
G défini sur F. On note F, le corps résiduel de F', avec la notation usuelle :
q est le nombre d’éléments de ce corps. On note p la caractéristique de F,.
Introduisons le centre Z (é) du dual de Langlands G de G. Ce sont des
groupes complexes. Le groupe Z (é) est muni d’une action du groupe de
Galois T' = Gal(F®°P/F), ou F*P est une cloture séparable de F. On note
I C T le sous-groupe d’inertie et Z (G’)I le sous-groupe des points fixes par
dans Z(G). Le groupe I'/I agit sur X*(Z(G)!). On note N = X*(Z(G)1)F'/!
le sous-groupe des invariants et wg : G(F) — N I’homomorphisme défini
par Kottwitz. Cet homomorphisme est surjectif, cf. [11, 7.7]. Le sous-groupe
de torsion Niops est fini.

On note Imm(Gap) 'immeuble de Gap sur F'. Cet ensemble se décom-
pose en réunion disjointe de facettes, on note Fac(G) l'ensemble de ces fa-
cettes. Le groupe G(F) agit sur Imm(Gap). Pour F € Fac(G), notons K;-
le stabilisateur de F dans G(F).

Remarque 3.1. — Soulignons qu’un élément de ce groupe conserve la fa-
cette F mais ne fixe pas forcément tout point de cette facette. La littérature
immobiliere considére souvent des fixateurs plutdét que des stabilisateurs.
Par contre, elle considere des fixateurs de sous-ensembles compacts de 'im-
meuble qui ne sont pas forcément des facettes. Notre groupe K;_- est un
tel fixateur. En effet, comme on le sait et comme on le rappellera au para-
graphe 4, F s’identifie naturellement a un ouvert d’un espace affine réel muni
d’une distance euclidienne. Alors K;_- est le fixateur du barycentre de F.

L’image K}/Z(G) (F) de K;- dans Gaop(F) est un sous-groupe compact
de Gap(F'). Pour tout v € N, on note K% P'ensemble des = € K]T_- tels que
we(z) = v. On note N(F) le sous-groupe des v € N tels que K% # 0.
Le plus grand sous-groupe compact de K;- est la réunion des K% pour v €
N(F) N Niors- L’ensemble Kg_- est un groupe, c’est le groupe parahorique
associé a F.

Remarque 3.2. — Cette description des groupes parahoriques est tirée
de [12, 2.16] (malheureusement non publié) et de [9, Prop. 3 et Rem. 4].
Cette derniere référence s’applique en vertu de la remarque 4.1.

Notons K}t le radical pro-p-unipotent de K%. C’est un sous-groupe dis-

tingué de K;-. Bruhat et Tits ont défini un groupe réductif connexe G r
sur F, de sorte que K%/K £ soit isomorphe & G £(F,) (la définition de K+
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par Bruhat et Tits est différente mais équivalente & celle ci-dessus, cf. [10,
Prop. 3.7]). Pour v € N(F), il existe un espace tordu G% sous G de sorte
que K% /K s’identifie & G%(F,), cf. [12, Prop. 2.10.3]. Dans le cas ot v = 0,
ona GY% =Gr.

Le groupe Kg- fixe tout point de F. Pour v € N(F), il existe une per-
mutation ox, de F telle que tout élément de K agisse sur JF par cette
permutation. Comme on ’a dit ci-dessus, F s’identifie naturellement & un
ouvert d’'un espace affine réel muni d’une distance euclidienne. La permuta-
tion o, est une isométrie. On note 7 le sous-ensemble des éléments de F
qui sont fixés par or,. C’est donc 'intersection de F avec un sous-espace
affine. On note Fac*(G) l'ensemble des couples (F,v) ou F € Fac(G) et
veN(F).

On dit qu’un élément de g € G(F') est compact modulo Z(G) si son image
dans Gap(F') est contenue dans un sous-groupe compact de ce groupe. Cette
condition est équivalente & ce qu'’il existe (F,v) € Fac*(G) tel que g € K%.

4. Les facettes d’un appartement

Fixons un sous-groupe de Levi minimal My, de G. Posons A = Ay, .
et A= A, = X+(A) ®z R. Notons Normegry(A) le normalisateur de A
dans G(F). Le quotient W = Normg gy (A)/Mmin(F) est le groupe de Weyl
W de G relatif & A. Le groupe W agit sur l'espace A. On munit celui-ci
d’une norme euclidienne invariante par cette action. On note ¥ ’ensemble
des racines réduites de A dans G. A tout a € X est associé un sous-groupe
radiciel U, de G.

Au tore A est associé un appartement App(A) C Imm(Gap). C’est une
réunion de facettes, on note Fac(G; A) Pensemble des facettes contenues dans
App(A) et Fac*(G; A) 'ensemble des (F,v) € Fac*(G) tels que F soit conte-
nue dans App(A4). L’appartement App(A) s’identifie & A/ Ag.

Remarque 4.1. — Nous distinguons dans la notation App(A4) et A/ Ag
car App(A) apparait comme un espace affine sur l'espace vectoriel A/ A¢.
Les actions naturelles sur App(A) sont affines tandis que celles sur A/ Ag
sont linéaires. Pour deux éléments z,y € App(A), nous considérerons = — y
comme un élément de A/ Ag.

Remarque 4.2. — La théorie générale des immeubles fait intervenir toutes
les racines de A dans G, pas seulement les racines réduites. C’est nécessaire
pour décrire précisément les groupes K%. Mais nous n’aurons pas besoin
d’un telle précision, la description des facettes nous suffit et, pour cela, les
racines affines n’interviennent que par les hyperplans affines sur lesquels elles
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s’annulent. Si le systéme de racines contient des racines « telles que 2« est
encore une racine, on peut donc remplacer toute racine affine de la forme
2a.+ ¢ par la fonction affine « + ¢/2 : les hyperplans associés a ces fonctions
sont les mémes. Cela nous permet de ne considérer que les racines réduites,
comme nous le faisons.

L’action sur I'immeuble du sous-groupe Normgry(A) de G(F) conserve
App(A) (inversement, un élément de G(F') dont l'action sur I'immeuble
conserve App(A) appartient a Normg(p)(A)). Cette action est compatible
avec 'action linéaire de Normg(p)(A) sur A via son quotient W dans le
sens suivant : soient n € Normgr)(A), © € App(A) et e € A/ Ag ; notons
w l'image de n dans W ; alors n(z + e) = n(x) + w(e). A tout a € ¥ est
associé un certain sous-ensemble 'y, de Q. C’est I'image réciproque dans Q
d’un sous-ensemble fini de Q/Z et on a Z C T',. On a I'_, = —T,. Pour
c € I'y, on note c¢™ le plus petit élément de I, strictement supérieur & c et
on note ¢~ le plus grand élément de ', strictement inférieur a ¢. On note
H, . hyperplan affine de App(A) défini par 'équation a(x) = c. Alors la
décomposition en facettes de App(A) est définie par la famille d’hyperplans
(Hao,c)aes, cer, - Alnsi, & toute facette F € Fac(G; A) est associé un sous-
ensemble X r C X(A) et, pour tout o € X(A), un élément ¢, 5 € T',, de sorte
que F soit le sous-ensemble des éléments x € App(A) vérifiant les relations

VaeXSr a(z)=cyr; (4.1)
VaeX—Xr, cor < afx) <c;f. (4.2)
Remarque 4.3. — Dans le cas ou G est quasi-déployé, T',, est un groupe

dont la description est donnée en [12, 2.5] ou [6, 4.2.21]. On en déduit la
description ci-dessus de I', quand G n’est pas quasi-déployé par descente
étale, cf. [6, 5.1.19].

Introduisons le sous-tore Ax C A tel que X,(Ax) soit le sous-ensemble
des éléments de X, (A) annulés par tous les éléments de L r. Soit Mr le
commutant de Ax dans G. C’est un sous-groupe de Levi de G. Puisque Ax
est contenu dans A, Mr contient Mpyin. Notons M7 C ¥ le sous-ensemble
des racines réduites de A dans M autrement dit des éléments de ¥ qui sont
triviaux sur Ap-. On a

Ar = Ay, Sp CXMF

et ces deux ensembles engendrent le méme Q-sous-espace vectoriel de

Démonstration. — Pour a € Xz, o s’annule sur X, (Ax) donc le groupe
radiciel U, commute & Ax et est inclus dans Mx. Cela démontre que X C
Y M7 Par définition de Mz, Ar est inclus dans le centre de ce groupe, donc
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aussi dans son plus grand tore central déployé A,s,.. Inversement, X, (A, )
est le sous-ensemble des éléments de X, (A) annulés par tous les éléments de
YM7 Cet ensemble contenant ¥z, on a X.(An,) C Xo(Ar), dott Ay, C
Ax. Enfin, la derniére assertion résulte de ce que les deux ensembles ont le

méme annulateur dans X, (A4). O
Remarque 4.4. — Par contre, M7 n’est en général pas engendré sur Z
par Y.

Posons Ar = X.(Ar) ®z R, autrement dit, Ar = Ay, avec la notation
introduite dans le paragraphe 1. Il résulte de (4.1) et (4.2) que Ax/Ag est
le sous-espace de A/ Ag engendré par les © — y pour z,y € F. Cela entraine
que, pour n € K% NNormg(py(A), 'image w de n dans W conserve Ar et y
agit trivialement. Autrement dit, w appartient au sous-groupe W= qui est
le groupe de Weyl de M relatif a A. Une racine a € 3 est constante sur JF si
et seulement si elle annule I’espace engendré par les x—y pour =,y € F, c’est-
a-dire Az. Donc XM7 est I'ensemble des éléments de ¥ qui sont constants
sur F. Pour a € ¥M7 | la valeur constante de o sur F appartient a I'y, si et
seulement si a« € Yx. La facette F est un ouvert du sous-espace affine de
App(A) défini par la relation (4.1), dont Pespace vectoriel associé est Ax.

Les constructions de Bruhat—Tits associent a tout @ € ¥ et a tout ¢ € T',
un sous-groupe ouvert compact Uy, . de U, (F). Les propriétés suivantes sont
bien connues (cf. [12, 2.5 et 2.13], [5, 6.4.9 et 7.4.4]) :

(4.3) lapplication ¢ — U, . est strictement croissante (si ¢ < ¢/, Uy C
Ua,c’) 3

(4.4) Ucer,, Una,c = Us(F);

(4.4) quelle que soit F € Fac(G;A), on a Uy (F)NKY = Up.c,, 5;

(4.5) quelle que soit F € Fac(G; A), on a

)

sia€ Xr;

Us(F)N Kf_- = UaaC;,r
U JF)NKE=Uy,(F)NK% = Usjco r siagXr.

Soit F € Fac(G; A). 1l est bien connu que l'ensemble des sous-groupes
paraboliques de G est en bijection avec celui des facettes F’ telles que F
soit contenue dans I'adhérence F de F’. Précisément, pour une telle facette
F',ona Kg_-, C K(J)_- et le parabolique Pz associé & F’ est celui pour lequel
I'image de K%, dans G£(F,) est égale & Pz (F,). Il est utile de donner une
interprétation plus algébrique de ces sous-groupes paraboliques. Le groupe
G r est la fibre spéciale d’'un schéma en groupes sur ’anneau des entiers de
F qui contient un modele entier du tore A, cf. [12, 2.11]. La fibre spéciale de
celui-ci est un sous-tore déployé maximal A de Gz, qui vérifie les propriétés
suivantes :
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(4.6) X (A) ~ X, (A);

(4.7) soit n € Normg(py(A) ﬂK;_-; la conjugaison ad,, par n conserve K%
et K; donc se descend en un automorphisme ad,, r de Gz (F,);
alors ad,, r conserve A et les actions déduites de ad,, sur X, (A) et
de ad,, r sur X,(A) coincident via I’isomorphisme (4.6).

Soit F’ une facette de App(A) dont I'adhérence contient F. Via Iisomor-
phisme (4.6), le sous-tore Az, de A correspond a un sous-tore Az de A. Il
est connu que le commutant Mz de Az dans Gr est une composante de
Levi du sous-groupe parabolique Pz et que Az est le plus grand sous-tore
déployé dans le centre de M z . Le sous-groupe Pz détermine une chambre
ouverte dans lespace Az (puisque cet espace s’identifie & X, (A z) ®z R).
En utilisant (4.4) et (4.4) on voit que cette chambre est définie par les re-
lations a(x) > 0 pour les o € ¥ r — X telles que co, 7 = cq 7. On voit
aussi que Mz (F,) s’identifie & Gz (F;). On montre que cet isomorphisme
est algébrique c’est-a-dire qu’il provient d’un isomorphisme Mz ~ G .

Les conditions (4.1) et (4.2) sont en général surabondantes pour décrire
une facette. Donnons-en une autre description. Décomposons G ap en produit
de composantes simples G ap X -+ X Gy, ap. L’'image A,q de A dans Gap
se décompose conformément en produit Aaq,1 X -+ X Aad k. L’ensemble ¥ se
décompose de méme en union disjointe de composantes irréductibles > LI
-+-UXg. Alors App(A) s’identifie au produit App(Aaq,1) X -+ - X App(Aad k)
et toute facette F se décompose en produit de facettes Fi X --- x Fi. Cela
nous ramene au cas ou Gap est simple, ce que nous supposons ci-apres.

Considérons une facette ouverte Fiy € Fac(G; A). Alors Yx, , = 0. 1l
existe un sous-ensemble {ag, a1, ..., a,} de X tel que :
(4.8) {aq,...,an} est une base de ¥ (au sens des systémes de racines) ;

(4.9) ap est 'opposé de la racine réduite associée & la plus grande racine
relativement a cette base;
(4.10) Fin est Pensemble des = € App(A) tels que cq;, 7, < @i(x) pour
tout ¢ =0,...,n.

D’apres (4.8) et (4.9), il y a une relation > ,_,  hjo; = 0 avec des
entiers h; > 0 et cette relation est, a homothétie7p7rés, la seule relation
entre les «;. Les sommets de 'adhérence de JFp,;, sont les points s;, 1 =
0,...,n définis par les relations «;(s;) = ca,,F., POUr j # i. A tout sous-
ensemble non vide I C {0,...,n}, associons ’ensemble F des x € App(A)
tels que cq, £ () = aq(x) pour @ & I et cq,, 7, (2) < aq(x) pour ¢ € I.
L’application I — F; est une bijection entre I’ensemble des sous-ensembles
non vides de {0, ...,n} et 'ensemble des facettes contenues dans 'adhérence
de Fin. Les sommets de ’adhérence de la facette F; sont les s; pouri € I. La
facette est 'intérieur relatif de I’enveloppe convexe de ses sommets (intérieur
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relatif au sens ou I'on considere cette enveloppe convexe comme un sous-
ensemble du plus petit sous-espace affine de App(A4) qui la contient).

Pour toute facette F € Fac(G;A), il existe g € Normgpy(A) tel que
g(F) soit contenue dans 'adhérence de Fpip.

5. Description des ensembles F”

Soit (F,v) € Fac*(G; A). La facette F est définie par les relations (4.1)
t (4.2). On sait (cf. [5, 7.4.4], [12, 2.13]) que

KY est engendré par K%
et un élément quelconque de K> N Normgpy(A). (5.1)

Fixons un élément n de cette intersection, notons w son image dans W. La
permutation or , (cf. paragraphe 3) est la restriction a F de I’action de n sur
App(A). Celle-ci est une action affine et sa composante linéaire est 'action
de w sur A/ Ag. De plus, laction de n fixe le barycentre de F. Cela entraine
que w conserve l’ensemble ¥ 7, qu'il normalise W7 et que l’action linéaire
de w sur A conserve Ar. Notons A% le sous-espace des points fixes. On peut
aussi bien définir un tore A% comme la composante neutre de I’ensemble des
points fixes par w dans Ar et alors A% = X,.(A%) ®z R. Comme on le
sait, parmi les sous-groupes de Levi L de G, contenant Mr et tels que w
appartienne & W, il en existe un unique qui soit minimal. On le note M Fou-
Il est caractérisé par I'égalité A, = A%. On voit que A%/ Ag est aussi
'espace engendré par les  —y pour z,y € F”. L’ensemble de racines L7~
étant celui des éléments de 3 qui annulent A', c’est aussi celui des éléments
de ¥ qui sont constants sur F”. Une conséquence de ce qui précede, on a
Iinclusion

Normg(p) (A) N K}j_— C NOI‘IIlM]__W(F) (A) (52)

L’ensemble F¥ est un polysimplexe. En effet, on peut supposer que F
est contenue dans I'adhérence d’une facette Fi, comme au paragraphe 4.
Puisque la permutation or, provient de l'action d'un élément de
Normgy(A), on se ramene facilement au cas oit Gap est simple, ce que I'on
suppose ci-apres. Il existe un unique sous-ensemble non vide I C {0,...,n}
de sorte que F = F;. L’adhérence F de la facette F est I'enveloppe convexe
des points s; pour ¢ € I. Fixons un point s € F”. Alors F est ’ensemble des
x € App(A) pour lesquels il existe une famille (a;);cr de réels telle que

Viel, a; > 0;
Yier @i =1

T—5=7) crai(s5 —8).
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L’espace affine engendré par les s; pour i € I est de dimension |I|—1. On
vérifie que cela entraine que la famille (a;);es ci-dessus est unique. Puisque la
permutation o, conserve F, elle permute les sommets de F et définit une
permutation de I. Notons I” I’ensemble des orbites. Un point x écrit comme
ci-dessus est fixé par o, si et seulement si, pour toute orbite ", la fonction
1 — a; est constante sur ¢¥. On note a;» cette valeur constante multipliée par
|i”| et on note s;» le point défini par 'égalité s — s = |71, . s — s.
Alors D e ap = 1et

r—s= Z a;v(siv — §).

velv

Autrement dit, x appartient a l'intérieur relatif de I'enveloppe convexe des
points s;v. La réciproque est immédiate, donc F* est égale a 'intérieur relatif
de cette enveloppe convexe. On vérifie que l'espace affine engendré par les
siv pour ¥ € I" est de dimension |I”|— 1. Donc cette enveloppe convexe est
un simplexe. Cette description montre de plus que les facettes de 'adhérence
FV du simplexe FY sont les F; N FY pour les ensembles non vides J C I qui
sont invariants par or ,.

On a

(5.3) pour F; € Fac(G; A), les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) VEN(.Fl) et F1 C]?;
(b) FiNFY #0;
(c) veEN(F) et F¥ = FiNFY;
(5.4) Papplication F; — FiNF" est une bijection entre ’ensemble des fa-
cettes de App(A) vérifiant les conditions de (5.3) et celui des facettes
de 'adhérence du polysimplexe F“.

Démonstration de (5.3). — Modifions un instant nos hypotheses : on ne
suppose plus que v € F mais on suppose que F est une facette ouverte. Soit
Fy vérifiant (a). Fixons n; € Normgr)(A4) N K% . L’action de n; envoie F
sur une facette ouverte ' dont ’adhérence contient encore F7. Il correspond
aux facettes F et F’ des sous-groupes de Borel Bx et Bx de G, . On sait
qu'il existe un élément de Gz, (F,) qui conjugue Br/ en Br. En relevant
cet élément en un élément k € K(])_-l, cet élément k envoie F' sur F. Alors
g = kny est un élément de K’x qui conserve F. Cela entraine que v € N(F)
et que g € K% N K%. Alors FY, resp. F”, est 'intersection de Fi, resp.
F, avec I’ensemble des points fixes de g. Ce dernier ensemble est convexe.
Fixons y € F¥. Pour x € FY, le segment [z,y] joignant x & y est contenu
dans cet ensemble de points fixes. Mais le segment |z, y] ouvert en x est aussi
contenu dans F. Donc ]z, y| est inclus dans F” et x appartient & Padhérence
de cet ensemble. Cela prouve (c).
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Remarque. — On vient de prouver que, pour toute facette ouverte F dont
ladhérence contient une facette Fy telle que v € N(F1), on a v € N(F).
Puisque toutes les facettes ouvertes sont conjuguées par l'action de G, on
obtient :

Soient deux facettes JF et Fy; supposons F ouverte; alors N (Fy) C N (F).

Revenons maintenant & nos hypothéses : n € N (F) mais F n’est plus
supposée ouverte. Soit N vérifiant (a). On fixe une facette ouverte Fin
dont l’adhérence contient F, donc aussi Fj. D’apres ce que 'on vient de
prouver, v appartient & N (Fpin) et Fy = F1 N ﬁgnn. On peut appliquer le
méme résultat pour F : F¥ = F N FY,.. Fixons y € F et soit z € FV.
De nouveau, le segment [r,y] est inclus dans FY, . Le segment ]z,y] est
inclus dans F, donc dans F*. Mais alors x appartient a I’adhérence de F",
ce qui démontre (c). Il est clair que (¢) implique (b). Enfin, si (b) est vérifiée,
I’élément n introduit plus haut fixe tout point de F¥ donc fixe un point de Fy,
donc conserve cette facette. Puisque wg(n) = v, cela entraine v € N (Fy).
Enfin, F; coupe F et est donc incluse dans cette adhérence. Cela prouve (a)
et achéve la démonstration de (5.3). O

Démonstration de (5.4). — D’aprés la description de F¥ donnée plus
haut, il existe un sous-ensemble fini X de Fac(G; A) tel que 'application
Fi — FiL N FY soit une bijection de X sur l’ensemble des facettes du po-
lysimplexe F¥. Puisque deux facettes distinctes sont disjointes, X ne peut
étre que l'ensemble des F; € Fac(G; A) telles que F1 N F¥ ne soit pas vide.
C’est-a-dire celui des facettes vérifiant (b) de (5.3). Cela démontre (5.4). O

Montrons que

(5.5) 'ensemble des sous-espaces paraboliques de G- est en bijection avec
celui des facettes F’ telles que F soit contenue dans F' et que v
appartienne a N'(F’); pour une telle facette 7', on a K%, C K%
et I'espace parabolique P%, associé a F’ est tel que P, (IF;) soit
I'image de K%, dans G'%(F,).

Démonstration. — Soit P¥ un sous-espace parabolique de G’%. Il lui est
associé un sous-groupe parabolique P de Gz, donc aussi une facette F’
telle que F C F' et P = Px. Soit g € K% dont I'image g dans G*%(F,)
appartienne a P¥(F,). L’action de g sur 'immeuble envoie F’ sur une facette
F" dont ladhérence contient encore F. Il lui est associé un sous-groupe
parabolique Pz de G . Alors 'action de g par conjugaison sur G envoie
Pr: sur Prv. Puisque g appartient & P¥(F,), Paction de g conserve P z.
Cela entraine P+ = P, d’ott 7 = F'. Donc g appartient & K-,. Puisque
wa(g) = v, cela entraine g € K%,. A fortiori, cet ensemble n’est pas vide,
donc v € N(F).
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Réciproquement, soit F’ une facette de I'immeuble telle que F soit conte-
nue dans F’ et que v appartienne & AV/(F’). On ne perd rien & supposer que
F' est contenue dans App(A). D’apres (5.3), F¥ est contenu dans F¥. Soit
n’ un élément de Normg(p)(A) N K%, . Alors action de n’ fixe tout point de
F'¥, donc fixe tout point de F*, donc conserve F, donc appartient & KY%.
Notons n’ I'image de n’ dans G'%+(F,). L’action de n’ dans Gz conserve le
sous-groupe parabolique Px. Donc P%, = n’Px est un sous-espace para-
bolique de GY%. Puisqu’on sait d’apres (5.1) que K%, = n/Kg-/, les dernieres
assertions résultent de la définition ci-dessus de P%, et du fait que Pz (Fy)
est 'image naturelle de K%, dans Gz (F,). O

Introduisons le sous-tore déployé maximal A de Gz vérifiant les condi-
tions (4.6) et (4.7). Soit F’ une facette de App(A) dont Padhérence contient
F et telle que v € N(F'). Via l'isomorphisme X, (A) ~ X,(A), le sous-tore
Agx de A correspond a un sous-tore Az de A. On a déja dit que le com-
mutant Mz de Az dans G était une composante de Levi du sous-groupe
parabolique Pz et que Az était le plus grand sous-tore déployé dans le
centre de M z:. Le tore A% correspond de méme a un sous-tore A% de A.
En appliquant la condition (4.7) & un élément de Normgpy(A) N K%, on
voit que A% est le plus grand sous-tore déployé contenu dans le commu-
tant de M%, dans Mz . La théorie générale des espaces tordus nous dit que
Mz est encore le commutant de A%, dans Gr. L’espace MY, (IF,) s’identi-
fie & G%,(Fy). De nouveau, cette identification provient d’un isomorphisme
algébrique M%, ~ GY%,.

6. Descente aux sous-groupes de Levi

Soit M un sous-groupe de Levi de G. Notons M,q = M/Z(G) 'image de
M dans Gap. L’immeuble Imm(M,q) de ce groupe s’identifie & un sous-
ensemble de Imm(Gap), & savoir la réunion des appartements App(A’)
pour les sous-tores déployés maximaux A’ de M. L’action de M(F) sur
Imm(M,q) est la restriction de celle sur Imm(Gap). Par contre, la décom-
position en facettes de Imm(M,q) n’est pas celle de ce sous-ensemble, elle
est moins fine. L’espace Apr/Ag agit sur Imm(M,q) car Ay est inclus
dans A" = X.(A") ®z R pour tout tore A’ comme ci-dessus. Le quotient
de Imm(M,q) par laction de cet espace s’identifie a I'immeuble Imm(Map)
du groupe adjoint de M. On note pps : Imm(M,q) — Imm(Map) cette pro-
jection. Elle est équivariante pour les actions de M (F'). Pour tout tore A’
comme ci-dessus, on note App™ (A’) = App(A4’)/(Ax/Ag) Pappartement
de Imm (M p) associé & A’ et on note encore pys : App(A’) — App™ (4') la
projection. Elle est équivariante pour les actions de Norm gy (A’).
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De méme que P'on a introduit le groupe N' = N'¢, cf. paragraphe 3, on
introduit le groupe NM. Dire qu'un élément m € M (F) est compact modulo
Z(G), c’est-a-dire que l'image dans de m dans Gap(F) est contenue dans
un sous-groupe compact de Gap(F), revient a dire que 'image m,q de m
dans M,q(F) est contenue dans un sous-groupe compact de Myq(F'). Pour
un tel élément, wpy,, (Maq) est de torsion. On a un homomorphisme naturel
NM — NMea On note N, I'image réciproque par cet homomorphisme
du sous-groupe de torsion de N'M=d (remarquons que, si M = G, Ng_wmp =
NE). De Vinclusion Z(G) c Z(M) se déduit un homomorphisme N'M —
N€ . Montrons que

(6.1) cet homomorphisme se restreint en un homomorphisme injectif

N — NC.

—comp

On introduit le revétement snnplement connexe Gge du groupe dérivé
de G et I’image réciproque M,. de M dans Gsc. Le groupe Gsc, resp. MSC7
est le groupe dual de Gap, resp. M,q. Des homomorphismes naturels

Z(G)!

zZ(M)!
_

~

Z(NLo)T
se déduisent des homomorphismes
X" (z(&)h
R __—
X*(z2(a)T)
=

~

X*(Z2(Me)")

Les groupes N'M,| NG et N'Maa sont les sous-groupes de points fixes par
I'/I dans les groupes ci-dessus. Notons Y™ le sous-groupe des éléments de
X*(Z(M)!) qui s’envoient dans le sous-groupe de torsion de X*(Z(Ms.)?).
Alors /\/’CJ}{ comp €St le sous-groupe des points fixes par I'/T dans Y*. 1l suffit
de démontrer que Y* s’envoie injectivement dans X*(Z(G)T). On introduit
le groupe Mpq = M /Z(G). On a une suite exacte
1— Z(G) — Z(M) — Z(Moq) — 1
Parce que X, (Z(M,q)) est un module galoisien induit, le groupe Z(Maq)’
est connexe. Donc la suite
1— Z(G) — Z(M)! — Z(M.q)' — 1
est encore exacte. D’oul une suite exacte
0 — X*(Z(Maa)") — X*(Z(M)") — X*(Z(G)') — 0
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On doit donc montrer que Y* N X*(Z(M,q)") = {0}. On a Dégalité M,q =
M,./Z(Gsc). On peut donc remplacer ci-dessus M et G par M. et Ggo et
on a une suite exacte

0 — X*(Z(Mu)') — X*(Z(M)") — X*(Z(Gsc)') — 0

Les premiers homomorphismes des deux suites ci-dessus sont injectifs et le
diagramme suivant est commutatif :
X*(Z(M)")
R _—
X*(Z(NVlaa)") |
— .

X*(Z(Me)")

Un élément y € Y* N X*(Z(Maq)") est un élément de X*(Z(Maq)') qui
s’envoie sur un élément de torsion dans X*(Z(M,.)!). D’apres Dinjectivité
de la fleche sud-est ci-dessus, y est un élément de torsion dans X*(Z(Maq)?).
Or Z(M,q)" est connexe donc X*(Z(M,q)") est sans torsion. Donc y = 0,
ce qui prouve (6.1).

Grace a (6.1), on identifie N&" . = & un sous-groupe de N' = N“. A
toute facette Fp; de Imm(M,q) est associé comme au paragraphe 3 un sous-
groupe N'M(Fpr) de NM. On pose N o p (Far) = NM(Far) N NG comp-
L’ensemble UveNé‘;{mmp(fM) K% . est un groupe dont I'image dans Mq(F)
est compacte. On note Fac™ (M )g—comp 'ensemble des couples (Fas, var) €
Fac™(M) tels que vy € Ng{comp. On définit de méme Fac*(M; A)G—comp-
Un élément m € M (F') est compact modulo Z(G) si et seulement s’il existe
(Far,v) € Fac™(M)G—comp tel que m € K% .

On suppose pour la suite de cette section que M contient A. Soit (F,v) €
Fac®(G; A). L’image de F par la projection pys est contenue dans une unique
facette FM de App™ (A) : F étant 'ensemble des 2 € App(A) vérifiant les
relations (4.1) et (4.2) du paragraphe 4, FM est I’ensemble des x € AppM(A)
vérifiant

{a(m):ca,f aeXrnNEM; (6.2)

Ca,F < a(z) < c;r’]_- aeXM _NrnxM,

On a défini le groupe Myr, au paragraphe 5. Remarquons que, si ce
groupe est contenu dans M, on a ¥z C M, ce qui simplifie les relations
ci-dessus.

LEMME 6.1. — Soient (F,v) € Fac*(G; A) et M un sous-groupe de Levi
de G' contenant Mx . Alors

(i) L'élément v appartient & NG o, (FM).
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(ii) On a les égalités K;M
K% N M(F).

(iii) Soit P € P(M), notons P le parabolique opposé. Alors le groupe K}
est produit de ses sous-groupes KFNUp(F), KLy, et KENUp(F).
Le groupe K% est produit de ses sous-groupes K; NUp(F), Kg_-M , et
KEfNUp(F). L’ensemble K% est produit du groupe KENUp(F), de
l’ensemble K%\, et du groupe K}' NUp(F). Ces produits possédent
les propriétés usuelles des décompositions « de type Twahori ».

(iv) A].‘JW’U =Ar, et Mgy, = Mr, ;

(v) F est un sous-ensemble ouvert de py; (FM) ;

(vi) F¥ = FNpyf (FMV) et cet ensemble est ouvert dans py; (FMV).

=KfnM(F), KY

0 = KXNM(F), KY

FM =

Démonstration. — Bruhat et Tits ont défini un sous-groupe distingué
Mupin(F)T de Mpin(F) qui est pro-p-unipotent et tel que le groupe K}
soit le produit de Moy (F)T et des groupes radiciels K 5 N Uy (F). L'égalité
K;M = K§ N M(F) se déduit alors de la description des facettes F et F
et de (4.5). On obtient de méme la décomposition en produit de (iii) du

groupe K}.

Notons Muyin(F)? le sous-groupe des m € My, (F) tels que wyy,,, (m) =
0. Le groupe K?_— est engendré par My, (F)? et par les sous-groupes radiciels
K% NUL(F) (il ne s’agit plus d’'une décomposition en produit). Il s’ensuit
encore I'égalité K%, = K% N M(F) et la décomposition en produit de (iii)
du groupe K%.

On a vu en (5.1) que K% etait engendré par K% et par un élément
quelconque de K NNormg () (A). Fixons un tel élément n. D’apres (5.2), n
appartient a Mx ,(F'), a fortiori & M (F'), donc a Norm sy (A). L’action de n
sur Imm(Gap) conserve F. D’aprés I’équivariance de pys pour les actions de
Norm () (A), Iaction de n sur Imm(Map) conserve F. Donc n € KTFM.
Puisque n appartient a K}, son image dans Gap(F') est contenue dans un
sous-groupe compact, donc son image dans M,q(F') vérifie la méme propriété.
Donc wys(n) appartient a N&' . . . Puisque 'image de wys(n) dans N
est v, cela entraine que v appartient a Né{ comp PUIS que n € K7, Ces
deux derniéres propriétés entrainent le (i) de ’énoncé. Puisque n était un
élément quelconque de K% N Normgpy(A), on vient de prouver que K% N
Normeg(py(A) C K%, NNormyy(py(A). Puisque K% est engendré par KY et
par un élément quelconque du premier ensemble et que, de méme, K%, est
engendré par K%M et par un élément quelconque du second, les assertions
de (ii) et (iii) relatives & K% se déduisent de celles déja vues relatives a K%.

La facette F est I'ensemble des @ € App(A) vérifiant les relations (4.1)
et (4.2) du paragraphe 4 et FM est I'ensemble des = € AppM(A) vérifiant
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les relations (6.2) ci-dessus (et on a Xz C XM). Par définition, p,, (FM)
est 'ensemble des « € App(A) vérifiant ces relations (6.2). Donc F est le
sous-ensemble de py; (FM) défini par les relations

Ca,r < a(z) < ¢! - pour tout @ € ¥ — £M.

Ces relations sont ouvertes. Donc F est un sous-ensemble ouvert de
pX/fl (FM). Une racine a € XM qui est constante sur M est aussi constante
sur pX/fl (FM) donc aussi sur F. Inversement, soit & € ¥ qui est constante
sur F. Puisque M contient Mz, a fortiori contient Mz, on a o € XM La
valeur de a en un point de App(A) est aussi sa valeur sur la projection de
ce point dans AppM (A). Donc « est constante sur la projection de F. Or
celle-ci est un ouvert non vide de 7M. Donc « est constante sur F. Cela
démontre que I'ensemble des o € M qui sont constantes sur FM est égal
a celui des o € ¥ qui sont constantes sur F. Cela entraine Ar = Arm et
Mz = Mgzwm. Fixons n € Normysp)(A) N K%, Dapres le (iii) déja dé-
montré, F¥ est 'ensemble des points fixes dans F de I'action de n tandis
que FM¥ est celui des points fixes dans FM de l'action du méme élément.
Puisque la projection est équivariante pour l'action de n, la projection de
FV est incluse dans FM¥ | c'est-a-dire F¥ C p,,/ (FM). Fixons x € F¥ et
soit y € pxj (FM¥)y 0 F. Parce que y se projette en un point de FM¥ on a
n(y)—y € Ap/Ag. Soit e € Apr/ A tel que n(y) —y =e. Posons f =y—x
et notons w l'image de n dans W, Puisque n(x) = x, on a w(f) = f +e.
Mais e appartient & ’espace des points fixes de action de w dans A/Ag
donc w*(f) = f + ke pour tout k € N. Puisque w est d’ordre fini, cela
entraine e = 0. Donc n(y) = y et y appartient a F¥. Cela prouve ’égalité
du (vi) de I'énoncé. Puisque F est ouvert dans p,; (FM), son intersection
avec le sous-ensemble p&l (FM:v) est aussi ouverte dans ce sous-ensemble.
Mais alors, les mémes arguments que ci-dessus montrent que ’ensemble des
a € ¥M qui sont constantes sur FM¥ est égal & celui des o € ¥ qui sont
constantes sur F”. D’ou le (iv) de I’énoncé. O

Une conséquence du lemme est que les deux espaces K%/KF = G%(F,)
et K%\ / K; v =M%y (F,) sont naturellement isomorphes. De nouveau, on
montre que cet isomorphisme ainsi que son analogue pour v = 0 proviennent
d’isomorphismes algébriques compatibles Gz ~ Mzum, G% ~ M.

7. Relévement de facettes de sous-groupes de Levi

Soit M un sous-groupe de Levi de G contenant A. Soit (Far,v) €
Fac*(M; A)G—comp- L'ensemble py!(Far) est I'ensemble des = € App(A)
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qui vérifient les relations

a(z) = ca,Fy pour tout o € EAF/IM;
Ca,Fy < ax) < c;]_-M pour tout v € LM — %

Il est clair que c’est une réunion de facettes de App(A).
LEMME 7.1.

(i) Pour toute facette F € Fac(G;A) qui coupe Pt (FYp), resp.
pX/[l(]:JQ),_on av € N(F) et F¥ = F npy (FY), resp. F¥ =
F Ny (Fip)-
(ii) Pour toute facette F € Fac(G; A), les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(a) FNpyf (Fy) est un owvert non vide de py (FMV) ;
(b) FNpy (FY) est un ouvert non vide de py; (Fy;) ;
(c) v € N(F), M contient Mz, et FM = Fy;.

Démonstration. — Fixons n € Norm s r)(A)NKY% . Les actions de n sur
App(A) et sur AppM (A) sont compatibles. Donc Paction de n sur App(A)
conserve py; (F¥;). Soit = dans cet ensemble. On a n(r) = z + e avec e €
Anr/Ag. Puisque n € Norm sy (A), son image dans W appartient a WM et
fixe tout point de Aps/Ag. Donc n*(x) = x+ ke pour tout k € N. Parce que
v appartient & N (Far)G—comp, les images des n* dans M,q(F), donc aussi
leurs images dans Gap(F), restent dans un groupe compact. Il en résulte que
les n¥(z) restent dans un sous-ensemble compact de App(A). Cela implique
e = 0. Donc 'action de n fixe tout point de py, (F¥,). Un point de py; (Far)
qui est fixe par n se projette forcément dans Fy,;. Donc pl\_/[1 (F¥;) est plus
précisément le sous-ensemble des éléments de pﬁ(}" ) qui sont fixes par n.
Pour une facette F € Fac(G; A) coupant py; (F¥,), n fixe un point de F donc
conserve cette facette, c’est-a-dire que n € K;_-. Puisque wg(n) = v, on a
n € K%, a fortiori cet ensemble est non vide. D’autre part, puisque pJ_M,1 (Fum)
est réunion de facettes, on a F C p;dl(]:M). Donc F¥, qui est 'ensemble
des points fixes par l'action de n dans F, est égal a F N pﬁ(}'}(/f). Cela
prouve les assertions du (i) de 1’énoncé concernant py, (F¥,). D’apres (5.4),
I'ensemble Y, est réunion des F; pour les facettes 74, de Fac(M; A) telles
que Fjy; C Far et v € NM(F},). Cette derniere condition équivaut a v €
NM(Fir)G—comp puisque v € NG, . En appliquant ce que 'on vient de
prouver a chacune de ces facettes, on obtient les assertions restantes de (i).

L’ensemble py; (F¥,) est un ouvert dense de py; (F¥,). Cela entraine que
les conditions (a) et (b) du (ii) sont équivalentes. Soit F € Fac(G; A) vérifiant
le (a) du (ii). D’apres le (i) déja prouvé, on a v € N(F) et A%/ A est
engendré par les éléments x — y pour z,y € F N pX/fl (F¥%;). Puisque cet
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ensemble est ouvert dans pxj (F¥,;) par hypothese et puisque pX; (F¥;) est
invariant par translation par A/ Ag par construction, ’ensemble de ces
éléments = — y contient un voisinage de 0 dans Ap;/Ag. A fortiori le sous-
espace engendré par ces éléments contient Ay /Ag, donc A% contient Apy.
Cela entraine que M contient Mz ,. Par définition de la facette FM| la
projection de F est contenue dans FM. Cette projection contient celle de
Fn pxj (F¥,), laquelle est contenue dans Fys. Dot Iégalité FM = Fy, ce
qui démontre que le (a) du (ii) implique le (c). La réciproque résulte du (6.1)
du lemme 6.1. O

8. Distributions invariantes

Pour tout sous-groupe de Levi M de G, on fixe une mesure de Haar sur
M (F). Notons C°(G(F)) 'espace des fonctions sur G(F'), & valeurs com-
plexes, localement constantes et & support compact. Pour f € C°(G(F)) et
g € G(F), on note 9 f la fonction z — f(g~'zg) sur G(F). On appelle distri-
bution sur G(F) une forme linéaire sur C°(G(F)) et distribution invariante
une telle forme linéaire D telle que D(9f) = D(f) pour toute f € C*(G(F))
et tout g € G(F).

Soit M un sous-groupe de Levi de GG. Fixons un sous-groupe parabolique
P € P(M) et munissons Up(F') d’une mesure de Haar. Pour f € C(G(F)),
on définit une fonction fip) € CZ°(M(F)) par

fip(m) = 5P(m)1/2/U . f(mu) du

pour tout m € M(F), ot dp est le module usuel. Fixons une facette spé-
ciale Fy, € Fac(G), posons K9 = Kg_-sp. On a la décomposition G(F) =
M(F)Up(F)K?2,. 1l existe une constante ¢ > 0 telle que I'on ait I'égalité

/ flg)dg=c / f(muk) dk du dm
G(F) M(F)xUp(F)x K9,

pour tout f € CS(G(F)). Pour toute telle fonction, on définit fp €
Cee(M(F)) par

fr(m) = cop(m)t/? / f(k™ Ymuk) dk du
Up(F)x K2,

—c [ “Himm)ar.
K9,

Cette fonction ne dépend pas de la mesure sur Up(F). Elle dépend de P

et Fs, mais on sait que, pour toute distribution invariante DM sur M(F),
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DM (fp) ne dépend pas de ces choix (par contre, ce terme dépend des mesures
fixées sur M(F) et G(F)). Pour toute telle distribution DM on définit la
distribution induite ind$; (D) & G(F) par I'égalité
indf; (DM)(f) = DM (fp)

pour toute f € C°(G(F)). On peut formuler autrement cette définition. On
oublie le groupe K9, on munit P(F) = M(F)Up(F) de la mesure produit et
P(F)\G(F) de la mesure invariante & droite compatible avec celles fixées sur
P(F) et G(F). Rappelons que cette mesure s’applique non pas a des fonctions
invariantes & gauche par P(F) mais a des fonctions ¢ sur G(F') vérifiant
w(mug) = dp(m)p(g) pour tous m € M(F), u € Up(F) et g € G(F). Pour
feCX(G(F)), on a

ind$, (DM (f) = / DM ((9f) ) dg.

P(EN\G(F)

9. Fonctions trés cuspidales

Soit P un sous-groupe parabolique de G. Fixons une composante de Levi
M de P et une mesure de Haar sur Up(F). Pour ¢ € C*(G(F)), on a
défini une fonction ¢(p) sur M (F'). Remarquons que la condition ppp; = 0 ne
dépend ni du choix de M, ni de celui de la mesure sur Up(F). On dit qu'une
fonction ¢ € C°(G(F)) est tres cuspidale si ¢p) = 0 pour tout sous-groupe
parabolique propre P C G.

Soient f,p € CX(G(F)). Pour g € G(F), posons

I(f,w,g)=/ flg~ zg)p(x) da.
G(F)

LEMME 9.1. — Supposons ¢ trés cuspidale. Alors l'image dans Ag(F)\
G(F) du support de la fonction g — I(f, @, g) est compacte.

Ce lemme est bien connu mais il est plus rapide d’en donner une démons-
tration que de trouver une référence. Auparavant, introduisons une notation
qui nous sera utile dans la suite. Pour P € F(Mpin), on note X(Up) le sous-
ensemble des racines a € X telles que U, C Up. Si M est la composante
de Levi de P contenant My, on note aussi ™ I’analogue de ¥ quand on
remplace G par M, autrement dit I’ensemble des a € ¥ tels que U, C M.

Démonstration du lemme. — Fixons un sous-groupe parabolique mini-
mal Ppin € P(Mpuin). On note Xt = X(Up_. ) et A(F)T I'ensemble des

min

a € A(F) tels que |a(a)|r = 1 pour tout @ € I, ou | - | est la valeur abso-
lue usuelle de F. On sait qu’il existe un sous-ensemble compact C' de G(F)
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tel que G(F) = CA(F)*C. Puisque les ensembles de fonctions {¢f;c € C}

c

et {¢ pic € C} sont finis et que ¢ ¢ est tout aussi cuspidale que ¢, il
suffit de prouver que le support de la fonction a — I(f,p,a) sur A(F)"
est d’image compacte dans Ag(F) \ A(F)T. Pour tout P € P(Mpi,) et
tout entier N > 0, notons A(F)* (P, N) I’ensemble des a € A(F)" tels que
|a(a)|F > N pour tout a € X(Up). Pour N fixé, 'ensemble Ag(F)\ A(F)™
est réunion des Ag(F) \ A(F)T(P,N) quand P parcourt les sous-groupes
paraboliques P € P(Mpyin) qui sont propres et maximaux, et d’un sous-
ensemble compact. Il nous suffit donc de fixer P € P(Muyin), P # G et de
prouver qu'il existe N tel que I(f,p,a) = 0 pour tout a € A(F)*(P,N).
Fixons une facette spéciale Fs, € Fac(G; A) et posons K = Kg_-sp. Fixons un
sous-groupe ouvert et distingué K’ de K tel que ¢ soit biinvariante par K’
et que K' = (K'NUB(F))(K' N P(F)). Montrons que

(9.1) si N est assez grand, pour tout a € A(F)™ (P, N), le support de la
fonction z — f(a"za)p(z) est contenu dans (K’ NUp(F))P(F).

Posons Kt = K}Ep, Uf = Ktn Up. . (F), Muinx = K N Myin(F),
Uk = KnUp,,, (F).'Pour tout w € W, on peut relever w en un élément
nw € Normg(p)(A)NK. L’image dans G(])_-Sp (Fy) de Myyin, k Uk est 'ensemble
des points sur F, d’un sous-groupe de Borel de GOFSP' La décomposition de
Bruhat dans G(}-Sp (F,) entraine l'égalité K = UweWUKU;(anmin)KUK. 11
est également connu que G(F) = K Py (F). Do

G(F) = U UKU;anmin(F)UPmiu(F)'
weW

Soit € G(F) que lon écrit = utn,mminu’ conformément & cette dé-
composition. Supposons () # 0. Alors mpy,u' appartient au produit de
K et du support de ¢, qui est compact. Cela entraine que muy;y, resp. v/,
appartient & un certain sous-ensemble compact Cps .. C Mpyin(F), resp.
Cvpn € Up,,.(F). Soit a € A(F)™(P,N) et, pour tout g € G(F'), posons
g% = a~lga. Alors 2% = u®u®a™ w(a)n,mé;,u'". Supposons que f(z?) # 0.
Alors 2% appartient au support de f. Parce que a € A(F)™, la conjugaison
par a~! contracte Up,,, (F), fixe Muyin(F) et dilate Up (F). Puisque u,
Mmin €t v/ sont respectivement dans les compacts Uk, Chy... et Cp, les
éléments u®, m2,, et u'“ restent dans des compacts (on entend par la des
compacts indépendants de x et a). Il en résulte que u%a~lw(a) reste dans
un compact. Mais c’est un élément de Pmin(F ), donc les deux composantes
u® et a~'w(a) restent dans des compacts. On peut écrire & = upu’, ou
up € KT NUp(F) et ¥’ € KT N M(F)NUp_ (F). De nouveau, les deux
composantes u% et u?* restent dans des compacts. Notons Cuy, le premier.
Alors up € aCUPa_l. La conjugaison par a agit dans Up(F') par des racines

min
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de valeurs absolues < N~! puisque a € A(F)* (P, N). Si N est assez grand,
on a donc aCy,a~' C K'NUp(F). Il en résulte que up € K'NUp(F). Consi-
dérons maintenant la deuxiéme condition : a~!w(a) reste dans un compact.
Il est bien connu qu’il existe un sous-groupe de Levi L € F(Myin) de sorte
que ’ensemble des points fixes de w agissant sur A est A et que w appar-
tienne & WT. La condition « a~1w(a) reste dans un compact » entraine qu’il
existe un sous-ensemble compact C4 de A(F') tel que a reste dans A (F')Cjy.
Pour toute racine a € 2, a(a) reste donc dans un compact de Rsq. Si N est
assez grand, une telle racine ne peut intervenir ni dans Up, ni dans Up (car
alors, on aurait |a(a)|p > N, resp. |a(a)|r < N71). Elle appartient donc a
M d’on linclusion ¥ ¢ M, puis L ¢ M. Donc w € WM. On suppose
N assez grand pour que les deux propriétés ci-dessus soient vérifiées. On a
écrit T = UUnNLyMmintt’ = uﬂpﬂpnwmminu'. On a vu que up appartenait a
K'NUp(F). Les propriétés de K’ entrainent que uipu~' appartient a K’
et peut s’écrire uipu~! = @'p, avec @' € K' NUp(F) et p € K' N P(F).
Alors z = @/putt” nymminu’. Le premier terme est dans K’ N Up(F) et tous
les autres appartiennent & P(F'). Cela démontre (9.1).

On peut fixer des mesures sur Up(F) et Up(F) de sorte que l'on ait
I’égalité

[ eaela)da
G(F)

fla™ amua)p(wmu)dp(m) da dm du.

/UP(F)><M(F)><UP(F)
Supposons N assez grand pour que (9.1) soit vérifiée. On peut alors res-
treindre U'intégration sur U (F') en une intégration sur K’ NUz(F). Puisque
 est invariante par ce groupe, on a alors ¢ (umu) = @(mu). Il existe des com-
pacts Cyy C M(F) et Cy, C Up(F) tels que p(mu) # 0 entraine m € Cy
et u € Cy,. On a alors

/ fla™ za)p(z) dz = / fla™Yamua)p(mu) da dm du.
G(F)

K’ﬁUp(F)XCMXCUP

Quand N est assez grand, a~1Cy,. a est aussi petit que ’'on veut. On peut donc
supposer que f est invariante & droite par a~'Cy,a. Alors f(a~‘umua) =
f(a=*uma). Mais alors, dans la formule ci-dessus, on voit apparaitre I'inté-

grale
/ o(mu) du,
Cup

/ p(mu) du
Up(F)
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par définition de Cy,,. Or cette derniere intégrale est nulle puisque ¢ est tres
cuspidale. Cela acheve la démonstration. O

Fixons une mesure de Haar sur Ag(F'). Soit ¢ € C°(G(F)), supposons
¢ tres cuspidale. Le lemme permet d’associer a ¢ la distribution D, définie
par

_ —1
Du(f) = /A e /G 107 o)) dedg

pour toute f € C°(G(F)) (cette définition est similaire & celle de [8, §3.2]).
C’est une distribution invariante.

Pour la fin de ce paragraphe, on suppose F' de caractéristique nulle. Soit
M € L(Mmpin). On fixe sur Ay (F) la mesure de Haar telle que la mesure du
plus grand sous-groupe compact Ay (F)¢ de ce groupe vaille 1. Notons A},
Pespace vectoriel réel dual de Aps. 11 existe un réseau Ry C A}, tel que
1A%, /iR s'identifie au groupe des caracteres unitaires de Aps(F') /A (F)°.
On munit A}, de la mesure de Haar telle que la mesure de A}, /Ry vaille
1. Notons M (F')en,G—reg I’ensemble des éléments semi-simples de M (F') qui
sont fortement réguliers dans G (c’est-a-dire que leur commutant dans G est
un tore) et elliptiques dans M (F') (c’est-a-dire que ce tore, notons-le T', qui
est forcément contenu dans M, vérifie Ax = Apy). Fixons une facette spéciale
Fsp C App(A) et posons K, = K7 . Pour une fonction f € CZ°(G(F)) et
pour & € M(F)ei1,G—reg, on définit I'intégrale orbitale pondérée

IS (z, f) = DO (2)'/? / Flg~"2g)05(9) dg,
Ap (F)\G(F)

ott DY est un déterminant usuel et v§; est le poids défini par Arthur a
laide du groupe K¢, et de la mesure fixée sur Aj,/Ag. La fonction z —
JS (x, f) est invariante par conjugaison par M (F). Dans le cas ol f est trés
cuspidale, on sait que cette fonction est indépendante du choix de Fp, cf. [4,

Lem. 5.2.1].

Soit ¢ € C(G(F)), supposons ¢ treés cuspidale. La formule des traces
locale ([2]) permet de récrire la définition de la distribution D, sous la forme
suivante :

Dtp(f) = Z |WM‘|W‘_1(_1)dim(AM)—dim(AG)
MEeL(Mmin)

/ fPM (m)Jz\% (mv 90) dma
M(F)ell,G—reg

o, pour tout M, on a fixé un élément quelconque Py € P(M).
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10. Représentations de niveau 0 et fonctions cuspidales associées

Soit 7 une représentation admissible de G(F') dans un espace complexe
V. On suppose que 7 est de longueur finie et de niveau 0, ce qui signifie que
V' est engendré par les sous-espaces d’invariants VEs pour F € Fac(G). On
conservera cette représentation jusqu’a la fin de I'article.

Pour toute facette F € Fac(G), notons VEF le sous-espace des éléments
de V qui sont invariants par Kji_. Il est de dimension finie. La restriction
de 7 au groupe KTf conserve cet espace. Il s’en déduit une représentation
de dimension finie du groupe K;/K]_- = Uyen(r)G%(Fy). On note mr cette
représentation et trace mx son caractére habituel. Soit v € N (F). La fonction
tracemz se restreint & G%(F,) en un élément de C'™(GY%) que l'on note
¢r,, (ou plus précisément ¢ ). On note ¢, cusp Sa projection cuspidale
dans C2Y (GY%). Soit F’ une facette dont 'adhérence contient F et telle
que v € N(F'). Il correspond & F' un sous-espace parabolique PY%, de G'%.
Une composante de Levi Mz, de cet espace s’identifie & G',. Modulo cette
identification, on vérifie que

OF = reSMu (pr.0)- (10.1)

Soit M un sous-groupe de Levi de G. Soit P € P(M). On définit le
module de Jacquet Vp, quotient de V par le sous-espace engendré par les
m(u)(v) —v pour v € V et uw € Up(F). On définit la représentation mp de
M(F) dans Vp de sorte que, pour m € M(F) et v € V, la projection de
7(m)(v) dans Vp soit dp(m)'/%7p(m)(vp), olt vp est la projection de v.
Pour tout (Fas,var) € Fac™ (M), on définit comme ci-dessus des fonctions
Grp Farwns €6 rp Fapwas.cusp SUr M2 (F,). Supposons vy € N§ o, 10-
tons simplement v cet élément. Choisissons une facette F € Fac(G) telle
que F coupe pj; (.7-" V) selon un ensemble ouvert. D’aprés les lemmes 7 et
6 (que 'on peut appliquer car on ne perd rien a supposer que A C M et
F C App(A)), v appartient & N(F) et on a un isomorphisme canonique
G%(F;) ~ MY (F,). Les fonctions ¢r 7, et ¢r 7, cusp PeUvVent étre consi-
dérées comme des fonctions sur ce dernier groupe M’z (F;). Montrons que

d)'fr,]:,u = ¢7rp,]:M,u et Qbﬂ',]:,u,cusp = ¢7rp,]:M,u,cusp~ (102)
Démonstration. — D’apres Moy et Prasad, la prOJectlon de V dans Vp

se restreint en un isomorphisme de VEF sur Ve FM, cf. [14, Prop. 6.7]. Si
on oublie le dp de la définition du module de Jacquet, cet isomorphisme
entrelace 'action de G'%-(F,) sur le premier espace et celle de M- (IF,)
sur le second. Mais le dp vaut 1 sur K% N M(F) car 'image dans M,q(F')
d’un élément de cet ensemble est contenu dans un sous-groupe compact. La
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premiére égalité de (10.2) s’en déduit. La seconde se déduit de la premieére
par projection cuspidale. O

En conséquence,

(10.3) les fonctions ¢ 5, €t ¢r o cusp ci-dessus ne dépendent pas du
choix de F et les fonctions ¢, 7., €t Grp, Fos vcusp N€ dépendent
pas du choix de P.

On notera simplement ¢ r,, , €t ¢x 7., v,cusp, OU €ncore plus simplement
OFa.v €6 OFy v cusp ces fonctions.

Soient M un sous-groupe de Levi de G et g € G(F). Posons M’ = gMg~*.
L’action de g sur I'immeuble Imm(Gap) envoie Imm(Maq) sur Imm(M/,)
et elle se descend en une bijection de Imm(Map) sur Imm (M) qui est
compatible aux décompositions en facettes de ces immeubles. Soit (Fpr,v) €
Fac™(M)G—comp €t notons Farr = g(Far) Uimage de Far par cette bijection.
Il est clair que (Farr,v) € Fac™(M')G—comp €t que, de la conjugaison par g
se déduit un isomorphisme M’ (F,) ~ M'}'-jM, (Fg). On a

(10.4) cet isomorphisme transporte les fonctions ¢r,, ., €t ¢r,, v.cusp €t les
fonctions ¢, ,, ., et ¢F,, v cusp-

En effet, si on « releve » Fj; en F comme ci-dessus, on peut relever Fp;
en F' = g(F). De la conjugaison par g se déduit un isomorphisme G%(F,) ~
GY%. (Fy). Celui-ci transporte la fonction ¢, en la fonction ¢, parce que
Popérateur w(g) entrelace les représentations mx et wz . L’assertion (10.3)
résulte alors de (10.2).

Pour (F,v) € Fac*(G), on a défini ci-dessus des fonctions ¢ £, et ¢r , cusp
sur espace G%(IF;). Dans la suite, on les considérera la plupart du temps
comme des fonctions sur G(F), & support dans K% et biinvariantes par K;
Notons Facy,,.(G) I'ensemble des (F,v) € Fac*(G) tels que F¥ est réduit &
un point.

LEMME 10.1. — Soit (F,v) € Fac},

max(G). Alors la fonction ¢x , cusp €5t
trés cuspidale.

Démonstration (cf. [8,§3.2]). — On peut supposer F C App(A). Fixons
une facette ouverte Fiin C App(A) dont 'adhérence contient F. Comme
on le sait, on peut fixer une facette spéciale F;, contenue dans l’adhé-
rence de Fiuin. On note K9 = K(J)-‘sp’ K} = K;Sp et KO, = K% . Le

min min

groupe KU, est contenu dans Kgp et il existe un unique sous-groupe pa-
rabolique Prin € P(Mmin) de sorte que K, = (K2, N Puin(F))KJ,. Soit

P un sous-groupe parabolique propre de G. On peut fixer ¢ € G(F) tel
que g~ '(P) contient Pyin. On sait que G(F) = K9 Pnin(F). On peut donc
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supposer g € KQ,. On a la décomposition K9, = Uypew Kijnnw K, oi,
pour tout w € W, n, est un relevement de w dans K2, N Normg g (A).
En vertu de I'égalité K2, = (K, N Ppin(F)) K =

min sp?
Uwew K pinnw (K2, N Poin(F)). Puisque 'on peut multiplier g & droite par
un élément de Pmm(F ), on peut donc supposer g = kn,, pour un w € W et
un k € K3;,. En posant Q = k~(P), on a alors Q € F(Mp;,). Notons L la
composante de Levi de Q contenant My, et M = k(L). Pour m € M(F),
on a @r . cusp,[p] (M fUQ(F) O F v .cusp(Kluk™) du, ot | = k~'mk. Mais
K2, C K% et la fonctlon @F v cusp €St invariante par conjugaison par ce
groupe. On obtient que la relation ¢z ,, cusp,(p] = 0 équivaut & ¢x ,, cusp,[@Q] =
0. Autrement dit, en oubliant cette construction, on peut supposer que P
et M contiennent M,;,. Dans ce cas, P détermine un sous-groupe parabo-
lique P de G de sorte que I'image de P(F)N K% dans G £(FF,) soit P(F,).
On veut prouver que ¢z, cusp,[p] = 0. Puisque ¢z , cusp est & support dans
K%, c’est clair si cet ensemble ne coupe pas P(F). Supposons donc que
P(F)NKY% # (. Dans ce cas, il existe un sous-espace parabolique P* de G%
tel que I'image de P(F') N K% dans G%(F,) soit P¥(F,). On voit qu’il existe
un espace de Levi M"” de P” de sorte que la fonction ¢r , cusp,(p) s'identi-

on a au551 bien KO

fie a ressl% (¢F,v,cusp), & une constante pres provenant des mesures, ot ici,
G F v,cusp €St vue comme une fonction sur G%(F). La nullité cherchée résulte
de la cuspidalité de cette fonction pourvu que P” soit un sous-espace parabo-
lique propre. Mais supposons que P = G'%. Alors K'Y = (P(F) N K})K;
On sait que Kf = (P(F)NKF)(Up(F )ﬂK+) (ot1 P est le groupe contenant
M et opposé & P). On a donc K% = (P(F) N K%)(Up(F) N K¥). Considé-
rons n € K% NNormgpy(A). L'égalité précédente entraine n € P(F)Up(F).
Mais 'intersection de P(F)Up(F) et de Normgr)(A) est Normps(py(A).
Donc n € M(F). Introduisons le sous-tore A de GY% comme en 4(8) et (9)
et identifions A & X,(A) ®z R. L’égalité P¥ = G entraine que l'image de
M(F)NKY% dans Gx(F,) est ce groupe tout entier. Donc Az contient Ay;.
Rappelons que A% est I’ensemble des points fixes de I’action de n dans Axr.
Puisque n € M (F'), cette action est triviale sur Ap; donc A% contient Apy.
Or Ay # Ag puisque P est propre alors que A% = Ag d’aprés 'hypothese
que FY est réduit & un point. Cette contradiction acheve la preuve. 0

11. Définition de distributions

Fixons un sous-ensemble Fac), .. (G) des classes de conjugaison par G(F')
dans Fac; .. (GQ).
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LEMME 11.1. — Soit f € C(G(F)). Alors l’ensemble des (F,v) €
Fac), .« (G) telles que lintégrale

/ f(x)¢F,u,cusp($) dx
G(F)

*
max

soit non nulle est fini.

Démonstration (cf. [8, Cor. 3.6]). — On peut évidemment se limiter aux
(F,v) tels que v appartienne & I'image finie du support de f par applica-
tion wg. Ces éléments sont contenus dans un ensemble fini de classes de
conjugaison par G(F). On peut donc fixer (F,v) € Fac,,.(G) et se limiter

a lensemble des (¢g~1(F), ) pour g € G(F), ou encore g € KTi\G(F) Mais

¢g*1(£),u,cusp(x) = ¢£,V,cusp(g$g_1)7 donc
/ f(x)gbg*l(z),u,cusp(x) dr = I(f7 ¢£7u,cusp7 g)
G(F)

avec la notation du paragraphe 9. D’apres les lemmes 9.1 et 10.1, I’ensemble
des g tels que ce terme soit non nul est compact modulo Ag(F), donc fini
modulo K}L_- Cela prouve le lemme. O

On définit une distribution invariante O cusp par

GTF,CuSp(f) = Z /G(F) f(w)(b}',u,cusp(x) dz.

(F,v)€EFact, .. (G)

max

Gréce au lemme 10.1, on peut définir comme au paragraphe 9 une distribu-
tion Dy, .., pour tout (F,v) € Facy,,, (G). Il résulte de la preuve ci-dessus

que, pour tout f € C(G(F)), I'ensemble des (F,v) € Facy,,.(G) tels que
D, eusp (f) # 0 est fini qu'on a I'égalité

Orcun(H) = S mes(A(F)\ K&)' Dy, (£ (111)
(F,v)EFac*  (G)

max

Soit M un sous-groupe de Levi de G. On définit de fagon évidente les en-
sembles Facy, . (M) G—comp €t Facy .. (M)G—comp. On définit une distribution

OM ep sur M (F) par (
@wM,cusp(f) = Z / f(‘r)d)]:M,V,CuSp(x) dx
M(F)

(Farv)€Facy, . (M) G —comp

pour f € C(M(F)). Fixons un sous-groupe parabolique P € P(M). En
remplacant G et m par M et mp dans la définition de O cusp, on définit la
distribution ©M sur M(F). On a

T p,Cusp
(11.2) soit f € C(M(F)); si le support de f est formé d’éléments com-
pacts modulo Z(G), on a I'égalité ©M (f)y=0eM_ _(f).

T p,cusp T,cusp
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En effet, pour (Fas, var) € Fach,,, (M) tel que vas & NG, le support
de @rp. Farvn,cusp €St formé d’éléments qui ne sont pas compacts modulo

Z(G). Pour une fonction f comme ci-dessus, l'intégrale

/ f(x)¢ﬂ'P>]:1\4;V7CUSP($> dx
M(F)

est donc nulle. Et si vay € N np
O Fns.varcusp Sont égales d’aprés (10.2).

les fonctions ¢r, Fu.var,cusp €t

12. Le théoréme principal

Rappelons que 7 est une représentation de G(F') de longueur finie et de

niveau 0. On définit son caractere-distribution par ©,(f) = trace n(f) pour
tout f € C(G(F)).

THEOREME 12.1. — Soit f € C*(G(F)). Supposons que le support de
f soit formé d’éléments compacts modulo Z(G). Alors on a ’égalité

O-(f)= > IWMWI ind§ (O ) (f).
MEL(Mm;n)

La démonstration de ce théoréme occupe les paragraphes 13 & 17.

13. Résolutions de Schneider—Stuhler et Meyer—Solleveld

D’apres Schneider et Stuhler, on dispose d’une résolution de V' :

O—)C,L—>Cn_1—>~--—>00i>v (13.1)
dont nous allons rappeler la définition, cf. [15, Thm. I1.3.1). Pour ¢ = 0,...,n,

C; est la somme directe sur les facettes F € Fac(G) telles que dim(F) = 4
des espaces d’invariants VEE. L’homomorphisme Cy — V est la somme
des inclusions VE* ¢ V. Pour définir I’homomorphisme C; — C;_; pour
1 > 0, on munit arbitrairement chaque facette de dimension positive d’une
orientation. Autrement dit, Er = Ar/Ag étant un espace vectoriel réel
supportant F, on choisit une demi-droite dans la droite réelle /\dim(r) (EF).
Si dim(F) > 1, Vorientation de F détermine une orientation de toute facette
F' de dimension dim(F) — 1 dans adhérence de F, d’oi un signe er z
qui vaut 1 si cette orientation est celle fixée pour F' et —1 dans le cas
contraire. Si dim(F) =1 et F’ est I'un des deux points limites de F, ez z
vaut 1 si Porientation de F pointe dans la direction de F’ et —1 dans le cas
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contraire. D’autre part, pour F et F' comme ci-dessus, on a K‘}, C K;,
don VEF ¢ VK;'. Alors 'homomorphisme C; — C;_; est la somme sur
F de dimension i et F' dans 'adhérence de F des inclusions VEF ¢ VK;’
multipliées par le signe e . Chaque C; est muni d’une action de G(F'). Un
élément g € G(F') envoie un élément v € VEE sur m(g)v € vEor multiplié,
sii > 0, par +1 si ’action de g envoyant F sur gF conserve l'orientation, par
—1 sinon. La suite (13.1) est une suite exacte de représentations de G(F).

Fixons F, € Fac(G; A). On pose simplement Kl = K;*, K9 = Kg-*,
KF = K}_t*. Pour tout entier R > 0, on fixe un sous-ensemble Br C
Imm(Gap) de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

(13.2) Bpg est compact et est réunion (finie) de facettes

(13.3) Bp est invariant par K] ;

(13.4) Tintersection Br(A) = Br N App(A) est convexe;

(13.5) pour R < R/, on a B C Bpr' et Imm(Gap) est réunion des Bp
pour R € Nyg.

On peut construire de tels ensembles de la facon suivante. Décrivons
F, par les relations (4.1) et (4.2) du paragraphe 4. Rappelons que tous
les ensembles I'y, sont invariants par translations par Z. On définit Br(A)
comme l'ensemble des x € App(A) vérifiant les relations

Ca, 7. —R<a(x)<cor, + R, VaeXsr,;
Ca,}‘**RQOL(I)QCI’f*+R, VOLGE*E]:*.
Ces ensembles sont invariants par K| N Normg(p)(A). On définit Bg

comme ’ensemble des = € Imm(Gap) tels qu'il existe k € K] de sorte que
kx € Br(A). On a bien Br(A) = Br N App(A) en vertu de la propriété
suivante :

(13.6) soient deux facettes F, F’' C App(A); supposons qu'il existe x € K
telles que z(F) = F'; alors il existe n € K| N Normg(r)(A) tel que
n(F)=F".

Démonstration. — On éerit © = nga’ avec n, € Ki N Normgry(A) et
2’ € K?. En posant F" = n 1 (F’), on a 2/(F) = F” et il suffit de montrer
quil existe n” € K? N Normgr)(A) tel que n”(F) = F”. En oubliant
cette construction, on suppose x € K. On sait que s’il existe g € G(F)
tel que g(F) = F', alors il existe n; € Normg(p)(A) tel que ny(F) = F
(cf. [5, 7.4.1]). Fixons donc un tel ni. On a alors ny 'z € K; et on peut
berire ny'a = noy, avec ny € Normg(py(A4) N KJ; et y € K%. On sait que,
pour n/,n” € Normgr)(A), I'égalité KIn'K% = K!n” K% entraine que n’
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appartient & (K N Normg(py(A))n” (K% N Normepy(A)), cf. [9, Rem. 9].
L’égalité x = mynoy entraine donc qu’il existe n € K% N Normg(py(A) et
ng € K% N Normgry(A) tels que ning = nng. Alors x = nnzy € nK% et
F' =x(F) = n(F). Cela démontre (13.6). O

On voit alors que les ensembles By vérifient les conditions requises.

Pour i = 0,...,n, on note C; g le sous-espace de C; qui est la somme

directe des VEF pour F de dimension ¢ et F C Bgr. On note Vg = 60(Co r).
D’apres Mayer et Solleveld, la suite

0—>Cn,R—>"'—>CO7R_>VR

est une suite exacte de représentations de K], cf. [13, Thm. 2.4]. La condi-
tion (13.5) entraine que V est réunion des Vi pour R € N5.

Puisqu’on a fixé une mesure de Haar sur G(F), 'espace C°(G(F))
est une algebre de convolution. Cette algebre agit dans V' par w(f)v =
fG(F)W(g)v f(g)dg pour f € C*(G(F)) et v € V. Fixons un sous-groupe
ouvert H de K qui est distingué¢ dans K. On note C.(K]/H) la sous-
algebre des éléments de C2°(G(F)) qui sont biinvariants par H et & support
dans K I . L’action de cette algebre conserve chaque sous-espace V. L’espace
d’invariants V¥ étant de dimension finie, il est inclus dans Vi si R est assez
grand. Dans ce cas, pour f € C.(K|/H), la trace de Popérateur 7(f) dans V
est égale a celle de sa restriction & Vi. On obtient que, pour R assez grand,

tracew(f) = Z (—1)"trace m; r(f), (13.7)

1=0,...,n

ol m; g est la représentation de K! (ou de C.(K{/H)) dans Cir- Il est
facile de calculer chacune de ces traces. Soit F € Fac(G). La restriction
de 7 au groupe KTf conserve l’espace VEF. Comme on I'a dit au para-
graphe 10, il s’en déduit une représentation de dimension finie 7 du groupe
K;/K]t = Uyen(r)G%(F,), dont on note tracenr la trace habituelle. On
la considere comme une fonction sur KTf invariante par K]t. A cause des
orientations intervenant dans la définition des actions de G(F) sur les C;,
on doit introduire le caractére ex de K;_- défini ainsi : si dim(F) = 0, ce
caractére est trivial; si dim(F) > 0, pour x € K}, er(z) vaut 1 si laction
de x sur F conserve l'orientation, —1 sinon. Alors

tracem; r(f) = Z / er(z)f(x) tracemr(x) de. (13.8)
FiT

Pour simplifier cette formule, montrons que
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(13.9) soient F € Fac(G) et v € N(F); alors
(71)dim(}-)6]:(k) _ (71)dim(]-'”)
pour tout k € K%

Démonstration. — Si dim(F) = 0, tous ces signes valent 1. Supposons
dim(F) > 0. On ne perd rien & supposer que F C App(A). Comme K% fixe
tout point de F, le caractere ex est trivial sur ce sous-groupe. On peut donc
se limiter a prouver la formule de 'assertion pour k € K% N Normg(g)(A).
Notons xx le barycentre de F. L’action de k conserve ce point et il existe
un élément w € W tel que ky — zx = w(y — zF) pour tout y € App(A).
Le sous-espace Ar/Aqg de A/ Ag est engendré par les y — 7 pour y € F.
Il est conservé par w. Par définition, ex(k) est le déterminant de 'action
de w dans Ar/A¢ tandis que dim(F") est la dimension de 'espace des
points fixes de cette action. Or w est une isométrie. Il est élémentaire de
prouver que, pour une isométrie w d’un espace euclidien F, son déterminant
est égal & (—1)dm(E)—dim(E™) " puw 4tant Iespace des points fixes de w. Cela
prouve (13.8). O

En décomposant chaque KTF en réunion des K% pour v € N(F), on
déduit de (13.7), (13.8) et (13.9) I'égalité

tracew(f) = Z (—1)dim™) f(k)tracemr(k)dk.  (13.10)

(F,v)EFac™(GQ) Kz
FCBr

La somme en F est finie puisque F C Bpr. La somme en v ne l'est pas
forcément, mais on peut imposer de plus a v d’appartenir a I'image par wg

du support de f. Alors la somme devient finie. Rappelons que cela vaut pour
toute f € Co.(KI/H) et tout R assez grand.

14. Une variante de la formule de Meyer—Solleveld

Considérons I'ensemble Trip(G) des triplets (F, F',v) tels que :

o Fet .7-;’ sont deux facettes de 'immeuble et F appartient a 'adhé-
rence F' de F';
e v appartient & N(F) NN (F').

Deux tels triplets (F, F’,v) et (Fy,F;,v1) sont dits conjugués si vy = v
et 8l existe g € G(F) tel que gF = Fy et gF' = F;. Pour tout (F,F',v) €
Trip(G), on va définir un nombre réel z(F, F’,v). On ne perd rien & supposer
que F' (donc aussi F) est contenue dans App(A). Introduisons le sous-tore
A de G comme en (4.6) et (4.7). La facette F’ détermine un sous-espace
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parabolique P%, de G’ et un sous-tore A%, de A, dont le commutant M,
dans G% est une composante de Levi de P%,. On sait que P, détermine
une chambre ouverte C’f}” dans I'espace X, (A%, )®zR. Ce dernier s’identifie
a A%,. Or on a muni A, donc aussi A%, d'une structure d’espace euclidien.
Notons B la boule de centre 0 et de rayon 1 dans cet espace. On définit
z(F,F',v) comme le quotient de la mesure de BN CZL par la mesure de B.
Il est clair que

(14.1) pour deux éléments conjugués (F, F’',v) et (F1,F1,v), on a
Z(.F,f/,V) = Z(Flafial/)'
Montrons que

(14.2) soit (F,v) € Fac™(G) et soit M" un espace de Levi de G% ; d’apres
5(6), a tout P € P(M") est associée une facette, notons-la Fp., et
on a (F,Fpv,v) € Trip(G); alors

Z z(F, Fpv,v) =1.

PveP(Mv)

Pour le prouver, on peut encore supposer que F C App(A4) et que M
contient A. On note Af; le plus grand tore déployé de G commutant a
M et on pose Ay; = X.(A{;) ®z R. Les chambres dans Af,; associées
aux différents P¥ € P(M") sont disjointes et leur réunion est dense dans
AX;- Donc la somme des mesures des intersections de ces chambres avec la
boule de centre 0 et de rayon 1 dans Ag; est la mesure de cette boule. Cela
prouve (14.2).

Pour (F,v) € Fac*(G) et pour un entier R > 0, notons Er(F,v) l'en-
semble des F; € Fac(G) telles que Fy C Bp et (F1, F,v) € Trip(G). Posons

ar(Fov)= > (=)W (F, Fo).
]:1€ER(]:,D)

Pour (F,v) € Fac™(G), on a défini les fonctions ¢r, et ¢r . cusp SUL
G%(Fy), que I'on peut considérer comme des fonctions sur G(F'). Montrons
que, pour f € CC(KI/H) et pour R assez grand, on a ’égalité

tracen(f) = > z(Fv) / F(E)bF b cusp (k) dE. (14.3)
(F,v)€Fac*(G) Kz
Démonstration. — Fixons (F,v) € Fac*(G). On définit une fonction fr ,
sur K% par fr,(g9) = fo+ f(gk) dk. On peut la descendre en une fonction
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sur G%(F,). Alors

f(k) trace mx(k Z fru(@)dr.(z).

Kz Y (Fy)

On calcule ¢r, en appliquant la formule (2.5). On a expliqué dans le pa-
ragraphe 5 que les sous-espaces paraboliques de G- correspondaient bi-
jectivement aux facettes F' dont I’adhérence contient F et telles que v €
N(F'). Autrement dit aux facettes F' telles que (F,F',v) € Trip(G).
D’aprés (14.2), pour une telle facette F’ correspondant & un sous-espace
P, on peut choisir 2(PY%)) = z(F, F',v). Un espace de Levi MY, s’identi-
fie a G, et resf/lﬁ (¢r,) s’identifie & ¢, d’apres (10.1). I en résulte que
f’
PIO]cusp M> (¢r,) s’identifie & @F/ 1 cusp. A ce point, la formule (2.5) donne
£ ]:/

Z fru(@)dr. (@)

= (Fq)

= Z Z Z(Jrvf/7V)ff,u(x)¢f’,u,cusp[P.I;-"](x)'

r€G%L(Fq) F'€Fac(G)
(F,F' v)eTrip(G)

Fixons F' intervenant dans le membre de droite. On voit que

Z f}—,l/(x)d)f’,l/,cusp[P_l;:/](l') = Z f]: l, qf)]:/ UCUSP[P}-/]( )

r€G%(Fy) z€P%(Fy)
= Z ff’,u(x)¢f',u,cusp<x) = / f(k)¢f’,u,cusp<k) dk
z€GY,(F,) Kz
D’ou
f(k) trace mr (k) dk
Ky

- Y (FFw /K SR8 cump ()

F'€Fac(G)
(F,F'w)eTrip(G)

Reportons cette égalité dans la formule 13(10). On obtient
tracew(f) _ Z (_1>dim(}‘u)

(F,v)EFac™ (G)
FCBr

> 2(F, F,v) /K  F )97 cusp (k) dk.

F' €Fac(G)
(F,F' v)eTrip(G)

- 960 —



Caracteéres de représentations de niveau 0

On change F en F; et F' en F et on intervertit les sommations. Il suffit
d’appliquer la définition de zi(F, ) pour obtenir la formule (14.3). |

On a fixé une facette F, C App(A). Fixons une facette ouverte Fy, C
App(A) dont 'adhérence contient F,. On pose KV, = Kg-**. Ce groupe est

contenu dans KO Pour toute f € C.(K]/H), notons f,, la fonction sur G(F)
définie par fu(g) = [ Ko, f(k—tgk)dk. Elle appartient encore a C,.(K] I JH).
Montrons que la formule (14 3) entraine

trace w(f) = Z mes(KY, N K%)_IZR(]:» v)
(F,v)EFac*(G;A)

. Jox (k)P r 1 cusp (k) dk. (14.4)

Démonstration. — A tout élément (F,v) € Fac™(G; A), associons l'en-
semble Xz, des éléments (k(F),v) quand k décrit K2,. On a

(14.5) quand (F,v) décrit Fac*(G; A), la réunion des Xr, est Fac*(G)
tout entier.

En effet, soit (F1,v) € Fac*(G). On sait que on peut fixer g € G(F)
tel que F' = g(Fy) soit contenue dans I'adhérence de F,. Le groupe KY,
est un sous-groupe d’Iwahori associé a une facette de App(A). On a donc
la décomposition G(F) = K? Normg ) (A)KY,. Ecrivons ¢! = kinky
conformément & cette décomposition. On a K9 C K%, donc ko fixe F'.
Alors Fy = kin(F’). Le couple (n(F’),v) appartient & Fac*(G; A) et on a
(F1,v) = k1(n(F"),v). Cela démontre (14.5).

Pour deux éléments (F, v) et (F',v') de Fac*(G; A) les ensembles X (F, v)
et X(F', 1) sont disjoints ou égaux. Ils sont égaux si et seulement si v = v/
et il existe k € K, tel que F' = k(F). Les facettes F et F' étant toutes
deux dans App(A), on sait que cette derniére condition ne peut étre vérifiée
que si F' = F (cela se voit comme en (13.6)). Autrement dit, les ensembles
X(F,v) et X(F',v') sont toujours disjoints si (F,v) # (F',v’). On peut
alors récrire la somme (14.3) comme une somme sur les (F,v) € Fac*(G; A)
suivie d’'une somme sur les éléments de X (F,v). Cette derniére est aussi
une somme sur les (k(F),v) pour k € K% /K? N K%. Le terme que l'on
somme est

r(bF)) [ F@0 () o
K

L’intégrale se récrit

f(kwk_l)¢k(]—'),u,cusp(kmk_1) dz.
K%
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Il résulte de (10.4) que ¢p(r)vcusp(kTk™) = ¢F ycusp(x). D’autre part,
parce que By est invariant par K, on voit que zg(k(F),v) = zr(F,v). La
contribution de X (F,v) est donc

ZR(]:’ V) d)]:,u,cusp(x) Z f(k‘:l:k_l)dx

K5 kEKD, /KO, NKY
On voit que la somme intérieure est égale a
0 0y\—1

mes(K,, N K7)™" fux().

En rassemblant ces calculs, la formule (14.3) devient (14.4). O

15. Descente aux sous-groupes de Levi

Considérons un entier N > 0. Soit P € F(Mmin). On note X, (P)
I’ensemble des x € App(A) tels que a(x) > N pour tout a € X(Up). Si
Q € F(Myin) et Q C P,on a Up C Ug donc X{(Q) C X3 (P). On pose

Xy(P)=XyP) - | XR@:
Qef(Mmin)ngp
Les ensembles X (P) et Xn(P) sont des réunions de facettes (parce que,
pour tout o € X, ’ensemble T, contient Z). On a

(15.1) pour toute facette F € Fac(G; A), I'ensemble des P € F(Mpin) tels
que F C X (P) posséde un unique élément minimal; celui-ci est
l'unique P € F(Muyin) tel que F C Xy (P).

Démonstration. — Fixons x € F. Notons 3¢(z), resp. X4 (z), 'ensemble
des éléments a € X tels que a(x) = 0, resp. a(z) > 0. L’ensemble Yo (z) U
Y. (x) est clos, c’est-a-dire que pour deux éléments a, 3 de cet ensemble
tels que a + 8 € X, a + B appartient encore a cet ensemble. La réunion
de 3p(z) U X4 (z) et de son opposé Lo(z) U (—X4(z)) est ¥ tout entier.
Il en résulte qu’il existe P, € F(Mmin) tel que X(P,) = Xo(z) U X4 (2)
et X(Up,) = X4 (z). On note M, la composante de Levi de P, contenant
M in- Choisissons un sous-groupe parabolique minimal Py € P(Mpin) tel
que Puin C P,. Notons A la base de ¥ associée & Ppin, AM= le sous-ensemble
des @ € A qui interviennent dans M, et notons Ay le sous-ensemble des
a € A tels que a(x) > N. Il correspond & cet ensemble un sous-groupe
parabolique P contenant P : A — Ay est 'ensemble des racines simples
intervenant dans la composante de Levi M de P qui contient My;,. Pour
a € AM: on a a(z) = 0 donc a ¢ Ay. Il en résulte que M, C M donc
P, C P. Pour a € ¥(Up), a est combinaison linéaire a coefficients entiers
positifs d’éléments de A et au moins un élément de Ay intervient avec un
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coefficient > 1. Donc «a(z) > N. Cela entraine que z € X} (P). Il reste a
prouver que, pour tout @ € F(Mpiy) tel que z € Xiy(Q), on a P C Q.
Considérons donc un tel sous-groupe parabolique Q. Pour oo € £(Ug), on a
ax) > N a fortiori a(z) > 0. Donc X(Ug) C X4 (z), puis Ug C Up,. Cela
entraine P, C Q d’ou aussi Pyin C Q. A la composante de Levi L de
contenant M, correspond un sous-ensemble AL de A. Pour o € A — AL,
onaa € X(Ug) donc a(x) > N, ce qui signifie que o« € Ay. Donc L contient
M puis @ contient P. Cela achéve la preuve. g

Remarquons que

(15.2) T'ensemble X n(G) est compact.

Démonstration. — C’est le complémentaire de la réunion des X4 (P)
pour P propre. Or chacun de ces ensembles est ouvert. Donc Xy (G) est
fermé et il suffit de prouver qu’il est inclus dans un compact. D’apres la
preuve précédente, si z est un point de Xy (G), il existe Ppin € P(Mmin)
tel qu’en notant A la base de ¥ associée & Py, on ait 0 < a(z) < N pour
tout a € A. Pour chaque Py, 'ensemble des z vérifiant ces conditions est
compact. Il n’y a qu'un nombre fini de Ppjy,. O

Soit P € F(Mmin), notons M sa composante de Levi contenant My;y,.
L’application produit Uz (F) x M(F) x Up(F) — G(F) identifie I’ensemble
de départ a un ouvert dense de G(F'). On a déja fixé des mesures sur G(F)
et M(F). On munit les groupes Up(F) et Up(F) de mesures de Haar de
sorte que, pour toute fonction f € C°(G(F)), on ait I’égalité

/ f(g)dg :/ f(amu)dp(m) du dm da.
G(F) Up(F)x M(F)xUp(F)

LEMME 15.1. — Il existe un entier N > 0 de sorte que, pour toute fonc-
tion f € C.(KL/H) et pour tout (F,v) € Fac*(G; A) tel que F C Xi(P),
on ait les propriétés suivantes :

(i) si M ne contient pas Mr,,,

f**(k)¢f,u,cusp(k) dk = 07
Ky

(ii) si M contient Mx ,,

f**(k)¢]-',u7cusp(k) dk
Ky

= meS(K}t N UP(F))/ . f**}[P] (k)(b]-‘M,z/,cusp(k) dk.

FM

Rappelons que la fonction ¢zu , oysp a été définie en 10.
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Démonstration. — On fixe un entier ¢ > 1 de sorte que

Vael, |cor|<ec, |c;;f*| <cet Uy_. CH. (15.3)

On impose a N de vérifier

N > 3c. (15.4)

D’autre part, puisque K| /Z(G)(F) est compact, on peut aussi imposer

(15.5) soit m € M(F) et, pour tout a € X(Up), soit u, € Uy(F); sup-
posons mHaeE(UP) Uy € K (pour un ordre fixé quelconque sur
X(Up)); alors uy € Uy, y—1 pour tout a € X(Up).

Soit (F,v) € Fac*(G; A) tel que F C X (P). Supposons d’abord que M
contient Mz ,. Grace au lemme 6.1, on a 1’égalité

f**(k)¢f,u,011sp(k) dk
Kz

:/ fax(@mu) @ r 1, cusp (tmau) du dm da.
K;mUP(F)xK;M xKEnUp(F)

Dans l'expression ci-dessus, on a ¢r , cusp(Wmu) = ¢rum ,, cusp(m) d’apres
(10.2) et parce que ¢y cusp est invariante par K . Pour a € X(Up), on a
Ca, 7 < —N d’aprés Phypothése F C X} (P). Les relations (4.5) et (15.3)
et (15.4) ci-dessus entrainent K~ NUy(F) C H. Dans 'expression ci-dessus,
on a donc w € H, d’ou fi(umu) = fi(mu). La formule ci-dessus se récrit

f**(k)¢f,u,cusp(k) dk
Ky

—mes(KENUp(E)) [ bm)orsens(m) dm, (15:0)

v
K]_-I\/I

P(m) = /K;QUP(F) frx(mu) du.

Mais K N Up(F) est produit des K N Uy(F) pour a € X(Up). En uti-
lisant (4.5), (15.5) et I'hypothése F C Xj(P), on voit que, pour tous
m € M(F) et u € Up(F), la condition mu € K| impose u € K+ NUp(F).
Puisque f, est & support dans Kl ona frw(mu) =0siu ¢ K;QUP(F). On
peut donc remplacer dans la définition de 1 l'intégration sur Kji_ NUp(F)
par l'intégration sur Up(F) tout entier. Alors ¢(m) = 6]3(777,)71/2]0**7[13] (m).
Mais on integre sur m € KY%,,. L'image d'un tel m dans M,q(F') appar-
tient & un sous-groupe compact donc dp(m) = 1. On peut donc remplacer
la fonction v par f,, p) et la formule (15.6) devient celle du (ii).

ou
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Supposons maintenant que M ne contient pas Mz ,. Remarquons que,
puisque fi est a support dans KI, Iintégrale a calculer est nulle si K] ne
coupe pas K%. On peut donc supposer que K] coupe K. Cela implique que
veN(F) et que K NK% = KV N K. Notre intégrale vit en fait sur cet
ensemble. Fixons un point z, € FJ. Toute racine a € ¥ — YMF.v est non
constante sur F”. On peut donc fixer un point x € F" tel que, en posant
v = x—x,, on ait a(v) # 0 pour tout a € ¥ —XM#.v. Considérons I'ensemble
des sous-groupes paraboliques P’ € F(Mpin) tels que a(v) > N —c pour tout
a € X(Upr). La condition (15.3) et I'hypothese F € X}, (P) entrainent que
P appartient & cet ensemble. La méme preuve qu’en (15.1) montre que cet
ensemble possede un unique élément minimal. On note @ cet élément et L sa
composante de Levi contenant Mp,;,. Ona donc Q C Pet L C M. A fortiori,
L ne contient pas Mr ,,. On pose Q' = Mz ,NQ, L' = Mz ,NL. Alors Q' est
un sous-groupe parabolique propre de Mx , et L’ est sa composante de Levi
contenant Mp;,. Il existe une unique facette F’ telle que F’ coupe le segment
[4, z] selon un ouvert de ce segment et que = appartienne & ’adhérence de
cette intersection (il se peut que F' = F). De méme, il existe une unique
facette JF, telle que F, coupe le segment [z, 2] selon un ouvert de ce segment
et que x, appartienne a I’adhérence de cette intersection. Montrons que

veN(F)etveN(F);
K;NKY%C K;i C K/ et KINKY C K%, C K%; (15.7)
M]:ivV Cc L et Mg, C L.

On consideére le cas de F', celui de F, étant analogue. Soit g € K} N K.
Alors laction de g fixe x, et z. Elle fixe donc tout point du segment. En
particulier, elle fixe un point de F’ et g appartient a K},. Puisque wg(g) =
v,onav e N(F) et ge K%. L'inclusion K%, C KY% est évidente si
F' = F. Sinon elle résulte de (5.5) car F est incluse dans 'adhérence de F'.
L’intersection de F’ et du segment [z, ] est contenue dans ’ensemble des
points fixes d’'un élément g comme ci-dessus, donc incluse dans F'”. Puisque
cette intersection est ouverte dans le segment, une racine a qui est constante
sur F'¥ annule v. D’apres le choix du point z, cela entraine o € ZM7v. Cela
entraine aussi o € X puisque, pour une racine 8 € %, on a |5(v)| > N —c.
Donc a € %, d’ot 'inclusion Mz, C L. Cela démontre (15.7).

Une conséquence de ces propriétés est que
K;NK7z=K% NK%.
Les groupes qui conservent ces espaces sont donc aussi égaux, c’est-a-dire

K)NK} = Ky NK%,.
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On choisit un sous-groupe parabolique P’ de G contenant My, et tel
que P'N Mz, = Q. L'ensemble X(Up/) se décompose en X U X7, ot
Y = %(Ug) et ©F est son complémentaire. On ordonne X (Up:) de sorte
que les éléments de X7 soient inférieurs & ceux de X7 . On ordonne %(Up/) =
—¥(Upr) de sorte que les éléments de —X3 soient inférieurs & ceux de —X7 .
On applique le lemme 6.1 & (F’, v) et au couple (P’, L’). C’est loisible puisque
Mgz, C L'. On a donc

KY, = [I ERnU.p) | (&EnL(E) | [ KR nU-oF)
aeX(Upr) aeX(Upr)

Une décomposition analogue vaut pour K%, . Puisque les produits ci-dessus

sont directs, on obtient une décomposition

K/NKy =K% nKy = [ Ko|KL | [ Eeol
aeX(Upr) aeX(Upr)
ot K7, = K NK% NL'(F) et, pour tout e € E(Up),
Kig= K?Ti NKY NUso(F) = KON K%Y N UL (F).
Cette décomposition se récrit
K!NKY =K, K; K{, KK,

ou, pour ¢ = 1,2 et € = %, K est le produit des K., pour o € E;". On peut
remplacer notre intégration par une intégration sur le membre de droite
ci-dessus (en choisissant convenablement une décomposition de la mesure).
D’ou

f**(k)¢f,u,cusp(k) dk
Ky

=),

Pour o € X7, a n’intervient pas dans Mz, et il résulte du lemme 6.1 que
KYNUso(F)=KENUgo(F). Donc Ky, C K¥. La fonction ¢x , cusp st
invariante par ce groupe, donc, dans la formule ci-dessus, on a
OF wonsp (kg by krrk{ k) = 67 v.cusp(ky k).

Pour a € Xf, «a intervient dans Uy donc dans Ug. Donc a(v) > N — c.
On a a(v) = a(r) — a(z) < c;}- — Ca,r,. Grace & (15.4), on en déduit que
Co.7 > Ca,F,. Grice a (4.4) et (4.5), cela entraine que KYNU,(F) C K¥,
d’ou aussi K, C K}. Pour la méme raison que ci-dessus, on obtient

¢f,u,cusp(k; kL’kf) = (b}-,l/,cusp(k; kL’)-

e BT bk kS )07 v cusp (K by ok k) diy . dkf

5 K]
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Toujours pour & € —%7, «v intervient dans Ug donc a(v) < —N +ec. Puisque
a() = a(z) — a(xy) > car — c;r’]_-*, on déduit de (15.4) que cor < —c.
Grace & (4.4) et (15.3), cela entraine que K% N U,(F) C H. Donc K, =
K9NU,(F) C H. Puisque H est distingué dans K et que f,, est invariante
par ce groupe, cela entraine d’abord 1’égalité

f**(kEkl_kL'ka?) = f**(kQ_kL/krk;)'

Cela entraine aussi que K; = K3NUg, (F). A ce point, on obtient la formule

f**(k)d)]:,u,cusp(k) dk
Ky

:/ f**(kgkL/krk;)d)]:,u,cusp,Q’ (kL’) dk;dkL/dkf—dk;, (158)
Ky K KK

N

ou
(b}',l/,cusp,Q’(kL') = / ¢f,u,cusp(akL’) da.
K9NUg (F)
L'image de K% N Q(F) dans Gx(F,) est le groupe des points sur F, d'un
sous-groupe parabolique de Q’ de G r et I'image de K9 NL(F) est le groupe
des points sur F, d'une composante de Levi L' de Q. D’aprés le lemme 6
appliqué a F' et au groupe L', on peut fixer n € Normp, (py(A) N K%, A
fortiori n € K'%. Notons n I'image de n dans G%-. L'image w de n dans
W appartient a WL, La compatibilité des actions de n et de n entraine
alors que la conjugaison par n conserve Q' et L/. Alors Q¥ = nQ’ est un
sous-espace parabolique de G% d’espace de Levi L' = nL/. Introduisons le
sous-tore A de Gz comme en (4.6) et (15.9). Identifions A a X,.(A) ®z R.
Au groupe L/ et a l'espace L'” correspondent des sous-espaces Ar et AY,.
Ce dernier n’est autre que le sous-espace des points fixes de w agissant dans
le premier. Or, puisque L’ = Mz, N L, Ars contient le sous-espace A .
Puisque w € WL/7 il agit trivialement sur cet espace donc Ay, contient lui
aussi Az/. Puisque L' ne contient pas Mz ,, cela entraine Aj, # A%. Donc
L' est un sous-espace de Levi propre de G%. En considérant les fonctions
GF v.cusp €6 O x , cusp. o comme des fonctions sur G'%(Fy) et L'"(F,), on voit

que ¢r , cusp gy €St €gale a resSE (¢F,v,cusp), & une constante non nulle pres
provenant des choix de mesures. Mais ¢x ,, cusp €st cuspidale et le sous-espace
L'” est propre. Donc ¢z ,, ., o = 0. Alors I'égalité (15.8) démontre (i). [

Considérons le cas ou M contient Mx,. On projette I'appartement
App(A) sur App™(A). Comme dans la preuve du (i), on peut construire
un segment [z4,z] et des facettes F, et F'. Comme dans cette preuve, on
obtient la décomposition

KON K = (K£ N Up(F)(K? 0 K% 0 M(E) (K0 Up(F))
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et I’égalité

K;NKENM(F)= Ky N K3y NM(F).
Les facettes F,, F., ' et F se projettent dans des facettes FM, ]-';M, F'M et
FM de App™ (A). Notons =M et 2™ les projections de z, et 2. Ces points et
les facettes précédentes sont dans la méme situation que x,, x et les facettes
Fu, FL, F' et F. Clest-a-dire que zM € FM oM ¢ FM les facettes FM

et 7'M coupent le segment [z}, 2] selon des ensembles ouverts, = est

adhérent a f;M et M est adhérent & F'M. 1 en résulte que

K;)__,M n Kg_.,M = KiW,O n K_(;;M,

ol on a posé KMO = K%y. Or M contient M}'i et Mz . D’apres le lemme 6,
on a donc K;QM = KOi NM(F) et Kg__, M= K%/HM(F). Toutes ces relations
conduisent a ’égalité
KNKYNM(F)= KMO'NKYy
et la décomposition ci-dessus devient
KINKY = (KENUp(F)(KM°N K% ) (K2 N Up(F)).
On peut appliquer les mémes constructions en remplagant la facette F, par

Fix (a priori, il pourrait étre nécessaire d’accroitre N, ce qui serait sans
conséquence, mais on vérifie que ce n’est pas méme nécessaire). D’ol

K0, NKY = (KF N Up(F)(KMO 0 K% ) (K, N Up(F).  (15.9)

16. Un résultat d’annulation

Fixons N tel que le lemme précédent soit vérifié pour tout P € F(Mpin)-
Pour tout tel P et pour tout f € C,(KI/H), définissons

By r(P, f)

= Z meS(KE* m K_(/"J:)ilzR(fv V) f**(k)¢f,v,cusp(k) dk
(F,v)€Fac™ (G;A) Kx
]:CXN(P)

D’apres (15.1), la formule (13.4) se récrit
tracer(f)= > Bnr(Pf) (16.1)
PeF(Mmin)
pourvu que R soit assez grand.

Fixons P et notons M sa composante de Levi contenant My,;,. D’apres
le (ii) du lemme 15.1, ne contribuent & By g(P, f) que des éléments (F,v)
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tels que M contient Mz ,,. Notons Y (P) I'ensemble des (F,v) € Fac™(G; A)
tels que F C Xn(P) et M contient Mg ,. Pour (F,v) € Yn(P), le lem-
me 15.1 (i) calcule I'intégrale intervenant dans By (P, f). La relation (15.9)
conduit a I'égalité

mes(K?, N K%) ' mes(KF NUp(F))
=mes(K?, NUp(F)) ' mes(KM N K%.,)~h

Ainsi

By.g(P, f) =mes(K, NUp(F))™" > mes(K}N0NK%w) " 2r(F,v)
(Fw)eYn(P)

/KV f**,[P](k)¢]:M,u,cusp(k) dk.

FM

Pour tout (Far,v) € Fac®(M;A)G—comp, notons Yy (P, Far,v) Pensemble
des F € Fac(G; A) telles que (F,v) € Yn(P) et FM = Fj;. La formule
ci-dessus se récrit

Bn.r(P, f) = mes(K%, NUp(F))~!

Z mes(K\*NKY ) en r(P, Fu,v)
(-7'-1\/1ay)eFaC*(M;A)chomp

/KV f**,[P](k)d)}-M,u,cusp(k) dka (162)

F
ou

ZN7R(P,]:M,I/) = Z ZR(.F,V). (16.3)
]‘-EYN(P,]‘-M,V)

De méme que l'on a défini les sous-ensembles X (Q) et Xn(Q) de App(A4)
pour Q € F(Myin), on définit les sous-ensembles X' M (Q) et XM (Q) de
AppM(A) pour Q@ € FM(Mys,). Notons By la boule dans Ay, de centre
0 et de rayon 1. Le sous-groupe parabolique P définit une chambre Cp
dans Aj;.

PRrROPOSITION 16.1. — S7 R est assez grand relativement a N, les pro-
priétés suivantes sont vérifiées pour tout (Far,v) € Fac™(M; A)G—comp -

(i) si Far est contenu dans XN (M) et F¥, est réduit a un point,
2N r(P, Fur,v) = mes(By N Cp)mes(By) ™1 ;

(ii) sinon, zn r(P, Fum,v) =0.
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Démonstration. — D’apres la définition (16.3) ci-dessus et celle de
zr(F,v) donnée dans le paragraphe 13, on a
ZN,R(P7]:M7Z/) = Z Z (_1)dim(}'{’)z(]_~1’]:) V).

FeYN(P,Fm,w) Fr€ER(F,v)

Pour simplifier la notation, on change F en F’ et F; en F. En se rappelant
les définitions, on obtient

enr(P, Far,v) = §: (—1)dimF") }: 2(F,F',v), (16.4)
FCBRr(A) F'€YN(P,Fn,F,v)
veN (F)

ot on rappelle que Bgr(A) = B N App(A) et olt on a noté Yy (P, Fpr, F,v)
'ensemble des F' € Yy (P, Far,v) telles que F C F'. Plus explicitement,
Yn (P, Far, F,v) est Pensemble des facettes F' € Fac(G; A) telles que v €
N(F), F' € Xy(P), M contient Mz ,, F'M = Fpr et F C F'.

Notons ¥ l’ensemble des facettes F € Fac(G; A) qui coupent ’ensemble
paf (F¥). Daprés le lemme 7.1(i), pour toute F € ¥, on a v € N(F)
et F¥ = F N py (Fy). Lensemble py/(FY,) est réunion disjointe des F
pour F € V¥ et cette décomposition est une décomposition en facettes qui
sont toutes des polysimplexes comme on ’a vu au paragraphe 5. Notons ¥ g
I'ensemble des F € U telles que F C Br(A). Puisque Bg est une réunion
de facettes, pour F € Fac(G; A), on a F € Ug si et seulement si F coupe
ensemble py; (F%;) N Br(A). L'ensemble py; (F%,) N Br(A) est réunion
disjointe des F* pour F € Up.

Considérons une facette F € Fac(G; A) telle que v € N(F) et que len-
semble Yy (P, Far, F,v) ne soit pas vide. Pour 7' € Yn (P, Far, F,v), on a
F'v = F'0py) (FY,) d’apres le lemme 6.1, donc F'¥ C py, (F¥;). Les condi-
tions v € N(F) et F C F' entrainent F* C F'¥ d’aprés (5.2). Donc F € V.
Si de plus F C Br(A), on a F € Ug. Dans l'expression (16.4), on peut donc
remplacer I’ensemble de sommation en F par Ug.

Considérons F € Vg et F' € Yn(P,Fu, F,v). Les conditions v €
N(F"), M contient Mz, et F'M = Fy, entrainent A%, = Az~ d’apres
le lemme 6.1. Rappelons qu’en posant L = Mz, ., cet espace n’est autre
que Ay comme on I'a vu au paragraphe 5. Au paragraphe 13, on a dé-
fini une chambre Cf}" dans cet espace. Elle est définie par des inégalités
a(z) > 0 pour un certain ensemble de a@ € ¥ — X, 1l est bien connu que
les annulateurs dans Aj des racines dans ¥ — ¥ découpent cet espace
en chambres (minimales) associées aux sous-groupes paraboliques de com-
posantes de Levi L. Pour tout tel sous-groupe @, notons Cg la chambre
associée. Alors la chambre C;_-,’V est réunion disjointe d’un certain nombre
de chambres Cg et de sous-variétés fermées de mesures nulles. Rappelons
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que z(F,F',v) = mes(By N C%")mes(Br)™! ot By, est la boule dans Ay
de centre 0 et de rayon 1. On a donc

2(F, Fv) = Zmes(BL N Cg)mes(Br) ™",
Q

ol () parcourt les éléments de P(L) tels que Co C CZ%”. Inversement, par-
tons de F € Wg et d'un sous-groupe parabolique Q € P(L). Il y a au
plus une facette F' € Yn (P, Fum,F,v) telle que Cg soit contenue dans
C7¥. En effet, posons L = My, et identifions A% & Ap. La condition
Fv C pjwl (F¥,) entraine que L C L. La chambre CZL" associée A une fa-
cette F' € Yy (P, Far, F,v) est déterminée par un sous-groupe parabolique
QL € PL(L). La condition Cg C CLY équivaut & ce que Q N L = QL. Plus
concretement, fixons un élément pg € C en position générale. 11 existe une
unique facette telle que, pour z € FY, il existe € > 0 tel que le segment
|z, x4 €epg) soit contenu dans cette facette. Notons-la F[Q]. Alors I'ensemble
des F' € Yn(P, Fu, F,v) telles que Cg soit contenue dans CLY est soit
vide, soit réduit a cette unique facette F[Q]. Notons Ur[Q] 'ensemble des
F € Up telles que F[Q)] appartient & Y (P, Far, F,v). L'expression (16.4)
se récrit

N, r(P, Fum,v) = Z mes(Br, N Cg) mes(BL)leMR[Q], (16.5)
QEP(L)

ou

ZnglQ = Y (~1)ImO),

FeVr[Q]
Fixons @ € P(L) et F € Y. Montrons que

(16.6) F € Wg[Q] si et seulement si pour z € F, il existe € > 0 de

sorte que le segment |z, x +epg] soit contenu dans py; (FY,) et dans
Xn(P).

En effet, ce segment est contenu dans F[Q]. Si F € ¥g[Q], on a F[Q] €
Yn (P, Far, F,v). Donc F[Q] C Xn(P) et le segment lui-méme est inclus
dans Xy (P). D’autre part, F[Q] C py; (Fur), donc ]z, x + epg] est in-
clus dans cet ensemble. Sa projection |pas(z), par(z) + epar(pg)] est incluse
dans Fj; mais aussi dans pa(z) + Ar/Aup puisque pg € Ap. Or, puisque
A = Any,,, et que py () appartient a F¥,, lintersection de Fys et de cet
espace affine est égale & F¥,. Donc |z, x + epg| est contenu dans py; (F%,).
Inversement, supposons la conclusion de (16.6) vérifiée. Alors la facette F[Q)]
contenant notre segment coupe pxj (]:"]’(/[) Parce que I'on suppose pg en po-
sition générale, la facette F[Q] coupe cet ensemble selon un ouvert. D’aprés
le (ii) du lemme 7.1, cela entraine que v € N(F[Q]), M contient Mz(q), et
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FIQIM = Fas. Il est clair par construction que z appartient & F[Q], donc F
tout entiere est contenue dans F[Q]. Enfin F[Q] coupe Xy (P) et est donc
incluse dans cet ensemble. Toutes les conditions sont vérifiées pour que F[Q]
appartienne & Yn (P, Far, F,v), autrement dit pour que F appartienne a
UR[Q]. Cela prouve (16.6).

Pour @ et F comme ci-dessus, étudions la condition : |z, z + epg) est
contenu dans py; (FY,), ce qui équivaut & ce que le segment fermé [z, z+e€pq)
soit contenu dans le méme ensemble. En posant ™ = pys(z) et pg =
pm(pg), la condition équivaut a ce que [z zM + epg ] soit contenu dans
.731@[. Remarquons que 2 appartient & la facette F™ qui contient pys(F),
plus précisément ™ appartient au sous-ensemble FM¥ qui est une facette
de F 17~ Supposons d’abord que YM est un systeme de racines irréductible
et utilisons la description de ’ensemble 71”% donnée au paragraphe 5. On
y supprime les exposants v pour simplifier la notation. L’ensemble ]31’\’/[ est
I'enveloppe convexe d’une famille de points (s;);cs. Le point 2™ appartient
a la facette FM¥ de cette enveloppe, a laquelle est associé un sous-ensemble
non vide Irm,» C I. En fixant un point s € .73]’\’/[, on peut écrire M — 5 =
> icrai(si — s) avec des a; > 0 pour i € Ipm.v, a; = 0 pour i € I — Irnmy
et > ,cra; = 1. Tout élément de Ap/Ap peut s’écrire de fagon unique
> icr Ai(si — s) avec des réels \; tels que ), ; Ay = 0. En particulier, on
peut écrire ainsi pg = > icr Ai(s; — ). Supposons d’abord |I| > 2. Parce
que pg est en position générale, on a A; # 0 pour tout ¢ € I. Notons Ig
I’ensemble des i € I tels que \; < 0. Cet ensemble est non vide puisque la
somme des A; est nulle. Remarquons que, pour la méme raison, on a Ig # I.
On a zM +epg —s=,c;(a;+€eX;)(s;—s). La condition pour que z* +€pg
appartienne & ’enveloppe convexe de la famille (s;);c; pour € assez petit est
donc que a; > 0 quand A; < 0. Autrement dit Iy C Irm,.. Si maintenant
I n’a qu'un élément, forcément égal & s, on a 2™ = s et pg = 0. Donc
le segment [zM M + epg] est réduit au point ™ et est inclus dans ]31’(/[
En posant formellement I = I, le résultat est le méme que dans le cas
|I] > 2. Tl est facile d’étendre ces résultats au cas général ot XM n’est plus
supposé irréductible. On décompose ¥ en 2 x ... x E,ﬂ/[ ou les Z{Vj sont
irréductibles. Soit I € {1,...,k}. A F¥,, resp. F, resp. pg, est associé une
famille de points (s;,1)ic1,, resp. un sous-ensemble non vide Izum.. ; C I, resp.
un sous-ensemble non vide Ig; C I;. On note I, resp. Ixm.., Ig, la réunion
disjointe des I, resp. Irum.v g, Ig;. Alors

(16.7) ]z, 2 +epg) est contenu dans py;' (FY,) si et seulement si Ig C Irav.

On conserve () et F et on suppose que le segment |z, 2+€pg] est contenu dans
pfwl (F%). On a déja remarqué que, parce que l'on suppose pg en position
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générale, cela entraine qu'il est en fait contenu dans pj,; (F¥;). Etudions la
seconde condition : |z, z + €pg| est contenu dans X (P). Montrons d’abord

(16.8) si Fas n'est pas contenue dans X ¥ (M), |z, x+€pg] n’est pas contenu
dans Xy (P).

Si Far n'est pas contenue dans X &7 (M), on peut fixer un sous-groupe
parabolique PM € FM(Mpyn) tel que PM # M et Fi; est contenue dans
X}VM(PlM ). Notons P; le sous-groupe parabolique contenu dans P et tel
que P, N M = PM. Supposons que notre segment soit inclus dans X (P).
Soit y un point du segment et soit o € X(Up,) = X(Up) U EM(UP11\4). Si
o € X(Up), on a a(y) > N par définition de Xn(P). Si a € E(Upnm), on a

aussi a(y) > N parce que pys(y) € F et que F est contenu dans X}VN(PIM).
Cela prouve que y appartient & X7 (P;). Parce que Py C P, cela contredit
Ihypothése que y appartient & Xy (P). On a prouvé (16.8).

Supposons que Fps est contenue dans XA (M). On peut fixer un sous-
groupe parabolique minimal PM € PM (M) de M de sorte que Fy soit
contenue dans l'adhérence de la chambre positive associée a ce parabolique.
Autrement dit, en notant AM la base de ¥ associée & Ppin, on a a(y) >0
pour tout o € AM et tout Yy € Fur. On note Pin I'unique sous-groupe
parabolique contenu dans P et tel que Py, N M = PM _ On note A la base

de X associée & Ppi,. Soit y € pl\_/fl (Far). Alors
(16.9) la condition y € Xy (P) équivaut a a(y) > N pour tout & € A—AM,

En effet, la condition y € X (P) implique ces relations parce que A —
AM est contenu dans X(Up). Inversement, supposons ces relations vérifiées.
Toute racine a € 3(Up) est somme & coefficients positifs ou nuls d’éléments
de A et au moins un élément de A — AM intervient avec un coefficient
strictement positif. Puisque 5(y) > 0 pour tout 8 € A, cela entraine a(y) >
N. Donc y € X}(P). Si y n’appartenait pas & Xy (P), il y aurait un sous-
groupe parabolique P; strictement contenu dans P tel que y € Xn(P1).
Alors py(y) appartiendrait & XM (P N M). Puisque Py N M est un sous-
groupe parabolique propre de M, on aurait y ¢ XA (M), contrairement &
Ihypothése sur Fjs. Cela prouve (16.9).

Remarquons qu’une racine o € A—AM n’est pas constante sur p[j (]:"]’(/[)
Puisque pg est en position générale, on a donc a(pg) # 0. Notons Ap[Q)]
I'ensemble des a € A — AM tels que a(pg) < 0. On déduit immédiatement
de (16.9) que le segment |z, 2 + epg] est contenu dans py, (F¥;) pour € > 0
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assez petit si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

a(z) = N, VaecA-AM,
alz) >N, YacAp[Q]

Notons Ap x(F) l'ensemble des o € A — AM telles que a(z) = N (il ne
dépend que de F, pas du choix de z). Si la premiére condition ci-dessus est
vérifiée, la seconde équivaut & Ap n(F) N Ap[Q] = 0. Autrement dit

(16.10) le segment |z, = + epg| est contenu dans pj, (F¥;) pour e > 0 assez
petit si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

a(z) =N, Yae A—-AM;
AP,N(]:) N AP[Q} = 0.

Il résulte de (16.6) et (16.8) que, si Fjs n’est pas contenue dans XA (M),
alors Up[Q] est vide. Donc Zy g[Q] = 0. Cela étant vrai pour tout @,
on a zy,r(P, Far,v) = 0, ce qui démontre une partie du (ii) de I’énoncé.
On suppose désormais que Fys est contenue dans X4 (M). Notons ¥p x
l’ensemble des facettes F € U telles que, pour x € F, on a a(z) > N pour
tout o € A—AM (avec la définition ci-dessus de A, qui ne dépend pas de Q).
Il résulte de (16.6), (16.7) et (16.10) que ¥ r[Q)] est ensemble des F € ¥ n
telles que

IQ C Irmu;
AP,N(]:) n AP[Q] = 0.

Chacune de ces conditions est ouverte car, en passant de F a une facette
de son adhérence, Irm,. diminue tandis que Ap ny(F) augmente. On va les
convertir en conditions fermées. On remarque que, pour ¥ € Vg y, on a

0,

I, sinon;
IO zpp,0 =0
S b 4 SetAinadal=s
DCAP MPINAL[Q] 0, sinon.

Pour des sous-ensembles J C Ig et D C Ap[Q)], notons ¥r n[J, D] Pen-
semble des F € Ui n telles que J N Irm. = 0 et D C Apn(F). Alors la
fonction caractéristique de W g[Q)] est la somme des fonctions caractéristiques
des U n[J, D] affectées du coefficient (—1)I71+1P1, D’out

ZyvrlQ =Y > (—nVHPIzy g1, D, (16.11)

JCIlg DCAPpP[Q]
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ol
ZN,R[J7 D] — Z (_1)dim(]-'”).
.FG\I/R7N[J,D]

Fixons J et D. Il résulte des définitions que ¥ n[J, D] est I'ensemble des
F E U telles que FY soit contenue dans un certain sous-ensemble E[J, D] de
D LFY ¥r). Précisément, c’est I'ensemble des z € App(A) tels que

(16.12) (a) = € py (Fp);
(b) = € Br(A);
(¢) pa(x) appartient & une facette F,; de F%, dont 'ensemble de
points associés Iz v est disjoint de J;
(d) a(z) = N pour a € D tandis que a(x) > N pour o € A — AM
et a € D.

Cet ensemble est fermé et est réunion de facettes F”. Le nombre
Zy,r[J, D] apparait comme la caractéristique d’Euler—Poincaré de E[J, D].

Avec les notations introduites plus haut, posons J; = I; N J pour tout
l=1,...,k.OnaJ=,_, ,Ji. Pour toute facette Fry de F¥,, on a
de méme I o= Uiz, kIF et chaque ensemble I FU est non vide.

Un tel ensemble ne peut etre d15301nt de J; que si J; 75 I;. S’il existe [
tel que J; = I, Pensemble E[J, D] est donc vide et Zgr n[J, D] = 0. No-
tons J l'ensemble des sous-ensembles J C I tels que J; # I; pour tout
Il =1,...,k Supposons maintenant J € J. L’ensemble I — J définit alors
une facette de fK,I Fixons un point y™[.J] de cette facette. Puisque les élé-
ments de A — AM se restreignent en des formes linéaires sur Ay, qui sont
linéairement indépendantes, on peut fixer un point y[J, D] € App(A) tel
que pu(y[J, D)) = yM[J] et a(y[J,D]) = N pour a« € A — AM. Ce point
y[J, D] vérifie toutes les conditions pour appartenir & E[J, D], sauf peut-étre
la condition y[J, D] € Br(A). Mais, N étant fixé, les données sous-jacentes
intervenant sont en nombre fini. C’est clair pour les données P et (). Puis-
quon a supposé Fyy C XM (M), il n’y a qu'un nombre fini de telles facettes.
L’ensemble des v peut étre infini mais F}; ne dépend en fait que de I'image
de v modulo le groupe wg(Z(G)(F)) et ces images sont en nombre fini. En-
fin, J et D sont en nombre fini. On n’a donc qu’un nombre fini de points
y[J, D]. Si R est assez grand, tous ces points appartiennnent & Br(A). Sup-
posons qu'il en soit ainsi. Alors y[J, D] € E[J, D] et cet ensemble n’est pas
vide. Montrons que

(16.13) E[J, D] est convexe.

Les conditions (a) et (d) définissent évidemment des convexes. Il en est
de méme de (b) car on a imposé a Br(A) d’étre convexe. On vérifie que,
pour deux facettes .7-'1'\14’ et ]-'}QI” de F};, un point appartenant a un segment
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joignant un point de la premiere a un point de la seconde appartient a une
facette Fy;  telle que [y = C IvUlnv. Donc (c) définit aussi un convexe.
’ ’ M M

Cela démontre (16.13).

Puisque E[J, D] est un convexe non vide, sa caractéristique d’Euler—
Poincaré vaut 1, c’est-a-dire Zn r[J, D] = 1. On obtient

Inal@ =3 S~y

JeJ DCApP(Q)

La somme en D vaut 1 si Ap[@] = () et 0 sinon. La somme en .J se décompose
en produit sur [ = 1,...,k de sommes

E: (_1ﬂhk

JiCIqg,, i#D

Fixons l. Si I} n’a qu'un élément, alors Ig; = I; et le seul terme J; inter-
venant est I’ensemble vide. La somme ci-dessus vaut 1. Si I; a au moins 2
éléments, Ig; est un sous-ensemble non vide de I; et on a remarqué plus
haut qu’il n’était pas égal a I; tout entier. La condition J; # I; est donc
inutile dans la définition ci-dessus et la somme est nulle. On obtient que
Zr,n|Q) vaut 1 si Ap[Q] = 0 et |I;] = 1 pour tout ! et vaut 0 sinon. La
deuxiéme condition équivaut a ce que Fj, soit réduit & un point. Si elle est
vérifiée, on a Mr,, , = M, c’est-a-dire L = M. Donc @) et P sont deux sous-
groupes paraboliques de méme composante de Levi. Puisque pg est un point
général de la chambre associée a @, la condition Ap[Q] = () équivaut alors
a Q = P. Donc Zg n[Q] = 1 si F§; est réduit & un point et @ = P tandis
que Zg n[Q] = 0 sinon. La relation (16.5) entraine alors que zn g(P, Far, V)
vaut mes(Bys NCp) mes(Byy) ! si FY; est réduit & un point et 0 sinon. Cela
acheve la démonstration. O

17. Démonstration du théoréme 12.1

Pour f € Co(Kl/H) et P € F(Mpi), on a défini dans le paragraphe 16
le terme By, r(P, f). La proposition de ce paragraphe convertit (16.2) en

Bn.r(P, f) = mes(By N Cp)mes(By) ' mes(K?, NUp(F))~!

M.,0 0 —1
E mes(K,, " N K5x,,)
(Fum,v)€Fac),, (M;A)G_comps
FuCXy (M)

f**,[p] (k)(ﬁ]-'M,y,cusp(k) dk.

FM
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Cela vaut pourvu que R soit assez grand relativement a V. Le lemme 11.1
s’applique a M. Il montre que, si N est assez grand, I'intégrale ci-dessus est
nulle pour un élément (Fas,v) € Facy, . (M; A)G—comp tel que Fas n’est pas
inclus dans X3/ (M). En choisissant N assez grand (puis R assez grand),
on peut supprimer la condition Fy; C XA (M) dans la formule ci-dessus.
On obtient une expression qui ne dépend plus de N ni de R et que 'on
note simplement B(P, f). Posons h = f,, p). En imitant la définition du
paragraphe 14, on définit une fonction h,, sur M(F) par

_ ~1
Nas (M) = /K{‘{’D h(z™ mx) dz.

Mais il est clair que h est par construction invariante par conjugaison par
KM9 Donc h,, = mes( Ky )h Alors

B(P, f) = mes(By N Cp) rnes(BM)*1 mes(K?, NUp(F)) ! mes(KM0)~!

Z mes (K, N K.?"}\/[)il/ Pk (k)@ Fps w,cusp (k) d

v

(]:MvV)eFd‘Cmdx(M A)G comp K‘FM
= mes(By N Cp) mes(Bys)~* mes(K2, N P(F))™*

Z mes(KM:0n K%M)_l/ . i (k)@ Fps v cusp (k) d

(Fum,v)€Facy . (M;A)G—comp Fum

ou la mesure sur P(F) = M(F)Up(F) est le produit des mesures sur M (F)
et sur Up(F). Le méme calcul qui a permis de convertir la formule (14.3)
n (14.4), mais en sens inverse, conduit a ’égalité

B(P, f) = mes(By N Cp) mes(Bys)* mes(K?, N P(F))™*

Z / h(k)(b]:M.,u,cusp(k) dk.

v

(Fat ) EFaC 0 (M) G —comp * K Far
Autrement dit, en utilisant les définitions,

B(P, f) = mes(By N Cp)mes(By) ! mes(K2, N P(F))~ lgM (frow[P])-

T,cusp

Remarquons que cette expression est indépendante de la mesure fixée sur
P(F) puisque le dernier terme est proportionnel & cette mesure tandis que
Pavant-dernier lui est inversement proportionnel. D’aprés (16.1), on a

trace w(f) = Z B(P, f).

PeF(Mmin)

Pour tout w € W, on peut remplacer ci-dessus P par w~!(P) puis moyenner

en w. D’ou
tracew(f) = |[W|~* Z Z B(w™'(P), f).

PEF(Mmin) weW

- 977 —



Jean-Loup Waldspurger

Fixons P et, pour tout w € W, relevons w en un élément n,, € Normgp(A).
Parce que nos expressions ne dépendent pas des mesures sur les sous-groupes
paraboliques, on peut supposer que la conjugaison par n, transporte la
mesure sur w™ ! (P)(F) en la mesure sur P(F). Il est clair que mes(By,-1(37)N
Cy—1(py) = mes(ByNCp) et que mes(K Y, Nw ™ (P)(F)) = mes(n, K2 n,y'N
P(F)). En dévissant les définitions, on vérifie que

0 o2 (frxfuw-1(py) = OMep (" (fur)) ()
D’ou

B(w™(P), f) = mes(By N Cp)mes(By) " O o (F[w]p)),

T,cusp
ol flw] = mes(n, K% n tNP(F))~1"(f,.). Cette définition entraine I'éga-
lité
flw)(g) = mes(ny, KJ,ng,'t 0 P(F) ™ F(k™ g tgnk) dk
K‘(k)‘k

pour tout g € G(F). Do

flw](p) = mes(n, K, n,' N P(F))~! / ("* £) p) dE.
K9,

Des mesures sur G(F) et sur P(F) se déduit une mesure sur P(F) \ G(F),

cf. paragraphe 11.1. On vérifie que, pour toute fonction ¢ sur G(F) vérifiant

w(mug) = dp(m)p(g) pour tous m € M(F), uw € Up(F') et g € G(F), on a

I’égalité

/ p(9)dg = mes(n, K, PE) T [ ol d.
P(F)\P(F)n,K?, K¢,
En conséquence,
Q%Cusp(f[w][P]) = / Qﬁ{cusp((gf)[lg]) dg
P(F)\P(F)n, K¢,

La réunion des ensembles P(F)\ P(F)n,, K?, quand w décrit W est P(F)\
G(F) tout entier. Les ensembles associés & w et w’ sont disjoints ou confon-
dus. IIs sont confondus si et seulement si w € W™Mw'. On obtient que

w%;/ O cusp (Flwlipy) = (W] G O cusp (U F)1p1) dg
= (WM ind§ (O ) (f)-
Puis
> B(w ' (P), f) = W |mes(By N Cp) mes(By) " ind§y (OX,,) (),
weWw
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et

trace(f) = |[W|™* Z |W™M | mes(By N Cp)
PEJ:(Mmin)

mes(BM)_lind%(@M )(f),

T,cusp
ol, comme ci-dessus, M désigne la composante de Levi de P contenant
Mpin- On peut décomposer la somme en P en une somme sur M € L£(Mpyin)
puis une somme sur P € P(M). Pour M fixé, la somme des mes(Bys N
Cp)mes(Bys) ™! quand P décrit P(M) vaut 1 puisque les chambres Cp sont
disjointes et que 'adhérence de leur réunion est Ay, tout entier. D’ou

tacen(f) = 3 [WMW]~ ind§ (O, (f).

T,cusp
MEeL(Mmin)

Cela démontre le théoréme 12.1 pour une fonction f € Co (K] /H). Puisqu’on
peut choisir des groupes H vérifiant les conditions imposées en 14 et aussi
petits que l'on veut, le résultat vaut pour toute fonction f € C°(G(F)) a
support dans K. Puisque F, était une facette quelconque dans App(A) et
que toutes les distributions ci-dessus sont invariantes par conjugaison, le ré-
sultat vaut pour toute fonction f € C°(G(F)) telle qu’il existe une facette
F € Fac(@) de sorte que le support de f soit contenu dans K;_- Considérons
maintenant une fonction f € C°(G(F)) dont le support est formé d’élé-
ments compacts modulo Z(G). Chacun de ces éléments est contenu dans
K;- pour une certaine facette F. Puisque le support de f est compact et que
les ensembles K; sont ouverts, une partition de l'unité permet d’écrire f
comme une combinaison linéaire finie de fonctions f’ pour lesquelles il existe
une facette F' de sorte que f’ soit & support dans K L. L’égalité ci-dessus
vaut pour ces fonctions f’, donc aussi pour f. Cela achéve la preuve du
théoreme 12.1.

18. Extension d’une définition du paragraphe 10

Rappelons la définition de 'homomorphisme d’Harish—Chandra Hg :
G(F) — Ag. On sait qu'il existe un entier N > 1 tel que, pour tout
a € X*(Ag), Na soit la restriction & Ag d’un caractére de G défini sur
F', que 'on note encore Na. D’autre part, o peut étre considéré comme une
forme linéaire sur Ag. Pour g € G(F), Hg(g) est élément de Ag tel que,
pour tout a € X*(Ag), eN*Hc(9) = |Na(g)|r. L'homomorphisme Hg se
factorise par I'’homomorphisme wg de Kottwitz, c’est-a-dire qu’il y a un ho-
momorphisme gg : N — Ag tel que Hg = qg o wg. Le groupe de torsion
Niors st égal au noyau de qg, cf. [11, 7.4], [10, 3.2].
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Soit M un sous-groupe de Levi de G. On note H}, resp. ¢§;, le com-
posé de Hyy, resp. qur, et de la projection de Aps sur Ay /Ag. Puisque ce
dernier espace s'identifie & Apz,,, ot Maq = M/Z(G), HS, est aussi I’homo-
morphisme composé de 'homomorphisme naturel M (F) — Myq(F) et de
Hyp,, 5 et ¢Sy est le composé de 'homomorphisme naturel NM — NMad et
de gqn,,. Donc le groupe Ng[_ comp du paragraphe 6 n’est autre que le noyau
de ¢§;. Notons Yps I'ensemble des racines de A, dans G. Soit Q € F(M),
notons L sa composante de Levi contenant M. On définit de fagon évidente
les sous-ensembles ¥, et ¥/ (Ug) de Xps. Notons Cg le sous-ensemble des
H € Ay /Ag tels que a(H) = 0 pour tout o € $%, et o(H) < 0 pour tout
a € X (Ug). On sait que Ap/Ag est réunion disjointe des Cg quand Q
décrit F(M). Ainsi, & tout v € N on associe un élément Q, € F(M) :
I’élément tel que ¢ () appartienne & Co,-

Soit (Far,v) € Fac™(M). Considérons un sous-groupe parabolique P €
P(M) tel que P C Q,. On définit la fonction ¢r, 7, v.cusp SUr le groupe
M’ (F;). Cette fonction ne dépend pas du choix de P. En effet, notons L,
la composante de Levi de @), qui contient M, posons 7’ = mg, et P’ = PNL,.
On a alors mp = p €t ¢rp Fospeusp = Pt , Fagwicusp- Or v appartient &
N%_Comp et la fonction précédente ne dépend pas de P’ d’apres (10.2). Il est
donc légitime de noter simplement ¢ 7,, v cusp cette fonction ¢, 7, v.cusp
pour P comme ci-dessus. Cette définition est bien siir la méme que celle du

paragraphe 10 dans le cas ol v appartient & NAL comp"

19. Expression du caractere a ’aide d’intégrales orbitales
pondérées

Pour ce dernier paragraphe, on suppose que F' est de caractéristique nulle.
On sait que la distribution O, est localement intégrable, plus précisément,
elle est associée a une fonction 6, sur G(F) qui est localement intégrable sur
G(F) et localement constante sur le sous-ensemble des éléments semi-simples
fortement réguliers. La formule de Weyl permet d’écrire

o.(f)= > (wMwe!

MeL(Mmin)

/ Fou ()0 (m)DC (m)2dm  (19.1)
M(F)en,G—reg

pour toute f € C*(G(F)), ou, pour tout M, Py est un élément quelconque
de P(M).
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En utilisant les formules (9.1) et (11.1), on a I’égalité

(—)ﬂ',CuSp(f) = Z rnes(A(;(F) \K;_-)_l
(F,v)€Fac;  (G)

x

Z |WM||WG|—1(_1)dim(AM)—dim(AG)
MEL(Mmin)

/ fPM (m)JACj[ (ma ¢7T,.7:,u,cusp) dm.
M(F)en, G —reg
Pour L € £(Min), on a une formule similaire pour la distribution ©% _ .
Pour M C L deux sous-groupes de Levi contenant My, pour P C @ deux
sous-groupes paraboliques de composantes de Levi M, resp. L, on a ’égalité
(fo)pnr = fp pour tout f € C(G(F)). On en déduit

indF (97 cusp) (f)

T,cusp

= Z rnes(AL(F)\KTfL)_1 Z (WM W

(‘FLyV)GE:(naX(L)G—comp MEL:L(Mmiu)
(_1)dim(AM)_dim(AL) / fPM (m)‘]]e[ (m7 (bﬂ',]:L,V,CUSP) dm
M(F)ell,G—reg

pour toute f € C°(G(F)). Donc

S WHIWE T indf (O cep) (f)

TT,cusp
LEL(Mpmin)
= Z |WMHWG‘*1/ fPM(mw%mmp(m)DG(m)uz dm,
MeL(Mmin) M(F)en,G—reg

(19.2)
ou, pour M € L(Muin) et m € M(F)en,G—reg, ON a pOsé
O ) = D) 1257 (aytmAn i)
LeL(M)

> mes(AL(F)\ KL )7 I (M, 6r 7y wcusp)-

(Fr,v)eFack  (L)G—comp

Le théoréme 12.1 dit que les deux expressions (19.1) et (19.2) sont égales si
le support de f est formé d’éléments compacts modulo Z(G). On en déduit
le calcul suivant pour le caractére 6, restreint aux éléments semi-simples
fortement réguliers et compacts modulo Z(G). Soit x un tel élément. Quitte
a conjuguer x, on peut supposer qu'il existe M € L(My,) de sorte que x
appartienne a M (F) et soit elliptique dans M. Sous ces hypotheses, on a
I’égalité

Op(z) =0M (). (19.3)

T,comp
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Pour M € L(Myn), définissons une fonction Qi‘r/[ sur M (F)ell,G—reg €1
supprimant l'indice G — comp dans la définition ci-dessus. c’est-a-dire

Q%(m) — DG(m)—l/Q Z (_1)dim(AM)—dim(AL)
LeL(M)

Z mes(Ar(F) \ K;L)_IJZ\L/I(ma G, Fyv,cusp)
(Fr.v)€Facy, . (L)

pour tout m € M (F)en,G—reg- Les fonctions ¢r r, v cusp o0t été définies au
paragraphe précédent.

THEOREME 19.1. — Soit M € L(Muyin) et soit m € M(F)en G—reg-
Alors on a ’égalité
Or(m) = Qi/l(m)

Démonstration. — Soit g € G(F') un élément semi-simple et fortement
régulier. D’apreés Casselman, cf. [7, §2], on lui associe un sous-groupe para-
bolique @4 de G et une composante de Levi L, de P, de la fagon suivante.
Notons T le sous-tore maximal de G contenant g. Plagons-nous pour un ins-
tant sur une clture algébrique F de F. Prolongeons la valeur absolue |.|g
a F. Notons Y I'ensemble des racines de 7' dans G sur F. On note i,
resp. X5, l'ensemble des a € Xp telles que |a(g)|r = 1, resp. |a(g)| < 1.
Alors il existe un unique sous-groupe parabolique (), et une unique com-
posante de Levi L, de @), contenant T, définis tous deux sur F, de sorte
que YL, resp. ¥5, soit 'ensemble des racines de T dans L, resp. dans
Uq,- On vérifie que ces deux groupes sont en fait définis sur F'. L’élément
g appartient a Ly (F') et est compact modulo Z(Ly). Casselman a prouvé
I'égalité 0. (g) = dq, (g)l/QHWQg (9), cf. [7, Thm. 5.2]. On calcule facilement

dq,(9) = D%s(g)D%(g)~*. On a donc aussi bien
0x(g) = D% (g)""/>D"s(9)" 01, (9). (19.4)

On applique cela & g = m ot m € M(F)en,G—reg- Un tel élément est
compact modulo Z(M). Il en résulte que L,, contient M. D’apres (19.3), on
abr,, (m)= G%WC()mp(m). En écrivant explicitement ce terme et en tenant
compte de (19.4), on obtient

0.(m) = D% (m)~"/? Z (—1)dim(Aan)—dim(Ar)
Lellm (M)

> mes(AL(F)\ KL )7 Ik (m, 6ng, Fowicusp)-

(Fr.v)€Facy, (L) Ly, —comp

, g M . N .
En comparant avec la définition de 8" (m), il reste a prouver l’assertion
suivante :
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(19.5) soient L € L(M) et (Fr,v) € Facy . (L);si L & Ly, ousi L C Ly, et
(Fr,v) € Facp . (L)L, —comp, alors JL (m, Gn,Frveusp) = 03581 L C
L., et (Fr,v) € Facp. (L)L, —comp, alors JE (m, Gr, Frvcusp) =

JI%/[ (ma ¢7TQm FL ,V,cusp) .

Soit L € L(M) et soit (Fr,v) € Facy,.(L). Le support de la fonction
Gn, Fr v,cusp €St formé d’éléments | € L(F') qui sont compacts modulo Z(L) et
tels que HE (1) = ¢¥ (v). Pour un tel élément, on a Q; = Q,,. Donc L C L; et
(Fr,v) appartient a Facy .. (L)1, —comp- Ces conditions sont insensibles a une
conjugaison de [ par un élément de L(F). Donc, pour que J& (m, ¢x 7, v.cusp)
ne soit pas nul, il faut que L C Ly, et (Fr,v) € Fac . (L)L, —comp- Cela
démontre les premiéres assertions de (19.5). On doit aussi avoir @,, = Q..
Mais alors ¢, 7, v.cusp = qS,Tme Fivcusp d’apres la définition de ces fonctions
donnée au paragraphe 18. Cela prouve (19.5) et achéve la démonstration du

théoreme. O
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