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Approches courantielles a la Mellin dans un cadre non
archimédien *)

IBRAHIMA HAMIDINE (I

RESUME. — On propose une approche du type Mellin pour ’approximation des
courants d’intégration ou la réalisation effective de courants de Green normalisés
associés & un cycle /\T[div(s]-)], oll s; est une section méromorphe d’un fibré en
droites .2, — U au-dessus d’'un ouvert U d’un bon espace de Berkovich, lorsque
chaque &} est équipé d’une métrique lisse et que codimU(ﬂjeJ Supp[div(s;)]) >
#J pour tout ensemble J C {1,...,p}. On étudie aussi la transposition au cadre
non archimédien des formules de Crofton et de King, en particulier la réalisation
approchée de courants de Vogel et de Segre.

ABSTRACT. — We propose an approach of Mellin type for the approximation of
integration currents or the effective realization of normalized Green currents associ-
ated with a cycle /\;n[diV(Sj)], where s; is a meromorphic section of a line bundle
£; — U over an open U in a good Berkovich space when each .Z; has a smooth
metric and codimU(njeJ Supp[div(s;)]) > #J for every set J C {1,...,p}. We
also study the transposition to the non archimedean context of Crofton and King
formulas, particularly the approximate realization of Vogel and Segre currents.

Introduction

Etant donnée une fonction f holomorphe dans un ouvert % de C™ et une
(n—1,n—1)-forme différentielle ¢ & support compact dans %, la transformée
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de Mellin de la fonction

1 d
celoroel = RE) =i [ T2

est formellement la fonction méromorphe

oo 1 -
AeCr— )\/ I (p)(e) de = o (SPADAT], df A )
0 2im
22
(o))
(dd° = ’22?) et sa valeur en A = 0 (qui n’est pas un pdle) est exactement

([div(f)], ©), ce qui constitue une maniére alternative de formuler dans le
cadre de la géométrie analytique complexe la formule de Lelong—Poincaré.
Introduite pour la premiére fois dans un tel contexte dans [4, chapitre 1, sec-
tions 1 et 2], cette approche s’est révélée particulierement utile pour envisager
les problemes d’intersection et de division dans le cadre de la géométrie ana-
lytique complexe en profitant du scindage du courant d’intégration [div(f)]
en [div(f)] = 9[1/f] A df, ot [1/f] est le (0,0)-courant Valeur Principale
extension standard depuis I'ouvert %; = % \ Supp([div(f)]) de la fonction
holomorphe inversible 1/f. Quand bien méme pareil scindage du courant
[div(f)] ne s’avere plus possible dans le contexte de la géométrie analytique
sur un corps K équipé d’une valeur absolue non archimédienne, un des ob-
jectifs de ce travail est de montrer qu'une approche du méme type peut
néanmoins étre conduite dans ce cadre, suivant en particulier 'approche a la
théorie de I'intersection incompléte proposée dans [1] (toujours dans le cadre
de la géométrie analytique complexe).

Soit K un corps équipé d’une valeur absolue ultramétrique (triviale ou
non) | -| pour laquelle K est aussi complet et I" son groupe des valeurs, c¢’est-
a-dire le sous-groupe de R obtenu comme l'image de K* par la valuation
—log |- |. Soit X une variété algébrique de dimension n définie sur K. On note
X?" Panalytifié de X au sens de Berkovich [6, Remarque 3.4.2], ensembliste-
ment décrit ainsi (voir par exemple [17, section 4]) : si U = Spec(A) est un ou-
vert affine de X, on considere I’ensemble U?" de toutes les semi-normes multi-
plicatives ultramétriques sur 'algébre A prolongeant la valeur absolue | - | sur
K et I’on équipe cet ensemble U?*" de la topologie la moins fine rendant conti-
nues toutes les applications d’évaluation z € U?" — z(a) = |a|z(a € A); en
recollant les divers U?" pour tous les ouverts affines U de X, on obtient
un espace topologique connexe, localement compact et séparé, sur lequel il
reste a construire un faisceau structural Oxan de fonctions dites régulieres.
Ce faisceau est défini ainsi (voir par exemple [8, chapitre 1, section 1.2] pour
une présentation rapide). Chaque point « de U*" induit une norme sur l’an-
neau intégre B, = A/kerx, ol kerz = {a € A; z(a) = 0}, cette norme
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s’étendant en une norme |- |, sur le corps des fractions de B,, corps que l'on
complete relativement & cette norme en un corps J%,. Si % est un ouvert de
U?", une fonction réguliere dans % (c’est-a-dire un élément de Oxan (%))
est par définition une fonction

x €U r— f(x) € |_|<%ﬂz
TeEU

se pliant a la clause d’approximation suivante : pour tout x € %, il existe
un voisinage %, de x dans Z tel que

Ve>0, Jaze€ A b € A\ kerz, tels que
Vée U, |f(E)— az,é(f)/bx@(g)k <k¢,

ou il faut ici entendre a; (§) et by (§) comme les classes dans Be des élé-
ments ag (&) = {(age) et by (&) = E(bse), le quotient ay (§)/bs.(§) étant
alors un élément du corps des fractions de cet anneau integre B¢, donc de
son complété s pour la norme |- |¢.

(0.1)

Lorsque X est le tore T, := Spec K[XT',..., XF!] (plus généralement
K[M,], o M, est un groupe abélien libre de rang r), 'analytifié 72" se
visualise ensemblistement ainsi : se donner une semi-norme multiplicative
sur K[Xi, ..., XF!] prolongeant la valeur absolue |- | sur K revient & se
donner une K-extension K C L avec une valeur absolue |- |, prolongeant la
valeur absolue sur K, un point £ € L™ et a poser zy, ¢(a) = |a(¢)|L. On dispose
d’une application continue et propre de tropicalisation :

rel™ R (—log(z(X1)), ..., —log(z(X,))) € R"
(o N, g, N, =Hom(M,,Z)).

Cette application de tropicalisation admet la section suivante : & (wq, ...,
wy) € R” (respectivement dans N, r), on associe la norme multiplicative sur
K[X:E ..., XF1] (respectivement sur K[M,]) définie par

to(a) = sup |aa|e (@),

aeSupp(a)
L’image de R" (ou plus généralement de N, g) par cette section w +— x,, est
appelée squelette de T7"; c’est un sous-ensemble fermé de T72" sur lequel
T2" se rétracte continument au sens fort.

Le role des cartes locales sur X?" est tenu par les analytifications des
applications moment de la variété algébrique X (voir par exemple [17]).

On dispose aussi sur X" d’étres cette fois « souples » et non plus « ri-
gides » (comme le sont les sections locales du faisceau structurant), & savoir
des sections du faisceau 27%° des fonctions lisses. Si U est un ouvert de X",
une section de &7/%° dans U est par définition une fonction de U dans R
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pouvant s’exprimer localement (au voisinage de tout point  de U) sous la
forme

§r— o(log|fule, - 10g [ fam. le), (0.2)

ou les fonctions f, ; sont des fonctions régulieres inversibles au voisinage de
x et ¢ une fonction de R™= dans R de classe C*° au voisinage de 'image
dans R™= d’un voisinage de = par I’application

. ,lOg |f$,m¢ ‘5) € me

Tel est le cas par exemple des fonctions s’exprimant au voisinage U, de tout
point = de U sous la forme

gﬁﬂ(f” 'f) Hexp (tog £ (E)le — pr))

ePx.j
ol A1,..., Ay, sont des parametres réels, fz1,..., fz,m, des fonctions ré-
gulieres et inversibles au voisinage de = et pg1,...,pz,m, des éléments de
%0(U,).

On dispose aussi sur X", pour tout couple d’entiers p, g entre 0 et n, du
faisceau @777 des (p, q)-formes et, par dualité, du faisceau %, , des (p, q)-
courants, tous deux introduits par A. Chambert-Loir et A. Ducros ([11,
12]) et W. Gubler [17]). Rappelons brievement comment sont définis ces
faisceaux. Afin de pouvoir profiter, tout en travaillant dans un cadre réel,
de la positivité inhérente au cadre complexe, on introduit dans un premier
temps sur R” (ou N, ) le faisceau des (p, ¢) super-formes (0 < p, ¢ < ) : une
section de ce faisceau dans un ouvert Q C R™ (ou N, r) est une (p, g)-forme
(au sens usuel) dans Iouvert Log ™ (Q) C (C*)" (ou C[N,](C)) s’exprimant
comme

dzy dz;
w= E wr,s(Log(z)) — A —,
21 zJ
1<ig <o <ip<r
1<j1<<jq<r
ou Log : z — (log|z1],...,log|z.|) et les wr ; sont des fonctions a valeurs

réelles de classe C*° dans (). Par dualité, on dispose du faisceau des super-
courants de bidimension (p,q), dont les sections dans un ouvert Q C R”
(ou N,.g) sont les courants de bidimension (p, ¢) dans Log™!(Q) s’exprimant
sous la forme

dZ[/ dEJ/
T= E Ty, (Log(2)) N——y,
zr zZJ
1<z < <L <7-
1<J1< <Jn qér

ot les distributions 77/ ;- sont des distributions réelles dans (2 et

(Tr,g(Log(2)), ) = <T1/,J/(x), (271T>T/[02 }T@(ez+i9)d01...d9r>
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pour toute fonction test ¢ € D(Log *(Q),R). Le courant tropical de bidi-
mension (n,n) attaché (voir [2, 3]) & un cycle tropical de dimension n < r
dans R” ou N, r (la pondération étant prise en compte) constitue un exemple
important de super-courant de bidimension (n,n) dans R” ou N, g. Pour plus
de détails sur la maniere dont les formes différentielles réelles sur les espaces
de Berkovich sont introduites, voir [17]. Le faisceau &, 4(U) des courants
de bidimension (p, q) sur X" est défini comme le dual du faisceau @7/?1(U)
des (p, q)-formes différentielles (on notera par la suite, pour tout ouvert U
de X" par &/P9(U) le R-espace vectoriel des (p, q)-formes différentielles a
support compact inclus dans U) [17, section 6]. On dispose en particulier du
courant de bidegré (p,p) d’intégration sur une sous-variété ¥ de X de codi-
mension 0 < p < n et, lorsque f est une fonction réguliere dans un ouvert U
de X2 du courant de bidegré (1,1) d’intégration (avec multiplicités prises
en compte) [div(f)]. Siu: U — R est une fonction continue dans un ouvert
U de X2, v définit naturellement un courant de bidegré (0,0) dans U (voir
par exemple [18, section 6]), noté [u].

Le but de ce travail est de développer une approche basée sur le prolonge-
ment analytique aux fins de la résolution de I’équation de Lelong—Poincaré,
de la construction de courants de Green (voir la section 2) et de I'explicitation
des courants de Vogel (section 3) ou de Segre (section 4) ; une interprétation
de la formule de King, en relation avec la décomposition de Siu des courants
positifs fermés et le couplage « composantes stables/composantes mobiles »
en théorie de I'intersection impropre [1] est aussi évoquée dans ce travail (sec-
tion 6). L’objectif visé ici est d’esquisser une transposition au cadre non ar-
chimédien de ’approche a la théorie de l'intersection dans le cadre impropre
telle qu’elle est développée dans [1] (dans le contexte analytique complexe).
A plus long terme, nous espérons exploiter cette approche en la combinant
avec le calcul d’Igusa [19] (dans le contexte ultamétrique) aux fins d’unifier
les contributions aux places finies et infinies dans par exemple ’expression
de la hauteur logarithmique (relativement & un choix de métrique, lisse ou
non) d’un cycle arithmétique [8].

1. Approche du type Mellin aux équations de Lelong—Poincaré

Soit X un bon K-espace de Berkovich, c’est-a-dire un K-espace de Ber-
kovich dont tout point admet un voisinage affinoide, donc une base de voisi-
nages affinoides. On suppose X de dimension pure n et sans bord. On pourra
penser X comme 'analytifié d’une variété algébrique de dimension n définie
au-dessus de K.

Soit U C X un ouvert de X et f une fonction méromorphe réguliére non
diviseur de zéro dans U, c’est-a-dire une fonction s’exprimant au voisinage
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de tout point x € U comme le quotient de deux sections locales de Ox.
On note Uy le plus grand ouvert de U dans lequel f s’exprime localement
comme une section locale inversible du faisceau Ox.

Si w est une section a support compact de "~ 1"~1(U), le support
(compact) de la (n — 1,n)-forme d”w évite tout sous-ensemble fermé de
Zariski d’intérieur vide [12, lemme 3.2.5]. Pour tout A € R*, la forme

zeUs s (d’ ('J;'A) A d%) (z) = (d’ (em;glf) A d%) (z)

appartient & 7" (Uy) et 'on a d’apres la formule de Stokes (X est sup-
posée sans bord), si ¢ désigne une fonction lisse identiquement égale a 1
au voisinage du support de d”w et de support compact dans Uy (que l'on
peut encore construire grace au théoréme de partitionnement de I'unité, [12,
proposition 3.3.6]),

(5w o)
(BB ) (o)

ot le courant [|f|*/A] est le (0,0)-courant défini & partir de la fonction lisse

If}/ AU =R

suivant le lemme 4.6.1 de [12].

On définit, pour tout A € R*, un courant T;\c € 711(U) en posant
—1,n—1 f l |f|/\ "
Vwedg " (U), (T,w):=—(d N , dw

— |f)\> "o A/ "
. /U, (A A /Uf|f|d(log|f|)Adw.

D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, la fonction A —
T)Jf (& valeurs dans 2; 1(U)) admet comme limite lorsque A tend vers 0 le
(1,1)-courant

wedy W) - [ Wl Ao = [ ploglflaids
Uf Xan

= ([¢ log|fl] , d'd"w) = (d'd" [ log|f]] , w) = ([div(f)], w)

d’aprés la formule de Stokes, une nouvelle fois le lemme 4.6.1 de [12], et enfin
la formule de Lelong—Poincaré [12, théoréme 4.6.5].
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On peut maintenant envisager le cas ou f; et fo sont deux fonctions
régulieres méromorphes dans un ouvert U de X, telles que

codimy (Supp([div(f1)]) N Supp([div(f2)])) = 2.

Suivant la description du courant [div(f;)] donnée dans la section 4.6 de [12,
commentaire aprés la preuve du lemme 4.6.4], on exprime ce courant comme
la somme de courants d’intégration +[div(fi )], ol f1,, est une fonction
réguliere dans U non diviseur de 0. On désigne par Z; , le K-sous-espace
analytique fermé (de dimension n —1) f; 1({0}), que I'on considére comme
un K-espace analytique de dimension n — 1; on note ¢1 , le morphisme de
K-espaces analytiques correspondant & l'inclusion Z;, C U. L’action du
courant [div(f1)] s’exprime sous la forme

we ) () =Y w=3 [
Zy .U Le(U

Pour chaque indice x, on définit, pour tout A € R*, suivant le lemme 4.6.1
de [12], un (1,1)-courant [|f2|*/\]] [div(f1..)] par :

< Pfiv] ()] ’w> _ / " (ff,ﬁw) |§;,H<f2>|k> i

pour tout w € &1 ~1(U) (0 désignant encore une fonction lisse de support
inclus dans Uy, identiquement égale a 1 au voisinage de Z; ., N Suppw, que
I’on peut encore construire grace au théoreme de partitionnement de I'unité,
[12, proposition 3.3.6]). On observe en utilisant la formule de Stokes dans
71, et le lemme 4.6.1 de [12] que

<d’d” <[f§|AD [div(f1,x)] 7W>
T /LLL(UfZ) (dl (W)) )

-/ o R 0B () A )
L1, Vs

pour tout w € &"*~2"=2(U). La limite lorsque X tend vers 0 dans R* (au sens
de la convergence faible des (2,2)-courants sur U) de d’d”[| f2|*/N[div(f1,x)]
existe et définit un (2,2)-courant de support inclus dans Z; N Zy que l'on
conviendra de noter [div(f1,.)] A [div(f2)] (en respectant pour I'instant cet
ordre). On observe d’ailleurs que

[div(f1,6)] A [div(f2)] = (e1,0)« (@'d" [log |} . fl]) - (1.1)
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On pose, en respectant pour 'instant I'ordre,

[div(f)] A [div(f)] : Zidlv fre)] A [div(f2)],

puisque [div(f1)] := >, £[div(fi,x)] (voir [12, lemme 4.6.4] et commentaire
qui suit la démonstration du dit lemme).

PROPOSITION 1.1. — Soient f1 et fo deux fonctions méromorphes dans
un ouvert U de X, telles que

codimy (Supp ([div(f1)]) N Supp ([div(f2)])) > 2.

Pour tout (A1,A\2) € (R*)2, on définit un courant T{ll{; appartenant d
Da,2(U) en posant

v %n—Z,n—Q U Tf17f2 _ ‘f2|>\ dd// ‘f1|>\1 d/l
wE A, U), <>\1’>\2 >—— 3 A N A" w
U 2 1
apres avoir découpé cette intégrale suivant un partitionnement de l'unité 1 =
>, . subordonnée au support de d"w afin d’en assurer la convergence. Alors,
on a, au sens des courants
lim {2 = [div(f1)] A [div(f2)], (1.2)

(A1,A2)—(0,0)

A17#0, A2#0
ou le courant figurant au membre de droite a €té précédemment défini en
termes des non-diviseurs de zéro fi1 . figurant dans f;(j =1,2).

Démonstration. — On note Z1 et Zs les sous-espaces analytiques fermés
(au sens de Zariski) de U définis comme les supports des courants [div(f)]
et [div(f2)]. Soit w € &"~2"=2(U). Du fait de 'hypothese

codimy (Supp ([div(f1)]) N Supp ([div(f2)])) = 2,

il résulte du lemme 3.2.5 de [12] et de la définition de la dimension locale
dg(x) (x € U) comme le minimum des dimensions K-analytiques des do-
maines K-affinoides qui contiennent x (voir par exemple [14, définition 1.16]),
que le support de la (n — 2,n — 1)-forme différentielle d”w ne rencontre pas
le sous-ensemble de Zariski Z1 N Zs. D’apres le lemme de partitionnement
de 'unité [12, proposition 3.3.6], on peut introduire dans U une partition de
I'unité 1 =3, ¢, (par des fonctions lisses & support compact), subordonnée
au recouvrement du compact Supp(d”’w) de U par les deux ouverts Uy, et
Uy,. On donne le sens suivant a ’expression

—/ (|f§A2> Ad'd” ('f;A1> Ap,d"w (1.3)
U 2 1

dans les deux cas (de fait symétriques) ot Supp ¢, C Uy, et Supp ¢, C Uy,.
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e Dans le premier cas, le sens que 'on donne & Pexpression (1.3) est
le suivant : on introduit suivant le lemme 4.6.1 de [12] le courant
[| f212 /2] et le sens que I'on donne & (1.3) est

/ |]02|>\2 1Y/ |fl|>\1 "
<d{ o },dd <<p N >A@de>
A2
(B @ elnr are voeln) v

_ ([l LA (pd'a”(1
= N | e (log | f1]))

+ 2d (plog i) A d”(plog ) A d"w>

A2
—n (@[ B2 o dotog ) A log i) A pd) (1)

ou ¢ est une fonction lisse de support inclus dans Uy, , identiquement
égale & 1 au voisinage du support de o, d’w. On a utilisé ici le fait
que d'd” log | f1| = 0 dans Uy, , conséquence de la formule de Lelong—
Poincaré [12, théoréme 4.6.5].

e Dans le second cas, le sens que 'on donne & I’expression (1.3) est le
suivant :

A2
_ <T>{11 d <,¢) |f§\|2 ) Ao d”w>

= —<T{; @ |fo 2 d' (W log | fol) A d”w>, (1.5)

ou 7 est une fonction lisse de support inclus dans Uy, , identiquement
égale & 1 au voisinage du support de ¢, d”w.

On sait d’autre part que dans I'ouvert Uy, (j = 1,2), on a l'identité suivante
entre fonctions lisses :

oo
g lo
] k=0
la convergence étant uniforme sur tout compact de Uy,. Si 'on note

[(log | £;])¥] le (0,0)-courant dans U associé a la fonction (log|f;|)* suivant
le lemme 4.6.1 de [12], on a donc les identités courantielles

. o) 71
L] - gy (log 1)1,
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la convergence de la série figurant au membre de droite étant entendue ici
au sens faible dans %y ¢(U). On en déduit

f1 7 |f1|)\1 Ak ! " k
Ty =d'd lle e d'd” [(log | f1])"]
k=1

|f 2‘)\2 = >‘]2€_1 l k
= —=—d’|(l .
v |5 =2 S l0oela)]
On observe que chacune des contributions

()\ /\ d/ ‘f?|A d'd” ‘fl|)\1 q"
1, A2) —> — N A Y Np, d w

admet une limite lorsque ()\1, A2) tend vers 0. Dans le premier cas, on a

lim 7/(1/ ‘f2|)\2 Ad'd” ‘fl|)\1 A d"w
o A/z\)zm ,0) U A2 A1 ’

1,

00 k—1
. A
= lim -\ E 2
(A1.22)—(0,0) k!
A1, A2 €R*

<d’ [log [f21)F], @l f11* d'(plog|fi]) Ad”(plog|fi]) A . d”w>>

=0 (1.7)

d’apres le théoreme de convergence dominée. Dans le second cas, on a pour
les mémes raisons

)\2 )\1
lim _/ |f2| Ad'd” |f1| A@Ld/’w
(A1.22)—(0.0) U A2 A1
A1, A2 €R*

1,72

] o0 )\k,1
lim (2 A @ (0Bl vl A w1081 20) d"w>>
(A1.A2)—(0,0) k!

A1, Az ER* k=1

lim < (div(£1)], 00 fo ' (9 log | fa]) A d“w>

Ag—0
Az ER*

lim <[div(f1)], o, d <¢|J;\2)\2> /\d”w>
2

Ag—0
Az ER*

= i ([ . o)
([ i, e na)) .
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Or, dans le premier cas, on a, puisque le support de ¢, ne rencontre pas Z1,
que pour tout Ao dans R*

<{|fi|:2} [div(f1)], ¢, d'd"w > <{|f§|:2} [div(f1)], d'(¢.) Ad//w> —o.

En tenant donc compte de (1.7) et de (1.8), on constate que la limite lorsque
(A1, A2) tend vers (0,0) dans (R*)? de I'expression

/ (lfi|)\2> Ad'd” (|f;\|)\1> Ad w
U 2 1
__Z/ d <|f2|/\ )/\d/d// (f;\|/\1) /\<,0Ld”w
1

el

est égale a la limite lorsque A tend vers 0 de

5 ([t o) + ([ L5 i), atona)).

el

c’est-a-dire, puisque ZLGI @, = 1 et que par conséquent ZLGI v, =0,
a laction sur w du courant [div(f1)] A [div(f2)] tel qu’il a été défini avant
I’énoncé de la proposition 1.1. O

Remarque 1.2. — On vérifie que T)Jfll {2 T){g Q pour tout couple (A1, A2)
de (R*)? et toute paire de fonctions méromorphes (f1, f2). On commence par
définir dans Uy, U Uy, les deux courants [| fa|*/Aa] T;‘ll et [|f1]M /] T;‘; de

la maniére suivante (symétrique). Par exemple

Vwe %n—l,n—l(U%

|f2|>\2:| ’ //(|f1>\1> > i
<[f2|)\2}Tf1 >:_ <|: N ,d'd " Aw ) si Suppw C Uy,

A z2
? <T)’jl1 , |f§\| w> si Supp(w) C Uy,
2

(dans le premier cas, on utilise le lemme 4.6.1 de [12]). Les deux définitions
alternatives proposées se recollent ici dans Ug, N Uyg,. On définit alors les
deux courants suivants dans Uy, U Uy, :

| f2]2 f [fal f | f1 £ 1AM
[AQ nrf=a (Bl ) a e ATl = (1)

On observe que le courant py, , défini comme la différence de ces deux
courants est un courant d”’-fermé dans Uy, UUy, : en effet, on a par exemple,

- 367 —



Ibrahima Hamidine

si € P22 (U,),
A2
<d/|:f§\| :| /\T)‘\f11 , dl/a>
2
-|f2‘)\2- " ‘f1| IR/
=— d’'d Ad'd
<_ Ao | A “
_|f2‘)\2_ I " |f1‘)\1 131
= — d(d d'd
<_ N _, " N a
_ <d/ —|f§\|>\2- 7d// ('f;\lAl> /\d’d"a>
L A2 | 1
- A
— d/ |f2| , <|f1| dd// >>
< L A2 | fi

A2 A1 A1
:<d/d//[|f§\|2 :|’ |f;\|1 dd"a > < [f;\t }/\T{j,d“a>; (1.9)

le calcul est symétrique dans Uy,. On rappelle que I'on a par définition

V A1, A9 € R*, Vwe %n—Q,n—Q(U)’

<T{;v£§ N w> =S (a2 ) = = 3 (e ', Aw)

vel el

= <M>\1,,\2 , (Z d”%)) /\W> =0.

el

On conviendra de noter par la suite pour tous Ay, Ao € R* :

fa]*2 AN
T = d’d”[ poa AL | A|1 : (1.10)

l'ordre des deux facteurs étant ici sans importance, ce qui en cohérent avec
le fait qu’il s’agisse (formellement) d’un produit de 2-courants. On a de plus

[div(f)] A [div(f2)] = [div(f2)] A [div(f1)].

On peut envisager le cas ou ’on a trois fonctions méromorphes régulieres
sans diviseurs de zéro dans un ouvert U de X. On rappelle que 'action du
courant [div(f1)] A [div(f2)] sur w € @"~2"2(U) est définie par

> (‘ Los i, 0 b7 d”(ﬁ,nw)))
= (— /I(UW d' (e log |17, (f2)]) /\d”(ﬂl‘ﬁ(w))> ,
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ol X, est une fonction lisse sur le K-espace analytique Z; identiquement
égale a 1 au voisinage du support de la (n — 2,n — 1)-forme lisse d”(:7 . (w)
et de support inclus dans le plus grand ouvert de Z; ,, N Lik(U ) dans lequel
la fonction méromorphe réguliére ¢ , (f2) ne s’annule pas. Pour A € R, on
utilise dans chaque ouvert Ll_}c(U) le lemme 4.6.1 de [12] pour justifier la
définition du (3, 3)-courant

([div(f)] A [div(f2)]) A [div(fs)]

de la maniére suivante. On rappelle d’abord (voir (1.1)) que

[div(f)] A [div(f2)] == Y E(ea) (d'd"[log |e] . (f2)]])
=D E(ue)e ([div(e] 4(f2)])

d’aprés la formule de Lelong—Poincaré appliquée a la fonction méromorphe
réguliere (7 , (f2) dans 'ouvert Lii(U ) du K-espace analytique(de dimension
n—1) Z1 . On définit alors (en respectant pour l'instant 'ordre)

[div(f1)] A [div(f2)] A [div(f3)]
=) (1) ([div(e]  (F2))] A [div(] . (f)]) -

Plus généralement, 'on aboutit a la définition suivante :

DEFINITION 1.3. — Si fi,..., f, sont p fonctions réguliérement méro-
morphes dans U telles que pour toute liste d’indices 1 < 51 < --- < jp < p
(avec k =1,...,p) on a

k
codimy (ﬂ Supp ([div(fje)])> >k,

£=1
on définit inductivement pour tout k entre 2 et p
[div(fi)] A [div(fo] A - A [div(fie)]
= 3k (e ([0 ()] A A v (Fe))]) . (L11)

On se doit pour I'instant dans cette construction de respecter I’ordre dans
lequel sont prises les fonctions régulierement méromorphes f;.

THEOREME 1.4. — Soient fi,..., fp(p = 1) des fonctions méromorphes
réguliéres dans un ouvert U d’un bon K-espace analytique de Berkovich de
dimension n sans bord. On fait I'hypothése que pour toute liste d’indices
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1<ji < <jp<p (aweck=1,...,p) on a

k
codimg; (ﬂ Supp ([div(fje)])> > k.

=1
On définit un courant T{i{; € Zp»(U,R) en posant, ¥V w € &P =P(U),

p—1
<T>{11 :)\ ;W) :=—/U (lfpIA ) /\dd" (fj ) Ad"w

apres avoir découpé cette intégrale suivant un partitionnement de l'unité 1 =
>, . subordonnée au support de d"w afin de lui donner un sens et d’en
assurer la convergence. Alors, ce courant ne dépend pas de ordre dans lequel

sont prises les fonctions fi,..., fp et 'on a donc pour toute permutation o
de {1,...,p}
; J1,.- 7f .
N }55(0 _____ T>\11, = = [div(fi)] A -+ Aldiv(fp)]
,\1;&0,...,,\,,7&0 (1.12)

= [div(fo@)] A - AV (fop)];

ot Dopération multiplicative entre courants [div(f;)] (respectant un ordre a
priori imposé) a été introduite préalablement.

Démonstration. — Le résultat est acquis pour p = 2 d’apres la proposi-
tion 1.1 et la remarque 1.2. On le suppose donc acquis (hypothese de récur-
rence) pour p— 1 fonctions méromorphes (p > 3). On note, pour j = 1,...,p,
Z; les sous-espaces analytiques fermés (au sens de Zariski) de U de codi-
mension 1 définis comme les supports des courants [div(f;)]. Pour chaque
j=1,...,p, on note ij Iintersection des sous-ensembles K-analytiques Z,
pour £ =1,...,5—1,5+1,...,p. Si Z est non vide (codimUZ < +00),
on a nécessairement codimgy Z = p — 1 car cette codimension est minorée
par p — 1 par hypotheses et que Z est défini comme lieu des zéros com-
muns d’exactement p — 1 équations. On peut donc considérer Z comme un
K-espace analytique de dimension n —p+ 1. Soit w € &Z*P"~P(U). Du fait
de I’hypothése que pour toute liste d’indices 1 < j1 < -+ < ji < p (avec
k=1,...,p)

k
codimy (ﬂ Supp ([div(fjé)])> >k,
=1
il résulte du lemme 3.2.5 de [12] et de la définition de la dimension locale
dg(z) (z € U) comme le minimum des dimensions K-analytiques des do-
maines K-affinoides qui contiennent x (voir par exemple [14], définition 1.16),
que le support de la forme différentielle d”w de bidegré (n —p,n —p+1) ne
rencontre pas le sous-ensemble de Zariski Z1 N Zy ---N Z,. D’apres le lemme
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de partitionnement de I'unité [12, proposition 3.3.6], on peut introduire dans
U une partition de I'unité 1 = ) ¢, (par des fonctions lisses a support com-
pact), subordonnée au recouvrement du compact Supp(d”’w) de U par les p
ouverts Uy, , Uy,,..., Uy, .

P

Dans un premier temps, étant donnés p—1 fonctions méromorphiquement
régulieres g1,. .., gp—1 satisfaisant la condition

k
codimy (ﬂ Supp ([div(gj,z)})> >k

=1

pour tout k entre 1 et p— 1 et tous 1 < j; < -+ < jr < p— 1, il nous faut
donner un sens (& 'aide du lemme 4.6.1 de [12]) au courant

|91|)\1 925 9p—1 9 U
|:>\1:|)\2’)\ €p2,p2()
On procede pour cela ainsi : étant donné n € &7 ~P+217=P+2(UJ) on introduit,
puisque le support de la forme 7 ne rencontre pas Z,, N---NZ, , d’apres
le lemme 3.2.5 de [12], une partition de I'unité >, 7, du support de 7 subor-
donnée au recouvrement de ce support par les ouverts Ug,, £ =1,...,p — 1.
On définit alors

|91|/\ 925+ 9p—1
A\ A2y hp_10 12T
T92,~~~79p—1 |gl|)\1 si S ( )CU
A2y Ap_1? A\ N upp\7, g1

|g1|k T ’ﬁ{g’ s s LJO‘ 0 AT,m ) si Supp(r,) CU,,
A1 A2, A0y "/\p—l )\j0 t ‘ Gio*
(1.13)

La seconde alternative se traite inductivement et la construction finit par se
conclure lorsque p = 2 a application du lemme 4.6.1 de [12]. La construction
montre aussi (par récurrence sur le nombre de fonctions g; en jeu) que la

limite
lim 71 o (1.14)
(AseiAp_1)—(0,...,0) A1 Az Ap—1

A1, Ap_1ER*

existe inconditionnellement dans Z,_2 ,—2(U) (au sens faible de la conver-
gence des courants).

On est maintenant en mesure de donner le sens suivant a ’expression

_/U <|fp|A> p/\ldd//<|fﬂ > A pdw (1.15)
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suivant que le support de ¢, est inclus dans 'un des Uy, pour j = 1,...,p—1
ou que le support de ¢, est inclus dans Uy, .

e Si Suppy, C Uy, pour un indice jo entre 1 et p — 1, on définit
Pexpression (1.15) par

1
Fol*? “A fil
74 <| p| /\dldl/ | J| /\SﬁLd”W
_<d/ <|:fp)\p:| Tflwu,&'ﬁwwfpl) . d'd” <<p|f]0|)\ ) A (pLde>
)\p Ao Ao Ap—1 )\]0
— _)\ d/ |fp|>\p Tflv'”v?];v“'v]c:ﬁ—l
Jo Ap YIS VIS W
@ | fio] Vo d'(plog | fi]) A A" (wlog fo]) Ao d”W>» (1.16)

ol ¢ désigne une fonction lisse identiquement égale a 1 au voisinage
du support de ¢, d"w et de support inclus dans Uy, .
e Si Supp ¢, C Uy,, on définit I'expression (1.15) par

- |fp|A) e (f ) ,
/U< /\dd A, d"w

Ap
(o () rears) 0

P

On étudie maintenant le comportement de chaque fonction

P p L
()\17...,)\p)|—>/Ud' (|f§|A> /\dd”(fﬂ > Apd’w  (1.18)

lorsque (A1, .., Ap) tend vers (0, ..., 0) inconditionnellement dans (R*)? sui-
vant que l'on se trouve dans I'un des deux cas distingués ci-dessus.

e SiSupp(p,) C Uy, pour jo € {1,...,p—1}, on peut remplacer dans
le crochet figurant au membre de droite (1.16) I'expression |f;, |*o

par
|fjo|)\j0 :Z k! (10g|f10|) .
k=0

Il résulte alors du fait que la limite inconditionnelle (1.14) existe
au sens faible dans Z,_1,-1(U) que la fonction (1.18) tend vers 0

lorsque (Ag,...,Ap) tend inconditionnellement vers (0,...,0) dans
(R*)P.
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e Si Supp(y,) C Uy,, on observe que 'expression (1.17) s’exprime
aussi

<|fp|)\ ) /\dd” <fj| ) /\goLd"w
J

)\
- Z <{; """ £t (loglf, ) d (wlogfp)Asmd”w>-

.....

et la fonction (1.18) admet d’aprés 'hypotheése de récurrence comme
limite inconditionnelle lorsque (A1,...,A,) tend vers (0,...,0) dans
(R*)P Iexpression

(div(f)] A A [diV(fp 1), log [ fp| . d'd"w)
+ ([div(f)] A - Afdiv(fp-1)], log | fpl d'pr A d"w)
< log | f,l] T({l.f:;b’f”_l ) Q0 d'd"w>
+ (og f N T i, naw), (1.19)
ou le courant

llog |f, ) 75767~ = [log Lf,l) ([div(fi)] A+ A [div(fp-1)])

est bien défini grace au lemme 4.6.1 de [12] compte-tenu de 'expres-
sion inductive du courant [div(fi)] A --- A [div(fp—1)] (de support
par construction méme inclus dans Z; N---N Z,_1).

On remarque également que si Supp(yp,) C Uj, avec 1 < jo < p — 1, alors

(Mog A T 577 s poa'a’w) + (log LS T35 dip nd'w) =0
(1.20)
compte-tenu du fait que le support du courant

log | £, ] T3 577" = [log | £l ([div(f1)] A+ A [div(f—1)])

.....

est inclus dans le sous-ensemble de Zariski Z; N--- N Z,_; de codimension
p—1. On en déduit donc que la limite lorsque (Aq, ..., Ap) tend vers (0,...,0)
incondionnellement dans (R*)P de

Tf1,-~7fp Z d/ ‘fp A p/\l d'd” |fj‘>\j Ao d”
ALy Ap ’ Aj p.a w
j=1

el

- 373 —



Ibrahima Hamidine

existe et vaut

>~ ((Bog £l [@iv(f)] A+ A ldiv(fp-1)], o, ddw)

el
+ (log |l [Aiv(f)) A -+ A [div(fp1)], d', A d"w))

= (llog |, ) [div(f1)] A -+ A [div(fy_1)], d'd"w)
= ([div(fOI A - Aldiv(fp)], w)
compte-tenu de la définition inductive des courants [div(f1) A -+ A [div(fx)]
pour k = 2,...,p et de la formule de Lelong—Poincaré sur le fermé de Za-
riski Z1 N--- N Zp_1 (de codimension p — 1) considéré comme un K-espace
analytique de dimension n — (p — 1).
Il reste a justifier 1’égalité

Fryseofr)y _ fienfp
TAT(l),--<7>\T(p) - T>\1,--<7>\p

pour toute transposition 7 de .#f;,.. ;) (groupe des permutations). Le résul-
tat est acquis du fait de ’hypothése de récurrence lorsque 7(p) = p et 'on
peut se ramener ainsi a prouver ’égalité courantielle

Jioofp—2fo—1,0p _ pfisfp—2.0p.fp—1
T)\l,...,)\p_Q,Ap_l,Ap - T)\1,...,)\p_2,)\p,>\p_1' (1'21)

On définit pour cela comme dans la remarque 1.2 le courant

A Ap
TR O VY A I O S ([ o2l | i foans
By, n, = d <{ Ay ] T,\l,i..,xzz,,\Z,l) —d ({ Ap_1 T,\l,...,,\z,z,,\z;,
ou la multiplication des courants s’effectue suivant la démarche inductive
(1.13). Si 'on remarque que

Ap—
fioesfp—2ofp—1 _ 1 |fp—1‘ p-! iy fp_2
T)\lw"~))‘f172’/\1;71 =dd <|: )\p71 T>\17m,>\f172 ’

A
Frooesfpo,f Lol ] st
oyt - (B2 o),

on se met en situation de reprendre les calculs (1.9). On vérifie que le courant
PAs,...n, est d”’-fermé dans I'union des ouverts Uy, pour j =1,...,p:

o sia€ @ P"P(U) est de support dans Uy, , UUy,, les calculs sont
identiques & ceux conduits dans (1.9) et le courant d’ et d”-fermé

T)J;lipfz qui y intervient y joue un role neutre;
seesAp—

e si d'autre part a € @7 P"7P(U) est de support dans Uy, pour jo
entre 1 et p — 2, on est amené a remplacer la forme « par la forme
lisse v A d'd”(| fj,120 /Aj,) et & éliminer ainsi la fonction f;, de la
liste [f1,..., fp—2], ce qui permet d’abaisser le nombre de fonctions

f17"‘7fp72‘
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Comme dans la remarque 1.2, on conclut a 1’égalité courantielle (1.21). Ce
qui acheve la preuve du théoreme 1.4. O

2. Réalisation a la Mellin de courants de Green normalisés

Dans cette section, comme dans la précédente, X désigne un bon espace
de Berkovich sans bord de dimension pure n.

Soit .Z — U un fibré en droites au-dessus d’un ouvert U de X équipé
d’une métrique continue ||-|| = exp(—p), o p est une fonction continue
réelle. On pourra se repporter a [12, section 6.2] pour la notion de fibré en
droites avec une métrique et & [12, section 6.4.1] pour la définition de la
forme de Chern ou du courant de Chern suivant que la métrique || - || est
lisse ou non. Etant donnée une section méromorphe s du fibré . au-dessus
de 'ouvert U, on convient d’appeler courant de Green normalisé subordonné
au courant [div(s)] dans U un courant G € % o(U) tel que

d'd"G + [div(s)] = a1 (L, || - ),

ol || - || désigne une métrique continue sur le fibré en droites £ et ¢1(Z, || - ||)
désigne le (1,1)-courant de Chern associé & la métrique || - ||. Lorsque cette
métrique est lisse, il en est de méme de la premiére forme de Chern que
Pon convient de noter pour simplifier ¢ (&, || -||) et le (0,0)-courant G est
alors un courant de Green pour [div(s)], au sens ot d'd”G + [div(s)] est un
(1,1)-courant de la forme ¢ — [, w A @, ot w = ¢1(Z, |- ||) est une forme
lisse.

Soit w € &»™(U). Le support (compact) de w évite tout sous-ensemble
fermé de Zariski d’intérieur vide [12, lemme 3.2.5] et ’'on peut donc affirmer
qu’il existe, pour tout z € Supp(w), un voisinage V,, de x dans U au-dessus
duquel le fibré . admet un repeére oy, dans lequel la section s s’exprime
sous la forme fy, oy, , ou fy, est une fonction réguliere inversible dans V.

DEFINITION 2.1. — Soit s : U — &% une section méromorphe du fibré
Z au-dessus de U, équipé d’une métrique lisse || -|. On définit donc, pour
tout A € R*, un élément de Zy,0(U) par :

s _ _[UsI*] n,n _/ Is[1*
1= [)\ rwed"(U) — DA w.

Il résulte de la formule de Lelong—Poincaré que I'on a, au sens des courants
dans U,
lim(d'd”G3) + [div(s)] = 1 (Z, || - |- (2.1)
A—0

A£0
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En effet, I'on a d’apres la formule de Stokes (X est supposé sans bord), si ¢
désigne une fonction lisse identiquement égale a 1 au voisinage du support
de d"w et de support compact dans U (que I’on peut encore construire grace
au théoréme de partitionnement de I'unité, [12, proposition 3.3.6]),

YV w e %n—l,n—l(U%
<dld// i,w>:_<d/ i,d//w>

Sl>
= —/ d’ ((p'/\|) ANd"w = —/U [s][*d’ (log |s]|) A d"w,

avec Us := U \ Z, ou Z est le sous-espace analytique fermé (au sens de
Zariski) de U définit comme le support du courant [div(s)].

D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, la fonction
A = d'd"G5 (a valeurs dans Z; 1(U)) admet comme limite lorsque A tend
vers 0

Vwe g "N U), — f/ d’(log ||s]|) A d"w
Us

= —/U d'd”(log [|s||) Aw = —([div(s)] — d'd"[p], w). (2.2)

Ainsi on conclut de (2.2), avec ¢1(-Z, || - ||) = d'd”[p], ce qui achéve la justi-
fication de 1’égalité (2.1).

Supposons maintenant que £ — U et %% — U sont deux fibrés en
droites au-dessus de U, chacun équipé d’une métrique lisse (e~?i+), (subor-
donnée & un recouvrement (V,), de U suffisamment fin pour que les deux
fibrés se trivialisent au-dessus de chaque V,), ce qui signifie que, pour chaque
t, les deux fonctions p;, s’expriment localement au voisinage £ de chaque
point de V, comme des fonctions C'°° a valeurs réelles de fonctions du type
log|f, | ot f, ¢ est une fonction réguliere inversible. Pour j = 1,2, les pre-
miers courants de Chern ¢;(.%}, | -||;) sont dans ce cas associés & des élé-
ments de &/ 11(U) (que I'on notera de la méme maniére, mais ce sont cette
fois des (1,1)-formes différentielles dans U, que l'on traitera comme telles),
dites premieres formes de Chern des fibrés .Z; (chacun équipé de la métrique
lisse | - 1)

La proposition suivante s’inscrit dans la droite ligne de la proposition 1.1.

PROPOSITION 2.2. — Soient &) — U et £ — U deux fibrés en droites
au-dessus d’un ouvert U d’un bon K-espace de Berkovich X sans bord, cha-
cun équipé d’une métrique lisse || -||;. Soient si et sy deux sections méro-
morphes respectivement de £ et %5 telles que

codimy (Supp ([div(s1)]) N Supp([div(s2)])) = 2.
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Pour tout (A1, A2) € (R*)?, on définit un élément G152 de 911 (U) par

A1
52 51
G51752 w E %n 1,n— 1(U H H2 d/d// ” Hl Aw
A1, A2 A
apres avoir découpé cette intégrale suivant un partitionnement de l'unité 1 =
>, . subordonnée au support de d"w afin d’en assurer la convergence. De
plus on a, au sens de la convergence faible des courants sur U,

lim (d’d" (GSP; + cl(fl, || . ||1) A Gii + 01(32, ” ) ”2) A Gill))

N0
+ [div(s1)] A [div(s2)] = [er (A, |- 1) Aer(Z |1 112)], (2:3)

ot le produit de courants [div(s1)|A[div(sa)] est défini localement comme Vest
le courant [div(f1)] A[div(f2)] dans la Proposition 1.1 & partir des fonctions
méromorphes coordonnées fi et fo respectivement de s1 et sy dans les repéres
locauz pour les fibrés L) et %».

Démonstration. — La preuve est similaire a celle de la proposition 1.1.
On note encore Z; et Zs les sous-espaces analytiques fermés (au sens de
Zariski) de U définis comme les supports des courants [div(s1)] et [div(sq)]
et Uy, := U\ Z;(j = 1,2). Notons ¢; : Z; — U les morphismes de K-
espaces analytiques correspondant aux inclusions Z; C U (ou j = 1,2).
Soit w € @ L7=1(U). Du fait de I'hypothese codimy (Supp([div(s1)]) N
Supp([div(sz2)])) = 2, il résulte du lemme 3.2.5 de [12] et de la défini-
tion de la dimension locale dg(z) (z € U) comme le minimum des dimen-
sions K-analytiques des domaines K-affinoides qui contiennent x (voir par
exemple [14, définition 1.16]), que le support de la (n —2,n — 1)-forme diffé-
rentielle d”’w ne rencontre pas le sous-ensemble de Zariski Z; N Z5. D’apres
le lemme de partitionnement de l'unité [12, proposition 3.3.6], on peut in-
troduire dans U une partition de 'unité 1 = )", ¢, (par des fonctions lisses
a support compact), subordonnée au recouvrement du compact Supp(d”w)
de U par les deux ouverts U, et Us,. Pour chaque indice ¢, 'intégrale

/||32||2 d,d,,<|| sully )AW
A

est bien définie. Il est donc clair que 'on définit I'action d’un courant de
bidimension (n — 1,n — 1) en posant

1,82 . ||32H2 ||31||i\1
<Gi1327w> = Z )\2 d/d” )\7 A Y, W. (24)

L U 1
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Il résulte de (2.1) et (2.2) que l'on a respectivement dans Us, et Us, les
égalités suivantes :
lim d/dn (Cl(gl, H . Hl) A\ G;Z;)
(A1,22)=(0,0)
A17£0,A2#0
= c1(L |- 1) A (=ldiv(s2)] + e (L, |- [l2))
(2.5)
li d'd” (c1(L, || |l2) A G
(Al,leg(o,o) (61( % H Hz) /\1)
A17£0,A27#0
= ci(L, |- ll2) A (= [div(s)] + e (A, |- 1)

Il résulte aussi de la proposition 1.1 que dans chacun des deux ouverts
USj? j=1,2,0ona
li dd" (G2
(*11%21)H—1>(0,0)( ( )\19\2))
A17#0,A27#0

= (e1(L, || [l2) = [div(s2)]) A ([div(s1)] — 1 ([ - 1))
—[div(s1)] A [div(s2)] = [er(Z0, |- ) A ea(Zas |- 2)]
+ (A, |- [l Aldiv(se)] + e (L2, || - [|2) A [div(si)]. (2.6)

Du fait de la possibilité de décomposer (G ,w) sous la forme (2.4) suivant
une partition de I'unité subordonnée a un recouvrement de 'adhérence d’un
voisinage ouvert de Supp(w) par des ouverts dans lesquelles une des sections
s; au moins est réguliere et inversible, cette relation asymptotique entre
courants est valide dans U tout entier. En combinant (2.5) et (2.6) et en
tenant compte de (1.1), on obtient bien la relation asymptotique (2.3) voulue.

(|

Par récurrence sur ’entier p = 2,...,n, nous sommes en mesure de dé-
montrer le résultat suivant, pendant naturel du théoreme 1.4.

THEOREME 2.3. — Soient &; — U, j=1,...,p, p > 2 fibrés en droites
au-dessus d’un ouvert U d’un bon K-espace analytique X au sens de Ber-
kovich sans bord, équipé chacun d’une métrique lisse | -||;. Pour chaque
j = 1,...,p, soit s; une section méromorphe du fibré £; dans U. On
suppose que pour tout 1 < j1 < -+ < j < p (avec k = 1,...,p) on a
codimU(ﬂ]f Supp([div(sj,)])) = k comme au théoréme 1.4. Pour tout
(A, Ap) € (R*)P, on peut définir action d’un courant Gillif’p de
@nfp+1,n*p+1(U) par

Ap P—1
Gillw.:-.v‘i\pp “wE szcnfp+1,n*p+1 / ”sp”P /\ a’q” <|| J” )

apres avoir découpé cette intégrale suivant un partztzonnement de l'unité 1 =
>, . subordonnée au support de d"w afin d’en assurer la convergence. De
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plus on a, au sens de la convergence faible des courants sur U,

hm dld// 31’ a'sp
(ALseesAp) = (0,...,0)
A17#0,..., A, #0

p—1
Sy yeeeySj
Sy ( A q(iﬂj,n-nn)w;ﬁ, ))
k=11<j1<<je<p \Jj#J1,-Jk
p

+/\d1vs] [/\ Zi -l ] (2.7)

ot le produit de courants [div(sq)]A---A[div(s,)] est défini localement comme
Vest le courant [div(fi)] A --- A [div(fp)] dans le théoréme 1.4 a partir des
fonctions méromorphes coordonnées fi,..., f, des s; dans les repéres locaus
pour les fibrés £, j=1,...,p

Démonstration. — La preuve est calquée sur celle du théoreme 1.4. Le
résultat est acquis pour p = 2 d’apres la proposition 2.2. On suppose donc
le résultat acquis pour p — 1 fibrés en droites (p > 3). On note, pour j =

1,...,p, Z; les sous-espaces analytiques fermés (au sens de Zariski) de U de
codimension 1 définis comme les supports des courants [div(s;)]. Pour chaque
j=1,...,p, on note Z; l'intersection des sous-ensembles K-analytiques Z,

pour £ = 1,...,5 — 1,7+ 1,...,p. On note Us, le plus grand ouvert de
U dans lequel la section s; est localement réguliere et inversible. Soit w €
NP TLn=PHL([]). On est maintenant en mesure de donner le sens suivant
a Pexpression (en tenant compte de la démarche conduisant a (1.14))

_/ d’ (sp”P ) /\ d'q” (' ]” > /\d"(gpr) (2.8)
U

suivant que le support de ¢, est inclus dans 'un des Uy, pour j = 1,...,p—1
ou que le support de ¢, est inclus dans Us,

e SiSupp ¢, C Uy, pour un indice jo entre 1 et p—1 et si codimy Z =

p — 1, on peut considérer Z comme un K-espace analytique de
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dimension n — p + 1, on définit Pexpression (2.8) par

/d<ump> (AdJKHm ))A&@M)
U
— Ao
P s Sjg s s Sp— Sjoll;
_<d/<[||sip ]d/dHGAl’m’;)\’ ,: 1 >7 d/d//<” J)\0|-|]0 ) /\d"(goLw)>
D Tyeens 5o p—1 jo
ol iy
— 7)\]0 <d/<|: plD :| d/d//G 17~">/j'o\y~-<7 p—1 )7
Ap AlyeesAjg s Ap—1
I 152 (10 |15jo 1jo) A d” (log [ 541j,) A d”(%w)>, (2.9)

t (d’apres 'hypotheése de récurrence) on a aussi

— )‘jo
S1y.eey S L 81 geeey Sjg ey S YY/ ||5j0Hj0
<G>\1 ..... )i, > (pr> = <GA1,...,>%J%,...,;\7P’('DLW Ad'd ( I .

Jo

e Si Supp, C Us,, on définit 'expression (1.15) par

_/ d <|5p||P ) /\ d’q” ( J” J) /\d”(gpr)
U

Ap
_ _<d/d”Gi11), 7s;op 11 ’ d/(5§||p ) /\d//(@Lw)>’ (2.10)

P

et toujours suivant ’hypothese de récurrence
(@ g = (g lsillo”
ALy P ALy Ap—1? P Y )
P

On définit 'action du courant G Lo o ? en exploitant le partitionnement de

l'unité (par des ouverts tous 1nclus dans au moins un Us,) de I'adhérence
d’un voisinage ouvert du support de w :

Il résulte du théoreme 1.4 et des égalités (2.6), (2.9) et (2.10) que dans chaque
ouvert U, (j = 1,...,p), on a, pour la convergence au sens de la limite faible
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des courants dans U,
P
lim - (ddGE)) = = A ([div(s)] - (- L)
j=1
—[div(s1)] A -+ A [div(sp)]
p—1 ) k
YD <1>p”</\ div(sy, ) ( A el |j>>,
k=11<1<"<jr<p =1 J#I15 0k
(2.11)
avec

= A\ @vlsp)] = (2 - 11)
(c1(Zp |l - [lp) — [div(sp)]) /\ ([le(Sg)] —ci(Z,|l-1l;)) dans U,
=\ (e1(Zi - l50) ~ Aiv(ss ) AP, (iv(s)] - e1(2,. ] -[,)) dans U,

J#jo

hS]

La formule asymptotique (2.11) est donc valide au sens des courants dans
U puisque 'on peut utiliser un partitionnement de 'unité subordonné au
recouvrement d’une forme test Suppw par les Us,;. Pour chaque valeur de
k entre 1 et p — 1, pour chaque suite de k indices distincts 1 < j; < --- <
Jjx < p, on substitue au second membre de la relation (2.11) les relations
asymptotiques

k k
1 = . s _ : IRV Sj1aeees Sjge
é/_\[le(Sk)] = [/_\ c1( L, |l ||ﬂ)] o xhr?—»(o,...,m (d d (Gkh,...«\%
= =1 Aj 70,0, A5, #0

k—1
+> Y ( N alg.l- ))/\Gs"ll’,,..’,?;i))
LFELT eyl

k=111 <<t <k

avant de regrouper dans le membre de gauche de (2.11) ainsi transformé tous
les termes s’exprimant comme des limites (et devant lesquels figure 'action
de V'opérateur de Green d'd”). O

Le théoréme 2.3 est a rapprocher de la construction de courants de Green
normalisés inspirée par la méthode de prolongement analytique, telle qu’elle
est par exemple décrite dans [5, section 3]. On note que dans ce nouveau cadre

on dispose de p parametres Ai,..., A, (au lieu d un seul, comme dans [5,
oy S S N . .
proposition 4]) pour construire une solution G b "V a une approximation
AP

de I’équation de Green normalisée

d'd"G + /\[diV<S] = [/\ L -5 ] (2.12)

j=1
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Mais il est par contre possible (dans ce cadre des espaces K-analytiques au
sens de Berkovich) de supposer les sections s; méromorphes et non seulement
holomorphes comme c’était le cas dans le cadre analytique complexe ; le fait
que toute (¢, k)-forme lisse & support compact sur un bon espace analytique
Y de dimension k soit telle que son support évite tout fermé de Zariski
d’intérieur non vide de Y (voir [12, lemme 3.2.5]) joue dans ce cadre non
archimédien un réle majeur. Par contre, il convient de faire, lorsque 1’on tra-
vaille dans un tel cadre, une hypothese plus forte concernant les supports des
diviseurs que celle consistant a juste supposer que ces supports s’intersectent
proprement ; il est nécessaire en effet de supposer que c’est aussi le cas pour
toute sous-famille extraite de la famille des supports des s;, j =1,...,p.

Pour construire une solution G a 1’équation de Green normalisée (2.12)
(et non seulement une solution & une approximation de cette équation sui-
vant (2.7)), il convient par exemple de complexifier le R-espace vectoriel
Dn—pt+1,n—p+1(U) et de former, dans ce complexifié Z,—p11.n—p+1(U) @r C,
le courant

Gsl,...75p

1 / s s

= x Gy
: Al A
(217‘(’)? Fm,...,rp 1 P

p—1 p
Sj1s-erS] d)\]
YD ( A el uj)) ] G) A (213)
k=111 <+ <jr <P\ JAT1 00k 1
oury,...,rp >0,
Loyt (e tp) € (0,107 = (re® ™ L rpe®™ ) = (Aq, .., Ap).
Il est en effet possible de supposer dans les théorémes 1.4 et 2.3 que les pa-
rametres Aq, ..., A, sont dans C* et non plus dans R*. Le courant « moyen »
G*1%r ainsi construit est un courant réel car G§ + - - - = Gi + .-+ et que

la forme I'7 (A dA;/(2imA;)) est la forme réelle A;(d6;/(2m)). Ce cou-
rant dépend naturellement de l'ordre dans lequel sont considérés les fibrés
L, ..., %y et les sections méromorphes qui y sont attachées. Il résulte des
théorémes 1.4 et 2.3 (repris en supposant cette fois les A\; dans C*) que le
courant G**» est solution de I’équation de Green normalisée (2.12).

3. Approche du type Mellin aux courants de Vogel dans le cadre
algébrique

Dans cette section, nous nous plagons dans le cadre algébrique et consi-
dérons une variété algébrique projective X de dimension n définie au-dessus
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du corps valué K, un entier m € N*, et la variété algébrique projective pro-
duit P’ x X de dimension n +m. On se donne un fibré en droites Lx — X
au-dessus de X et des sections globales s, ..., s, du fibré Lx au-dessus de
X. Comme le foncteur d’analytification est compatible avec le produit fibré,
ona (PR x X)*" = (PR)* x X2,

Soit || - || une métrique semi-positive sur le fibré en droites Opy (1) — P§.
On sait(voir [7, 9, 10, 16], [12, section 6.9] ou aussi le survey [20, sec-
tion 3.3]) lui associer une mesure de Monge-Ampére que 1'on note en effet
(c1(Opz (1), || - IN"" sur analytification (P)** telle que

(c1(Opp (1), |- NN (k) = dego,,. (1)(Px') = 1.
(B K

Lorsque le fibré ainsi métrisé (Opm(1))*" est un fibré vectoriel PL
(voir [12, définition 6.2.9], ceci signifiant essentiellement que 1’on puisse
disposer localement de repéres orthonormés), la mesure de Monge-Ampeére
(Cl(Opfg(l),”'H))/\m est une mesure atomique supportée par un sous-
ensemble discret )., i.e. il existe des réels positifs v, tels que pour toute
fonction ¢ continue de (PR)*" dans R ([12, proposition 6.9.2 et défini-
tion 6.7.2 pour la définition de S .])

/opm)an (k) (c1(Opg (1, - I () = D7 aelm).  (3.1)

neES)
On supposera par la suite que l’on est toujours dans cette situation (métrique
|| - || semi-positive et fibré métrisé¢ (Opy(1))2» PL); si la métrique n’est plus
semi-positive mais que le fibré métrisé (Opy (1))*" est toujours PL, les masses
v dans (3.1) sont des nombres réels non nécessairement positifs ou nuls.

Ezemple 3.1. — Dauns le cas particulier ol || - | désigne la métrique stan-
dard
[(r, 2)] mt1
Ky 2)||sta = , keK 0,...,0)}, z=|2z0:-: 2
||< >||bt max(|zo|,...,|zm|) \{( )} [ 0 m]

(qui est bien semi-positive, se référer par exemple a la section 1.3 de [10]),

la mesure de Monge-Ampere (ci(Opm (1), ]|-[|)"" sur (P2)2* qui lui est
g 7 K

attachée est la mesure de Dirac é¢ au point de Gaufi.

Remarque 3.2. — Dans le cadre archimédien (K = C), la métrique sur
PZ construite sur le méme principe que celui sur lequel est construite
(c1(Opz (1), [| - IN"" s’obtient comme image directe de la mesure de Haar
normalisée sur le tore

{lzo: 1 zm]) €PE5 |20l =+ = |zml|}-
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Notons que la métrique || - ||sta est continue mais non lisse. Toujours dans ce
cadre archimédien, mais lorsque la métrique || - || est la métrique de Fubini—
Study (qui, elle, est lisse)

(5, 2)]| +1
l{ky 2) s = , KECTTN\{(0,...,0)}, z=[z0: " : 2m],
ViIzol2 + -+ [em]?
on obtient naturellement (c1(Opr (1), || - )" =(dd¢log ||z]|*)N"™, métrique
pour laquelle on rappelle que 'on dispose de la formule de Crofton : si
fos-ooy fm sont m + 1 éléments de Ox(U) (ou U désigne un ouvert d’un

espace analytique complexe X'), on a, lorsque les f; n’ont aucun zéro commun
dans U :

dd*(log || (2)l[2er)
:/[ ]epm[div(m,f(a:»]A(cl(opg,,n.||fs))A’”(H)7 (3.2)

| - [leuct désignant la norme euclidienne sur C"*! (voir par exemple [1, lem-

me 6.3)) et f = (fos- - fn):

Dans le cadre non archimédien (algébrique), nous pouvons énoncer ce qui
peut étre considéré comme le pendant de la formule de Crofton. On considere
les analytifications (Opm (1))* et L%" respectivement des fibrés en droites
Opr (1) et Lx (considérés tous deux comme des fibrés en droites au-dessus de
la variété algébrique projective produit P x X) et la section du fibré produit
(Opp (1)) @ L% obtenue en analytifiant la section (k,2) — (k, f(2)) du
fibré en droites produit Opy (1) ® Lx. On notera [div((x, f))] le courant d’in-
tégration correspondant a ce diviseur effectif sur (PR x X)** = (Pg)>" x X2".
On suppose ici que le fibré métrisé (Opp (1))** est PL. La formule de Crof-
ton (3.2) dans ce cadre non archimédien s’énonce alors ainsi : Etant données
des sections holomorphes sg, .. ., s,,, de Lx telles que ()" Supp([div(s;)]) =0

et 3" (j =0,...,m) leurs analytifications, on a(!):
d’d”( > An[log|<n,san<x>>|]>
neS)

- /E(]P)m)am [div((k, s (x)))] A (c1(Opm (1), ]| - ||))A’"(,§). (3.3)

Elle se réduit pour la métrique standard a 1’équation de Lelong—Poincaré

d'd”([log (&, s (x))llsar] ) = [div(&, 5™ (2))],

(D11 faut comprendre ici (k, s*") comme 'analytification de la section (k,s) du fibré
O]Pﬁglr(l) ® Lx — P x X en une section du fibré (Opgl(l))an ® L% — (PR)*™ x X320,
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ou § € (PR)?*" désigne le point de GauS.

Soit 7 : X — X un éclatement normalisé de X*® ([13], commentaire
avant le lemme 2.2.1). Les composantes irréductibles de X?* sont des sous-
ensembles analytiques de la forme U; = W(ff\i), avec U, les composantes
connexes de 'éclatement normalisé 7 : X — X2 On dit que X3" est
irréductible si il est non vide et admet une unique composante irréductible
([13, lemme 2.2.1 et définition 2.2.2]).

Pour définir une approche de type Mellin au cycle de Vogel attaché a

une famille (sg, ..., $;,) de sections d’un fibré en droites Lx — X, une fois
choisie une métrique lisse || - ||, sur le fibré .£%" — X2 il suffit d’exploiter

de manieére itérative le lemme suivant, directement inspiré de [1, lemme 3.1].

LEMME 3.3. — Soit U un ouvert d’un bon K-espace analytique au sens
de Berkovich X" de dimension n,

Z:ZMLZL

une combinaison formelle localement finie de sous-ensembles analytiques de
U de dimension puren—p (1 < p < n—1) et s une section holomorphe d’un

fibré métrisé L™ — U équipé d’une métrique lisse || -|| de premiére forme
de Chern c1(Z£*",]|-|). On note
Zdiv(s) = Z ,U/LZI,

{v;Supp(Z.) C Supp(div(s))}
ZUNdiv(s) . — w2,
{v;Supp(Z.) Z Supp(div(s))}
Soit A € {\ € C; Re X > 0}. On définit
T)ﬁ € (@nfp,nfp(U) @ @nfpfl,nfpfl(U)) ®r C
comme

s . _ A A an || 11 w
T3 = (L= lsIPT+ [lsI? ez, 11 )] +d'd | ) A Ed (B34)

L

ot le courant [||s|*][Z.] est défini a partir du lemme 4.6.1 de [12] comme
l'image directe par iz, : Z, — U du courant [||soiz |*]. On a

73 = [289] + [P en (2 - D] A 229

+d'd” ( [ ||3|/\:|) A [ZU\div(s)]
A
et, par conséquent :

lim 7§ = [Z9YO)] 4 [div(s)] A [Z2V\VE)], (3.5)
Réf\'go
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Démonstration. — Ce lemme résulte immédiatement de I’équation de
Lelong—Poincaré. O

Suivant ’approche proposée dans [1] (voir en particulier le théoréme 6.2
dans cette référence) et la transcription (3.3) que nous avons proposé pour
la formule de Crofton dans le cadre non archimédien, il est naturel de définir
ainsi le courant de Vogel (et son approche du type Mellin) attaché a m + 1
sections globales sq, ..., s, d'un fibré Lx — X au-dessus d’une variété pro-
jective X définie au-dessus d’un corps valué K, une fois choisie une métrique
lisse || - ||y sur le fibré £2". On note || - || ¢ moy la métrique induite sur le
fibré (Opp (1))*" @ L% par le choix des métriques || - || sur (Opp (1))*" et
[ llox sur 2%

DEFINITION 3.4. — Le courant de Vogel attaché a sq, ..., S, est défini
comme la limite suivante au sens (faible) des courants sur X2 :

Al,,iglo (Ayhﬁnao ( (/\lligo /((p%n)m)” ( /\ (e1(Opp (1), || ||))Am (@))

J=1

A

v
Jj=1

VLY, an\ || Aj
([1 — 11k 8™ moy) + 175 8™ M2y oy (1 (L [ 11)]

+d,d,,<[||<mj,sw;>j|2-;,moyD>>...)) (36)

lorsque v := min(m + 1,n + 1), ot le produit des courants se trowve justifié
par le lemme 4.6.1 de [12] si l'on tient compte de (3.5) et du fait que les

limites suivant A1, ..., )\, sont prises les unes apres les autres.
Remarque 3.5. — Du fait que la mesure correspondant aux courant
m . . . . 7’ .
[c1(Opz (1), ]| lmoy)]” st une mesure atomique (combinaison linéaire de

masses de Dirac), il résulte du lemme 3.3 que le courant de Vogel est un
courant d’intégration sur un cycle analytique (non de dimension pure) de
X2 que 'on convient de définir comme le cycle (moyen) de Vogel.

4. Approche de type Mellin aux courants de Segre dans le cadre
algébrique

Soit X une variété algébrique projective de dimension n définie sur K et
X?" son analytification au sens de Berkovich. On consideére un fibré algé-
brique Ex — X de rang m + 1 au-dessus de X et on équipe son analytifié
E¥ — X d’une métrique formelle PL (voir [12, définition 6.2.9]) notée
|- zs» au-dessus de I'analytification X*".
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Ezemple 4.1. — Si X0 = (PR)a ot si B = (Ox(do))™ & -+ &
(Ox(dm))™", on peut équiper chaque (Ox(d;))*" de la métrique standard

|Sj(2(], ey Zn)|

sl ezl = = o

qui est une métrique globalement psh-approchable [12, proposition 6.3.2] et
le fibré £ de la métrique

[sllse = max l[55lsta-

Soit s € Ox(FEx) une section globale de Fx dont on notera s*" I’analy-

~

tification. Soit 7 : X — X D'éclatement normalisé de X suivant le faisceau
d’idéaux de Ox induit par s et 7" : X?" — X?" son analytification. On
note L le fibré en droites correspondant au diviseur exceptionnel Dy de
X = X et .2 le fibré que L induit au-dessus de I'analytification Xen,
On a (du fait de la définition de I’éclatement normalisé 7) 7*(s) = 0 ® 7, ou
o est une section globale du fibré en droites L et 7 une section ne s’annu-

lant pas du fibré F; = L;?l ® 7*(Fx) (de rang m + 1 comme Ex, et dont

on notera F2* — X0 Panalytification).

Comme dans la section 4 de [1], on équipe le fibré L de la métrique || - |,
telle que |, = [|7*(s)] o
respectivement des fibrés Zan ot F)‘i(“ au-dessus de X2 déduites de o et 7
par analytification. On note || - ||;an la métrique formelle définie sur le fibré
Z™ Le courant —d’d” log |72
arbitrairement une trivialisation locale de (,,Q\an)_l) est le courant de Chern

NEZEN B )

et 7" les sections holomorphes

= (Ex)- On note o

= (Ex) (calculé ici localement en choisissant

Si ag,...,a, sont des fonctions régulieres globalement inversibles dans
un ouvert U de X*", la fonction log max(|agl,...,|a,|) est globalement psh
approchable (voir [12, Proposition 6.8.3]) dans U. Comme la métrique || - || pa»

est supposée PL, il en est de méme pour la métrique || - | o (Eap) SUr Xan [12,
6.2.15]. Par conséquent, la fonction —d’d” log || 72" | -« man) est une fonction
globalement psh-approchable au voisinage de tout point & ou ¢ n’est pas
inversible (il suffit pour cela de travailler dans un ouvert de carte Uy(z) au-
dessus duquel on dispose d’un repére orthonormé pour le fibré E5' et de
considérer le voisinage 1 (Uyr(,)) de &) et 'on sait donc donner un sens
(en approchant cette fonction par des fonctions psh lisses) aux puissances

extérieures (—cl(.,éﬁam7 II- ||Tan))/\k_17 k=1,...,n. Pour 1 < k < n, on peut
donc définir sur X" le courant [div(c®™)] A (—cy1 (£, ]| - ||7-an))/\k71.
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En transposant la notion de courant de Segre M? introduite dans [1,
section 4], on aboutit & la définition suivante :

DEFINITION 4.2. — Le courant de Segre attaché d la section s est le
courant

n

Mﬁu|ww@h4+m(2}mw%wwq@%mwww”“>

k=1

Nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 4.3. — Le courant de Segre M? s’exprime aussi comme
=Y koo Mj, ot

My = lim [1= [l [} ];

M = lim lim | lim
A —0 Ar_1—0 A1—0

(d”[” Mo A dflog 5™ [ 5] A /\ d/dwq” ”E]))) ))

(4.1)

Démonstration. — La preuve est directement inspirée de celle qui est
conduite dans le cadre complexe dans [1, section 4]. Puisqu’on a localement
Pégalité (au sens des courants)

log || [s™ |- ()] = [log o **} ] + [log [|7°"]] = [log ||| jan]

oll nous avons noté o1"} la fonction coordonnée de o®* dans un repére local,
il découle de la formule de Lelong—Poincaré que

d'd" [log |7 [s™][lx=(g)] = [div(e™)] = cr (L |- [l7an).

au sens des courants. Notons M, ,:)‘(k =0,...,n) la composante de bidegré
(0, k) dans le courant dont on prend la limite lorsque les A; tendent (les uns
apres les autres) vers 0 au second membre de (4.1). On a pour Ag > 0

T (Mg ™) = 1= [l [ I e,

xan
et, pour A\, >0(k=1,...,n):

/\kfl

T (M) = [div(e™)] A (= e (L7 - || ran))

Si l'on remplace le (1, 1)-courant —cl(.i/;a“, I - [|7an) par une (1, 1)-forme lisse
@ qui 'approche au sens des courants (on a observé que cela était possible
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an|

puisque la fonction —d’d” log [|7#" ||« (an) est une fonction globalement psh-
approchable au voisinage de tout point & ot o n’est pas inversible), il résulte

du lemme 3.3 que 'on a pour tout 1 < k < n,

>\k_>0+ >\1—>0+

lim ... lim M;’A:ﬂ'* ((...ﬂ*(M;j’/\),\l—o...))\ 0)
o=
=, | [div(e® AN
(ivio™y n ™)

On déduit le résultat de la Proposition 4.3 en approchant au sens des cou-
rants (au fur et & mesure que les A, tendent successivement vers 0) la forme

—c1 (DE/,’”\"}“, Il l-a=) par une (1, 1)-forme lisse &. O

5. Nombres ou cycles de Lelong dans le contexte non archimédien

Soit 2" un espace analytique complexe de dimension n et T un (k, k)-
courant positif sur 2. Soit zp € 2 . Le nombre de Lelong (ordinaire)
v(T, zg) du courant T au point z( est défini comme la limite lorsque e tend
vers 01 de la fonction croissante sur ]0, €] (avec 0 < ¢g << 1) :

1 c 2\An Tk
[lz—zoll<e

Appelons cycle généralisé de 2" tout courant de la forme 7. (c), ov 7 : & —
Z est un morphisme propre entre espaces analytiques complexes et ¢ est un
produit de composantes de formes de Chern lisses sur %, chacune attachée
a un fibré holomorphe (F' — %/, || - ||) équipé d’une métrique lisse; tel est le
cas par exemple des courants

T (YA (—ea (L |- )NT) = (moil). (_(Cl(fzym (Il- ||T)|YL))A’“_1>

(k=1,...,n), onY, désigne I'une des composantes irréductibles du diviseur
exceptionnel [D] de I'éclatement 7 : 2 — 2 le long du faisceau d’idéaux de
O 4 attaché a une section s d’un fibré hermitien Fo — 2 et i, : Y, — Z
Pimmersion de Y, dans £ ; la métrique || - ||, sur le fibré en droites L =
O(—[D]) est ici définie par ||o||, = ||7*8||x+ (g, ) Etant donné un point zg
de Z et un cycle généralisé T sur 2, on sait associer a T un nombre de
Lelong v(T, zp) € Z au point zq. Par exemple, le nombre de Lelong v(T,, )
du courant T, = m,([Y}] A (—ex(L, |- [))"" ") au point zy s’exprime ainsi
lorsque §zy = 10,05 - - - €wg,ma, désigne un systeme de générateurs de I'idéal
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maximal M, de Og 4, :

[ [/(p;”m)" (/_\1 (1 (Opmea (1), |- llss)) (/fj)>

A 2
B |
=1

o)

J

A1=0 ] A, =0

= v(T.,0) [{o}] (5.1)

ou v =min(n+1,mg, +1) et [{x, &)t = [(k, )|/ ||xl| si & =[ro : -+ K, ]
et ||x|| désigne la norme euclidienne dans C™=o*1 (voir [1, Proposition 5.3]) ;
la notation [...] ;=0 signifie ici que I'on prolonge méromorphiquement la
fonction holomorphe (a valeurs courants) de A; (pour Re\; >> 1) enserrée
par les crochets et que 1'on évalue ensuite le coefficient de )\? dans le déve-
loppement en série de Laurent de ce prolongement méromorphe au voisinage
de l'origine.

Soit maintenant X une variété algébrique projective de dimension n dé-
finie sur un corps valué K et X?" son analytification au sens de Berko-
vich. Considérons un courant 7' sur X*" de la forme 7' = 3 ,(m,).[w.],
ou m, : Y — X?" est un morphisme analytique entre analytifiés au sens
de Berkovich de variétés algébriques projectives définies sur K et w,, est un
produit de premiéres formes de Chern de fibrés en droites (£}, || - [|*),
ot || [}, est une métrique formelle PL globalement psh approchable sur
le fibré & oy = Y81 xg est un point fermé de X, on peut analytifier le
morphisme ¢y, : {x0} — X et considérer {zo}*" comme un sous-ensemble
de Zariski de dimension 0 de X®". Soit &,y = (£44.,0, - - - ,fxo,mlo) un systéme
de générateurs de 'idéal maximal My, de Ox 4, et v = min(n+ 1, my, +1).
On considére le fibré (OIP};”TO (1)) @ K2 sur (Py " x %) (% ouvert affine
contenant x) et on analytifie la section (s, z) — (K, &z, (z)) en une section
du fibré (Opme, (1)) @ K™ au-dessus de (PR x %)™ = (P )™ x U. On
choisit une métrique semi-positive sur Opmz, (1) induisant une métrique PL

sur (Opmao (1))*" que 'on note || - [[moy et pour laquelle la mesure de Monge—
K
Ampére (c1(Opmao (1), ]|+ [lmoy))" " est une mesure atomique (par exemple
K

la mesure de Dirac au point de GauB lorsque || - || moy st la métrique induite
par le choix de la métrique standard sur Opma (1)). On définit ainsi un cou-
K

rant sur X?" (en s’inspirant de ’approche (5.1)) de support le sous-ensemble
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de Zariski {xo}*" :

lim lim lim/
Av—0 \ Ay _1—0 A1—0 ((szwo)an)u

(/\ c1(Opppeo (1), I lhmey)) ™ ) /\ <1—|| s € oy

() o))

Lorsque ’on choisit comme métrique la métrique standard sur (’)Pgmo (1), le
courant ainsi construit est indépendant du choix du systéme générateur &,
de I'idéal maximal : si I'on dispose de deux systémes de générateurs &, et
émo pour 'idéal maximal 21,,,, on peut les compléter par des fonctions nulles
pour en faire deux systemes de générateurs de la méme longueur mg, +mg, et
on compare les deux courants construits en utilisant la métrique PL induite
par la métrique standard sur Opmso+ms-1(1). Le courant ainsi construit
K

correspond a un cycle analytique de dimension pure 0, de support {xg}*"
que ’on peut appeler cycle de Lelong du courant T sur le K-espace analytique

{xo}an.

6. La formule de King dans le contexte non archimédien

Soit (comme dans la section 4) X une variété algébrique projective de
dimension n définie sur un corps valué K et X" son analytification au sens de
Berkovich. On consideére un fibré algébrique Ex — X de rang fini au-dessus
de X et on équipe son analytifié £ — X" d’une métrique formelle PL [12,
définition 6.2.9], que 'on supposera ici globalement psh approchable notée
|- [[s au-dessus de l'analytification X**. Soit s € Ox(Ex) une section
globale de E'x dont on notera s*" : X*" — E§' 'analytification.

Soit m : X —> X I’éclatement normalisé de X via le faisceau cohérent
d’idéaux attaché a la section globale s € Ox(Ex) et 7" : X?™ — X2 son
analytification.

Pour chaque k¥ = 0,...,n, on note (Yj,,), la liste des composantes
exceptionnelles de [’éclatement normalisé = : X +—— X telles que
codimy 7(Yg,,) = k et (Y], < X*), la liste de leurs analytifications
au sens de Berkovich. On introduit également ’analytifié 2 induit au-
dessus de X?" par le fibré L)/(\ correspondant au diviseur exceptionnel de

Péclatement . Ce fibré 2" est équipé de la métrique || - ||;an induite par la
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métrique définie par ||o|| = ||7*(s)]

7 (Ex) SI8§=0QT, ou o est une section
de L& et 7 une section ne s’annulant pas de Lil @ (F).

Pour chaque paire d’entiers k,¢ € {1,...,n}, , pour chaque 1ndlce Lg, on
introduit le courant Tk ., = 73" ([Y ] A (—cl (Jan |- ||Tm)) "). Le sup-
port de ce courant est inclus dans 'union des ensembles de Zariski 7" (Y} ),
sous-ensemble analytique fermé de X?" de codimension /.

Lorsque £ > k et que w € &/~ F"=F(X*) on a (j2")*w =0 si
.]Lz : }/[ sLe Xan
désigne I'analytification du morphisme
Vi, = X =5 X

(pour des raisons de dimension, du fait que codimy (7(Yz,,)) =€ > k). Il en
résulte donc que, des que £ > k, on a T} ,, = 0 pour tout indice ¢.

On remarque aussi que si £ < k, le cycle de Lelong du courant T}, en
{zo}*" dans X" est le cycle nul (pour tout zp € X). On raisonne pour
cela ainsi, aprés avoir dans un premier temps approché le (1, 1)-courant
—c1 (.,2/”3“, I - l-a=) par une suite de (1, 1)-formes de Chern lisses en utilisant le
fait que la métrique PL en jeu ici est supposée globalement psh approchable.

e On multiplie le courant Tj,, par le « courant moyen » (on rap-
pelle que le courant (c1(Opmao (1), ] lmoy))”" * (x1) correspond a
K

une mesure atomique)

/(IPLELZ“)M (cl(OPL’(’LIO (1)7 ” : ”moy)) (51)

([1 = 1, €22 1] +dd([|<mAl>|MD>

En utilisant le fait que le support de toute forme ¢ € 7> "‘1(1/';{‘/Z )
(0 € £ < n—1) ne saurait intersecter aucun sous-ensemble de Zariski
propre de Yé ‘. (on applique a nouveau [11, 5.1]), on voit que soit le
courant obtenu ainsi est nul, soit 'analytifié de sz" x7(Y,, ) dans

IE”EQ’O XU (on reprend ici les notations utilisées dans la section 5) est

inclus dans {(x1, &) = O} pour un 3 générique (la moyennisation
effectuée ici correspond a la prise de mesure de Dirac au point de
GauB).

e On réitere si nécessaire (lorsque ¢ < k — 1) cette opération k — ¢ —
1 fois. Cette opération ne saurait se poursuivre sans que l'on ne
rencontre lors du processus le courant nul.
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Ainsi 'on peut écrire, pour tout k € [codimyx s71(0),n],
n : an /\an /\k71
[div(a™)] A (= er(L || [[ran))
o~ Ak—1
- S (1A (= al@ ) ) + Al 6)

de maniére a ce que le sous-ensemble des points {zo}** de X?* ou le (k, k)-
courant .44[s] a un cycle de Lelong non nul soit de codimension au moins
égale a k + 1.

On peut donc énoncer la version suivante du Théoréme de King, dans
le cadre cette fois non archimédien. Ce résultat constitue le pendant du
Théoréme 1.1 de [1]. Nous ne donnerons 1’énoncé ici que dans le contexte
algébrique, contexte ou nous nous plagons dans cet article. La terminolo-
gie « stable » et « mobile » fait ici référence a celle classiquement introduite
dans le cadre de la théorie de I'intersection impropre en géométrie analy-
tique complexe, voir par exemple I'introduction de [1] ainsi que [15] ol cette
terminologie est introduite.

THEOREME 6.1. — Soit X une variété algébrique projective de dimen-
ston n définie sur un corps valué K et X" son analytification au sens de
Berkovich. On considére un fibré algébrique Ex — X de rang fini au-dessus
de X, l’on suppose que le fibré E5P — X" est équipé d’une métrique formelle
PL, notée || - || ps», au-dessus de Uanalytification X*". Soit s € Ox(Ex) une
section globale de Ex et s*™ € Oxan(E3Y") son analytification. Pour tout
k=0,...,n, on note (Yi,, )., la liste des composantes exceptionnelles de
éclatement normalisé ©: X — X (le long du faisceau cohérent d’idéaux
attaché a la section s) telles que codimy m(Yy,.,) =k et (Y1) < Xan), g
liste de leurs analytifications au sens de Berkovich. La composante de bidegré
(k, k) du courant M* de Segre se scinde, pour k =1,...,n en sa composante
« stable » :

— /\kfl
(M )stapre = Zwan( A (= e (P [loe)) )

et sa composante « mobile » :

(Mk mobile — ZZT( ( [ail[ (_Cl(ﬁnvn ' ||T"“‘))/\/_ )

=0 ¢

telle que, pour tout point fermé x € X, le cycle de Lelong du courant
(M) mobitle sur {z}** soit nul.
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Démonstration. — Supposons que Ex soit de rang m + 1. Soit 2*" un
point de X" et U,an un domaine analytique contenant z?" au-dessus duquel
E*" admette un repére orthonormé {eq, ..., e, }. La section s s’exprime
dans Ugan sous la forme

m
s = E sit e,
£=0

ot les fonctions coordonnées s3", £ = 0, ..., m, sont des fonctions analytiques
et ol
sl = max [s3"].
oe<m

Auquel cas, on peut considérer, au lieu de la factorisation (72")*(s) =
o @ 78" (ol o™ est une section du fibré .,2/”\3“), indépendamment chaque
factorisation (7*")*(s3") = o** 74", les TP (£ = 0, ..., m) étant des sections
au-dessus de (%) ~1(Uyan) du fibré (,,?‘m)_l. Reprenant la construction des
courants de Vogel telle qu’elle a été décrite dans la section 3, on observe
que, pour tout k£ = 1,...,n, pour tout i, on peut construire a l’aide du
Théoreme 2.3 un (k — 1,k — 1)-courant Ay € Zp_(r—1),n—(k—1) (7" (Uzan))
de support inclus dans I'ensemble de Zariski 7" (Y}, ) (de codimension k
dans X?", donc dans Uyan), solution de I’équation de Green « moyennisée »

d’'d"” A,
k—1 o
- 1 U A Opr (1), || lmo :
,\k,lgnao }\llgo /<(]P’T’€')a")k1 (]/_\1 (Cl( PK( ) H H y)) Oij))

Aj

kol . ||<“€j’7—an>H(§an)71 moy an
A L\l d'd ¥ A Y]

YA (— (2™ ||Tan>)”l>)

Chaque courant 73" (Ag,.,) € Dn—(k—1),n—(k—1)(Uzan) est de support inclus
dans I'ensemble de Zariski 7"(Y;"} ); un tel courant, de part sa construc-
tion méme via le prolongement analytique, est donc nul pour des raisons
de dimension et la composante stable (M,‘CS )stable de la composante M} du
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courant de Segre M*® s’exprime donc aussi comme

(Mlj)stablc

=7t E lim <o+ | lim oy
Ag_1—0 A1—0 ((Pgl)an) -

Lk

k-1
A\ €10y (D, - lmoy)) ™ (5)

e 1 ||<l€j’Tan>H2;?ﬁ“)*1 moy an
A\ dd Y A Y
j=1

Lorsque z est un point fermé de X, le cycle de Lelong de M} en 2" (qui est
aussi celui de (M} )stable) s’interpréte donc comme un courant de Vogel (au
sens introduit dans la section 3), ce de maniére analogue & ce qui se produit
dans le cadre archimédien (voir les sections 7 et 8 de [1]). O
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