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Etude du graphe divisoriel 4 )
PiERRE MAzET () ET ERIC SA1AS (2
RESUME. — Nous montrons qu’il existe une permutation f des entiers positifs

telle que pour tout n > 2, ppem(f(n), f(n+1)) < ecn(logn)?, oil ¢ est une constante
positive. Cela améliore des résultats d’Erdés, Freud et Hegyvari (1983), et de Chen
et Ji (2011).

ABSTRACT. — We show that there exists a permutation f of the positive integers
such that for all n > 2, lem(f(n), f(n + 1)) < cn(logn)?, where c is a positive
constant. It improves previous results of Erdds, Freud and Hegyvari (1983), and of
Chen and Ji (2011).

1. Introduction

Appelons chaine-permutation du graphe divisoriel de N* (ou plus simple-
ment chaine-permutation) toute application bijective f : N* — N* telle que
f(n) est un diviseur ou un multiple de f(n + 1) pour tout entier n > 1. Il
est facile de construire des chaines-permutations. Voici les premieres valeurs
de I'une d’entre elles :

1-2—-(2%x3)—3—-(3x4)—4—(4x5)—5—(bxT7)—7—(7x8)—8:--

On a ici limsup,,_, , ., f(n)/n* = 1/4. Le résultat principal de cet article,
énoncé ci-dessous, montre que la convergence vers U'infini de f(n) peut étre
beaucoup plus lente.

THEOREME 1.1. — II existe une constante c; et une chaine-permutation
f telles que pour tout n > 2, on a

f(n) < eyn(logn)?.
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Intéressons-nous maintenant a des permutations de N* qui ne sont pas
nécessairement des chaines-permutations. Notons [a, b] le plus petit commun
multiple des entiers a et b. En 1981, Erdés, Freud et Hegyvari ont montré
qu’il existe une constante co et une permutation f de N* telles que pour tout
n>=3,ona

[f(n), f(n +1)] < nexp{cz/lognloglogn}
(voir [2, théoréme 3]). En modifiant légérement la permutation choisie par
Erdé8s, Freud et Hegyvari, Chen et Ji [1] ont montré trente ans plus tard
que l'on peut remplacer la fonction & l'intérieur de I'accolade par (2v/2 +
o(1))y/log nloglogn. Il découle immédiatement de notre théoréme une amé-
lioration de leur résultat.

COROLLAIRE 1.2. — [l existe une constante c3 et une permutation f de
N* telles que pour tout n > 2, on a

[f(n), f(n +1)] < esn(logn)®.

Signalons que Tenenbaum [6] conjecture que on peut remplacer l'ex-
pression & droite du signe < dans cette derniere formule par n(logn)+e™).
L’exposant 1 de logn serait alors optimal car on sait que ([4, théoréme 3])
pour toute permutation f de N*, on a

i sup H @S+ 1)

> 0.
n—r—+o00 nlogn

Pour établir le théoréme, on utilise une construction de chaine finie due
a Tenenbaum (voir [6, paragraphe 4]) et un résultat relatif aux entiers a
diviseurs denses ([3, théoréme 1]) (pour la définition de ces termes, voir
le paragraphe suivant). Méme si cela ne nous est pas utile ici, signalons
au passage que le récent travail de Weingartner [7] fournit un équivalent
asymptotique de la fonction de comptage des entiers a diviseurs y-denses,
uniforme en y.

2. Notations

Appelons chaine toute application injective f : N* — N* telle que f(n)
est un diviseur ou un multiple de f(n+ 1) pour tout entier n > 1. Appelons
aussi chaine finie de longueur [ tout l-uplet C = aq, as, . . ., a; d’entiers positifs
deux a deux distincts et tels que a; est un diviseur ou un multiple de a;41
pour tout entier ¢ de Uintervalle [1,] — 1]. On notera longueur(C) := 1.

On note pour tout entier n > 2, P (n) (respectivement P~(n)) le plus
grand (resp. petit) facteur premier de n. On pose de plus P (1) = 1.
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On note

1 (n=1)
Fn):= {max{dP(d) cdin,d> 1) (0> 2).

On dit qu’un entier n est & diviseurs y-denses si F'(n) < yn. Cette déno-
mination provient de 'identité

Fn) _  dit1(n)
n 1<i<r(n) di(n)
ot 1 = di(n) < da(n) < -+ < dym)(n) = n désigne la suite croissante des

diviseurs de n (voir [5, lemme 2.2]).

3. Preuve du théoréme

Soit p un nombre premier.

Au paragraphe 4 de [6], Tenenbaum construit une famille de chaines finies
['(z,p) pour tout réel & > 2. On s’intéresse ici au cas particulier = 2p?
pour lequel on a les quatre propriétés suivantes.

e I'(8,2)=1-2.

e Pour tout p >3, T(2p*>,p) =1—p—---—2.

e Pour tout p,I'(2p?,p) est constituée d’entiers m sans facteur carré
et tels que m < 2p?, Pt (m) < p.

e Pour tout p,T'(2p?,p) contient tous les entiers m sans facteur carré
et tels que F(m) < p?.

Cette derniére propriété combinée avec le théoreme 1 de [3] entraine I'exis-
tence d’une constante ¢ > 0 telle que pour tout p

longueur(T'(2p?, p)) = cp?/ log p. (3.1)

Nous modifions légerement T'(2p?, p) en considérant la chaine finie D(p)

obtenue en déplacant dans I'(2p?, p) le 1 initial pour le mettre en final, puis

en multipliant le tout par le nombre premier p* suivant immédiatement p.
On a donc pour p > 3,D(p) = p*p — --- — 2p* — p*.

Soit foy la suite commengant & 1, puis obtenue par concaténation des D(p).
fo:1=D(2) =D(3) =D(5) - D(7) — -
On vérifie que fj est une chaine formée d’entiers sans facteur carré. On pose

q = L.
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On construit alors par récurrence une suite croissante (gx)x>0 de nombres
égaux a 1 ou premiers et des chaines fj construites a partir de fp en rem-
placant, pour p < g, la chaine finie D(p) par une chaine finie C(p) a définir.

Supposons construits go < ¢1 < - < gr—1, C(p) pour p < qx_1 ainsi
donc que fy, f1,-.., fr—1. Si k est dans 'image de fi_1, on pose qx = qx_1,
il n’y a pas de nouvelle chaine finie C(p) & définir et donc fr = fr—_1.

On suppose dorénavant que k n’est pas dans 'image de fr_1.
On choisit g un nombre premier tel que g > qr—1 et

a > k. (3.2)
On définit alors C(p) pour gx—1 < p < ¢x de la maniére suivante.

® Sigr—1 <p < qu, on pose C(p) = D(p).
e Si p = g, on choisit C(p) = pk? — k — p*pk? — D(p).

Le fait que D(p) est formée d’entiers sans facteur carré assure que les élé-
ments de C(p) sont deux & deux distincts et donc que C(p) est une chaine finie.

On pose alors

Jr:1=-C2)=C@3) =+ = Clax) — D(gx) — D(gz") — -
et on vérifie que c’est une chaine. On définit enfin
f= Jim fi=1-C(2)=C(3)—C(5) =+ Clp) — -
k— 400

et on vérifie que c’est une chalne-permutation.

Le début de cette chalne-permutation est formée des trois entiers 1 —6—3,
et est suivie de la chaine finie C(3). Soit n > 4; il existe donc un nombre
premier p tel que f(n) € C(p*). En utilisant notamment (3.2), on a f(n) <
2p*2p** = p3. Par ailleurs notons r un nombre premier générique. On a en
utilisant (3.1) et le théoréme des nombres premiers

n> Zlongueur(C(T)) > Zr2/logr = p°/(logp)>.
r<p r<p

On en déduit que f(n) < n(logn)?. Cela conclut la démonstration du théo-
réme.
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