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Inverse du Laplacien discret dans le problème
de Poisson-Dirichlet à deux dimensions

sur un rectangle(∗)

Jean Chanzy 1

RÉSUMÉ. — Ce travail a pour objet l’étude d’une méthode de « discréti-
sation » du Laplacien dans le problème de Poisson à deux dimensions
sur un rectangle, avec des conditions aux limites de Dirichlet. Nous ap-
prochons l’opérateur Laplacien par une matrice de Toeplitz à blocs, eux-
mêmes de Toeplitz, et nous établissons une formule donnant les blocs
de l’inverse de cette matrice. Nous donnons ensuite un développement
asymptotique de la trace de la matrice inverse, et du déterminant de la ma-
trice de Toeplitz. Enfin, par un passage à la limite dans l’inverse, de type
ergodique, nous passons du discret au continu, en retrouvant l’expression
connue du noyau de Green du problème de Poisson, sous forme de série,
et en en donnant une nouvelle expression asymptotique plus intéressante,
car elle converge plus rapidement.

ABSTRACT. — This work is focused on the study of a « discretization »
method for the Laplacian operator, in the two-dimensional Poisson prob-
lem on a rectangle, with Dirichlet boundary conditions. The Laplacian
operator is approximated by a block Toeplitz matrix, the blocks of which
are Toeplitz matrices again, and a formula of the inverse matrix blocks is
given. Then an asymptotic development of the inverse matrix trace and
the Toeplitz matrix determinant are obtained. Finally, the continuum ex-
pression of the Laplacian operator is found by calculating the ergodic
limit of the inverse matrix. A new asymptotic formula for the well known
Green function for the Poisson problem that we obtain converges more
rapidly than the usual one.

1. Le problème de Poisson

L’opérateur Laplacien a depuis fort longtemps une importance capitale
dans de nombreux domaines, et en particulier en Analyse, pour la résolution
d’équations aux dérivées partielles, notamment en calculant des noyaux de
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Green, en Probabilités, dans l’étude des marches aléatoires, et en Calcul
Numérique, pour la résolution de divers problèmes posés par la Physique,
la Météorologie, l’Économie,... En effet, dans toutes les branches de la
Physique, en particulier, la modélisation mathématique aboutit souvent à
l’obtention d’une équation aux dérivées partielles où figure le Laplacien,
avec des conditions aux limites sur des domaines variés. Ces conditions sont
de différentes sortes, dont les principales sont celles de Dirichlet, qui portent
sur les solutions de l’équation sur la frontière de son domaine de validité,
celles de Neumann, qui portent sur la dérivée des solutions dans la direction
orthogonale à la frontière de ce domaine, et les conditions mixtes, qui sont
une combinaison des deux précédentes. La difficulté est qu’en général, les
solutions de ces équations aux dérivées partielles dépendent très fortement
de la géométrie du problème, et il n’est pas toujours possible d’en obtenir
une expression simple avec des fonctions usuelles. De plus, l’obtention du
Noyau de Green du problème posé est parfois aussi difficile que de cal-
culer explicitement les solutions de ce problème, et on en utilise parfois un
développement en série.

Dans la présente étude, nous considérons le problème de Poisson sur un
rectangle, avec des conditions aux limites du type Dirichlet et nous com-
mençons par « discrétiser » ce problème, en représentant le Laplacien par
un opérateur matriciel de Toeplitz à blocs, les blocs étant eux-mêmes des
matrices de Toeplitz. Concrètement, on se donne un rectangle d’intérieur R
et de frontière ∂R et on considère le problème suivant :{

∆u = v sur R
u = w sur ∂R,

où u est la fonction à déterminer, de classe C2, v une fonction continue sur
R et w une fonction continue sur ∂R.

On munit R ∪ ∂R d’un maillage (voir figure 1), de nœuds (xi; yj) avec

xi = i
a

m+ 1
et yj = j

b

n+ 1
, comme dans la figure 1. On a i ∈ N ∩[0,m+1]

et j ∈ N ∩ [0, n+1]. On approche ensuite le Laplacien ∆ par son expression

aux différences finies avec un pas h1 =
a

m+ 1
en abscisse et h2 =

b

n+ 1
en

ordonnée.

On remplace alors le rectangle R par le maillage :

Rh1,h2 = {(xi; yj) : 1 � i � m; 1 � j � n} ,

et :
∂Rh1,h2 = ∂R ∩ {(xi; yj) : 0 � i � m+ 1; 0 � j � n+ 1} .
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Figure 1. — Maillage du rectangle (R)

Nous noterons ici M = [C,A,B]m×m les matrices tridiagonales par blocs
du type :

M =



A B 0 . . . 0

C A B . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . C A B

0 . . . 0 C A


,

de dimension mn × mn, chaque bloc étant de dimension n × n, et
M̃ = [c, a, b]n×n les matrices tridiagonales

M̃ =



a b 0 . . . 0

c a b . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . c a b

0 . . . 0 c a


,

de dimension n× n.
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Maintenant, soit Uij = u(xi, yj). On a :

∆h1,h2Uij = (∆h1,h2u)(xi, yj)

=
1
h2

1

(u(xi+1, yj) + u(xi−1, yj) − 2u(xi, yj))

+
1
h2

2

(u(xi, yj+1) + u(xi, yj−1) − 2u(xi, yj))

=
1
h2

1

(Ui+1 j + Ui−1 j − 2Uij) +
1
h2

2

(Ui j+1 + Ui j−1 − 2Uij) .

Posant alors λ =
(
h1

h2

)2

(λ > 0), ui =


Ui1

Ui2
...

Ui n−1

Uin

 , ∀i ; 1 � i � m

et U =


u1

u2
...

um−1

um

, on peut approcher le problème initial par le problème

discret suivant : {
∆h1,h2U = v dans Rh1,h2

U = w sur ∂Rh1,h2 ,

On obtient donc :

h2
1∆h1,h2Uij = Ui+1 j + Ui−1 j − 2Uij + λ (Ui j+1 + Ui j−1 − 2Uij) .

On en déduit :

h2
1∆h1,h2ui = ui+1 + ui−1 + Lui + λUi0δj,1 + λUi n+1δj,n,

où L est la matrice tridiagonale L = [λ,−2(1 + λ), λ]n×n et δp,q le symbole
de Kronecker. Posant L = [Id, L, Id]m×m, on obtient h2

1∆h1,h2U = LU
+ θ1 + θ2, où θ1 et θ2 sont des vecteurs de dimension mn qui ne dépendent
que des valeurs de w sur les côtés du rectangle R. Donc :

LU = h2
1v − θ1 − θ2.

Posant alors V = h2
1v − θ1 − θ2, vij = v(xi, yj), wij = w(xi, yj) et

Vij = V (xi, yj), il vient LU = V , où V est construit comme U avec :

– 488 –



Inverse du Laplacien discret

Vij = h2
1vij − (δi1w0j + δimwm+1 j) − λ(δj1wi0 + δjnwi n+1) ,

et δp,q, symbole de Kronecker.

On peut donc remplacer le problème de Poisson-Dirichlet par un pro-
blème linaire du type L̃U = Ṽ , où U et Ṽ sont des vecteurs de dimen-
sion mn, et L̃ une matrice de Toeplitz tridiagonale par blocs, de dimension
mn×mn, chaque bloc étant lui-même une matrice de Toeplitz tridiagonale
de dimension n× n. On a alors :

L̃ =
[
−1

2
Id, L̃,−1

2
Id

]
m×m

L̃ =
[
−1

2
λ, 1 + λ,−1

2
λ

]
n×n

λ =
(
h1

h2

)2

.

À partir de cette modélisation, nous utilisons une formule d’inversion
établie par le même auteur dans [Ch1] et [Ch2], et nous calculons donc la
matrice inverse du « Laplacien discret » ainsi obtenu, nous en déduisons une
expression asymptotique de la trace de cette matrice inverse et du déter-
minant de la matrice « Laplacien », et enfin par un passage à la
limite « continu », de type ergodique, nous déduisons de l’inverse de la ma-
trice du Laplacien discret deux expressions différentes du noyau de Green
du problème de Poisson-Dirichlet posé ci-dessus.

Avertissement. — La bibliographie donnée à la fin de cet article ne saurait
être exhaustive, étant donné la profusion de publications sur le sujet traité,
qui préoccupe les mathématiciens et les physiciens depuis de nombreuses
années.

Remerciements. — Ce travail constitue un chapitre de ma thèse, menée
sous la direction de M. Abdellatif Seghier. Je remercie les participants du
groupe de travail « Analyse, Probabilités et Applications » de l’Université
de Paris-Sud/Orsay pour leurs nombreuses remarques tant sur le contenu
que sur la forme de cet article qui s’en est trouvé grandement amélioré.
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2. Résultats principaux

La présente étude est effectuée à partir des résultats d’un précédent
article du même auteur (voir [Ch2] ou [Ch1]), dans le cadre suivant :

2.1. Cadre de l’étude

Définitions générales

On note T le tore à une dimension, identifié avec l’intervalle ] − π, π]
et σ la mesure de Haar sur T, de sorte que, si θ ∈] − π, π], dσ = dθ

2π , et
◦
ı

l’imaginaire pur de C. On considère le caractère :

χ :] − π, π] −→ T

θ �−→ e
◦
ı θ,

qui permet de définir

χk :] − π, π] −→ T χk :] − π, π] −→ T

θ �−→ e
◦
ı kθ θ �−→ e−

◦
ı kθ.

On note Mn(C) l’espace des matrices de dimension n× n à coefficients
dans le corps des complexes C et Id la matrice identité de Mn(C).

Si M = (mi j)1� i , j � n ∈ C, alors M∗ = (mj i)1� i , j � n est la matrice
adjointe de M , et

tr (MM∗) =
i = n∑
i = 1

k = n∑
k = 1

mi k mi k =
∑

1� i , k � n

|mi k |2 .

Nous définissons alors sur Mn(C) la norme matricielle de Hilbert-Schmidt

‖M‖2=[tr(MM∗)]1/2, associée au produit scalaire 〈M,M ′〉2=
[
tr(MM

′∗)
]1/2

.
Cette norme permet en particulier de bénéficier de la commutativité de deux
matrices à l’intérieur de la trace, avantage décisif pour obtenir des théorèmes
d’inversion et de trace équivalents à la dimension 1 (voir [M-M]).

Comme les opérateurs de Toeplitz que nous allons manipuler opèrent sur
des matrices, nous allons en fait traiter ces matrices comme des vecteurs et
nous allons donc munir Mn(C) des trois normes vectorielles :
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∀M = (mij)1�i,j�n ∈ Mn(C),

‖M‖1 =
∑

1� i , j � n

|mi j | ,

‖M‖2 = [tr (MM∗)]1/2 ,

‖M‖∞ = max
1� i , j � n

|mi j | .

Espaces de travail

Dans ce paragraphe, nous définissons le cadre de cette étude, et en par-
ticulier les espaces dans lesquels nous nous plaçons dans la suite du présent
article.

Espaces de Lebesgue de fonctions matricielles

Il est impératif, dans cette étude, de pouvoir induire sur les fonctions
matricielles des propriétés équivalentes à celles qu’ont leurs composantes.
C’est pourquoi nous introduisons les espaces suivants :

(i) L2
M(T) =

{
M : T −→ Mn(C) :

∫
T

‖M‖2
2 dσ < +∞

}
est l’espace des

fonctions matricielles « de carré intégrable » sur le tore T, muni du produit

scalaire 〈M,M ′〉L2
M

=
1
n

∫
T

tr (MM ′∗) dσ et de la norme

‖M‖L2
M

=
[

1
n

∫
T

‖M‖2
2 dσ

]1/2

.

(ii) L∞
M(T) =

{
M : T −→ Mn(C) : ‖M‖L∞

M

= sup
z∈T

‖M(z)‖∞ < +∞
}

est

l’espace des fonctions matricielles « essentiellement bornées » sur le tore T.

(iii) L1
M(T) =

{
M : T −→ Mn(C) : ‖M‖L1

M

=
1
n

∫
T

‖M‖1 dσ < +∞
}

est

l’espace des fonctions matricielles « intégrables » sur le tore T.

Espaces de Hardy

(i) H2+
M

(T) =
{
M ∈ L2

M(T) : M̂(k) = 0 si k < 0
}

est l’espace de Hardy des
fonctions matricielles de carré intégrable et de type analytique sur le tore

T, avec M̂(k) =
∫

T

χkM(χ) dσ(χ).
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(ii) H2−
M

(T) =
{
M ∈ L2

M(T) : M̂(k) = 0 si k � 0
}

est l’espace supplémen-

taire orthogonal de H2+
M

(T) dans L2
M(T).

(iii) On pose H∞
M (T) = H2+

M
(T) ∩ L∞

M(T).

Espace des polynômes matriciels

Soit PN = LinM

{
χkId : p ∈ N ; 0 � k � N

}
l’espace des polynômes

trigonométriques matriciels de degré inférieur ou égal à N . Notons que

PN ⊂ H2+
M

(T).

Projections et opérateurs de Hankel

Nous considrons d’abord un symbole matriciel F décomposable en
F = GG∗, G étant une matrice normale sur T (c’est-à-dire que G commute
avec sa matrice adjointe sur T), et telle que G ∈ H∞

M (T) et G−1 ∈ H∞
M (T)

et nous définissons ensuite la matrice complexe : ΦN = χNG−1∗G et puis
les opérateurs suivants :

π+ : L2
M(T) −→ H2+

M
(T) est la projection orthogonale sur H2+

M
(T)

π− : L2
M(T) −→ H2−

M
(T) est la projection orthogonale sur H2−

M
(T)

HΦN
: H2+

M
(T) −→ H2−

M
(T) H∗

ΦN
: H2−

M
(T) −→ H2+

M
(T)

M �−→ π−(MΦN ) M ′ �−→ π+(M ′Φ∗
N ).

HΦN
et H∗

ΦN
sont respectivement le premier et le second opérateur de Han-

kel (voir [N]). Ces opérateurs permettent d’échanger les espaces H2+
M

(T)
et H2−

M
(T) et ont ceci de remarquable qu’ils sont réduits à l’opérateur

nul si le symbole G est l’inverse d’un polynôme matriciel (voir [Ch2]).
Ces opérateurs permettent aussi de définir des matrices de Hankel à blocs
H = (Ai,j)0�i,j�N , où les blocs Ai,j sont des coefficients de Fourier
Ai,j = F̂ (i+ j + 1) du symbole F (voir [W2]).

Opérateur de Toeplitz tronqué à blocs

Définition 2.1. — On définit d’abord π
(1)
N la projection de L2

M(T) sur
PN , puis l’opérateur de Toeplitz tronqué à blocs, à symbole matriciel F ,
par :

TN (F ) : PN −→ L2
M(T) −→ PN

Q �−→ QF �−→ π
(1)
N (QF )
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Théorème d’inversion exacte d’un opérateur de Toeplitz à
symbole matriciel. — Soit F un symbole matriciel décomposable en
F = GG∗, G étant une matrice normale et inversible sur T, telle que
G ∈ H∞

M (T) et G−1 ∈ H∞
M (T). Alors :

(i) ∃ α ∈ ]0, 1[ ∀N ∈ N ‖HΦN+1‖L2
M

� α

(ii) TN (F ) est inversible et pour tout Q ∈ PN ,

TN (F )−1(Q) = π+(QG−1∗)G−1

−π+

[{(
Id −H∗

ΦN+1
HΦN+1

)−1 (
π+

(
π+(QG−1∗)Φ∗

N+1

))}
ΦN+1

]
G−1.

Ce théorème est démontré dans [Ch2] et [Ch1].

Dans toute la suite, nous écrirons L2
M, H2+

M
,. . . (nous omettrons le tore

T dans l’expression des espaces de Lebesgue et des espaces de Hardy) à
chaque fois qu’aucune confusion ne sera possible.

2.2. Théorèmes principaux

Nous commençons par appliquer le théorème d’inversion précédent au
calcul des blocs de la matrice inverse du Laplacien discret. Nous déterminons
le symbole décomposé G du Laplacien, et nous notons W la matrice 2A2, où
A est le coefficient de Fourier d’ordre 1 de G (voir début du paragraphe 3.2).
Nous obtenons ainsi le théorème suivant :

Théorème 2.2. — On prend ici N = m−1 et on a L̃−1 =
(
Ľk, l

)
0�k,l�m−1

∀k ∈ N : 0 � k � m− 1 et ∀l ∈ N : 0 � l � m− 1

Ľk, l = 2
(
W |k−l|+1 −W k+l+3

)
(Id −W 2)−1

−
(
Id −W 2m+2

)−1
Wm−k

(
Id −W 2k+2

)
(
L̃2 − Id

)−1/2

Wm−l
(
Id −W 2l+2

)
,

ou

Ľk, l = 2 W |k−l|+1
(
Id −W 2 min(k+1,l+1)

)
(Id −W 2)−1

−
(
Id −W 2m+2

)−1
Wm−k

(
Id −W 2k+2

)
(
L̃2 − Id

)−1/2

Wm−l
(
Id −W 2l+2

)
.

– 493 –



Jean Chanzy

Nous en déduisons l’expression des valeurs propres puis des éléments de
matrice de chacun des blocs de la matrice inverse du Laplacien discret, et
nous donnons un développement asymptotique de la trace de cette matrice
inverse, ainsi que du déterminant de la matrice Laplacien.
Notons (γp)1�p�n les valeurs propres de W , et posons Ľk, l = Lk+1, l+1,
pour tout k, pour tout l tels que 0 � k, l � m− 1.

Corollaire 2.3. — Les valeurs propres σ(p)
k, l de chaque bloc Lk, l sont :

σ
(p)
k, l = 2

γ|k−l|+1
p

(
1 −

(
γ2
p

)min(k,l)

1 − γ2
p

)

− γ2(m+1)−(k+l)+1
p


(

1 −
(
γ2
p

)k
1 − γ2

p

) (
1 −

(
γ2
p

)l
1 − γ2

p

)
1 −

(
γ2
p

)m+1

1 − γ2
p



 ,

et les éléments de chaque bloc Lk, l de la matrice inverse L̃−1 ont la forme :

(Lk, l)i, j =
2

n+ 1

p=n∑
p=1

σ
(p)
k, l sin

(
p

iπ

n+ 1

)
sin

(
p

jπ

n+ 1

)
,

pour 1 � i � n, 1 � j � n, 1 � k � m, 1 � l � m.

Dans la suite, nous notons λ0 =
(a
b

)2

, de sorte que λ=λm,n=λ0

(
n+ 1
m+ 1

)2

(voir paragraphe 4.1, après la proposition 4.2).

Corollaire 2.4. —

tr
(
L̃−1

)
=

m(m+ 1)
π
√
λ0

(
p=n∑
p=1

1
p tanh

(
pπ

√
λ0

))

− (m+ 1)2

π2λ0

(
p=n∑
p=1

1
p2

)
− (m+ 1)2

π2λ0

(
p=n∑
p=1

1
p

)
O

(
1

m+ 1

)
,

On peut alors déterminer un équivalent de la trace normalisée :

1
mn

tr
(
L̃−1

)
=

1
π
√
λ0

m+ 1
n

(∫ n

1

dt
t tanh(tπ

√
λ0)

)
+O

(
m+ 1
n+ 1

)
,
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qu’on peut écrire aussi :

1
mn

tr
(
L̃−1

)
=

1
π
√
λm,n

n+ 1
n

(∫ n

1

dt
t tanh(tπ

√
λ0)

)
+O

(
1√
λm,n

)
,

Corollaire 2.5. — On peut définir pour le logarithme du déterminant
du Laplacien discret le développement asymptotique suivant à l’ordre 0 :

ln
(
det

(
L̃

))
= mn ln

(
π2

2(m+ 1)2

)
+m+ n− 3mn+ 1

+
(2m+ 1)(2n+ 1)

4
ln(λ0 n2 +m2)

−
(

2m+ 1
4

)
ln(λ0 +m2) −

(
2n+ 1

4

)
ln(λ0 n2 + 1)

+
m(m+ 1)√

λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
+n(n+ 1)

√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
+O(1).

Enfin, par un passage à la limite « continu », nous retrouvons le noyau de
Green du problème de Poisson-Dirichlet sur un rectangle, et nous en donnons
une nouvelle expression sous forme de série qui converge très rapidement,
et pour laquelle chaque terme décrôıt exponentiellement en fonction de son
ordre et de l’aplatissement du rectangle. On désigne par [u] la partie entière
du réel u. On choisit, ∀(x; y;x′; y′) ∈ [0, 1]4 :

k = k(m) = [(m+ 1)x], l = l(m) = [(m+ 1)x′],

i = i(n) = [(n+ 1)y], j = j(n) = [(n+ 1)y′] .

Avec ces notations, nous avons les deux théorèmes suivants :

Théorème 2.6. — Développement classique du noyau de Green

lim
n→+∞
m→+∞

√
λm,n

2
(
Lk(m), l(m)

)
i(n), j(n)

=
2
π

∑
p∈N∗

sinh
(
pπ

√
λ0 min(x, x′)

)
sinh

(
pπ

√
λ0 (1 − max(x, x′))

)
p sinh(pπ

√
λ0)

× sin(pπy) sin(pπy′),

pour (x′; y′) �= (x; y), uniformément par rapport à k, l, i et j.
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Théorème 2.7. — Nouveau développement du Noyau de Green
Posons :

ϕq (t, y, y′) =
sin2 ((π/2)(y + y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (2q + t)

)
sin2 ((π/2)(y − y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (2q + t)

) .
Alors :

lim
n→+∞
m→+∞

√
λm,n

2
(
Lk(m), l(m)

)
i(n), j(n)

=
1
4π

∑
q∈N

ln
(
ϕq (|x− x′|, y, y′)ϕq (x+ x′, y,−y′)

ϕq+1 (−|x− x′|, y, y′)ϕq+1 (−(x+ x′), y,−y′)
)
,

pour (x′; y′) �= (x; y), uniformément par rapport à k, l, i et j.

Nous donnons ensuite une comparaison de la vitesse de convergence des
deux séries définissant le noyau de Green du problème de Poisson-Dirichlet
sur un rectangle et en concluons que la seconde série est beaucoup plus
intéressante que la première, car il suffit d’en calculer quelques termes pour
obtenir une précision convenable.

Nous terminons enfin par une expression du noyau de Green du théorème
2.7 à partir d’une somme finie et d’un reste, par le corollaire suivant :

Corollaire du théorème 2.7. — Fixons un nombre entier naturel S et
un réel ε tel que ε ∈ ]0, 1]. Alors le noyau de Green s’écrit, ∀x ∈ [0, 1],
∀x′ ∈ [0, 1], ∀y ∈ [0, 1], ∀y′ ∈ [0, 1], tels que max {|x− x′|, |y − y′| � ε} :

G(x, y, x′, y′) =
1
4π

q=S∑
q=0

ln
(
ϕq (|x− x′|, y, y′)ϕq (x+ x′, y,−y′)

ϕq+1 (−|x− x′|, y, y′)ϕq+1 (−(x+ x′), y,−y′)
)

+ RS(x, y, x′, y′),

avec :

max
{
|RS(x, y, x′, y′)| : (x, y, x′, y′) ∈ [0, 1]4; max (|x− x′|, |y − y′|) � ε

}
� 1

π

3e−π
√
λ0ε + e−π

√
λ0

1 − e−2π
√
λ0

ln
(

1
1 − e−2(S+1)π

√
λ0

)
.

Numériquement, pour
√
λ0 = 2, si on ne prend que le premier terme

de la série (S = 0), le reste est inférieur à 3, 33.10−6. Pour
√
λ0 = 1, si on
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prend les deux premiers termes de la série (S = 1), le reste est inférieur à
3, 38.10−6. Pour

√
λ0 = 1/2, si on prend les quatre premiers termes de la

série (S = 3), le reste est inférieur à 3, 72.10−6.

3. Inverse du Laplacien discret

3.1. Calcul des valeurs propres du symbole

La matrice à blocs L̃ du paragraphe 1 peut être considérée comme un
opérateur de Toeplitz tronqué par blocs, de symbole matriciel

F = −1
2
χId + L̃− 1

2χ
Id.

Notons (αp)1�p�n la suite finie des valeurs propres de L̃. Nous allons voir
qu’elles sont toutes distinctes, réelles et strictement supérieures à 1.

L̃ = L̃n =



1 + λ −λ

2
0 · · · 0

−λ

2
1 + λ −λ

2
· · · 0

...
. . . . . . . . .

...

0 · · · −λ

2
1 + λ −λ

2

0 · · · 0 −λ

2
1 + λ


est de dimension n× n.

Les valeurs propres de cette matrice sont de la forme αp = 1 + ζpλ avec
p ∈ N : 1 � p � n. Un calcul classique (voir [Z]) permet d’obtenir leur
expression sous la forme :

∀p ∈ {1; 2; · · · ;n} , αp = 1+λ
(

1 − cos
(

pπ

n+ 1

))
= 1+2λ sin2

(
pπ

2(n+ 1)

)
.

On voit facilement que chaque sous-espace propre de L̃ est de dimension 1 et
indépendant de λ. La matrice L̃ est alors diagonalisable en base orthonormée
et L̃ = P

(
Diag (αp)1�p�n

)
P−1. P est une matrice de changement de base,

réelle, orthogonale et indépendante de λ. Calculons cette matrice de passage
P :
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Proposition 3.1. — La matrice de passage orthogonale permettant de
diagonaliser L̃ s’écrit :

P =

√
2

n+ 1

(
sin

(
ipπ

n+ 1

))
1�i,p�n

.

Démonstration. — Pour ceci, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2. — Pour tous entiers naturels i et j,

p=n∑
p=1

sin
(

ipπ

n+ 1

)
sin

(
jpπ

n+ 1

)
=

n+ 1
2

δi,j ,

où δi,j est le symbole de Kronecker.

Démonstration. — La démonstration de ce lemme très classique est laissée
au lecteur. �

Montrons maintenant la proposition 3.1 :

On vérifie facilement par un calcul direct que chacun des sous-espaces
propres de L̃ est l’espace de dimension 1 engendré par le vecteur :

Xp =

√
2

n+ 1



sin
(

pπ

n+ 1

)
sin

(
2pπ
n+ 1

)
...

sin
(

(n− 1)pπ
n+ 1

)
sin

(
npπ

n+ 1

)


.

En utilisant le lemme 3.2, on obtient la matrice

P =

√
2

n+ 1

(
sin

(
ipπ

n+ 1

))
1�i,p�n

. �
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3.2. Décomposition du symbole matriciel du Laplacien

Dans cette section, nous calculons la décomposition du symbole F du
Laplacien discret et nous montrons que cette décomposition vérifie les hy-
pothèses du théorème de Helson-Lowdenslager (voir [H-L]), de façon à pou-
voir utiliser le théorème d’inversion du paragraphe 2.1. Notre symbole peut
s’écrire :

F = P

(
Diag

(
− 1

2
χ+ αp −

1
2χ

)
1�p�n

)
P−1.

Factorisons les valeurs propres de la matrice F :

−1
2
χ+ αp −

1
2χ

= −
(χ− αp)2 − (α2

p − 1)
2χ

.

Posons  βp = αp +
√
α2
p − 1

γp = αp −
√
α2
p − 1.

On a βpγp = 1 , βp > 1 et 0 < γp < 1. Par ailleurs

−1
2
χ+ αp −

1
2χ

=

√
βp
2

(1 − γpχ)

√
βp
2

(
1 − γp

χ

)
.

En posant alors

G = P

(
Diag

(√
βp
2

(1 − γpχ)
)

1�p�n

)
P−1,

on décompose le symbole en F = GG∗ , G étant de la forme G = χA + B

et G∗ =
1
χ
A+B , avec

A = P

(
Diag

(
−

√
γp
2

)
1�p�n

)
P−1

et

B = P

(
Diag

(√
βp
2

)
1�p�n

)
P−1,

ce qui entrâıne les égalités suivantes :{
AB = BA = −1

2
Id

A2 +B2 = L̃.
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Remarquons que A et B sont des matrices symétriques réelles qui commu-
tent.

Montrons maintenant que G est dans H∞
M et G−1 est dans H2+

M
, et pour

cela, calculons ‖G‖L2
M

et
∥∥G−1

∥∥
L2

M

:

Proposition 3.3. — Posons W = 2A2, alors G−1 = B−1
∑
q∈N

χqW q,

qui est une série convergente dans L2
M. On peut ensuite calculer :

‖G‖L2
M

=
(

1
n

tr
(
L̃

) )1/2

;
∥∥G−1

∥∥
L2

M

=
(

1
n

tr
[(
L̃2 − Id

)−1/2
] )1/2

.

On en déduit que G et G−1 sont dans H2+
M

. Par ailleurs,
‖G‖L∞

M

� ‖A‖∞ + ‖B‖∞ < +∞, et G est dans L∞
M .

Démonstration. —

G−1 = (χA+B)−1

= [(Id + χAB−1)B]−1

= B−1(Id + χAB−1)−1

= B−1(Id − χW )−1.

On obtient alors ‖Id‖L2
M

=
[

1
n

∫
T

tr (IdId∗) dσ
]1/2

= 1, et :

‖χW‖2
L2

M

=
1
n

∫
T

tr
(
(χW )(χW )∗

)
dσ

=
1
n

∫
T

tr
(
W 2

)
dσ,

‖χW‖2
L2

M

=
1
n

tr
(
W 2

)
=

4
n

p=n∑
p=1

(γp
2

)2

,

‖χW‖2
L2

M

=
1
n

p=n∑
p=1

(γp)2

�
(

max
1�p�n

(γp)
)2

,
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donc
0 < ‖χW‖L2

M

� max
1�p�n

(γp) < 1.

Dans ces conditions, ∀S ∈ N ,

(Id − χW )
q=S∑
q=0

χqW q =
q=S∑
q=0

χqW q −
q=S+1∑
q=1

χqW q

= Id − χS+1WS+1

=

(
q=S∑
q=0

χqW q

)
(Id − χW ).

D’autre part,∥∥χS+1WS+1
∥∥2

L2
M

=
1
n

∫
T

tr
(
χS+1WS+1

(
χS+1WS+1

)∗)
dσ

=
1
n

∫
T

tr
(
W 2(S+1)

)
dσ

=
1
n

tr
(
W 2(S+1)

)
=

1
n

p=n∑
p=1

(γp)2(S+1).

Finalement, ∥∥χS+1WS+1
∥∥
L2

M

=

[
1
n

p=n∑
p=1

(γp)2(S+1)

]1/2

.

Comme ∀p ∈ N : 1 � p � n, 0 < γp < 1, pour n fixé,

lim
S→+∞

(∥∥χS+1WS+1
∥∥
L2

M

)
= 0.

On en déduit :

lim
S→+∞

∥∥∥∥∥Id − (Id − χW )
q=S∑
q=0

χqW q

∥∥∥∥∥
L2

M

= lim
S→+∞

∥∥∥∥∥Id −
(

q=S∑
q=0

χqW q

)
(Id − χW )

∥∥∥∥∥
L2

M

= 0,
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et donc G−1 = B−1
∑
q∈N

χqW q. Par ailleurs,

∥∥∥∥∥B−1

q=S∑
q=0

χqW q

∥∥∥∥∥
2

L2
M

=
2
n

q=S∑
q=0

tr
(
W 2q+1

)
,

∥∥∥∥∥B−1

q=S∑
q=0

χqW q

∥∥∥∥∥
2

L2
M

=
2
n

p=n∑
p=1

γp

q=S∑
q=0

γ2p
p

=
2
n

p=n∑
p=1

γp

(
1 − γ

2(S+1)
p

1 − γ2
p

)
.

Comme ∀p ∈ N : 1 � p � n, 0 < γp < 1, pour n fixé,

lim
S→+∞

∥∥∥∥∥B−1

q=S∑
q=0

χqW q

∥∥∥∥∥
L2

M

=

(
2
n

p=n∑
p=1

γp
1 − γ2

p

)1/2

.

On en déduit que

∥∥G−1
∥∥
L2

M

=

(
2
n

p=n∑
p=1

γp
1 − γ2

p

)1/2

.

Or :
1 − γ2

p = 1 −
(
2α2

p − 1 − 2αp

√
α2
p − 1

)
,

donc :

1 − γ2
p = 2 − 2α2

p + 2αp

√
α2
p − 1

= 2
√
α2
p − 1

(
αp −

√
α2
p − 1

)
= 2γp

√
α2
p − 1,

donc ∥∥G−1
∥∥
L2

M

=

 1
n

p=n∑
p=1

1√
α2
p − 1

1/2

.

Comme ∀p ∈ N : 1 � p � n, αp > 1, ni 1 ni −1 ne sont valeurs propres de
L̃ et

∀p ∈ N : 1 � p � n,
√
α2
p − 1 �= 0.
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Les
√
α2
p − 1 sont les valeurs propres de la matrice

(
L̃2 − Id

)1/2

et cette

matrice est inversible (cette matrice existe puisque L̃ est symétrique réelle
et définie positive). On obtient alors

∥∥G−1
∥∥
L2

M

=
(

1
n

tr
[(
L̃2 − Id

)−1/2
])1/2

< +∞.

Enfin un calcul direct montre que

‖G‖L2
M

=
(

1
n

tr
(
L̃

) )1/2

< +∞.

Les matrices G et G−1 sont donc dans L2
M et comme elles sont de type

analytique , elles sont dans H2+
M

. De plus, par l’inégalité
‖G‖L∞

M

� ‖A‖∞ + ‖B‖∞ < +∞ (triviale), G est dans L∞
M . �

Dans ces conditions , on peut appliquer le théorème d’inversion du para-
graphe 2.1.

3.3. Calcul de l’inverse du Laplacien discret

L̃ étant une matrice de Toeplitz par blocs de dimension mn×mn , nous
allons appliquer le théorème d’inversion au calcul des blocs Ľk l de la matrice
inverse L̃−1 (0 � k � N et 0 � l � N avec N = m− 1).

Théorème 3.4. — On prend ici N = m−1 et on a L̃−1 =
(
Ľk, l

)
0�k,l�m−1

∀k ∈ N : 0 � k � m− 1 et ∀l ∈ N : 0 � l � m− 1

Ľk, l = 2
(
W |k−l|+1 −W k+l+3

)
(Id −W 2)−1

−
(
Id −W 2m+2

)−1
Wm−k

(
Id −W 2k+2

) (
L̃2 − Id

)−1/2

Wm−l
(
Id −W 2l+2

)
,

ou

Ľk, l = 2 W |k−l|+1
(
Id −W 2 min(k+1,l+1)

)
(Id −W 2)−1

−
(
Id −W 2m+2

)−1
Wm−k

(
Id −W 2k+2

) (
L̃2 − Id

)−1/2

Wm−l
(
Id −W 2l+2

)
.
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Démonstration. — Définissons l’application semi-linéaire :

Λ : L2
M(T) × L2

M(T) −→ Mn(C),

(M,M ′) �−→ Λ(M,M ′) =
∫
T
MM

′∗ dσ.

Elle vérifie Λ(M ′,M) = Λ(M,M ′)∗. Nous aurons alors besoin du lemme
suivant :

Lemme 3.5. — ∀M ∈ H2+
M

(T) , ∀M ′ ∈ H2−
M

(T) , Λ (M,M ′) = 0.

Démonstration . — On peut écrire :M =
∑
q∈N

χqAq etM ′ =
∑
r∈N ∗

χrB−r.

Alors :

Λ(M,M ′) =
∑
q∈N

r∈N ∗

AqB
∗
−r

∫
T

χq+r dσ =
∑
q∈N ∗

AqB
∗
q .

Mais Bq = 0, ∀q > 0, donc Λ(M,M ′) = 0

Les blocs de la matrice L̃−1 peuvent donc s’écrire : Ľk, l = Λ
(
L̃−1(χkId), χlId

)
.

Calculons alors, pour 0 � k � m−1 et 0 � l � m−1 ces blocs Λ
(
L̃−1(χkId), χlId

)
:

Λ
(
L̃−1(χkId)), χlId

)
= Λ

(
π+(χkG∗−1)G−1, χlId

)
−Λ

(
π+{[(Id −H∗

ΦN+1
HΦN+1)

−1(π+(π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1))]ΦN+1}G−1, χlId

)
.

Nous allons évaluer séparément chacun des termes de cette différence. Le
premier s’écrit :

(T1)k,l = Λ
(
π+(χkG∗−1)G−1, χlId

)
= Λ

(
π+(χkG∗−1), π+(χlG∗−1)

)
,

et le second :

(T2)k,l = Λ
(
π+{[(Id −H∗

ΦN+1
HΦN+1)

−1(π+(π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1))]ΦN+1}, χlG∗−1

)
= Λ

(
π+{[(Id −H∗

ΦN+1
HΦN+1)

−1(π+(π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1))]ΦN+1}, π+(χlG∗−1)

)
= Λ

(
(Id −H∗

ΦN+1
HΦN+1)

−1(π+(π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1)), π+(χlG∗−1)Φ∗

N+1

)
= Λ

(
(Id −H∗

ΦN+1
HΦN+1)

−1(π+(π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1)), π+(π+(χlG∗−1)Φ∗

N+1)
)
.
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On pose Mk = π+(π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1) et donc

(T2)k,l = Λ
(
(Id −H∗

ΦN+1
HΦN+1)

−1(Mk),Ml

)
.

1. Calcul du premier terme : Posant W = 2A2,
χkG∗−1 = B−1

∑
q∈N χkχqW q. On obtient alors :

π+(χkG∗−1) = B−1

q=k∑
q=0

χk−qW q = B−1

q=k∑
q=0

χqW k−q.

Dans ces conditions :

(T1)k,l = Λ

(
B−1

q=k∑
q=0

χqW k−q, B−1
r=k∑
r=0

χrW l−r

)

=
∫

T

((
B−1

)2
q=k∑
q=0

r=k∑
r=0

W k+lχq−rW−(q+r)

)
dσ,

ce qui donne :

(T1)k,l =
q=k∑
q=0

r=k∑
r=0

(
2W k+l+1−(q+r)

) ∫
T

χq−r dσ

= 2
q=min(k,l)∑

q=0

(
W k+l+1−2q

)
= 2

q=min(k,l)∑
q=0

(
W |k−l|+1+2q

)

= 2 W |k−l|+1

 q=min(k,l)∑
q=0

W 2q

 .

Or,
q=min(k,l)∑

q=0

W 2q +
∑

q>min(k,l)

W 2q = (Id − W 2)−1, donc
∑

q>min(k,l)

W 2q

= W 2 min(k,l)+2(Id −W 2)−1. Finalement,

(T1)k,l = 2 W |k−l|+1
(
Id −W 2 min(k+1,l+1)

)
(Id −W 2)−1

= 2
(
W |k−l|+1 −W k+l+3

)
(Id −W 2)−1.
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2. Calcul du second terme : Calculons d’abord
Mk = π+(π+(χkG∗−1)Φ∗

N+1). On a

π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1 =

(
B−1

q=k∑
q=0

χk−qW q

)
χ−(N+1)(χA+B)B−1

∑
q∈N

χqW q,

d’où successivement :

π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1 = 2BW

(
q=k∑
q=0

χk−(N+1)−qW q

)
(Id − χW )

∑
q∈N

χqW q

 ,

π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1 = 2BW

(
q=k∑
q=0

χk−(N+1)−qW q −
q=k∑
q=0

χk−(N+1)−q−1W q+1

)

·

∑
q∈N

χqW q

 ,

π+(χkG∗−1)Φ∗
N+1 = 2BW

(
χk−(N+1)Id − χ−(N+2)W k+1

) ∑
q∈N

χqW q


= 2BW

∑
q∈N

χq+k−(N+1)W q −
∑
q∈N

χq−(N+2)W q+k+1

 ,

d’où :

π+

(
π+(χkG∗−1)Φ∗

N+1

)
= B−1

 ∑
q�N+1−k

χq+k−(N+1)W q −
∑

q�N+2

χq−(N+2)W q+k+1

 ,

π+

(
π+(χkG∗−1)Φ∗

N+1

)
= B−1

∑
r∈N

χrWN+1−k+r −
∑
r∈N

χrWN+k+3+r


= B−1

∑
r∈N

χrW r

 (
WN+1−k −WN+3+k

)
= WN+1−k

(
Id −W 2k+2

)
B−1

∑
r∈N

χrW r.
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On a donc :
Mk = WN+1−k

(
Id −W 2k+2

)
G−1.

Calculons maintenant
(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)
(Mk) = π+

(
π−(MkΦN+1)Φ∗

N+1

)
.

MkΦN+1 = Mkχ
N+1GG∗−1

= χN+1WN+1−k
(
Id −W 2k+2

)
G∗−1

= WN+1−k
(
Id −W 2k+2

) (
χN+1G∗−1

)
.

π−(MkΦN+1) = WN+1−k
(
Id −W 2k+2

)
B−1

∑
q>N+1

χN+1−qW q

= WN+1−k
(
Id −W 2k+2

)
B−1

∑
q∈N ∗

χqW q+N+1

= W 2N+2−k
(
Id −W 2k+2

)
B−1

(
BG∗−1 − Id

)
= W 2N+2−k

(
Id −W 2k+2

) (
G∗−1 −B−1

)
.

π−(MkΦN+1)Φ∗
N+1 = W 2N+2−k

(
Id −W 2k+2

)
χN+1G−1

−W 2N+2−k
(
Id −W 2k+2

)
χN+1B−1G∗G−1

= W 2N+2−k
(
Id −W 2k+2

)
χN+1

(
G−1 −B−1G∗G−1

)
= W 2N+2−k

(
Id −W 2k+2

)
χN+1

(
Id −B−1G∗)G−1.

Or Id−B−1G∗ = Id−B−1 (χA+B) = Id− χB−1A− Id = χ 2A2 = χ W .
On obtient alors :

π−(MkΦN+1)Φ∗
N+1 = W 2N+2−k

(
Id −W 2k+2

)
χ−(N+2)WG−1.

π−(MkΦN+1)Φ∗
N+1 = W 2N+2−k

(
Id −W 2k+2

)
χ−(N+2)WB−1

∑
q∈N

χqW q

= W 2N+2−k
(
Id −W 2k+2

)
WB−1

∑
q∈N

χq−(N+2)W q.

En projetant surH2+
M

(T), on peut terminer le calcul de
(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)
(Mk) :

(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)
(Mk) = W 2N+2−k

(
Id −W 2k+2

)
WB−1

∑
q�N+2

χq−(N+2)W q.
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Or : ∑
q�N+2

χq−(N+2)W q =
∑
r∈N

χrW r+N+2

= WN+2
∑
r∈N

χrW r

= WN+2BG−1,

et :(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)
(Mk) = W 2N+2−k

(
Id −W 2k+2

)
WB−1WN+2BG−1

= W 2N+2−k
(
Id −W 2k+2

)
WN+3G−1

= W 2N+4WN+1−k
(
Id −W 2k+2

)
G−1.

Finalement, (
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)
(Mk) = W 2N+4Mk.

Par ailleurs,(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)2

(Mk) =
(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

) ((
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)
(Mk)

)
=

(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

) (
W 2N+4Mk

)
= W 2N+4

(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)
(Mk)

=
(
W 2N+4

)2
Mk.

Par itération du procédé , on obtient ∀p ∈ N ,(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)s

(Mk) =
(
W 2N+4

)s
Mk.

Comme ‖Id‖L2
M

= 1,
∥∥∥H∗

ΦN+1
HΦN+1

∥∥∥
L2

M

� α < 1, et les (γp)1�p�n sont

les valeurs propres de W, avec ∀p ∈ N : 1 � p � n, 0 < γp < 1, on peut
écrire :(

Id −H∗
ΦN+1

HΦN+1

)−1

(Mk) =

(
Id +

∑
s�1

(
H∗

ΦN+1
HΦN+1

)s
)

(Mk)

=

(
Id +

∑
s�1

(
W 2N+4

)s)
Mk

=
(
Id −W 2N+4

)−1
Mk.
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Dans ces conditions, en posant Uk =
(
Id−W 2N+4

)−1
MkG et Vl = MlG,

(T2)k,l = Λ
(
UkG

−1, VlG
−1

)
=

∫
T

(
UkG

−1G∗−1Vl

)
dσ

d’où :

(T2)k,l =
∫

T

Uk2W

 ∑
(q,r)∈N 2

χq−rW q+r

Vl

 dσ

= 2
∑

(q,r)∈N 2

(
UkWW q+rVl

) ∫
T

χq−rdσ

= 2
∑
q∈N

(
UkW

2q+1Vl

)

= 2 UkW

∑
q∈N

W 2q

Vl

= 2 UkW
(
Id −W 2

)−1
Vl

= 2 Uk

(
W−1 −W

)−1
Vl

Comme W = 2A2 et W−1 = 2B2, on a
(
W−1 −W

)−1
=

1
2

(
B2 −A2

)−1
,

et :
(T2)k,l = Uk

(
B2 −A2

)−1
Vl.

Par ailleurs , puisque L̃ = A2 +B2, nous avons successivement :(
B2 −A2

)2
= B4 +A4 −A2B2 −B2A2,

A2B2 = (AB)2 = B2A2 = (BA)2 =
1
4
Id,

L̃2 = A4 +B4 +A2B2 +B2A2,

L̃2 = A4 +B4 +
1
2
Id,

A4 +B4 = L̃2 − 1
2
Id,(

B2 −A2
)2

= L̃2 − Id.

Les valeurs propres de L̃2 − Id sont
(
α2
p − 1

)
1�p�n

, elles sont strictement

positives et on peut définir
(
L̃2 − Id

)1/2

= B2−A2 et même
(
L̃2 − Id

)−1/2

,
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ce qui permet d’écrire :

(T2)k,l = Uk

(
L̃2 − Id

)−1/2

Vl,

et finalement

(T2)k,l =
(
Id −W 2N+4

)−1
WN+1−k

(
Id −W 2k+2

) (
L̃2 − Id

)−1/2

WN+1−l
(
Id −W 2l+2

)
.

On obtient donc l’égalité annoncée. �

Dans la suite, pour simplifier les calculs et les exposés, nous poserons
Ľk, l = Lk+1, l+1, et compte-tenu du fait que les (γp)1�p�n sont les valeurs
propres de la matrice W, nous obtenons alors le théorème équivalent sui-
vant :

Corollaire 3.6. — Les valeurs propres σ(p)
k, l de chaque bloc Lk, l sont :

σ
(p)
k, l = 2

γ|k−l|+1
p

(
1 −

(
γ2
p

)min(k,l)

1 − γ2
p

)
(3.1)

− γ2(m+1)−(k+l)+1
p


(

1 −
(
γ2
p

)k
1 − γ2

p

) (
1 −

(
γ2
p

)l
1 − γ2

p

)
1 −

(
γ2
p

)m+1

1 − γ2
p



 ,

et compte-tenu de la proposition 3.1, les éléments de chaque bloc Lk, l de la
matrice inverse L̃−1 ont la forme :

(Lk, l)i, j =
2

n+ 1

p=n∑
p=1

σ
(p)
k, l sin

(
p

iπ

n+ 1

)
sin

(
p

jπ

n+ 1

)
, (3.2)

pour 1 � i � n, 1 � j � n, 1 � k � m, 1 � l � m.

Remarque 3.7 . — Compte-tenu de l’égalité :

2 sin
(
p

iπ

n+ 1

)
sin

(
p

jπ

n+ 1

)
= cos

(
p
(i− j)π
n+ 1

)
− cos

(
p
(i+ j)π
n+ 1

)
,
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si on définit les matrices d’ordre n× n :

Tp =
(

cos
(
p
(i− j)π
n+ 1

))
1�i, j�n

,

et :

Hp =
(

cos
(
p
(i+ j)π
n+ 1

))
1�i, j�n

,

chacun des blocs Lk, l peut s’écrire :

Lk, l =
1

n+ 1

p=n∑
p=1

σ
(p)
k, l (Tp −Hp) ,

Tp étant une matrice de Toeplitz et Hp une matrice de Hankel.

4. Trace et déterminant du Laplacien discret

4.1. Trace normalisée du Laplacien discret

Dans cette section, nous donnons une expression asymptotique de la

trace normalisée
1
mn

tr
(
L̃−1

)
de la matrice inverse du Laplacien discret

L̃−1, et du déterminant de L̃. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.1. — La trace de l’inverse du Laplacien discret est donnée
par l’expression exacte suivante :

tr
(
L̃−1

)
=

k=m∑
k=1

tr (Lk, k) =
k=m∑
k=1

p=n∑
p=1

σ
(p)
k, k

=
k=m∑
k=1

p=n∑
p=1

2

(
γ−k
p − γkp

γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1−k)
p − γm+1−k

p

γ
−(m+1)
p − γm+1

p

)
.

Démonstration. — Pour k = l, l’égalité (3.1) s’écrit :

σ
(p)
k, k = 2γp


(

1 − γ2k
p

1 − γ2
p

)
− γ2(m+1)−2k

p


(

1 − γ2k
p

1 − γ2
p

)2

1 − γ
2(m+1)
p

1 − γ2
p
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= 2γp

(
1 − γ2k

p

1 − γ2
p

) (
1 − γ2(m+1)−2k

p

(
1 − γ2k

p

1 − γ
2(m+1)
p

))

= 2γp

(
1 − γ2k

p

1 − γ2
p

) (
1 − γ

2(m+1)
p γ−2k

p

1 − γ
2(m+1)
p

)

= 2γp
γkp
γp

(
γ−k
p − γkp

γ−1
p − γp

)
γm+1
p γ−k

p

γm+1
p

(
γ
−(m+1−k)
p − γm+1−k

p

γ
−(m+1)
p − γm+1

p

)

= 2

(
γ−k
p − γkp

γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1−k)
p − γm+1−k

p

γ
−(m+1)
p − γm+1

p

)
,

d’où le résultat. �

Maintenant, on peut pousser le calcul de la trace de L̃−1 un peu plus
loin, et évaluer la somme sur k, et on obtient l’expression suivante :

Proposition 4.2. —

tr
(
L̃−1

)
= 2m

p=n∑
p=1

γ
−(m+1)
p + γm+1

p(
γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

) (4.1)

−4
p=n∑
p=1

γ−m
p − γmp(

γ−1
p − γp

)2
(
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

) .
Démonstration. —

σ
(p)
k, k = 2

(
γ−k
p − γkp

γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1−k)
p − γm+1−k

p

γ
−(m+1)
p − γm+1

p

)
,

= 2

 γ
−(m+1)
p + γm+1

p(
γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

) −
γ2k
p γ

−(m+1)
p + γ−2k

p γm+1
p(

γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

)
 .

On en déduit :

tr
(
L̃−1

)
= 2m

p=n∑
p=1

γ
−(m+1)
p + γm+1

p(
γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

)
−2

p=n∑
p=1

γ
−(m+1)
p(

γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

) k=m∑
k=1

γ2k
p

−2
p=n∑
p=1

γm+1
p(

γ−1
p − γp

) (
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

) k=m∑
k=1

γ−2k
p .
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Or
k=m∑
k=1

γ2k
p = γm+1

p

(
γ−m
p − γmp

γ−1
p − γp

)
et

k=m∑
k=1

γ−2k
p = γ−(m+1)

p

(
γ−m
p − γmp

γ−1
p − γp

)
.

Les deux dernières sommes sont donc égales, et on obtient l’expression an-
noncée. �

Posons maintenant λ0 =
(a
b

)2

, ξm =
1

m+ 1
, An =

1
n+ 1

et

hm,n =
(
ξm
An

)
, de sorte que

λ = λm,n = λ0

(
ξm
An

)2

et :
‖hm,n‖ =

√
ξ2
m +A2

n.

Nous avons alors :

∀p ∈ {1; 2; · · · ;n} ; αp = 1 + 2λ0

(
n+ 1
m+ 1

)2

sin2

(
pπ

2(n+ 1)

)
.

Posons µp(n) = 2λ0(n + 1)2 sin2

(
pπ

2(n+ 1)

)
. On obtient donc αp

= 1 + µp(n)ξ2
m, avec

µp(n) = 2λ0

(
sin (p (π/2)An)

An

)2

.

Remarque 4.3. —

(i)
√
λ0 représente l’aplatissement du rectangle, c’est-à-dire le module (rap-

port de la longueur à la largeur). Si
√
λ0 = 1, nous aurons un carré ; si√

λ0 > 1, nous aurons un rectangle allongé, avec le grand côté horizontal ;
si

√
λ0 < 1, nous aurons un rectangle en hauteur, avec le petit côté hori-

zontal.
(ii) Dans toute la suite, nous aurons toujours λ0 �= 0, puisque si λ0 = 0,
on retrouve la dimension 1 (voir paragraphe 6). D’autre part, quand nous
écrirons O(h), ∀h ∈ R, suffisamment petit, cela signifiera qu’il existe une
constante réelle positive M , ne dépendant que de λ0, telle que |O(h)| �
Mh.

L’expression obtenue dans la proposition 4.2 permet de donner le dévelop-
pement asymptotique suivant de la trace de L̃−1 :
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Corollaire 4.4. —

tr
(
L̃−1

)
=

m(m+ 1)
π
√
λ0

(
p=n∑
p=1

1
p tanh

(
pπ

√
λ0

))
− (m+ 1)2

π2λ0

(
p=n∑
p=1

1
p2

)

− (m+ 1)2

π2λ0

(
p=n∑
p=1

1
p

)
O

(
1

m+ 1

)
.

On peut alors déterminer un équivalent de la trace normalisée :

1
mn

tr
(
L̃−1

)
=

1
π
√
λ0

m+ 1
n

(∫ n

1

dt
t tanh(tπ

√
λ0)

)
+O

(
m+ 1
n+ 1

)
,

qu’on peut écrire aussi, en posant λ = λm,n :

1
mn

tr
(
L̃−1

)
=

1
π
√
λm,n

n+ 1
n

(∫ n

1

dt
t tanh(tπ

√
λ0)

)
+O

(
1√
λm,n

)
.

(Voir dans [D-D] une autre forme de ce développement.)

Démonstration. — Pour cette démonstration, nous aurons besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.5. —

(i)

ln (γp) = −pπ
√
λ0 ξm

(
1 + p2O

(
A2

n

)) (
1 + p2O

(
ξ2
n

))
= −pπ

√
λ0 ξm

(
1 + p2O

(
‖hm,n‖2

))
,

pour m et n suffisamment grands.

(ii) γm+1
p = e−pπ

√
λ0

(
1 + p3O

(
‖hm,n‖2

))
, et γmp = e−pπ

√
λ0 (1 + p O (ξm))

(iii)
2
√
λ0 ξm

γ−1
p − γp

=
1
pπ

(
1 + p2O

(
ξ2
m

))
.

Démonstration. —

(i) On a αp = 1 + µpξ
2
m, et γp = αp −

√
α2
p − 1. Donc
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α2
p − 1 = 2µpξ

2
m + µ2

pξ
4
m

= 2µpξ
2
m

(
1 +

1
2
µpξ

2
m

)
,

√
α2
p − 1 =

√
2µp ξm

√
1 +

1
2
µpξ2

m

=
√

2µp ξm
(
1 + µpO

(
ξ2
m

))
,

avec µp = 2λ0

(
sin (p (π/2)An)

An

)2

, et
√

2µp = 2
√
λ0

(
sin (p (π/2)An)

An

)
.

On obtient donc :

γp = 1 −
√

2µp ξm + µp ξ
2
m +

√
2µp µpO

(
ξ3
m

)
,

d’où :

ln (γp) = −
√

2µp ξm +
√

2µp µp O
(
ξ3
m

)
= −

√
2µp ξm

(
1 + µpO

(
ξ2
m

))
.

(4.2)
Or√

2µp = 2
√
λ0

(
sin (p(π/2)An)

An

)
= 2

√
λ0

(
p
π

2
− 1

48
p3π3A2

n + p5O
(
A4

n

))
,

(4.3)

µp = 2λ0

(
sin (p(π/2)An)

An

)2

= 2λ0

(
p2π

2

4
− 1

48
p4π4A2

n + p6O
(
A4

n

))
.

(4.4)
En remplaçant les égalités (4.3) et (4.4) dans l’expression (4.2) de ln (γp),
et en se limitant à l’ordre 2 en ξm et An, on obtient le résultat annoncé.

(ii) En utilisant (i), on obtient :

γm+1
p = e(m+1) ln(γp)

= e−
√

2µp(1+µpO(ξ2
m))

= e−pπ
√
λ0(1+p2O(‖hm,n‖2))

= e−pπ
√
λ0

(
1 + p3O

(
‖hm,n‖2

))
,

et

γmp = em ln(γp)

= e−pπ
√
λ0(1−ξm)(1+p2O(‖hm,n‖2))

= e−pπ
√
λ0 (1 + p O (ξm)) .
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(iii) En utilisant (i), on peut également écrire :

γp = eln(γp) = e−pπ
√
λ0 ξm(1+p2O(‖hm,n‖2)),

d’où :

γ−1
p − γp = epπ

√
λ0 ξm(1+p2O(‖hm,n‖2)) − e−pπ

√
λ0 ξm(1+p2O(‖hm,n‖2))

= 2 sinh
(
pπ

√
λ0 ξm

)
ep

3ξmO(‖hm,n‖2).

Or ∃M ∈ R∗
+, tel que

∣∣∣ξmO (
‖hm,n‖2

)∣∣∣ � ξmM ‖hm,n‖2 � M ‖hm,n‖3, pour

m et n suffisamment grands, ce qui entrâıne ξmO
(
‖hm,n‖2

)
= O

(
‖hm,n‖3

)
.

On en déduit :

γ−1
p − γp = 2 sinh

(
pπ

√
λ0 ξm

) (
1 + p3O

(
‖hm,n‖3

))
,

et
2
√
λ0 ξm

γ−1
p − γp

=
√
λ0 ξm

sinh
(
pπ

√
λ0 ξm

) (
1 + p3O

(
‖hm,n‖3

))
.

Mais sinh
(
pπ

√
λ0 ξm

)
= pπ

√
λ0 ξm

(
1 + p2O

(
ξ2
m

))
et :

2
√
λ0 ξm

γ−1
p − γp

=
1
pπ

(
1 + p2O

(
ξ2
m

))
. (4.5)

�

Montrons maintenant le corollaire 4.4 : Par le lemme 4.5, il vient :

γ−(m+1)
p − γ(m+1)

p = epπ
√
λ0

(
1 + p3 O

(
‖hm,n‖2

))
−e−pπ

√
λ0

(
1 + p3 O

(
‖hm,n‖2

))
,

γ−(m+1)
p − γ(m+1)

p = 2 sinh
(
pπ

√
λ0

) (
1 + p3 O

(
‖hm,n‖2

))
, (4.6)

et de même :

γ−(m+1)
p + γ(m+1)

p = 2 cosh
(
pπ

√
λ0

) (
1 + p3 O

(
‖hm,n‖2

))
, (4.7)

γ−m
p − γmp = 2 sinh

(
pπ

√
λ0

)
(1 + p O (ξm)) . (4.8)

En injectant les égalités (4.5), (4.6), (4.7) et (4.8) dans (4.1), on obtient
la première expression asymptotique annoncée. La deuxième découle du
développement d’Euler-Mac Laurin :

p=n∑
p=1

1
p tanh

(
pπ

√
λ0

) =
∫ n

1

dt
t tanh(tπ

√
λ0)

+O(1),
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et comme
p=n∑
p=1

1
p2

= O(1), en se limitant à l’ordre 0, on obtient l’équivalent

annoncé. La troisième expression s’obtient en remplaçant
m+ 1
n+ 1

par√
λ0

λm,n
. �

4.2. Déterminant du Laplacien discret

En utilisant la matrice de passage P définie dans la proposition 3.1,
on peut écrire les blocs L̃ de la matrice L̃ sous la forme L̃ = P (Diag (αp))1�p�n P

−1.
Soit P la matrice diagonale par blocs, définie par :

P = [0, P, 0]m×m .

Comme elle est inversible, puisque P l’est (det (P) = (det(P )m)), son inverse
P−1 peut s’écrire :

P−1 =
[
0, P−1, 0

]
m×m

,

et la matrice du Laplacien discret s’exprime par :

L̃ = PMP−1,

où :

M =
[
−1

2
Id,Diag (αp)1�p�n ,−

1
2
Id

]
m×m

.

Or par permutation des vecteurs de base, cette matrice M est semblable
à la matrice diagonale par blocs R = [0, Rp,p, 0]n×n, chaque bloc Rp,p, de
dimension m×m, étant défini par :

R(m)
p,p = Rp,p =



αp −1
2

0 . . . 0

−1
2

αp −1
2

. . . 0

...
. . . . . . . . .

...

0 . . . −1
2

αp −1
2

0 . . . 0 −1
2

αp


.

Par une démarche analogue au paragraphe 3.1, et compte-tenu du fait que,
∀ϑ ∈ C,

det (M− ϑIdmn) =
p=n∏
p=1

det (Rp,p − ϑIdm) ,
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les valeurs propres de la matrice L̃ sont les nombres ϑ tels que ∆(p)
m

= (αp − ϑ)∆(p)
m−1 −

1
4
∆(p)

m−2, où ∆(p)
m = det

(
R

(m)
p,p

)
.

On en déduit les valeurs propres de la matrice L̃ du Laplacien discret :

ϑp,q = αp − cos
(

qπ

m+ 1

)
= 1 − cos

(
qπ

m+ 1

)
+ λ

(
1 − cos

(
pπ

n+ 1

))
= 2λ sin2

(
pπ

2(n+ 1)

)
+ 2 sin2

(
qπ

2(m+ 1)

)
,

pour 1 � p � n et 1 � q � m, et le déterminant de la matrice L̃ s’écrit
alors :

ln
(
det

(
L̃

))
=

p=n∑
p=1

q=m∑
q=1

ln

(
2λ0

(
ξm
An

)2

sin2
(pπAn

2

)
+ 2 sin2

(
qπξm

2

))
.

Cette expression peut aussi s’écrire :

ln
(
det

(
L̃

))

=
p=n∑
p=1

q=m∑
q=1

ln

2ξ2
m

λ0

 sin
(pπAn

2

)
An

2

+

 sin
(
qπξm

2

)
ξm


2



= mn ln

(
2

(m+ 1)2

)

+
p=n∑
p=1

q=m∑
q=1

ln

λ0

 sin
(pπAn

2

)
An

2

+

 sin
(
qπξm

2

)
ξm


2
 .

Nous avons alors le théorème suivant :

Corollaire 4.6. — On peut définir pour le logarithme du déterminant
du Laplacien discret le développement asymptotique suivant à l’ordre 0 :

ln
(
det

(
L̃

))
= mn ln

(
π2

2(m+ 1)2

)
+

∫ n

1

(∫ m

1

ln(λ0s
2 + t2)dt

)
ds
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+
1
2

∫ m

1

ln
(
(λ0n

2 + t2)(λ0 + t2)
)
dt+

1
2

∫ n

1

ln
(
(λ0s

2 +m2)(λ0s
2 + 1)

)
ds

+
1
4

ln
(
(λ0n

2 +m2)(λ0 +m2)(λ0n
2 + 1)

)
+O(1).

ce qui donne, en calculant les intégrales :

ln
(
det

(
L̃

))
= mn ln

(
π2

2(m+ 1)2

)
+

(2m+ 1)(2n+ 1)
4

ln(λ0 n2 +m2) −
(

2m+ 1
4

)
ln(λ0 +m2)

−
(

2n+ 1
4

)
ln(λ0 n2 + 1) +m+ n− 3mn+ 1

+n(n+ 1)
√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
+
m(m+ 1)√

λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
+O(1).

(Voir dans [D-D, K] une autre forme de ce développement.)

Démonstration. — En utilisant d’abord :

λ0

(
sin (p(π/2)An)

An

)2

= λ0

(
p2π

2

4
+ λ0p

4 O
(
A2

n

))
,

et :

λ0

(
sin (q(π/2)ξm)

ξm

)2

= λ0

(
q2π

2

4
+ λ0q

4 O
(
ξ2
m

))
,

on en déduit :

ln

λ0

 sin
(pπAn

2

)
An

2

+

 sin
(
qπξm

2

)
ξm


2


= ln
(
π2

4
(
λ0p

2 + q2
)

+ λ0p
4O

(
A2

n

)
+ q4O

(
ξ2
m

))
= ln

(
π2

4
(
λ0p

2 + q2
)

+
(
λ0p

4 + q4
)
O

(
‖hm,n‖2

))
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d’où :

ln

λ0

 sin
(pπAn

2

)
An

2

+

 sin
(
qπξm

2

)
ξm


2
 = ln

(
π2

4
(
λ0p

2 + q2
))

+ ln
(

1 +
λ0p

4 + q4

λ0p2 + q2
O

(
‖hm,n‖2

))
,

et

ln

λ0

 sin
(pπAn

2

)
An

2

+

 sin
(
qπξm

2

)
ξm


2


= ln
(
π2

4
(
λ0p

2 + q2
))

+
λ0p

4 + q4

λ0p2 + q2
O

(
‖hm,n‖2

)
.

Finalement,

ln
(
det

(
L̃

))
= mn ln

(
π2

2(m+ 1)2

)
+

p=n∑
p=1

q=m∑
q=1

ln
(
λ0p

2 + q2
)

+

(
p=n∑
p=1

q=m∑
q=1

λ0p
4 + q4

λ0p2 + q2

)
O

(
‖hm,n‖2

)
. (4.9)

Si on se limite à l’ordre 0, le troisième terme de (4.9) est d’ordre supérieur à
0 en hm,n, et nous n’allons pas en tenir compte. Le développement d’Euler-
Mac Laurin (voir [Ha]) appliqué à la première somme du deuxième membre
de l’égalité précédente donne alors :
p=n∑
p=1

q=m∑
q=1

ln
(
λ0p

2 + q2
)

=
p=n∑
p=1

∫ m

1

ln(λ0p
2 + t2)dt+

1
2

p=n∑
p=1

ln(λ0p
2 +m2)

+
1
2

p=n∑
p=1

ln(λ0p
2 + 1) +O(1).

En appliquant encore le développement d’Euler-Mac Laurin aux trois sommes
du second membre de l’égalité précédente, il vient :

p=n∑
p=1

∫ m

1

ln(λ0p
2 + t2)dt =

∫ n

1

(∫ m

1

ln(λ0s
2 + t2)dt

)
ds

+
1
2

∫ m

1

ln(λ0n
2 + t2)dt+

1
2

∫ m

1

ln(λ0 + t2)dt+O(1),
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et
p=n∑
p=1

ln(λ0p
2 +m2) =

∫ n

1

ln(λ0s
2 +m2)ds

+
1
2

ln(λ0n
2 +m2) +

1
2

ln(λ0 +m2) +O(1),
p=n∑
p=1

ln(λ0p
2 + 1) =

∫ n

1

ln(λ0s
2 + 1)ds+

1
2

ln(λ0n
2 + 1) +O(1).

On en déduit :
p=n∑
p=1

q=m∑
q=1

ln
(
λ0p

2 + q2
)

=
∫ n

1

(∫ m

1

ln(λ0s
2 + t2)dt

)
ds

+
1
2

∫ m

1

ln
(
(λ0n

2 + t2)(λ0 + t2)
)
dt

+
1
2

∫ n

1

ln
(
(λ0s

2 +m2)(λ0s
2 + 1)

)
ds

+
1
4

ln
(
(λ0n

2 +m2)(λ0 +m2)(λ0n
2 + 1)

)
+O(1),

en se limitant à l’ordre 0. Finalement,

ln
(
det

(
L̃

))
= mn ln

(
π2

2(m+ 1)2

)
+

∫ n

1

(∫ m

1

ln(λ0s
2 + t2)dt

)
ds

+
1
2

∫ m

1

ln
(
(λ0n

2 + t2)(λ0 + t2)
)
dt+

1
2

∫ n

1

ln
(
(λ0s

2 +m2)(λ0s
2 + 1)

)
ds

+
1
4

ln
(
(λ0n

2 +m2)(λ0 +m2)(λ0n
2 + 1)

)
+O(1).

Or :∫ m

1

ln
(
λ0s

2 + t2
)
dt = m ln

(
λ0s

2 +m2
)
− ln

(
λ0s

2 + 1
)
− 2(m− 1)

+2s
√
λ0

(
arctan

(
m

s
√
λ0

)
− arctan

(
1

s
√
λ0

))
,

d’où :∫ n

1

(∫ m

1

ln(λ0s
2 + t2)dt

)
ds = m

∫ n

1

ln
(
λ0s

2 +m2
)
ds

−
∫ n

1

ln
(
λ0s

2 + 1
)
ds− 2(m− 1)(n− 1)

+2
√
λ0

∫ n

1

s

(
arctan

(
m

s
√
λ0

)
− arctan

(
1

s
√
λ0

))
ds.

– 521 –



Jean Chanzy

D’autre part,∫ n

1

ln
(
λ0s

2 +m2
)
ds = n ln

(
λ0n

2 +m2
)
− ln

(
λ0 +m2

)
− 2(n− 1)

+
2m√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
,

et :∫ n

1

ln
(
λ0s

2 + 1
)
ds = n ln

(
λ0n

2 + 1
)
− ln (λ0 + 1) − 2(n− 1)

+
2√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

)
− arctan

(√
λ0

))
.

On en déduit :∫ n

1

(∫ m

1

ln(λ0s
2 + t2)dt

)
ds = mn ln

(
λ0n

2 +m2
)

−m ln
(
λ0 +m2

)
− 2m(n− 1)

+
2m2

√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
−n ln

(
λ0n

2 + 1
)

+ ln (λ0 + 1)

+2(n− 1) − 2√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

)
− arctan

(√
λ0

))
− 2(m− 1)(n− 1)

+2
√
λ0

∫ n

1

s

(
arctan

(
m

s
√
λ0

)
− arctan

(
1

s
√
λ0

))
ds,

et :∫ n

1

ln
(
(λ0s

2 +m2)(λ0s
2 + 1)

)
ds = n ln

((
λ0n

2 +m2
) (
λ0n

2 + 1
))

− ln
((
λ0 +m2

)
(λ0 + 1)

)
− 4(n− 1)

+
2m√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
+

2√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

)
− arctan

(√
λ0

))
.

Par ailleurs :∫ m

1

ln
(
λ0n

2 + t2
)
dt = m ln

(
λ0n

2 +m2
)
− ln

(
λ0n

2 + 1
)
− 2(m− 1)

+2n
√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
,
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et : ∫ m

1

ln
(
λ0 + t2

)
dt = m ln

(
λ0 +m2

)
− ln (λ0 + 1) − 2(m− 1)

+2
√
λ0

(
arctan

(
m√
λ0

)
− arctan

(
1√
λ0

))
,

donc :∫ m

1

ln
(
(λ0n

2 + t2)(λ0 + t2)
)
dt = m ln

((
λ0n

2 +m2
) (
λ0 +m2

))
− ln

((
λ0n

2 + 1
)
(λ0 + 1)

)
− 4(m− 1)

+2n
√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
+2

√
λ0

(
arctan

(
m√
λ0

)
− arctan

(
1√
λ0

))
,

Il vient alors :

1
2

(∫ m

1

ln
(
(λ0n

2 + t2)(λ0 + t2)
)
dt+

∫ n

1

ln
(
(λ0s

2 +m2)(λ0s
2 + 1)

)
ds

)
=

1
2
(m+ n) ln

(
λ0n

2 +m2
)

+
1
2
(m− 1) ln

(
λ0 +m2

)
+

1
2
(n− 1) ln

(
λ0n

2 + 1
)
− ln (λ0 + 1) − 2(m+ n− 2)

+n
√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
+

√
λ0

(
arctan

(
m√
λ0

)
− arctan

(
1√
λ0

))
+

m√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
+

1√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

)
− arctan

(√
λ0

))
,

et :

1
2

(∫ m

1

ln
(
(λ0n

2 + t2)(λ0 + t2)
)
dt+

∫ n

1

ln
(
(λ0s

2 +m2)(λ0s
2 + 1)

)
ds

)
+

1
4

ln
(
(λ0n

2 +m2)(λ0 +m2)(λ0n
2 + 1)

)
=

1
2

(
m+ n+

1
2

)
ln

(
λ0n

2 +m2
)
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+
1
4
(2m− 1) ln

(
λ0 +m2

)
+

1
4
(2n− 1) ln

(
λ0n

2 + 1
)

− ln (λ0 + 1) − 2(m+ n− 2)

+n
√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
+

√
λ0

(
arctan

(
m√
λ0

)
− arctan

(
1√
λ0

))
+

m√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
+

1√
λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

)
− arctan

(√
λ0

))
.

Finalement :

ln
(
det

(
L̃

))
= mn ln

(
π2

2(m+ 1)2

)
+

(2m+ 1)(2n+ 1)
4

ln(λ0 n2 +m2)

−
(

2m+ 1
4

)
ln(λ0 +m2) −

(
2n+ 1

4

)
ln(λ0 n2 + 1) − 2 (2mn− (m+ n))

+n
√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
+

√
λ0

(
arctan

(
m√
λ0

)
− arctan

(
1√
λ0

))
+
m(2m+ 1)√

λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
− 1√

λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

)
− arctan

(√
λ0

))
+2

√
λ0

∫ n

1

s

(
arctan

(
m

s
√
λ0

)
− arctan

(
1

s
√
λ0

))
ds+O(1). (4.10)

Mais : ∫ n

1

s arctan
(

m

s
√
λ0

)
ds =

∫ 1

1/n

1
z3

arctan
(

m√
λ0

z

)
dz,

et :∫ 1

1/n

1
z3

arctan
(

m√
λ0

z

)
dz =

1
2

(
n2 arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
m√
λ0

))

+
m

2
√
λ0

∫ 1

1/n

 1
z2

− 1

z2 +
λ0

m2

 dz,
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ce qui donne :

2
√
λ0

∫ n

1

s arctan
(

m

s
√
λ0

)
ds = m(n− 1) +

(
λ0n

2 +m2

√
λ0

)
arctan

(
m

n
√
λ0

)
−

(
λ0 +m2

√
λ0

)
arctan

(
m√
λ0

)
. (4.11)

De même :

2
√
λ0

∫ n

1

s arctan
(

1
s
√
λ0

)
ds = n− 1 +

(
λ0n

2 + 1√
λ0

)
arctan

(
1

n
√
λ0

)
−

(
λ0 + 1√

λ0

)
arctan

(
1√
λ0

)
. (4.12)

En reportant (4.11) et (4.12) dans (4.10), il vient :

ln
(
det

(
L̃

))
= mn ln

(
π2

2(m+ 1)2

)
+

(2m+ 1)(2n+ 1)
4

ln(λ0 n2 +m2)

−
(

2m+ 1
4

)
ln(λ0 +m2) −

(
2n+ 1

4

)
ln(λ0 n2 + 1) − 2 (2mn− (m+ n))

+n
√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
+

√
λ0

(
arctan

(
m√
λ0

)
− arctan

(
1√
λ0

))
+
m(2m+ 1)√

λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
− 1√

λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

)
− arctan

(√
λ0

))
+ (m− 1)(n− 1)

+
(
λ0n

2 +m2

√
λ0

)
arctan

(
m

n
√
λ0

)
−

(
λ0 +m2

√
λ0

)
arctan

(
m√
λ0

)
−

(
λ0n

2 + 1√
λ0

)
arctan

(
1

n
√
λ0

)
+

(
λ0 + 1√

λ0

)
arctan

(
1√
λ0

)
+O(1).

Comme arctan(u) + arctan
(

1
u

)
=

π

2
, pour tout u > 0, on obtient finale-

ment :

ln
(
det

(
L̃

))
= mn ln

(
π2

2(m+ 1)2

)
+m+ n− 3mn+ 1

+
(2m+ 1)(2n+ 1)

4
ln(λ0 n2 +m2)
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−
(

2m+ 1
4

)
ln(λ0 +m2) −

(
2n+ 1

4

)
ln(λ0 n2 + 1)

+
m(m+ 1)√

λ0

(
arctan

(
n
√
λ0

m

)
− arctan

(√
λ0

m

))
+n(n+ 1)

√
λ0

(
arctan

(
m

n
√
λ0

)
− arctan

(
1

n
√
λ0

))
+O(1).

�

5. Théorème « à la Spitzer-Stone » en dimension 2

Dans cette section, nous établissons un théorème du type Spitzer-Stone
permettant de retrouver le développement en série classique du noyau de
Green du problème de Poisson avec conditions aux limites de Dirichlet sur
un rectangle. Nous étendons ensuite ce résultat en donnant une nouvelle
expression de ce noyau de Green, plus intéressante, sous forme d’une série
qui converge plus vite que la série bien connue. Nous comparons les vitesses
de convergence des deux séries.

Dans tout ce paragraphe, nous supposons λ0 non nul pour rester dans
le cas de la dimension 2. Rappelons au passage que

√
λ0 représente le mod-

ule du rectangle R (le rapport de la longueur à la largeur), c’est-à-dire en
quelque sorte son aplatissement.

5.1. Expressions du Noyau de Green

Nous commençons par donner deux expressions différentes des valeurs
propres σ(p)

k, l. La première fournira la nouvelle forme du noyau de Green du
problème de Poisson-Dirichlet sur un rectangle, la deuxième le développement
en série classique de ce noyau :

Proposition 5.1. — Les valeurs propres σ(p)
k, l introduites dans la section

précédente peuvent s’écrire indifféremment :

(i) σ
(p)
k, l =

2γp
1 − γ2

p


(
γ
|k−l|
p − γk+l

p

)
+ γ

2(m+1)
p

(
γ
−|k−l|
p − γ

−(k+l)
p

)
1 − γ

2(m+1)
p

 ,

ou
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(ii) σ
(p)
k, l =

2γp
1 − γ2

p
(
γ
−min(k, l)
p − γ

min(k, l)
p

) (
γ
−(m+1−max(k, l))
p − γ

m+1−max(k, l)
p

)
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

 .

Démonstration. — (i) L’égalité (3.1) s’écrit :

σ
(p)
k, l=2

γ
|k−l|+1
p − γk+l+1

p

1 − γ2
p

− γ2(m+1)
p γ1−(k+l)

p

 (
1 − γ2k

p

) (
1 − γ2l

p

)(
1 − γ2

p

) (
1 − γ

2(m+1)
p

)
 .

On obtient alors successivement :

σ
(p)
k, l =

2


(
γ
|k−l|+1
p − γk+l+1

p

) (
1 − γ

2(m+1)
p

)
− γ

2(m+1)
p γ

1−(k+l)
p

(
1 − γ2k

p − γ2l
p + γ2k+2l

p

)
(
1 − γ2

p

) (
1 − γ

2(m+1)
p

)
 ,

σ
(p)
k, l =

2

γ
|k−l|+1
p − γk+l+1

p − γ
2m+3+|k−l|
p − γ2m+3−k−l

p + γ2m+3+k−l
p + γ2m+3−k+l

p(
1 − γ2

p

) (
1 − γ

2(m+1)
p

)
 ,

σ
(p)
k, l =

2


(
γ
|k−l|+1
p − γk+l+1

p

)
−

(
γ

2m+3+|k−l|
p + γ2m+3−k−l

p − γ2m+3+k−l
p − γ2m+3−k+l

p

)
(
1 − γ2

p

) (
1 − γ

2(m+1)
p

)
 .

Or :

si k > l,

γ2m+3+|k−l|
p + γ2m+3−k−l

p − γ2m+3+k−l
p − γ2m+3−k+l

p

= γ2m+3−k−l
p − γ2m+3−k+l

p ,

si l > k,

γ2m+3+|k−l|
p + γ2m+3−k−l

p − γ2m+3+k−l
p − γ2m+3−k+l

p

= γ2m+3−k−l
p − γ2m+3+k−l

p ,
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donc

γ2m+3+|k−l|
p + γ2m+3−k−l

p − γ2m+3+k−l
p − γ2m+3−k+l

p

= γ2m+3−k−l
p − γ2m+3−|k−l|

p .

On en déduit :

σ
(p)
k, l =

2
1 − γ2

p


(
γ
|k−l|+1
p − γk+l+1

p

)
−

(
γ2m+3−k−l
p − γ

2m+3−|k−l|
p

)
1 − γ

2(m+1)
p

 ,

σ
(p)
k, l =

2γp
1 − γ2

p


(
γ
|k−l|
p − γk+l

p

)
−

(
γ2m+2−k−l
p − γ

2m+2−|k−l|
p

)
1 − γ

2(m+1)
p

 , (5.1)

d’où le résultat :

σ
(p)
k, l =

2γp
1 − γ2

p


(
γ
|k−l|
p − γk+l

p

)
+ γ

2(m+1)
p

(
γ
−|k−l|
p − γ

−(k+l)
p

)
1 − γ

2(m+1)
p

 .

(ii) L’égalité (5.1) permet de trouver l’expression de (ii). La démonstration
est laissée au lecteur. �

Maintenant, on désigne par [u] la partie entière du réel u. On choisit,
∀(x; y;x′; y′) ∈ [0, 1]4 :

k = k(m) = [(m+ 1)x], l = l(m) = [(m+ 1)x′],

i = i(n) = [(n+ 1)y], j = j(n) = [(n+ 1)y′].

Avec ces notations, on a le théorème suivant :

Théorème 5.2. — Développement classique du noyau de Green

lim
m→+∞
n→+∞

√
λm,n

2
(
Lk(m), l(m)

)
i(n), j(n)

=
2
π

∑
p∈N∗

sinh
(
pπ

√
λ0 min(x, x′)

)
sinh

(
pπ

√
λ0 (1 − max(x, x′))

)
p sinh(pπ

√
λ0)

× sin(pπy) sin(pπy′),

pour (x′; y′) �= (x; y), uniformément par rapport à k, l, i et j.
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Remarque 5.3. — Cette somme représente le développement en série clas-
sique du noyau de Green G(x, y, x′, y′) du problème de Poisson-Dirichlet sur
un rectangle (voir [Ro]).

Démonstration du théorème 5.2. — Cette démonstration utilise les
mêmes principes que celle du théorème suivant et est laissée au lecteur.
Néanmoins, nous donnons ici deux lemmes sur lesquels elle s’appuie :

Lemme 5.4. —
(i) Soient u ∈]0, 1[ et q = [(m + 1)u]. Alors qξm = u + O (ξm), pour m
suffisamment grand.
De même, ∀v ∈]0, 1[, si r = [(n + 1)v], alors rAn = v + O (An), pour n
suffisamment grand.
(Si u = 0, qξm = 0, et si u = 1, qξm = 1. D′autre part, si v = 0, rξm = 0,
et si v = 1, rξm = 1).
On en déduit que lim

m→+∞
qξm = u, ∀u ∈ [0, 1], uniformément par rapport à

q, lim
n→+∞

rAn = v, ∀v ∈ [0, 1], uniformément par rapport à r.

(ii) γqp = e−pπ
√
λ0 u (1 + p O (ξm)), pour m et n suffisamment grands, u �= 0

et u �= 1 ( c’est-à-dire q �= 0 et q �= m+ 1 ).

Démonstration . — (i) q � (m+1)u < q+1, donc u− 1
m+ 1

<
q

m+ 1
� u,

et u−ξm < qξm � u, d’où le résultat. Pour v, le raisonnement est identique.
(ii) En utilisant le lemme 4.5 (i), on peut écrire :

γqp = eq ln(γp) = e−pπ
√
λ0 (qξm)(1+p2O(‖hm,n‖2)),

= e−pπ
√
λ0 (u+O(ξm))(1+p2O(‖hm,n‖2)),

= e−pπ
√
λ0 uep O(ξm) = e−pπ

√
λ0 u (1 + p O (ξm)) ,

en se limitant à l’ordre 1 en ξm. �

Lemme 5.5. — Considérant l’égalité (ii) de la proposition 5.1 :

σ
(p)
k, l =

2γp
1 − γ2

p


(
γ
−min(k, l)
p − γ

min(k, l)
p

) (
γ
−(m+1−max(k, l))
p − γ

m+1−max(k, l)
p

)
γ
−(m+1)
p − γm+1

p

 ,
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nous obtenons, ∀p ∈ N∗, tel que 1 � p � n :√
λ0ξmσ

(p)
k(m), l(n) =

2
π

sinh
(
pπ

√
λ0 min(x, x′)

)
sinh

(
pπ

√
λ0 (1 − max(x, x′))

)
p sinh(pπ

√
λ0)

(1 + p O (ξm)) ,

pour m et n suffisamment grands.

Démonstration . —
L’égalité du lemme 5.4 (ii) entrâıne :

γ−min(k, l)
p − γmin(k, l)

p = epπ
√
λ0 min(x, x′) (1 + p O (ξm))

−e−pπ
√
λ0 min(x, x′) (1 + p O (ξm)) ,

γ−min(k, l)
p − γmin(k, l)

p = 2 sinh
(
pπ

√
λ0 min(x, x′)

)
(1 + p O (ξm)) .(5.2)

De même,

γ−(1−max(k, l))
p − γ1−max(k, l)

p = epπ
√
λ0 (1−max(x, x′)) (1 + p O (ξm))

−e−pπ
√
λ0 (1−max(x, x′)) (1 + p O (ξm)) ,

γ−(1−max(k, l))
p − γ1−max(k, l)

p =

2 sinh
(
pπ

√
λ0 (1 − max(x, x′))

)
(1 + p O (ξm)) . (5.3)

Compte-tenu de :

2γp
√
λ0 ξm

1 − γ2
p

=
2
√
λ0 ξm

γ−1
p − γp

=
1
pπ

(
1 + p2O

(
ξ2
m

))
,

et en combinant les égalités (4.5), (4.6), (5.2) et (5.3), on obtient le résultat
annoncé. �

Théorème 5.6. — Nouveau développement du Noyau de Green
Posons :

ϕq (t, y, y′) =
sin2 ((π/2)(y + y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (2q + t)

)
sin2 ((π/2)(y − y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (2q + t)

) .
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Alors :

lim
m→+∞
n→+∞

√
λm,n

2
(
Lk(m), l(m)

)
i(n), j(n)

=

1
4π

∑
q∈N

ln
(
ϕq (|x− x′|, y, y′)ϕq (x+ x′, y,−y′)

ϕq+1 (−|x− x′|, y, y′)ϕq+1 (−(x+ x′), y,−y′)
)
,

pour (x′; y′) �= (x; y), uniformément par rapport à k, l, i et j.

Remarque 5.7. — D’après le théorème 5.2, cette limite est le noyau de
Green du problème de Poisson-Dirichlet sur un rectangle, ce qui donne une
autre expression de ce noyau de Green. Nous verrons au paragraphe sui-
vant que la série du théorème 5.6 converge beaucoup plus vite que celle de
l’expression classique, ce qui donne un grand intérêt à ce théorème de type
« Spitzer-Stone ».

Démonstration du théorème 5.6 . — Pour cette démonstration, nous
aurons besoin des trois lemmes suivants :

Lemme 5.8. — Considérant l’égalité (i) de la proposition 5.1 :

σ
(p)
k, l =

2γp
1 − γ2

p


(
γ
|k−l|
p − γk+l

p

)
+ γ

2(m+1)
p

(
γ
−|k−l|
p − γ

−(k+l)
p

)
1 − γ

2(m+1)
p

 ,

nous obtenons, ∀p ∈ N∗, tel que 1 � p � n :√
λ0ξmσ

(p)
k(m), l(n) =

1
π

e−pπ
√
λ0|x−x′| − e−pπ

√
λ0(x+x′) + e−2pπ

√
λ0

(
epπ

√
λ0|x−x′| − epπ

√
λ0(x+x′)

)
p

(
1 − e−2pπ

√
λ0

)


(1 + p O (ξm)) ,

pour m et n suffisamment grands.

Démonstration. — Cette expression résulte d’un calcul direct à partir du
lemme 5.4 (ii) et de l’égalité (4.5). �
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Lemme 5.9. — ∀t ∈ R∗, ∀s1 ∈ R, ∀s2 ∈ R,

∑
p∈N∗

e−2p|t|

p
sin(pπs1) sin(pπs2) =

1
4

ln
(

sin2 ((π/2)(s1 + s2)) + sinh2(t)
sin2 ((π/2)(s1 − s2)) + sinh2(t)

)
. (5.4)

Si t = 0, alors l’égalité est encore vérifiée si s1+s2 �≡ 0 [2] et s1−s2 �≡ 0 [2].

(Cette égalité a été tirée de [G-R].)

Démonstration. — Supposons d’abord t �= 0 et remarquons que, comme∑
p∈N∗

e−2p|t|

p
= − ln

(
1 − e−2p|t|

)
, la série :

∑
p∈N∗

e−2p|t|

p
sin(pπs1) sin(pπs2)

converge absolûment, ∀t ∈ R∗, ∀s1 ∈ R, ∀s2 ∈ R, et :

∑
p∈N∗

e−2p|t|

p
sin(pπs1) sin(pπs2)

=
1
2

∑
p∈N∗

e−2p|t|

p
(cos (pπ(s1 − s2)) − cos (pπ(s1 + s2)))

=
1
4

∑
p∈N∗

e−2p|t|

p

(
e
◦
ı pπ(s1−s2) + e−

◦
ı pπ(s1−s2) − e

◦
ı pπ(s1+s2) − e−

◦
ı pπ(s1+s2)

)
.

Or, comme

∣∣∣∣∣e−
(

2|t|−
◦
ı πu

)∣∣∣∣∣ =
∣∣e−2|t|∣∣ < 1, ∀u ∈ {s1 − s2; s1 + s2}, ∀t �= 0, et

en utilisant la détermination principale sur ]−π, π] du logarithme complexe,

∑
p∈N∗

e−2p|t|

p
e
◦
ı pπ(s1−s2) = − log

(
1 − e

−
(

2|t|−
◦
ı π(s1−s2)

))

= − log

(
e
−
(
|t|−

◦
ı(π/2)(s1−s2)

)(
e

(
|t|−

◦
ı(π/2)(s1−s2)

)
− e

−
(
|t|−

◦
ı(π/2)(s1−s2)

)))
,
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ce qui entrâıne :

∑
p∈N∗

e−2p|t|

p
e
◦
ı pπ(s1−s2) = − log

(
e
−
(
|t|−

◦
ı(π/2)(s1−s2)

)
(
e|t|

(
cos ((π/2)(s1 − s2)) −

◦
ı sin ((π/2)(s1 − s2))

)
−e−|t|

(
cos ((π/2)(s1 − s2)) +

◦
ı sin ((π/2)(s1 − s2))

) ))
,

et donc :

∑
p∈N∗

e−2p|t|

p
e
◦
ı pπ(s1−s2) = − log

(
e
−
(
|t|−

◦
ı(π/2)(s1−s2)

)
(

2 sinh(|t|) cos ((π/2)(s1 − s2)) − 2
◦
ı cosh(|t|) sin ((π/2)(s1 − s2))

))
.

On en déduit :∑
p∈N∗

e−2p|t|

p

(
e
◦
ı pπ(s1−s2) + e−

◦
ı pπ(s1−s2)

)

= − log

(
2e

−
(
|t|−

◦
ı(π/2)(s1−s2)

)(
sinh(|t|) cos ((π/2)(s1 − s2))

− ◦
ı cosh(|t|) sin ((π/2)(s1 − s2))

))

− log

(
2e

−
(
|t|+

◦
ı(π/2)(s1−s2)

)(
sinh(|t|) cos ((π/2)(s1 − s2))

+
◦
ı cosh(|t|) sin ((π/2)(s1 − s2))

))
,

et ainsi :∑
p∈N∗

e−2p|t|

p

(
e
◦
ı pπ(s1−s2) + e−

◦
ı pπ(s1−s2)

)

= − log

(
4e−2|t|

(
sinh(|t|) cos ((π/2)(s1 − s2))
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− ◦
ı cosh(|t|) sin ((π/2)(s1 − s2))

)
(
sinh(|t|) cos ((π/2)(s1 − s2)) +

◦
ı cosh(|t|) sin ((π/2)(s1 − s2))

) )
.

Finalement :∑
p∈N∗

e−2p|t|

p

(
e
◦
ı pπ(s1−s2) + e−

◦
ı pπ(s1−s2)

)
= − ln

(
4e−2|t| (sinh2(t) cos2 ((π/2)

(s1 − s2)) + cosh2(t) sin2 ((π/2)(s1 − s2))
))
,

et : ∑
p∈N∗

e−2p|t|

p

(
e
◦
ı pπ(s1−s2) + e−

◦
ı pπ(s1−s2)

)
= − ln

(
4e−2|t| (sin2 ((π/2)(s1 − s2)) + sinh2(t)

))
.

De même :∑
p∈N∗

e−2p|t|

p

(
e
◦
ı pπ(s1+s2) + e−

◦
ı pπ(s1+s2)

)
= − ln

(
4e−2|t| (sin2 ((π/2)(s1 + s2)) + sinh2(t)

))
,

d’où le résultat annoncé, si t �= 0.

Si t = 0, la série du premier membre de (5.4) s’écrit :∑
p∈N∗

1
p

sin(pπs1) sin(pπs2)

=
1
2

∑
p∈N∗

1
p

(cos(pπ(s1 − s2)) − cos(pπ(s1 + s2))) ,

et les séries : ∑
p∈N∗

1
p

cos(pπ(s1 − s2)),

et : ∑
p∈N∗

1
p

cos(pπ(s1 + s2))
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convergent respectivement si s1 − s2 �≡ 0 [2] et si s1 + s2 �≡ 0 [2]
(voir [Z-Q]). L’égalité (5.4) est donc vraie, sauf si on a simultanément t = 0
et s1 ± s2 �≡ 0 [2]. �

Lemme 5.10. — Soient P1 ∈ N∗, P2 ∈ N∗, tels que P1 < P2, Q ∈ N ,
b ∈ R∗

+, y ∈ R, et y′ ∈ R. Alors ∀Q ∈ N :∣∣∣∣∣∣
p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p

(
q=Q∑
q=0

e−2pqπ
√
λ0

)
sin(pπy) sin(pπy′)

∣∣∣∣∣∣
�

(
1

1 − e−2P1π
√
λ0

) p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p

 , (5.5)

et par conséquent :∣∣∣∣∣∣
p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

) sin(pπy) sin(pπy′)

∣∣∣∣∣∣
�

(
1

1 − e−2P1π
√
λ0

) p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p

 , (5.6)

Par un passage à la limite quand P1 → +∞ et P2 → +∞, on déduit de
(5.6) que la série :

∑
p∈N∗

e−pπ
√
λ0 b

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

) sin(pπy) sin(pπy′)

converge ∀b ∈ R∗
+, ∀y ∈ R, et ∀y′ ∈ R.

Démonstration. —∣∣∣∣∣∣
p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p

(
q=Q∑
q=0

e−2pqπ
√
λ0

)
sin(pπy) sin(pπy′)

∣∣∣∣∣∣
�

q=Q∑
q=0

p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p
e−2pqπ

√
λ0
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∣∣∣∣∣∣
p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p

(
q=Q∑
q=0

e−2pqπ
√
λ0

)
sin(pπy) sin(pπy′)

∣∣∣∣∣∣
�

(
q=Q∑
q=0

e−2P1qπ
√
λ0

)p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p


�

(
1

1 − e−2P1π
√
λ0

) p=P2∑
p=P1

e−pπ
√
λ0 b

p

 .

Par un passage à la limite quand Q → +∞, on obtient la deuxième inégalité.
Par suite, comme le membre de droite de (5.6) tend vers 0 quand P1 → +∞
et P2 → +∞, si b �= 0, on en déduit que la série∑

p∈N∗

e−pπ
√
λ0 b

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

) sin(pπy) sin(pπy′)

converge pour b �= 0 et λ0 �= 0.

Montrons maintenant le théorème 5.6. Supposons d’abord x′ �= x, et
posons pour simplifier la présentation :

f̃p(x, x′) =

1
π

e−pπ
√
λ0|x−x′| − e−pπ

√
λ0(x+x′) + e−2pπ

√
λ0

(
epπ

√
λ0|x−x′| − epπ

√
λ0(x+x′)

)
p

(
1 − e−2pπ

√
λ0

)
 ,

et h̆p(x, x′) = pf̃p(x, x′). On a donc successivement :√
λ0ξmσ

(p)
k(m), l(n) = f̃p(x, x′) (1 + p O (ξm)) ,

√
λm,n

2
(
Lk(m), l(m)

)
i(n), j(n)

=
p=n∑
p=1

f̃p(x, x′) (1 + p O (ξm)) sin (pπ(iAn)) sin (pπ(jAn)) .

√
λm,n

2
(
Lk(m), l(m)

)
i(n), j(n)=

∑p=n

p=1
f̃p(x,x′) sin(pπ(i#n)) sin(pπ(j#n))

+

(
p=n∑
p=1

h̆p(x, x′) sin (pπ(iAn)) sin (pπ(jAn))

)
O (ξm) ,
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Mais :

sin (pπ(iAn)) = sin (pπ(y +O (An))) = sin (pπy) + pπ cos (pπy)O (An) ,
sin (pπ(jAn)) = sin (pπ(y′ +O (An))) = sin (pπy′) + pπ cos (pπy′)O (An) ,

d’où :

sin (pπ(iAn)) sin (pπ(jAn)) = sin (pπy) sin (pπy′)+pπ sin (pπ(y + y′))O (An) .

On en déduit :√
λm,n

2
(
Lk(m), l(m)

)
i(n), j(n)

=
p=n∑
p=1

f̃p(x, x′) sin (pπy) sin (pπy′)

+

(
p=n∑
p=1

πh̆p(x, x′) sin (pπ(y + y′))

)
O (An)

+

(
p=n∑
p=1

h̆p(x, x′) sin (pπ(iAn)) sin (pπ(jAn))

)
O (ξm) .

Par ailleurs, en posant :

h̃p(x, x′) =
1
π

(5.7)e−pπ
√
λ0|x−x′| + e−pπ

√
λ0(x+x′) + e−2pπ

√
λ0

(
epπ

√
λ0|x−x′| + epπ

√
λ0(x+x′)

)
1 − e−2pπ

√
λ0

 ,

on a les majorations suivantes :∣∣∣∣∣
p=n∑
p=1

h̆p(x, x′) sin (pπ(y + y′))

∣∣∣∣∣ �
p=n∑
p=1

h̃p(x, x′),∣∣∣∣∣
p=n∑
p=1

h̆p(x, x′) sin (pπ(iAn)) sin (pπ(jAn))

∣∣∣∣∣ �
p=n∑
p=1

h̃p(x, x′).

Une majoration élémentaire de chaque terme de (5.7) donne :

0 �
p=n∑
p=1

h̃p(x, x′) � 1
π

(
1

1 − e−2π
√
λ0

)
(

e−π
√
λ0 |x−x′|

1 − e−π
√
λ0 |x−x′| +

e−π
√
λ0 (x+x′)

1 − e−π
√
λ0 (x+x′)

+
e−π

√
λ0 (2−|x−x′|)

1 − e−π
√
λ0 (2−|x−x′|) +

e−π
√
λ0 (2−(x+x′))

1 − e−π
√
λ0 (2−(x+x′))

)
,
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et :∣∣∣∣∣
√
λm,n

2
(
Lk(m), l(m)

)
i(n), j(n)

−
p=n∑
p=1

f̃p(x, x′) sin (pπy) sin (pπy′)

∣∣∣∣∣
�

(
1

1 − e−2π
√
λ0

) (
e−π

√
λ0 |x−x′|

1 − e−π
√
λ0 |x−x′| +

e−π
√
λ0 (x+x′)

1 − e−π
√
λ0 (x+x′)

+
e−π

√
λ0 (2−|x−x′|)

1 − e−π
√
λ0 (2−|x−x′|) +

e−π
√
λ0 (2−(x+x′))

1 − e−π
√
λ0 (2−(x+x′))

)
O (‖hm,n‖) .

Mais
p=n∑
p=1

f̃p(x, x′) sin (pπy) sin (pπy′)

=
1
π

p=n∑
p=1

e−pπ
√
λ0 |x−x′|

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

) sin (pπy) sin (pπy′)

− 1
π

p=n∑
p=1

e−pπ
√
λ0 (x+x′)

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

) sin (pπy) sin (pπy′)

+
1
π

p=n∑
p=1

e−pπ
√
λ0 (2−|x−x′|)

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

) sin (pπy) sin (pπy′)

− 1
π

p=n∑
p=1

e−pπ
√
λ0 (2−(x+x′))

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

) sin (pπy) sin (pπy′) . (5.8)

Le lemme 5.10 établit que chacune des séries du second membre de (5.8)
converge et on peut calculer leur somme de la manière suivante : ∀Q ∈ N ,

p=n∑
p=1

e−pπ
√
λ0 b

p

(
q=Q∑
q=0

e−2pqπ
√
λ0

)
sin(pπy) sin(pπy′)

=
q=Q∑
q=0

(
p=n∑
p=1

e−pπ
√
λ0(b+2q)

p
sin(pπy) sin(pπy′)

)
. (5.9)

Par l’inégalité (5.5), le premier membre tend vers
∑
p∈N∗

e−π
√
λ0 b

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

)
sin (pπy) sin (pπy′), quand n et Q tendent vers +∞, et par l’égalité (5.4), la
parenthèse du deuxième membre tend vers

1
4

ln

(
sin2 ((π/2)(y + y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0(b+ 2q)

)
sin2 ((π/2)(y − y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0(b+ 2q)

))
,
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quand n → +∞. D’autre part, la série
∑
p∈N∗

e−pπ
√
λ0(b+2q)

p
sin(pπy) sin(pπy′)

est absolûment convergente, la série
∑
p∈N∗

e−pπ
√
λ0(b+2q)

p
converge vers

− ln
(
1 − e−pπ

√
λ0(b+2q)

)
et la série

∑
p∈N∗

(
− ln

(
1 − e−pπ

√
λ0(b+2q)

))
est

convergente, puisque de même nature que la série
∑
p∈N∗

e−pπ
√
λ0(b+2q), ce

qui assure la convergence de la série double du deuxième membre de (5.9).
On en déduit :∑

p∈N∗

e−π
√
λ0 b

p
(
1 − e−2pπ

√
λ0

) sin (pπy) sin (pπy′)

=
1
4

∑
q∈N

ln

(
sin2 ((π/2)(y + y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0(b+ 2q)

)
sin2 ((π/2)(y − y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0(b+ 2q)

))
, (5.10)

∀b ∈ R∗
+, ∀y ∈ R, et ∀y′ ∈ R, ce qui achève la démonstration, puisqu’il suffit

d’injecter (5.10) quatre fois dans (5.8), successivement pour b = |x − x′|,
b = x+ x′, b = 2 − |x− x′|, b = 2 − (x+ x′).

Si x′ = x, alors la série
∑
p∈N∗

f̃p(x, x′) sin (pπy) sin (pπy′) est de même

nature que la série :∑
p∈N∗

(
1 + e−2pπ

√
λ0 − e−2pπ

√
λ0x − e−2pπ

√
λ0(1−x)

p

)
sin (pπy) sin (pπy′) ,

qui se décompose en :∑
p∈N∗

1
p

sin (pπy) sin (pπy′) +
∑
p∈N∗

e−2pπ
√
λ0

p
sin (pπy) sin (pπy′)

−
∑
p∈N∗

e−2pπ
√
λ0x

p
sin (pπy) sin (pπy′)

−
∑
p∈N∗

e−2pπ
√
λ0(1−x)

p
sin (pπy) sin (pπy′) .

La première de ces quatre séries est convergente, si y + y′ �≡ 0 [2] et
y− y′ �≡ 0 [2], la deuxième est convergente partout, la troisième converge si
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x �= 0, et quand y + y′ �≡ 0 [2] et y − y′ �≡ 0 [2] si x = 0, et la dernière est
convergente partout si x �= 1, et quand y + y′ �≡ 0 [2] et y − y′ �≡ 0 [2] si
x = 1, et ceci en vertu de l’égalité (5.4).

L’expression du noyau de Green obtenue dans le théorème 5.6 est donc
valable partout sauf sur la diagonale

{
(x, y, x′, y′) ∈ [0, 1]4 : (x′, y′) = (x, y)

}
.

Remarque 5.11. — On pouvait retrouver cette nouvelle expression du
noyau de Green à partir de la série classique, en remarquant :

fp(x, x′) = 2
π

sinh(pπ
√
λ0 min(x, x′)) sinh(pπ

√
λ0(1−max(x, x′)))

p sinh(pπ
√
λ0)

,

= 1
π

(
epπ

√
λ0 min(x, x′)−e−pπ

√
λ0 min(x, x′)

)(
epπ

√
λ0(1−max(x, x′))−e−pπ

√
λ0(1−max(x, x′))

)
p
(
epπ

√
λ0−e−pπ

√
λ0

)
= 1

π

(
epπ

√
λ0(1−|x−x′|)−epπ

√
λ0(1−(x+x′))−e−pπ

√
λ0(1−(x+x′))+e−pπ

√
λ0(1−|x−x′|)

pepπ
√

λ0
(
1−e−2pπ

√
λ0

) )

= 1
π

(
e−pπ

√
λ0(|x−x′|)−e−pπ

√
λ0(x+x′)−e−pπ

√
λ0(2−(x+x′))+e−pπ

√
λ0(2−|x−x′|)

p
(
1−e−2pπ

√
λ0

) )
= f̃p(x, x′).

5.2. Comparaison des termes généraux des deux séries

Dans ce paragraphe, nous estimons la vitesse de convergence des deux
séries définissant les deux expressions précédentes du noyau de Green. No-
tons, comme dans le paragraphe précédent :

fp(x, x′) =
2
π

sinh
(
pπ

√
λ0 min(x, x′)

)
sinh

(
pπ

√
λ0 (1 − max(x, x′))

)
p sinh(pπ

√
λ0)

,

et

f̃p(x, x′) =

1
π

e−pπ
√
λ0|x−x′| − e−pπ

√
λ0(x+x′) + e−2pπ

√
λ0

(
epπ

√
λ0|x−x′| − epπ

√
λ0(x+x′)

)
p

(
1 − e−2pπ

√
λ0

)
 ,

ce qui donne :

G(x, y, x′, y′) =
∑
p∈N∗

fp(x, x′) sin (pπy) sin (pπy′) ,
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et
G(x, y, x′, y′) =

∑
p∈N∗

f̃p(x, x′) sin (pπy) sin (pπy′) .

La démonstration du théorème 5.6 a établi que le noyau de Green pouvait
s’écrire :

G(x, y, x′, y′) =
∑
q∈N

∑
p∈N∗

G̃p(x, x′) e−2pqπ
√
λ0 sin (pπy) sin (pπy′) ,

avec :

G̃p(x, x′) =

1
π

e−pπ
√
λ0|x−x′| − e−pπ

√
λ0(x+x′) + e−2pπ

√
λ0

(
epπ

√
λ0|x−x′| − epπ

√
λ0(x+x′)

)
p

 .

Posons F̃q(x, y, x′, y′) =
∑
p∈N∗

G̃p(x, x′) e−2pqπ
√
λ0 sin (pπy) sin (pπy′). Nous

avons alors la proposition suivante :

Proposition 5.12. —

On se donne un réel ε tel que ε ∈ ]0, 1].
(i) ∀x ∈ [0, 1], ∀x′ ∈ [0, 1] tels que |x− x′| � ε,

|fp(x, x′)| � 1
pπ

tanh
(
p(π/2)

√
λ0 (1 − ε)

)
.

On a même :
max {|fp(x, x′)| ;x ∈ [0, 1], x′ ∈ [0, 1],

|x− x′| � ε} =
1
pπ

tanh
(
p(π/2)

√
λ0 (1 − ε)

)
.

(ii) ∀x ∈ [0, 1], ∀x′ ∈ [0, 1], ∀y ∈ [0, 1], ∀y′ ∈ [0, 1], tels que

max {|x− x′|, |y − y′| � ε} ,∣∣∣F̃q(x, y, x′, y′)
∣∣∣ � 1

π

(
3e−π

√
λ0ε + e−π

√
λ0

)
ln

(
1

1 − e−2qπ
√
λ0

)
.
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Démonstration. —

(i) fp(x, x′) =
2
π

sinh
(
pπ

√
λ0 min(x, x′)

)
sinh

(
pπ

√
λ0 (1 − max(x, x′))

)
p sinh(pπ

√
λ0)

,

d’où :

fp(x, x′) =
1
π

cosh
(
pπ

√
λ0 (1 − |x− x′|)

)
p sinh(pπ

√
λ0)

− 1
π

cosh
(
pπ

√
λ0 (1 − (x+ x′))

)
p sinh(pπ

√
λ0)

.

Or si x ∈ [0, 1] et x′ ∈ [0, 1], avec |x− x′| � ε, alors 1 − |x− x′| ∈ [0, 1 − ε]
et 1 − (x+ x′) ∈ [−1 + ε, 1 − ε], et on a :

1 � cosh
(
pπ

√
λ0 (1 − |x− x′|)

)
� cosh

(
pπ

√
λ0 (1 − ε)

)
,

1 � cosh
(
pπ

√
λ0 (1 − (x+ x′))

)
� cosh

(
pπ

√
λ0 (1 − ε)

)
,

d’où :

|fp(x, x′)| � 1
pπ

cosh
(
pπ

√
λ0 (1 − ε)

)
− 1

sinh
(
pπ

√
λ0

)
� 1

pπ
tanh

(
p(π/2)

√
λ0 (1 − ε)

)
.

Comme ce majorant est atteint, on a donc :

max {|fp(x, x′)| ;x ∈ [0, 1], x′ ∈ [0, 1],

|x− x′| � ε} =
1
pπ

tanh
(
p(π/2)

√
λ0 (1 − ε)

)
.

(ii) F̃q(x, y, x′, y′) =
∑
p∈N∗

G̃p(x, x′) e−2pqπ
√
λ0 sin (pπy) sin (pπy′), donc,

comme toutes les séries qui apparaissent dans la suite de la démonstration
sont des séries à termes positifs convergentes, on a les majorations suivantes :∣∣∣F̃q(x, y, x′, y′)

∣∣∣ �
∑
p∈N∗

∣∣∣G̃p(x, x′)
∣∣∣ e−2pqπ

√
λ0 �

∑
p∈N∗

e−2pqπ
√
λ0

·
(
e−pπ

√
λ0|x−x′| + e−pπ

√
λ0(x+x′) + e−pπ

√
λ0(2−|x−x′|) + e−pπ

√
λ0(2−(x+x′))

pπ

)
.
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Or, si x ∈ [0, 1] et x′ ∈ [0, 1], avec |x − x′| � ε, alors |x − x′| ∈ [ε, 1],
x+ x′ ∈ [ε, 2 − ε], 2 − |x− x′| ∈ [1, 2 − ε] et 2 − (x+ x′) ∈ [ε, 2 − ε], d’où :

∣∣∣F̃q(x, y, x′, y′)
∣∣∣ � 1

π

∑
p∈N∗

e−2pqπ
√
λ0

(
3e−pπ

√
λ0ε + e−pπ

√
λ0

)
p

� 1
π

(
3e−pπ

√
λ0ε + e−π

√
λ0

) ∑
p∈N∗

e−2pqπ
√
λ0

p
,

et ainsi :∣∣∣F̃q(x, y, x′, y′)
∣∣∣ � 1

π

(
3e−π

√
λ0ε + e−π

√
λ0

)
ln

(
1

1 − e−2qπ
√
λ0

)
. (5.11)

Remarque 5.13 . — On constate que si :

F̃q(x, y, x′, y′) =
∑
p∈N∗

G̃p(x, x′) e−2pqπ
√
λ0 sin (pπy) sin (pπy′) ,

alors :

F̃q(x, y, x′, y′) =

1
4π

ln

(
sin2 ((π/2)(y + y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (|x− x′| + 2q)

)
sin2 ((π/2)(y − y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (|x− x′| + 2q)

)
sin2 ((π/2)(y − y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (x+ x′ + 2q)

)
sin2 ((π/2)(y + y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (x+ x′ + 2q)

)
sin2 ((π/2)(y + y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (2q + 2 − |x− x′|)

)
sin2 ((π/2)(y − y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (2q + 2 − |x− x′|)

)
sin2 ((π/2)(y − y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (2q + 2 − (x+ x′))

)
sin2 ((π/2)(y + y′)) + sinh2

(
(π/2)

√
λ0 (2q + 2 − (x+ x′))

))
,

ce qui est le terme général de la nouvelle série définissant le noyau de Green,
et sera utile dans le paragraphe 5.4.

On voit ainsi que les termes de la deuxième série définissant le noyau
de Green décroissent beaucoup plus vite (en e−2qπ

√
λ0) que dans la série

classique, où ils décroissent en
1
p
. Cela se vérifie numériquement : chaque

terme de la série classique dépend peu du module du rectangle, et le dixième
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terme est de l’ordre de 3, 2.10−2, le cinquantième de l’ordre de 6, 4.10−3, le
cinq-centième de l’ordre de 6, 4.10−4.

Pour la nouvelle expression (théorème 5.6), si
√
λ0 = 2, le premier terme

est de l’ordre de 3.10−6, le deuxième terme est de l’ordre de 1, 2.10−11, si√
λ0 = 1, le troisième terme est de l’ordre de 6.10−9, le quatrième terme de

l’ordre de 1, 2.10−11, le cinquième de l’ordre de 2, 2.10−13 et si
√
λ0 = 1/2,

le septième terme est de l’ordre de 2, 9.10−10, le huitième de l’ordre de
1, 2.10−11, et le neuvième de l’ordre de 5, 4.10−12, mais dans ce dernier cas,
on peut par rotation des axes et homothétie, en utilisant la symétrie du
noyau de Green, adapter son expression pour se ramener au cas

√
λ0 = 2.

Numériquement, on constate en particulier que pour certains points du
plan, une précision de calcul convenable nécessite d’évaluer la série classique
jusqu’au cinquantième terme au moins, alors que pour la série en logarithme,
si
√
λ0 = 2, il suffit de calculer deux ou trois termes, si

√
λ0 = 1, il suffit de

calculer quatre ou cinq termes, et si
√
λ0 = 1/2, il suffit de calculer huit ou

neuf termes.

5.3. Vitesse de convergence de la série classique

Dans cette section, nous minorons en certains points du carré [0, 1]2 la
série classique par une série qui converge lentement.

Fixons y et y′ dans Q∗ de sorte que sin(pπy) sin(pπy′) soit une constante
C.

Par exemple, si y = y′ =
1
2
, on a sin(pπy) sin(pπy′) = 1. On peut alors

minorer le terme général de la série :

2
π

∑
p∈N∗

sinh
(
pπ

√
λ0 min(x, x′)

)
sinh

(
pπ

√
λ0 (1 − max(x, x′))

)
p sinh(pπ

√
λ0)

par :

2
π

sinh
(
pπ

√
λ0 min(x, x′)

)
sinh

(
pπ

√
λ0 (1 − max(x, x′))

)
p sinh(pπ

√
λ0)

� 4pπλ0 (min(x, x′) − xx′) e−pπ
√
λ0 .

En effet, sinh(u) � u, pour tout u � 0, et sinh(u) � 1
2
eu, pour tout u.

Or la série
∑
p∈N∗

4pπλ0 (min(x, x′) − xx′) e−pπ
√
λ0 converge comme une

série de puissances, donc beaucoup plus lentement que la série en logarithme,
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pour laquelle nous donnons une majoration du reste dans le paragraphe
suivant.

5.4. Estimation du reste de la série en logarithme

Dans ce paragraphe, pour mettre en évidence la puissance de la série en
logarithme, nous donnons une expression du noyau de Green du théorème
5.6 au moyen d’une somme finie et d’un reste, avec une estimation de ce
reste. Une évaluation numérique de cette majoration va ensuite confirmer
les calculs évoqués dans le paragraphe 5.2. Nous avons donc le théorème
suivant :

Corollaire du théorème 5.6. — Fixons un nombre entier naturel S
et un réel ε tel que ε ∈ ]0, 1]. Alors le noyau de Green s’écrit, ∀x ∈ [0, 1],
∀x′ ∈ [0, 1], ∀y ∈ [0, 1], ∀y′ ∈ [0, 1], tels que max (|x− x′|, |y − y′|) � ε, et
avec la fonction ϕq du théorème 5.6 :

G(x, y, x′, y′) =
1
4π

q=S∑
q=0

ln
(
ϕq (|x− x′|, y, y′)ϕq (x+ x′, y,−y′)

· ϕq+1 (−|x− x′|, y, y′)ϕq+1 (−(x+ x′), y,−y′)
)

+ RS(x, y, x′, y′),

avec :

max
{
|RS(x, y, x′, y′)| : (x, y, x′, y′) ∈ [0, 1]4; max (|x− x′|, |y − y′|) � ε

}
� 1

π

3e−π
√
λ0ε + e−π

√
λ0

1 − e−2π
√
λ0

ln
(

1
1 − e−2(S+1)π

√
λ0

)
. (5.12)

Démonstration . — Pour cette démonstration, nous aurons besoin du
lemme suivant :

Lemme 5.14. — Soient Q ∈ N∗ et P ∈ N∗, tel que P > S + 1. Alors
∀S ∈ N :

0 �
q=P∑

q=S+1

(
r=Q∑
r=1

e−2qrπ
√
λ0

r

)
(5.13)

�
(

1
1 − e−2π

√
λ0

) (
r=Q∑
r=1

e−2r(S+1)π
√
λ0

r
+

r=Q∑
r=1

e−2r(P+1)π
√
λ0

r

)
,
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et par conséquent :

0 �
∑

q�S+1

ln
(

1
1 − e−2qπ

√
λ0

)

�
(

1
1 − e−2π

√
λ0

)
ln

(
1

1 − e−2(S+1)π
√
λ0

)
, (5.14)

Démonstration. —

q=P∑
q=S+1

(
r=Q∑
r=1

e−2qrπ
√
λ0

r

)
=

r=Q∑
r=1

1
r

 q=P∑
q=S+1

(
e−2rπ

√
λ0

)q


=

r=Q∑
r=1

e−2r(S+1)π
√
λ0

r

(
q=P−S−1∑

q=0

(
e−2rπ

√
λ0

)q
)
,

ce qui donne :

q=P∑
q=S+1

(
r=Q∑
r=1

e−2qrπ
√
λ0

r

)
=

r=Q∑
r=1

e−2r(S+1)π
√
λ0

r

1 − e−2r(P−S)π
√
λ0

1 − e−2rπ
√
λ0

=
r=Q∑
r=1

1
r

e−2r(S+1)π
√
λ0

1 − e−2rπ
√
λ0

−
r=Q∑
r=1

1
r

e−2r(P+1)π
√
λ0

1 − e−2rπ
√
λ0

.

Finalement :

0 �
q=P∑

q=S+1

(
r=Q∑
r=1

e−2qrπ
√
λ0

r

)

�
(

1
1 − e−2π

√
λ0

) (
r=Q∑
r=1

e−2r(S+1)π
√
λ0

r
+

r=Q∑
r=1

e−2r(P+1)π
√
λ0

r

)
.

Par ailleurs, pour S fixé, la série
∑
r∈N∗

e−2rqπ
√
λ0

r
est absolûment convergente

vers − ln
(
1 − e−2qπ

√
λ0

)
, et la série

∑
q∈N

− ln
(
1 − e−2qπ

√
λ0

)
est

convergente car de même nature que la série
∑
q∈N

e−2qπ
√
λ0 . On en déduit que

la série double
q=+∞∑
q=S+1

r=+∞∑
r=1

e−2qrπ
√
λ0

r
est convergente. Dans ces conditions,
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en passant à la limite dans (5.13) quand Q → +∞, on obtient :

0 �
q=P∑

q=S+1

(
r=+∞∑
r=1

e−2qrπ
√
λ0

r

)
�

(
1

1 − e−2π
√
λ0

)
(

ln
(

1
1 − e−2(S+1)π

√
λ0

)
+ ln

(
1

1 − e−2(P+1)π
√
λ0

))
, (5.15)

qui s’écrit aussi :

0 �
q=P∑

q=S+1

(
ln

(
1

1 − e−2qπ
√
λ0

))
�

(
1

1 − e−2π
√
λ0

)
(

ln
(

1
1 − e−2(S+1)π

√
λ0

)
+ ln

(
1

1 − e−2(P+1)π
√
λ0

))
. (5.16)

En passant à la limite dans (5.16) quand P → +∞, on obtient (5.14). �

Démontrons maintenant le corollaire du théorème 5.6, en reprenant les
notations du paragraphe 5.2 :

F̃q(x, y, x′, y′) =
∑
p∈N∗

G̃p(x, x′) e−2pqπ
√
λ0 sin (pπy) sin (pπy′) ,

avec :

G̃p(x, x′) =

1
π

e−pπ
√
λ0|x−x′| − e−pπ

√
λ0(x+x′) + e−2pπ

√
λ0

(
epπ

√
λ0|x−x′| − epπ

√
λ0(x+x′)

)
p

 .

On a alors :

G(x, y, x′, y′) =
q=S∑
q=0

F̃q(x, y, x′, y′) +
∑

q�S+1

F̃q(x, y, x′, y′).

Posons :

RS(x, y, x′, y′) =
∑

q�S+1

F̃q(x, y, x′, y′),
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nous avons alors :

|RS(x, y, x′, y′)| �
∑

q�S+1

∣∣∣F̃q(x, y, x′, y′)
∣∣∣

� 1
π

(
3e−π

√
λ0ε + e−π

√
λ0

) ∑
q�S+1

ln
(

1
1 − e−2qπ

√
λ0

)
,

en utilisant (5.11). Compte-tenu de (5.14), on obtient alors (5.12).

Posons Rε(S) = max
{
|RS(x, y, x′, y′)| : (x, y, x′, y′) ∈ [0, 1]4 ;

max (|x− x′|, |y − y′|) � ε}. Un calcul numérique avec Maple donne alors
les résultats suivants :

1. Pour
√
λ0 = 2 :

• Si S = 0, c’est-à-dire qu’on ne prend que le premier terme de la
série, le reste Rε(S) est inférieur à 3, 33.10−6.

2. Pour
√
λ0 = 1 :

• Si S = 0, c’est-à-dire qu’on ne prend que le premier terme de la
série, le reste Rε(S) est inférieur à 1, 81.10−3,

• Si S = 1, c’est-à-dire qu’on prend deux termes de la série, le
reste Rε(S) est inférieur à 3, 38.10−6,

• Si S = 2, c’est-à-dire qu’on prend trois termes de la série, le
reste Rε(S) est inférieur à 6, 31.10−9.

3. Pour
√
λ0 = 1/2 :

• Si S = 0, c’est-à-dire qu’on ne prend que le premier terme de la
série, le reste Rε(S) est inférieur à 4, 71.10−2,

• Si S = 1, c’est-à-dire qu’on prend deux termes de la série, le
reste Rε(S) est inférieur à 1, 99.10−3,

• Si S = 2, c’est-à-dire qu’on prend trois termes de la série, le
reste Rε(S) est inférieur à 8, 61.10−5,

• Si S = 3, c’est-à-dire qu’on prend quatre termes de la série, le
reste Rε(S) est inférieur à 3, 72.10−6,

• Si S = 5, c’est-à-dire qu’on prend six termes de la série, le reste
Rε(S) est inférieur à 6, 94.10−9.

Ces résultats sont bien cohérents avec ceux du paragraphe 5.2.
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6. Théorème de Spitzer-Stone en dimension 1

Remarquons d’abord que si λ0 = 0, ∀p ∈ {1; 2; · · · ;n} , αp = 1 et donc

L̃ = Id. Dans ces conditions, F =
1
2
(1 − χ)

(
1 − 1

χ

)
Id et on est ramené à

la dimension 1, au coefficient 1/2 près. Mais alors le symbole est singulier
car il s’annule sur le tore T. (Pour avoir λ0 = 0, il suffit de prendre b → +∞
et n = 1). On a alors ∀p ∈ {1; 2; · · · ;n} ; αp = 1, ce qui entrâıne que
∀p ∈ {1; 2; · · · ;n} ; γp = 1. On a donc le résultat suivant :

Proposition 6.1. — ∀k ∈ N : 1 � k � m et ∀l ∈ N : 1 � l � m

lim
λ0→0

1
2
σ

(p)
k l = lim

γp→1
∀p∈{1;2;···;n}

1
2
σ

(p)
k l = min(k, l) − kl

m+ 1
.

Démonstration. — ∀s ∈ N et ∀p ∈ {1; 2; · · · ;n}, lim
γp→1

(
1 −

(
γ2
p

)s
1 − γ2

p

)
= s.

Reprenant l’égalité (3.1), on a alors :

lim
λ0→0

1
2
σ

(p)
k l = lim

γp→1
∀p∈{1;2;···;n}

1
2
σ

(p)
k l = min(k, l) − kl

m+ 1
,

d’où le résultat. �

Nous avons aussi la limite suivante :

Proposition 6.2. — Si k = [(m+1)x] et l = [(m+1)x′], avec x ∈ [0, 1]
et x′ ∈ [0, 1], alors :

lim
m→+∞

(
lim
λ0→0

σ
(p)
k l

2(m+ 1)

)
= min ( x, x′) − xx′,

ce qui donne le noyau de Green de la dimension 1.

Démonstration . —
Cette proposition résulte de la précédente, en utilisant lim

m→+∞
k

m+ 1
= x

et lim
m→+∞

l

m+ 1
= x′.

On retrouve bien le résultat de la dimension 1. �

– 549 –



Jean Chanzy

Bibliography

[B-G-N] Buzbee (B.L.), Golub (G.H.), Nielson (C.W.). — On direct methods for
solving Poisson’s equations, SIAM Journal of Numerical Analysis,Vol.7, N◦ 4,
p. 627-656 ( Décembre 1970).
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Scalar Products, Birkhaüser-Verlag Basel, 1983.

[G-R] Gradshteyn (I.S.), Ryzhik (I.M.). — Table of Integrals, Series, and Products,
Academic Press, Inc. 1963.
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[K] Kenyon (R.). — The asymptotic determinant of the discrete Laplacian,
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