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Construction de métriques d’Einstein
à partir de transformations biconformes(∗)

Laurent Danielo(1)

RÉSUMÉ. — L’objectif de cet article est de proposer une nouvelle méthode
de construction de métriques d’Einstein. Le procédé consiste à considérer
un morphisme harmonique ϕ : (M, g) → (N, h) ; on déforme ensuite bicon-
formément la métrique g en g̃, en conservant l’harmonicité, ce qui simplifie

le calcul de la courbure de Ricci. L’équation R̃ic = Cg̃ se traduit alors en
un système différentiel en termes des paramètres de la déformation. On
montre d’abord l’existence de solutions par un procédé dynamique. Puis,
on résout ce système dans des exemples en dimension 4, exhibant ainsi
des métriques d’Einstein.

ABSTRACT. — We give a new method for constructing Einstein metrics
as follows. Given a harmonic morphism ϕ : (M, g) → (N, h), we deform
the metric g biconformally in such a way as to preserve harmonicity. The
condition that the new metric be Einstein determines a first order system
in terms of the scaling factors of the deformation. By choosing our initial
metric g conveniently, and with assumptions on the scaling factors, this
system corresponds to a dynamical system. In such cases we are able
to establish local existence of solutions. We describe some explicit cases
which correspond to Einstein metrics in dimension 4.

0. Introduction

Le cadre général de cet article est celui des variétés riemanniennes ad-
mettant des morphismes harmoniques. Un morphisme harmonique est une
application qui préserve l’équation de Laplace (on peut aussi le caractériser
comme préservant le mouvement brownien, cf. [2]). On choisit ici est la
caractérisation donnée par Fuglede [5] et Ishihara [11] :

Soit M et N deux variétés riemanniennes, munies respectivement des
métriques g et h. L’application ϕ : (M, g) −→ (N,h) est un morphisme har-
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monique si et seulement si ϕ est à la fois semi-conforme (ou horizontalement
faiblement conforme) et harmonique.

Définition 0.1. — Soit ϕ : (M, g) −→ (N,h) une application lisse. On
dit que ϕ est semi-conforme si, pour tout x ∈ M ,

ou bien dϕx = 0 (i.e. x est un point singulier),

ou bien dϕx est surjective et il existe Λ(x) �= 0 , tel que

h
(
dϕx(X),dϕx(Y )

)
= Λ(x) g(X,Y ) , où X, Y ∈

(
Ker(dϕx)

)⊥
.

En posant Λ(x) = 0 si x est un point singulier, la fonction λ =
√

Λ est
appelée la dilatation de ϕ.

Les travaux de Gudmundsson (cf. [7] et [8]) puis de Radu Pantilie (cf.
[13] et [14]) ont montré qu’il était possible d’exprimer la courbure de Ricci
d’une variété riemannienne admettant un morphisme harmonique submersif
en fonction de la courbure de Ricci du codomaine et de la dilatation. De
façon générale, il convient de faire des hypothèses pour faciliter ce calcul
(une possibilité, étudiée par L.Bérard-Bergery, est de supposer des symétries
dans le groupe des isométries de la variété, voir [1] ou [3])

La construction proposée est la suivante :

Soit ϕ : (M, g) −→ (N,h) un morphisme harmonique submersif. Soit
V = Ker dϕ et H = V⊥, les distributions verticale et horizontale. On déforme
triconformément les métriques respectives de M et de N en g̃ et h̃ (i.e. on
fait un changement conforme sur h et chacune des composantes de g sur les
distributions V et H) :

g̃ = σ−2 gH + ρ−2 gV et h̃ = ν̄−2 h .

On suppose que le changement conserve l’harmonicité de ϕ. L’équation
R̃ic = Cg̃ fournit alors un système différentiel vérifié par les fonctions σ, ρ
et ν ( ν = ν̄ ◦ ϕ ). Ce système, associé à la condition d’harmonicité, est a
priori surdéterminé.

Le but de ce papier est de montrer l’existence de solutions, et de résoudre
explicitement ce système dans des cas précis où les fibres sont de dimen-
sion 1.

Dans une première partie, on rappelle quelques résultats sur les appli-
cations semi-conformes et sur les morphismes harmoniques, parmi lesquels
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les différentes formules pour la courbure de Ricci. En deuxième partie, on
définira les changements biconformes et triconformes. On donnera l’expres-
sion de la nouvelle connexion de Levi-Cevita obtenue sur (M, g̃), ainsi que
les modifications du Laplacien et des autres opérateurs présents dans la
formule de la courbure.

La troisième partie sera l’occasion de décrire l’obtention de l’expression
de la courbure de Ricci de (M, g̃), à partir des courbures initiales de (M, g) et
(N,h), et des paramètres du changement. La méthode est ensuite développée
dans deux exemples où l’on déforme la métrique euclidienne : le premier
est la projection R4 −→ R3 , (t, x2, x3, x4) 	−→ (t, x2, x3) ; le deuxième
est l’application de Hopf de R4 dans R3. Dans les deux cas, on suppose
que les fonctions σ, ρ et ν ne dépendent que d’un paramètre horizontal
(t pour la projection, et le rayon r pour l’application de Hopf). Tout d’abord,
on prouve, par une méthode dynamique, que le système différentiel ordi-
naire obtenu admet localement des solutions pour tout C, i.e. la « classe
biconforme » de la métrique euclidienne contient des métriques d’Einstein
de constante quelconque.

Plus précisément, la résolution directe dans le cas de la projection donne
le résultat suivant :

Théorème 0.2. — Soit ϕ : (t, x2, x3, x4) 	→ (t, x2, x3), de R4 dans R3,
munis de leurs métriques euclidiennes g et h. Soit
g̃ = σ−2(dt2 + dx2

2 + dx2
3) + ρ−2dx2

4 et h̃ = ν−2 h , où σ, ρ et ν sont des
fonctions positives de t. Alors, ϕ : (R4, g̃) −→ (R3, h̃) est un morphisme
harmonique et g̃ est une métrique d’Einstein, de constante C, si et seulement
si (σ, ρ, ν) vérifie les deux propriétés suivantes :

(I) σ est solution de l’équation elliptique (σ′)2 = Aσ3 − C

3
(résolue

par la fonction ℘ de Weierstrass), avec A une constante,

(II) (ln ρ)′ = −1
2

(σ′

σ
+

C

σ σ′
)
, et ν = a σ ρ , avec a > 0 une constante.

Pour la fibration de Hopf définie dans un système de coordonnées adaptées
par ϕ

(
r(cos s) eiα, r(sin s) eiκ

)
= r2

(
cos 2s , (sin 2s) ei(α−κ)

)
, on obtient en

particulier des solutions de la forme :

σ = k r2/(1+ar4)1/2 , ρ = k r2(1+ar4)1/2/(1−ar4) , avec a, k > 0 constantes ,

correspondant à une famille de métriques Ricci-plates sur la boule B4(a−
1
4 )
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(dégénérées sur le bord) :

g̃ =
1 + a r4

k2 r4
(
dr2 + r2 ds2 +

r4

4
sin2(2s) (dκ− dα)2

)
+

(1 − a r4)2

k2 r2(1 + a r4)
(cos2 sdκ+ sin2 sdα)2 .

En complément, on propose d’autres exemples avec des fibres de dimen-
sion 2. Dans ces derniers, les solutions ne sont pas toujours explicites ;
cependant, on peut trouver des familles de solutions à partir d’un système
différentiel d’ordre 1 dans le plan.

1. Morphismes harmoniques et courbure

Pour cette partie qui traite de la théorie des morphismes harmoniques,
on se réfère au chapitre 11 du livre de Paul Baird et John C. Wood [4].

1.1. Définitions et notations

Dans la suite, ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) désignera une application semi-
conforme entre les variétés riemanniennes M et N , de dimensions respectives
m et n, telles que 1 � n � m, et munies des métriques g et h.

Notations 1.1. — Soit V = Ker dϕ et H = V⊥, les distributions verticale
et horizontale.

E, F , G désigneront des champs de vecteurs quelconques de TM , X, Y , Z,
T des champs horizontaux et U , V , W , des champs verticaux (le long des
fibres de ϕ).

Pour x ∈ M , {ei}i=1,...,m désigne une base orthonormée en x ; de même
{ea}a=1,...,n et {er}r=n+1,...,m désignent des bases orthonormées horizontale
et verticale en x, adaptées aux distributions H et V.

HE et VE désignent les projections orthogonales de E sur les distributions
H et V.

Soit E un champ de vecteurs et f une fonction, la dérivée de f le long du
champ E sera indifféremment notée df(E) ou E(f).

∇M (ou ∇ s’il n’y a pas d’ambigüıté) est la connexion de Levi-Cevita de
(M, g).
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L’opérateur de Laplace ∆ sur (M, g) est choisi avec la convention de signe :
∆f = +

∑
i

(
ei(ei(f)) − (∇eiei)(f)

)
.

On note respectivement RicM , RicN et RicV , les courbures de Ricci de M ,
de N et des fibres de ϕ.

Définition 1.2. — Les secondes formes fondamentales des distributions
horizontales et verticales sont appelées A et B, définies par :

AEF = V(∇MHEHF ) , BEF = H(∇MVEVF ) .

Remarque 1.3. — A et B sont tensoriels. La distribution verticale étant
intégrable, B est symétrique en E et F . De plus, B est identiquement nul
si et seulement si les fibres de ϕ sont totalement géodésiques.

Définition 1.4. — On désigne par I le tenseur d’intégrabilité de la dis-
tribution horizontale H : I(X,Y ) = V[X,Y ] .

Définition 1.5. — Les adjoints des applications linéaires AE et BE
sont notés A∗

E et B∗
E. Ainsi,

A∗
EF = −H(∇MHEVF ) , B∗

EF = −V(∇MVEHF ) .

1.2. Courbure de Ricci

Dans le cadre décrit dans le paragraphe précédent, on peut calculer la
courbure de Ricci.

Théorème 1.6 (Pantilie, Baird-Wood). — Soit ϕ : (Mm, g) −→
(Nn, h) un morphisme harmonique submersif, de dilatation λ. Pour x ∈ M ,
soit X,Y des vecteurs horizontaux en x et U, V des vecteurs verticaux en x.
Alors,

(i) RicM (U, V ) = RicV(U, V ) +
∑
a

g
(
(∇eaB

∗)Uea, V
)

+2(n− 1)d lnλ(BUV ) + n∇d lnλ(U, V )
−nU(lnλ)V (lnλ)

+
1
4

∑
a,b

g
(
U, I(ea, eb)

)
g
(
V, I(ea, eb)

)
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(ii) RicM (X,U) = 2∇d lnλ(U,X) + (n− 2) d lnλ(B∗
UX)

−n d lnλ(A∗
XU) −

∑
r

g
(
(∇erB)Uer, X

)
+

∑
a

g
(
B∗
Uea, I(X, ea)

)
+

∑
a

g
(
(∇ea

A)Xea, U
)

(iii) RicM (X,Y ) = RicN (dϕ(X),dϕ(Y )) + g(X,Y )∆ lnλ

−(n− 2)X(lnλ)Y (lnλ) −
∑
r

g(B∗
er
X,B∗

er
Y )

−1
2

∑
a

g
(
I(X, ea), I(Y, ea)

)
.

Dans la suite de cette partie, on s’intéresse au cas des fibres de dimen-
sion 1, où ϕ : Mn+1 → Nn.

Définition 1.7. — Soit ϕ : Mn+1 → Nn une submersion semi-confor-
me de dilatation λ. Étant choisie une orientation locale sur les fibres. Soit
U le champ de vecteurs vertical, unitaire, orienté positivement. V = λn−2U
est appelé le champ de vecteurs vertical fondamental.

Lemme 1.8. — En prenant les notations précédentes, ϕ est un mor-
phisme harmonique si et seulement si [X,V ] = 0 pour tout champ de
vecteurs de base horizontal X de TM .

Définition 1.9. — On note θ la 1-forme duale du champ V . Soit
Ω = dθ. Cette 2-forme Ω est appelée forme d’intégrabilité.

Lemme 1.10. — Soit X, Y deux champs de vecteurs horizontaux et W
un champ de vecteurs vertical, en un point. Alors,

(i) Ω(X,Y ) = −g(V, [X,Y ])/|V |2
g

(ii) iWΩ = 0, i.e. Ω(X,W ) = 0 .

Définition 1.11. — Soit {ei} une base orthonormée, ea et eb désignant
des vecteurs horizontaux. La divergence et la norme de Ω sont données par :

−d∗Ω =
∑
i

(∇ei
Ω)(ei, . ) , et |Ω|2

g
=

∑
a,b

Ω(ea, eb)2 .
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On est alors en mesure d’exprimer la courbure de Ricci en termes de Ω.

Théorème 1.12 (Pantilie, Baird-Wood). — Soit ϕ : (Mn+1, g) −→
(Nn, h) un morphisme harmonique submersif de dilatation λ. Une orienta-
tion des fibres étant donnée, soit X,Y des champs de vecteurs horizontaux,
U le champ de vecteurs unitaire vertical orienté positivement, et V = λn−2U
le champ de vecteurs vertical fondamental. Alors,

(i) RicM (U,U) = −(n− 2)∆ lnλ+ 2(n− 1)U
(
U(lnλ)

)
−n(n− 1)|Vgrad

g
lnλ|2

g
+

1
4
λ2n−4|Ω|2

g

(ii)(a) RicM (X,U) = (n− 1)∇d lnλ(X,U) − (n− 1)X(lnλ)U(lnλ)

+
1
2
λ2n−4

{
d∗Ω(X) + (3n− 5)Ω(X, grad

g
lnλ)

}
(ii)(b) RicM (X,V ) = −(n− 1)(n− 2)X(lnλ)V (lnλ)

+(n− 1)X
(
V (lnλ)

)
+

1
2
λn−2

{
d∗Ω(X) + 2(n− 2)Ω(X, grad

g
lnλ)

}
(iii) RicM (X,Y ) = RicN (dϕ(X),dϕ(Y )) + g(X,Y )∆ lnλ

−(n− 1)(n− 2)X(lnλ)Y (lnλ)

−1
2
λ2n−4g(iXΩ, iY Ω) .

Par la suite, on cherche à déterminer ce que deviennent les formules
précédentes après changement triconforme de g et h.

2. Transformations biconformes et triconformes

Les transformations biconformes généralisent les changements conformes
sur une variété riemannienne admettant des distributions orthogonales, en
permettant de faire varier indépendamment les composantes horizontale et
verticale de sa métrique.

2.1. Conservation des propriétés des morphismes harmoniques

Définition 2.1. — Soit (Mm, g) une variété riemannienne dont
l’espace tangent admet une décomposition orthogonale du type TM = H⊕V.
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Soit g = gH + gV une décomposition adaptée de la métrique. On appelle
transformation biconforme de g, tout changement g 	→ g̃ tel que

g̃ = σ−2gH + ρ−2gV

où σ, ρ sont des fonctions réelles positives sur M .

Définition 2.2 Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une submersion semi-
conforme, de dilatation λ. On considère la décomposition suivante de la
métrique de M , g = gH + gV , en ces composantes horizontale et verticale.
On définit alors des nouvelles métriques sur M et N par

(a) g̃ = σ−2gH + ρ−2gV , (b) h̃ = ν̄−2h , (2.1)

où σ, ρ sont des fonctions positives sur M et ν̄ est une fonction positive sur
N .

(i) Une telle transformation est appelée triconforme.

(ii) Si ν̄ ≡ 1, on parle simplement de transformation biconforme de g.

Remarques 2.3. —

(i) Si σ = ρ, on est ramené à un simple changement conforme sur M .
Les formules pour la courbure de Ricci sont alors connues (cf. par
exemple Besse [3] ou Hebey [9])

(ii) Un changement biconforme ou triconforme préserve la semi-confor-
malité (et les distributions H et V).

Lemme 2.4. — Soit ϕ : M → N , comme à la définition 2.2. On con-
sidère un changement triconforme g 	→ g̃ et h 	→ h̃. Soit ν = ν̄ ◦ ϕ. Alors,
ϕ : (Mm, g̃) → (Nn, h̃) est une application semi-conforme de dilatation
λ̃ = λσν−1 .

En revanche, l’harmonicité n’est pas nécessairement conservée.

Proposition 2.5 (Mo [12], Baird-Wood [4]). — Soit
ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) un morphisme harmonique submersif. On considère
un changement triconforme donné par (2.1). Alors, l’application
ϕ : (Mm, g̃) → (Nn, h̃) est un morphisme harmonique si et seulement si
grad(σ2−nρn−mνn−2) est vertical, i.e. si et seulement si la fonction
σ2−nρn−mνn−2 est constante le long des courbes horizontales.
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Construction de métriques d’Einstein à partir de transformations biconformes

2.2. Changement de connexion par une transformation biconforme.

Soit (M, g) une variété riemannienne ayant les mêmes propriétés qu’à la
définition 2.1. On change biconformément la métrique en
g̃ = σ−2gH + ρ−2gV . On calcule alors ∇̃ la connexion de Levi-Cevita de
(M, g̃) en fonction de ∇. De même, on notera Ã et B̃ les secondes formes
fondamentales des distributions horizontale et verticale pour g̃. On suppose
de plus que V est intégrable.

On pose ẽa = σea, et ẽr = ρer, les vecteurs de base horizontaux et
verticaux pour g̃.

Proposition 2.6. — Les composantes de la connexion ∇̃ sont données
par :

(i)(a) g(ec, ∇̃ẽa
ẽb) = σ2 g(ec,∇eaeb) + σec(σ) g(ea, eb)

−σeb(σ) g(ec, ea)

(ii)(a) g(er, ∇̃ẽa
ẽb) =

1
2
(σ2 + ρ2) g(er,∇eaeb)

−1
2
(σ2 − ρ2) g(er,∇eb

ea) + ρ2er(lnσ) g(ea, eb)

(iii)(a) g(ea, ∇̃ẽr
ẽb) = ρσ g(ea,∇er

eb) +
1
2
σ

ρ
(σ2 − ρ2) g(ea,∇eb

er)

−1
2
σ

ρ
(σ2 − ρ2) g(eb,∇ea

er)

(iv)(a) g(ea, ∇̃ẽb
ẽr) =

1
2
σ

ρ
(σ2 + ρ2) g(ea,∇eb

er)

−1
2
σ

ρ
(σ2 − ρ2) g(eb,∇ea

er)

+ρer(σ) g(ea, eb)

(i)(b) g(et, ∇̃ẽr
ẽs) = ρ2 g(et,∇er

es) + ρet(ρ) g(es, er)

−ρes(ρ) g(et, er)
(ii)(b) g(ea, ∇̃ẽr

ẽs) = σ2 g(ea,∇eres) + σ2ea(ln ρ) g(er, es)

(iii)(b) g(er, ∇̃ẽa
ẽs) = σρ g(er,∇eaes)

(iv)(b) g(er, ∇̃ẽs
ẽa) = σρ g(er,∇esea) − σea(ρ) g(er, es) .

Démonstration . — Les formules (*)(b) se déduisent des formules (*)(a),
« par symétrie », en transposant a, b, c en r, s, t , σ en ρ et inversement.
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La simplification des termes dans (ii)(b), (iii)(b) et (iv)(b) viennent de
l’intégrabilité de V. Il suffit donc de prouver les quatre premières égalités.

L’argument principal de la preuve est l’invariance de la dérivée de Lie,
notée L, quelle que soit la connexion ∇ ou ∇̃. On détaille les calculs pour
(i)(a) :

Soit f une fonction,(
L
ẽa
ẽb

)
(f) = ẽa

(
ẽb(f)

)
−ẽb

(
ẽa(f)

)
= σea

(
σeb(f)

)
−σeb

(
σea(f)

)
= σ2Leaeb(f) + σea(σ)eb(f) − σeb(σ)ea(f)

Donc,
L
ẽa
ẽb = σ2Lea

eb + σea(σ)eb − σeb(σ)ea . (2.2)
Par ailleurs,

g̃(ẽc, ∇̃ẽa
ẽb) =

1
2
(
g̃(ẽc,Lẽa

ẽb) + g̃(ẽb,Lẽc
ẽa) − g̃(ẽa,Lẽb

ẽc)
)
. (2.3)

Les vecteurs ẽa = σea (de même pour b et c) sont horizontaux ; donc

g̃(ẽa, . ) = g̃H(ẽa, . ) =
1
σ2

g(σea, . ) =
1
σ
g(ea, . ) .

Ainsi, en remplaçant dans (2.3) les expressions de L
ẽa
ẽb , de L

ẽc
ẽa , et de

L
ẽb
ẽc par celles obtenues par la formule (2.2), on obtient, après simplifi-

cations, la formule (i)(a) :

g(ec, ∇̃ẽa
ẽb) = σ g̃(ẽc, ∇̃ẽa

ẽb)

= σ2 g(ec,∇eaeb) + σec(σ) g(ea, eb) − σeb(σ) g(ec, ea)

Les autres formules sont obtenues par une méthode similaire. �

On exprime, à présent, les tenseurs Ã et B̃, et leurs adjoints Ã∗ et B̃∗.

Proposition 2.7. — Pour Ã et B̃, on a

(aii) Ã
ẽa
ẽb =

1
2
(σ2 + ρ2)V(∇eaeb) −

1
2
(σ2 − ρ2)V(∇eb

ea)

+ρ2 g(ea, eb)V(grad lnσ)

(aiv) Ã∗
ẽb
ẽr =

1
2
σ

ρ
(σ2+ρ2)H(∇eb

er)−
1
2
σ

ρ
(σ2−ρ2)

∑
a

g(eb,∇ea
er) ea

+ρer(σ) eb
(bii) B̃

ẽr
ẽs = σ2 H(∇eres) + σ2 g(er, es)H(grad ln ρ)

(biv) B̃∗
ẽs
ẽa = −σρV(∇esea) + σea(ρ) es .
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Démonstration . — Les expressions (aii), (aiv), (bii), et (biv) se
déduisent des formules (ii)(a), (iv)(a), (ii)(b) et (iv)(b) de la proposition
2.6, respectivement.

On montre, par exemple, la première (aii).

Ã
ẽa
ẽb = V(∇̃Hẽa

Hẽb) = V(∇̃
ẽa
ẽb) =

∑
r

g(er, ∇̃ẽa
ẽb)︸ ︷︷ ︸

connu par (ii)(a)

er

=
∑
r

[1
2
(σ2 + ρ2) g(er,∇ea

eb) −
1
2
(σ2 − ρ2) g(er,∇eb

ea)

+ρ2er(lnσ) g(ea, eb)
]
er

=
1
2
(σ2 + ρ2)V(∇eaeb) −

1
2
(σ2 − ρ2)V(∇eb

ea)

+ρ2 g(ea, eb)V(grad lnσ) .

�

Proposition 2.8. — Les quatre autres formules de la proposition 2.6
donnent aussi les expressions suivantes.

(ai) H(∇̃
ẽa
ẽb) = σ2 H(∇eaeb) + σ2 g(ea, eb)H(grad lnσ) − σeb(σ) ea

(aiii) H(∇̃
ẽr
ẽb) = σ ρH(∇er

eb) +
1
2
σ

ρ
(σ2 − ρ2)H(∇eb

er)

−1
2
σ

ρ
(σ2 − ρ2)

∑
a

g(eb,∇ea
er) ea

(bi) V(∇̃
ẽr
ẽs) = ρ2 V(∇eres) + ρ2 g(es, er)V(grad ln ρ) − ρes(ρ) er

(biii) V(∇̃
ẽa
ẽs) = σρV(∇eaes) .

2.3. Laplacien et changement biconforme

Pour cette section, on reprend les notations de la section précédente 2.2,
avec (M, g) une variété riemannienne et g̃ une nouvelle métrique obtenue
par transformation biconforme.

Définition 2.9. — Soit f : M → R une fonction lisse. Pour tout x ∈
M , on définit le Laplacien vertical de f en x par

∆Vf = ∆F (f |F ) .

où F = ϕ−1(ϕ(x)) est la fibre de f en x, et où ∆F est le Laplacien sur F .
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Proposition 2.10. — Soit ∆̃ l’opérateur de Laplace sur (M, g̃). Soit f
une fonction sur M . Alors,

∆̃f = σ2 ∆f + (ρ2 − σ2)
(
∆Vf − df

(
TrHA

) )
−σ2 df

(
Hgrad ln(σn−2 ρm−n)

)
− ρ2 df

(
Vgrad ln(σn ρm−n−2)

)
.

Démonstration . — On sépare l’expression du Laplacien en termes hori-
zontaux et verticaux.

∆̃f =
∑
a

(
ẽa(ẽa(f)) − (∇̃

ẽa
ẽa)(f)

)
+

∑
r

(
ẽr(ẽr(f)) − (∇̃

ẽr
ẽr)(f)

)
=

∑
a

(
σ2ea(ea(f)) + σ2ea(lnσ)ea(f) − df

(
H(∇̃

ẽa
ẽa)

)
− df

(
V(∇̃

ẽa
ẽa)

) )
+

∑
r

(
ρ2er(er(f)) + ρ2er(ln ρ)er(f) − df

(
H(∇̃

ẽr
ẽr)

)
− df

(
V(∇̃

ẽr
ẽr)

) )
.

Avec les formules des propositions du 2.2, on obtient H(∇̃
ẽa
ẽa) , V(∇̃

ẽa
ẽa) ,

H(∇̃
ẽr
ẽr) , et V(∇̃

ẽr
ẽr) .

On en déduit que

∆̃f = σ2
∑
a

(
ea(ea(f)) −

(
H(∇eaea)

)
(f)

)
+ σ2

∑
a

(
2ea(lnσ)ea(f)

)
︸ ︷︷ ︸

=2df(H(grad lnσ))

−σ2 n df(H(grad lnσ))

−ρ2
∑
a

(
V(∇ea

ea)
)
(f) − nρ2 df(V(grad lnσ))

+ρ2
∑
r

(
er(er(f)) −

(
V(∇er

er)
)
(f)

)
+ ρ2

∑
r

(
2er(ln ρ)er(f)

)
︸ ︷︷ ︸

=2df(V(grad ln ρ))

−ρ2 (m− n) df(V(grad ln ρ))

−σ2
∑
r

(
H(∇er

er)
)
(f) − (n−m)σ2 df(H(grad ln ρ))

= σ2
∑
a

(
ea(ea(f)) −

(
H(∇eaea)

)
(f)

)
− ρ2

∑
a

(
V(∇eaea)

)
(f)

+ρ2
∑
r

(
er(er(f)) −

(
V(∇erer)

)
(f)

)
− σ2

∑
r

(
H(∇erer)

)
(f)

−(n− 2)σ2df(H(grad lnσ)) − (n−m)σ2 df(H(grad ln ρ))
−nρ2 df(V(grad lnσ)) − (m− n− 2) df(V(grad ln ρ))
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= σ2
∑
a

ea(ea(f)) − σ2 df
(
H(Σi∇eiei)

)
+ρ2

∑
r

er(er(f)) − ρ2 df
(
V(Σi∇eiei)

)
−σ2 df

(
Hgrad ln(σn−2 ρm−n)

)
− ρ2 df

(
Vgrad ln(σn ρm−n−2)

)
.

Par ailleurs,

∆Vf =
∑
r

er(er(f)) −
(
V(∇erer)

)
(f) , et TrHA = V(Σa∇eaea) .

Soit Z = σ2 ∆f + (ρ2 − σ2)
(
∆Vf − df(TrHA)

)
. Alors,

Z = σ2
∑
a

ea(ea(f))

+σ2
∑
r

er(er(f)) − σ2df
(
H(Σi∇ei

ei)
)
− σ2df

(
V(Σi∇ei

ei)
)

+(ρ2 − σ2)
(∑
r

er(er(f)) − df
(
V(Σr∇er

er)
)
− df

(
V(Σa∇ea

ea)
)︸ ︷︷ ︸

=df(V(Σi∇ei
ei))

)

= σ2
∑
a

ea(ea(f)) − σ2 df
(
H(Σi∇ei

ei)
)

+ρ2
∑
r

er(er(f)) − ρ2 df
(
V(Σi∇eiei)

)
.

D’où, la formule du Laplacien demandée. �

Dans la troisième partie, on utilisera la formule générale pour la courbure
de Ricci pour un morphisme harmonique, dans le cas où les fibres sont de
dimension 1. Aussi, convient-il d’écrire le Laplacien dans le cadre d’une
application semi-conforme.

Corollaire 2.11. — Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application
semi-conforme, de dilatation λ. Soit g̃ une métrique obtenue par transfor-
mation biconforme. Alors,

∆̃f = σ2 ∆f + (ρ2 − σ2) {∆Vf − df
(
Vgrad ln(λn)

)
}

−σ2 df
(
Hgrad ln(σn−2 ρm−n)

)
− ρ2 df

(
Vgrad ln(σn ρm−n−2)

)
. (2.4)

La démonstration vient de la proposition précédente, et du lemme suivant :
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Lemme 2.12. — Soit ϕ : (M, g) → (N,h) une application semi-conforme
submersive de dilatation λ. Alors, TrHA = V(Σa∇eaea) = Vgrad ln(λn) .

Démonstration . — Soit S le tenseur énergie-impulsion.

S(ϕ) =
1
2
nλ2 g − ϕ∗h .

Sa divergence est nulle sur le vertical : divS(ϕ)(er) = 0 .

En outre,

divS(ϕ)(er) =
1
2
n er(λ2) − λ2

∑
a

g(∇eaea, er) .

Donc,
1
2
n er(λ2) − λ2 g(Σa∇ea

ea, er) = 0 .

D’où,

V(Σa∇ea
ea) =

∑
r

g(Σa∇ea
ea, er) er =

∑
r

1
2

1
λ2

n er(λ2) er

=
∑
r

n er(lnλ) er = Vgrad ln(λn) .

�

3. Exemples de métriques d’Einstein en dimension 4

La première étape de cette partie est de calculer la courbure de Ricci

(R̃ic
M

) d’une variété (M, g̃), obtenue après un changement biconforme ou
triconforme, préservant un morphisme harmonique ϕ : (M, g) −→ (N,h).
Dans le cas général, le système composé de la condition d’harmonicité et de

l’équation d’Einstein R̃ic
M

= C g̃ fournit un système différentiel (en général
surdéterminé). Ce dernier apparâıt relativement complexe. Ainsi, la seule
existence de solutions n’est pas facile à montrer.

Cependant, en prenant des exemples précis et bien connus de mor-
phismes harmoniques, on peut non seulement conclure sur l’existence de
solutions, mais aussi exhiber explicitement des métriques d’Einstein. Les
deux cas, qui sont présentés ici, sont en dimension 4, avec σ, ρ et ν des fonc-
tions d’une seule variable. Le premier est une simple projection R4 → R3.
Le second est inspiré de la fibration de Hopf.
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3.1. Changement triconforme pour la courbure de Ricci

On considère une transformation triconforme définie par (2.1). En
reprenant les formules pour la courbure de Ricci, on peut alors établir ce
que devient cette courbure après le changement, en fonction des courbures
initiales et des paramètres du changement.

Par le théorème 1.6, on a pour la première formule sur le vertical :

R̃ic
M

(U, V ) = R̃ic
V
(U, V ) +

∑
a

g̃
(
(∇̃

ẽa
B̃∗)U ẽa, V

)
+ 2(n− 1) d ln λ̃(B̃uV )

+n ∇̃d ln λ̃(U, V ) − nU(ln λ̃)V (ln λ̃)

+
1
4

∑
a,b

g̃
(
U, Ĩ(ẽa, ẽb)

)
g̃
(
V, Ĩ(ẽa, ẽb)

)
Par exemple, les termes en B̃ et en Ĩ peuvent s’écrire en fonction de ∇, et
de σ, ρ et ν. Il en est de même pour les autres formules.

Cas des fibres de dimension 1

Remarque 3.1. — R. Pantilie et J.C. Wood (cf. [15]) ont classifié les mor-
phismes harmoniques à fibres de dimension 1, sur une variété d’Einstein de
dimension supérieure ou égale à 5. Ces applications sont seulement de deux
sortes : de type produit tordu (i.e. gradλ est vertical et H est intégrable)
ou de type K illing (i.e. le champ vertical fondamental V est un champ de
Killing : LV g = 0 ). En dimension 4, on trouve un type intermédiaire appelé
type 3 ou (T), où Vgradλ est une fonction non nulle de λ (cf. R. Pantilie
[14]).

Désormais, on se place dans le cadre du théorème 1.12, où ϕ : (Mn+1, g)
→ (Nn, h) est un morphisme harmonique submersif de dilatation λ, où
V = λn−2U est le champ de vecteurs vertical fondamental, et où Ω est la
2-forme d’intégrabilité associée.

Proposition 3.2. — Soit Ũ = ρU champ de vecteurs vertical unitaire
orienté positivement sur (M, g̃). Soit Ω̃ = dθ̃, où θ̃ est la 1-forme duale du
champ de vecteurs vertical fondamental Ṽ = λ̃n−2Ũ = λn−2σn−2 ρ ν2−n U .
Alors, pour X et Y des champs de vecteurs horizontaux,

Ω̃(X,Y ) = σ2−n ρ−1 νn−2 Ω(X,Y ) . (3.1)
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Remarque 3.3. — On retrouve la fonction σ2−n ρn−m νn−2 de la propo-
sition 2.5, avec m− n = 1.

Démonstration . — (Proposition précédente). Par définition de Ω̃ (lemme
1.10),

Ω̃(X,Y ) = −g̃(Ṽ , [X,Y ])/|Ṽ |2
g̃
,

pour X et Y des champs horizontaux.

Ṽ = λ̃n−2Ũ = λn−2 σn−2 ν2−n ρU = σn−2 ν2−n ρV .

Donc, |Ṽ |2
g̃

= σ2n−4 ν4−2n g̃(ρV, ρV ) = σ2n−4 ν4−2n |V |2
g
. De cela, il

vient que

Ω̃(X,Y ) = −σ4−2n ν2n−4 g̃(σn−2 ν2−n ρV, [X,Y ])/|V |2
g

= −σ2−n νn−2ρ−1 g(V, [X,Y ])/|V |2
g

= σ2−n ρ−1 νn−2 Ω(X,Y ) .

�

On exprime à présent les formules du théorème 1.12 pour R̃ic.

R̃ic
M

(Ũ , Ũ) = −(n− 2)∆̃ ln λ̃+ 2(n− 1)Ũ
(
Ũ(ln λ̃)

)
−n(n− 1)|Vgrad

g̃
ln λ̃|2

g̃
+

1
4
λ̃2n−4|Ω̃|2

g̃
(3.2)

R̃ic
M

(X, Ũ) = (n− 1)∇̃d ln λ̃(X, Ũ) − (n− 1)X(ln λ̃)Ũ(ln λ̃)

+
1
2
λ̃2n−4

{
d̃∗Ω̃(X) + (3n− 5)Ω̃(X, grad

g̃
ln λ̃)

}
(3.3)

R̃ic
M

(X, Ṽ ) = −(n− 1)(n− 2)X(ln λ̃)Ṽ (ln λ̃) + (n− 1)X
(
Ṽ (ln λ̃)

)
+

1
2
λ̃n−2

{
d̃∗Ω̃(X) + 2(n− 2)Ω̃(X, grad

g̃
ln λ̃)

}
(3.4)

R̃ic
M

(X,Y ) = R̃ic
N

(dϕ(X),dϕ(Y )) − (n− 1)(n− 2)X(ln λ̃)Y (ln λ̃)

+g̃(X,Y ) ∆̃ ln λ̃− 1
2
λ̃2n−4g̃(iXΩ̃, iY Ω̃) . (3.5)

Chaque terme peut s’écrire en fonction des opérateurs exprimés dans la
métrique initiale g et des paramètres du changement σ, ρ et ν.

Seule l’obtention de R̃ic
N

(dϕ(X),dϕ(Y )) n’a pas encore été précisée. Il
s’agit, sur N , d’un simple changement conforme : h 	→ ν̄−2 h .
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Proposition 3.4 (Hebey [9]). — La courbure R̃ic
N

est alors donnée
par :

R̃ic
N

= RicN + (n− 2)(∇N )2 ln ν̄ + (n− 2)∇N ln ν̄ ⊗∇N ln ν̄
+(∆

h
ln ν̄ − (n− 2) |∇N ln ν̄|2

h
)h . (3.6)

On ne développe pas ici le système

{
Hgrad(σ2−nρ−1νn−2) = 0

R̃ic
M

= C g̃
, pour

un changement quelconque. De manière générale, il n’est pas simple d’établir
qu’il existe des solutions. Malgré tout, si l’on prescrit RicV le long des fibres
de ϕ, on peut montrer par exemple que l’équation (3.2) donne une équation
elliptique en σ.

Dans la suite de ce texte, on se contentera de cas particuliers où g
est simple et sa courbure de Ricci connue. Ainsi, on se demande comment
déformer biconformément la métrique euclidienne standard sur R4 en une
autre métrique d’Einstein.

3.2. Projection de R4 dans R3

Soit l’application

ϕ : (R4, g) −→ (R3, h)
(t, x2, x3, x4) 	−→ (t, x2, x3) ,

où g et h sont les métriques euclidiennes sur R4 et R3.

Lemme 3.5. — ϕ est un morphisme harmonique de dilatation λ = 1.

Notations 3.6. — Une base canonique orthonormée en un point de R4

est notée (e1, e2, e3, e4). Pour R3, on prend (f1, f2, f3).

Pour alléger les expressions, on notera ∂t le champ de vecteurs e1 = ∂
∂t . De

même, ∂i = ei = ∂
∂xi

, pour i ∈ {2; 3; 4}.

Le champ e4 donne la distribution verticale. En adoptant les notations
de la partie précédente, U = e4.

On considère alors le changement triconforme suivant :

g̃ =
1
σ2

(dt2 + dx2
2 + dx2

3) +
1
ρ2

dx2
4 , et h̃ =

1
ν̄2

(dt2 + dx2
2 + dx2

3) .
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Hypothèse. — Les fonctions σ, ρ et ν ne dépendent que de t.

Par ailleurs, ν = ν̄◦ϕ. Vues comme fonctions de t, ν̄(t) = ν(t). Pour f une
fonction de t, on écrira sa dérivée d

dt (f), ou f ′ (s’il n’y a pas d’ambigüıté).

Notations 3.7. — On pose γ = (lnσ)′ , β = (ln ρ)′ , δ = (ln ν)′ .

Lemme 3.8. —

(i) La condition d’harmonicité (voir la proposition 2.5) s’écrit
γ + β − δ = 0.

(ii) La dilatation, λ̃ = λσ ν−1 = σ ν−1 , vérifie (ln λ̃)′ = γ − δ = −β .

(iii) W (λ̃) = 0 , pour tout champ vertical W .

Remarque 3.9. — Comme la distribution horizontale initiale (pour g) est
intégrable ( [ei, ej ] = 0 pour tout i, j = 1, 2, 3), Ω = 0 . Donc, Ω̃ = 0

En conséquence du lemme et de la remarque précédents, la courbure de
Ricci de (R4, g̃) s’exprime ainsi, grâce aux formules (3.2), (3.4), et (3.5) :

R̃ic
M

(Ũ , Ũ) = −∆̃ ln λ̃

R̃ic
M

(X, Ṽ ) = 0

R̃ic
M

(X,Y ) = R̃ic
N

(dϕ(X),dϕ(Y )) − 2X(ln λ̃)Y (ln λ̃) + g̃(X,Y ) ∆̃ ln λ̃ .

Lemme 3.10. — Laplacien de la dilatation : ∆̃ ln λ̃ = −σ2 β′ + σ2 δβ .

Démonstration . — D’après la formule (2.4) du corollaire 2.11, puis en
utilisant le lemme précédent et la condition d’harmonicité,

∆̃ ln λ̃ = σ2 ∆ ln λ̃− σ2 d ln λ̃
(
Hgrad ln(σρ)

)
= σ2

4∑
i=1

ei(ei(ln λ̃)) − σ2 d
dt

(
ln(σρ)

)
∂t(ln λ̃)

= σ2 (ln λ̃)′′ − σ2 (γ + β) (ln λ̃)′

= −σ2 β′ + σ2 δ β .

�
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Lemme 3.11. — Courbure de Ricci de (R3, h̃) après le changement con-
forme.

R̃ic
N

(dϕ(e1),dϕ(e1)) = 2 δ′

R̃ic
N

(dϕ(e2),dϕ(e2)) = R̃ic
N

(dϕ(e3),dϕ(e3)) = δ′ − δ2

R̃ic
N

(dϕ(e1),dϕ(e2)) = R̃ic
N

(dϕ(e1),dϕ(e3))

= R̃ic
N

(dϕ(e2),dϕ(e3)) = 0 .

Démonstration . — Grâce à la formule (3.6), on a

R̃ic
N

= Ric
h

+ (∇h)2 ln ν + ∇h ln ν ⊗∇h ln ν + (∆
h

ln ν − |∇h ln ν|2
h

)h ,

où ∇h désigne la connexion sur (R3, h), qui est euclidien. Et donc Ric
h

= 0 .

De plus, la fonction ne dépend que de t. Donc, pour i, j = 1, 2, 3 ,

R̃ic
N

(dϕ(ei),dϕ(ej)) = R̃ic
N

(fi, fj)
= fi(fj(ln ν) ) + fi(ln ν) fj(ln ν)

+
(
(ln ν)′′ − (ln ν)′2

)
h(fi, fj)

= εi1 εj1(δ′ + δ2) + (δ′ − δ2) εij ,

où εij désigne le symbole de Kronecker (εij = 1 si i = j, nul sinon). �

Proposition 3.12. — La métrique g̃ est une métrique d’Einstein, de
constante C, si et seulement si les équations suivantes sont vérifiées

σ′ = σ (δ − β) (3.7)
β′ = β δ + C σ−2 (3.8)
δ′ = β2 + C σ−2 (3.9)
δ′ = δ2 + 2C σ−2 . (3.10)

Démonstration . — L’équation (3.7) est la condition d’harmonicité :
γ = δ − β .

La métrique g̃ est d’Einstein, de constante C, si et seulement si

R̃ic
M

= C g̃ .

Sur le vertical, on obtient

C = C g̃(Ũ , Ũ) = R̃ic
M

(Ũ , Ũ) = −∆̃ ln λ̃ = σ2 β′ − σ2 δβ .
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D’où l’équation (3.8).

Par ailleurs, pour X horizontal et Ṽ , on a R̃ic
M

(X, Ṽ ) = 0. Donc,

R̃ic
M

(X, Ṽ ) = C g̃(X, Ṽ ) = 0 est toujours vérifié.

Enfin, sur l’horizontal, on obtient, pour i, j = 1, 2, 3 ,

C σ−2 g(ei, ej) = C g̃(ei, ej) = R̃ic
M

(ei, ej)

= R̃ic
N

(dϕ(ei),dϕ(ej)) − 2 ei(ln λ̃) ej(ln λ̃)

+g̃(ei, ej) ∆̃ ln λ̃︸ ︷︷ ︸
=−C

= εi1 εj1(δ′ + δ2) + (δ′ − δ2) εij − 2 εi1 εj1 β2

−C σ−2 g(ei, ej)
= εi1 εj1 (δ′ + δ2 − 2β2) + (δ′ − δ2) εij − C σ−2 g(ei, ej) .

Ce qui équivaut à

2C σ−2 εij = εi1 εj1 (δ′ + δ2 − 2β2) + (δ′ − δ2) εij .

Si i �= j, l’équation est toujours vérifiée : 0 = 0.

Si i = j = 1, on a 2C σ−2 = 2δ′ − 2β2 .

Si i = j = 2 ou 3, on a 2C σ−2 = δ′ − δ2 .

Ce qui donne les équations (3.9) et (3.10). �

Existence de solutions par une méthode dynamique

Le système d’équations de la proposition 3.12 est en fait faussement
surdéterminé. Soit (S1) le système dynamique constitué par les trois équations
(3.7), (3.8) et (3.10) :

(S1)


σ′ = σ (δ − β)
β′ = β δ + C σ−2

δ′ = δ2 + 2C σ−2
.

On définit également F comme étant la différence des seconds membres
des équations (3.9) et (3.10) : F = β2 − δ2 − C σ−2 .
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Résoudre le problème revient alors à trouver des courbes intégrables du
système (S1) qui annulent F .

L’argument clé vient du fait que la dérivée de F est proportionnelle à F .

Lemme 3.13. — Si (S1) est vérifié, alors F ′ = 2 δ F .

Démonstration . — On calcule la dérivée : F ′ = 2β β′−2 δ δ′+2C σ−2 σ′

σ .

On exprime β′, δ′ et
σ′

σ
grâce à (3.8), (3.10) et (3.7). D’où,

F ′ = 2β (β δ + C σ2) − 2 δ (δ2 + 2C σ−2) + 2C σ−2 (δ − β)
= 2 δ β2 − 2 δ3 − 2C δ σ−2 = 2 δ F . �

Remarque 3.14. — En conséquence du lemme précédent, si F s’annule
en un point, alors F s’annule partout.

Par ailleurs, pour des conditions initiales données (par exemple en t = 0),
on peut résoudre le système dynamique (S1). C’est un système dynamique
autonome car indépendant de t (on peut appeler t la variable « temps » ). Il
admet des solutions locales (cf. Hirsch et Smale [10], chapitre 8).

En posant ζ = (σ, β, δ) , on peut ainsi écrire (S1) de la forme : ζ ′ = S(ζ) ,
où S est bien fonction de classe C1 sur R∗

+ × R × R (pour σ > 0 ). Alors,
pour ζ0 = (σ0, β0, δ0) (avec σ0 > 0 ), il existe, au voisinage de 0, une unique
solution ζ ayant pour conditions initiales ζ(0) = ζ0 .

Théorème 3.15. — Soit ϕ : R4 −→ R3 la projection : (t, x2, x3, x4) 	→
(t, x2, x3), avec R4 et R3 munis de leurs métriques euclidiennes g et h. Pour
tout réel C, il existe σ, ρ et ν des fonctions positives de t telles que, dans
un voisinage A de l’hyperplan : t = 0 , g̃ = σ−2(dt2 + dx2

2 + dx2
3) + ρ−2dx2

4

soit une métrique d’Einstein de constante C, et ϕ : (A, g̃) −→ (R3, h̃) soit
un morphisme harmonique, où h̃ = ν−2 h .

Démonstration . — Soit C réel donné. On choisit σ0 = 1 et β0, δ0 tels
que F0 = β2

0 − δ2
0 − C σ−2

0 = 0 (exemple : pour C = 1 , on peut prendre
β0 =

√
2 et δ0 = 1 ).

Ces conditions initiales étant déterminées, il existe a > 0 et une solu-
tion (σ, β, δ) du système (S1), définie sur ] − a; a[, telle que (σ, β, δ)(0) =
(σ0, β0, δ0) .

Alors, F (0) = β2
0 − δ2

0 − C σ−2
0 = 0 .
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D’après la remarque 3.14, la fonction F s’annule alors partout. Donc,
(σ, β, δ) est solution du système complet de la proposition 3.12. En intégrant
les deux équations : ρ′ = β ρ et ν′ = δ ν , avec les conditions initiales
ρ(0) = 1 et ν(0) = 1 , on trouve un changement triconforme satisfaisant les
conclusions du théorème. �

Remarques 3.16. —

(i) La « classe biconforme » de la métrique euclidienne contient des
métriques d’Einstein de constante quelconque.

(ii) Pour une constante C donnée, il y a plusieurs choix pour les condi-
tions initiales β0 et δ0. Par exemple : pour C = 1 , σ0 = 1 , β0 = 5/4
et δ0 = 3/4 conviennent également.

Résolution directe, solutions explicites

On réécrit tout d’abord les équations de la proposition 3.12.

Lemme 3.17. — g̃ est une métrique d’Einstein, de constante C, équi-
vaut au système d’équations suivant :

0 = γ + β − δ (3.11)
C = σ2 (β′ − β (γ + β) ) (3.12)
0 = γ′ + γ β (3.13)
C = σ2 (−γ2 − 2 γ β) . (3.14)

Démonstration . — L’équation (3.11) est la condition d’harmonicité.
L’équation (3.12) vient de (3.8). De même, avec δ = γ + β , les équations
(3.9) et (3.10) deviennent

γ′ + β′ = β2 + C σ−2 (3.15)
γ′ + β′ = δ2 + 2C σ−2 . (3.16)

Lorsque l’on fait (3.16)-(3.15), on obtient l’équation (3.14).

En remplaçant dans (3.15) β′ par la valeur obtenue dans (3.12), on a

γ′ + β γ + β2 + C σ−2 = β2 + C σ−2 ,

i.e. l’équation (3.13). �
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Théorème 3.18. — Soit ϕ : R4 → R3 la projection : (t, x2, x3, x4) 	→
(t, x2, x3), avec R4 et R3 munis de leurs métriques euclidiennes g et h. Soit
les nouvelles métriques g̃ = σ−2(dt2+dx2

2+dx2
3)+ρ−2dx2

4 et h̃ = ν−2 h , où
σ, ρ et ν sont des fonctions positives de t. Alors, ϕ : (R4, g̃) → (R3, h̃) est
un morphisme harmonique et g̃ est une métrique d’Einstein, de constante
C, si et seulement si (σ, ρ, ν) vérifie les deux propriétés suivantes :

(I) σ est solution de l’équation elliptique (σ′)2 = Aσ3 − C

3
(résolue

par la fonction ℘ de Weierstrass), avec A une constante,

(II) (ln ρ)′ = −1
2

(σ′

σ
+

C

σ σ′
)
, et ν = a σ ρ , avec a > 0 une constante.

Remarque 3.19. — On peut exhiber des solutions particulières.

(i) Hypothèses : A = 0 et C = 0. Alors σ ≡ a , ρ(t) = b (t + c)−1 , et
ν = e ρ , où a, b, c et e sont des constantes (a, b, e > 0).

(ii) Hypothèses : A �= 0 et C = 0. Alors, σ(t) = a (t + c)−2 , ρ(t) =
b (t+c) , et ν = e ρ−1 , où a, b, c et e sont des constantes (a, b, e > 0).
La métrique g̃ est Ricci-plate.

(iii) Hypothèses : A = 0 et C �= 0. Alors, σ(t) = at , ρ(t) = bt , et
ν(t) = c t2 , avec a, b et c des constantes (a, b, c > 0). La métrique g̃
est hyperbolique, et C = −3 a2 .

Démonstration (Théorème). — D’après l’équation (3.13), γ β = −γ′ .
En remplaçant dans (3.14), on déduit que

(2 γ′ − γ2 − C

σ2
) = 0 .

Comme γ = σ′/σ , on a 2σ σ′′ − 3 (σ′)2 − C = 0 .

Soit y = (σ′)2 et x = σ . Vue comme une fonction de x, y′ = dy
dx = 2σ′′ .

Donc, x y′ − 3 y − C = 0 . Les solutions sont de la forme y = Ax3 − C

3
,

avec A une constante. D’où, l’équation pour σ :

(σ′)2 = Aσ3 − C

3
.

En divisant par σ2, on a

γ2 =
(σ′)2

σ2
= Aσ − C

3σ2
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Par (3.14), on trouve β :

β = −1
2

(
γ +

C

γ σ2

)
= −1

2
(σ′

σ
+

C

σ σ′
)
.

Enfin, δ = γ + β .

Réciproquement, il est aisé de voir que de telles fonctions vérifient le
système de la proposition précédente. �

Remarque 3.20. — Le morphisme ϕ est de type Killing. Par ailleurs, il
est possible de voir cet exemple comme un produit tordu modifié (en con-
sidérant la projection sur R, car H est intégrable). Pour cela, on prend sur
R3 la métrique ǧ = σ2 geucl , et sur R la métrique ĝ0 = geucl . Trouver R̃ic
revient alors à chercher la courbure de Ricci du produit (R3×f2R, ǧ+f2 ĝ0) ,
avec f = 1/ρ . La construction est un peu plus complexe qu’un produit clas-
sique (cf. [3] chap. 9, J), car il faut déjà faire une transformation conforme
sur la base pour avoir ǧ.

D’autre part, il est possible de généraliser un peu cet exemple en per-
mettant une liberté supplémentaire sur le paramètre vertical :

Hypothèse (bis). — σ et ν ne dépendent que de t ; et ρ dépend de t et
de x4.

On pose γ = (lnσ)′ et δ = (ln ν)′ .

De même qu’au lemme 3.17, on établit le système :
0 = γ + ∂t(ln ρ) − δ
C = σ2 (∂2

t (ln ρ) − (γ + ∂t(ln ρ) ) ∂t(ln ρ) )
0 = γ′ + γ ∂t(ln ρ)
C = σ2 (−γ2 − 2 γ ∂t(ln ρ) )

Les solutions du théorème précédent sont encore valables. Mais, on peut en
trouver d’autres en utilisant les cas particuliers de la remarque 3.19.

Théorème 3.21. — Soit ϕ : R4 → R3 la projection : (t, x2, x3, x4) 	→
(t, x2, x3), avec R4 et R3 munis de leurs métriques euclidiennes g et h. Soit
les nouvelles métriques g̃ = σ−2(dt2 + dx2

2 + dx2
3) + ρ−2dx2

4 et h̃ = ν−2 h ,
où σ, ν sont des fonctions positives de t, et ρ dépend de t et de x4. Alors,
ϕ : (R4, g̃) → (R3, h̃) est un morphisme harmonique et g̃ est une métrique
d’Einstein, de constante C, si l’on est dans l’un des trois cas suivants :
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(i) (bis) σ ≡ a , ρ(t, x4) = f(x4) (t + c)−1 , et ν = b (t + c)−1 , où a,
b et c sont des constantes (a, b > 0) et f est une fonction positive de
x4. C = 0 .

(ii) (bis) σ(t) = a (t+c)−2 , ρ(t, x4) = f(x4) (t+c) , et ν = b (t+c)−1 ,
où a, b et c sont des constantes (a, b > 0) et f est une fonction positive
de x4. C = 0 .

(iii) (bis) σ(t) = at , ρ(t) = f(x4) t , et ν(t) = c t2 , avec a, c des
constantes (a, c > 0) et f est une fonction positive de x4. C = −3 a2 .

3.3. Application de Hopf de R4 dans R3

Soit ϕ : R4 → R3 l’application de Hopf, donnée par

ϕ(z, w) = (|z|2 − |w|2, 2z w) , avec (z = x1 + ix2, w = x3 + ix4) .

On fait un changement triconforme des métriques euclidiennes g et h,
de R4 et R3 respectivement, avec les paramètres σ, ρ et ν.

Soit r = |x|, pour x ∈ R4.

Hypothèse. — σ, ρ et ν ne dépendent que de r.

On choisit un système de coordonnées adaptées. ϕ peut ainsi s’écrire :

ϕ
(
r(cos s) eiα, r(sin s) eiκ

)
= r2

(
cos 2s, (sin 2s) ei(α−κ)

)
.

La distribution verticale est engendrée par le champ ∂α+∂κ (les fibres sont
données par α− κ constant).

L’horizontal est engendré par ∂r , ∂s , et X3 = −(tan s) ∂α + (cot s) ∂κ .

Une base horizontale orthonormée est alors donnée par (∂r, 1
r∂s,

1
rX3) .

Lemme 3.22. — Premières propriétés de g et ϕ.

(i) g = dr2 + r2 (ds2 + (cos2 s) dα2 + (sin2 s) dκ2) .

(ii) ϕ est un morphisme harmonique de dilatation λ = |ϕ∗(∂r)| = 2 r .

(iii) Le champ vertical unitaire est U = 1
r (∂α + ∂κ) . Et, V = λU =

2(∂α + ∂κ) .
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(iv) La forme duale de V est ainsi θ = 1
2

(
(cos2 s) dα+ (sin2 s) dκ

)
.

(v) Ω = dθ = (sin s)(cos s) ds ∧ (dκ− dα) .

(vi) |Ω|2
g

= 2/r4 .

Après le changement triconforme, on obtient la nouvelle dilatation λ̃ et
la nouvelle 2-forme Ω̃.

λ̃ = λσ ν−1 = 2r σ ν−1 , et Ω̃ = σ−1 ρ−1 ν Ω .

Remarque 3.23. — Les fonctions σ, ρ, ν, λ et λ̃ ne dépendent que du
rayon r. Leur gradient vertical est donc nul. Pour toutes les fonctions f , que
l’on va considérer, W (f) = 0, pour tout champ vertical W . Et, ∂rf = f ′.

Lemme 3.24. — La condition d’harmonicité est d
dr (σ−1 ρ−1 ν) = 0 .

En posant, comme au premier exemple, γ = (lnσ)′ , β = (ln ρ)′ , δ =
(ln ν)′ , la condition devient γ + β − δ = 0 .

Corollaire 3.25. — (ln λ̃)′ = 1
r − β .

D’après la formule (2.4) du corollaire 2.11, on déduit le Laplacien d’une
fonction de r, dans la nouvelle métrique

Lemme 3.26. — Pour f une fonction sur M , dépendant uniquement
de r.

∆̃f = σ2
(
f ′′ + (

3
r
− γ − β) f ′

)
(3.17)

Démonstration (Lemme précédent). — Tous les termes verticaux de la
formule (2.4) sont nuls. Il ne reste que

∆̃f = σ2 ∆f − σ2 df
(
Hgrad ln(σρ)︸ ︷︷ ︸
=(ln(σρ))′ ∂r

)
= σ2 ∆f − σ2 (γ + β)f ′ .

Par ailleurs, on peut calculer le Laplacien ∆f en coordonnées cartésiennes.
Avec ∂r = 1

r (x1 ∂x1 + x2 ∂x2 + x3 ∂x3 + x4 ∂x4) , on a

∆f = f ′′ +
3
r
f ′ .

D’où l’expression (3.17). �
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Grâce à la seule dépendance horizontale des fonctions, on peut simplifier
une première fois les formules de la courbure de Ricci donnée par les formules
(3.2), (3.4) et (3.5).

R̃ic
M

(Ũ , Ũ) = −∆̃ ln λ̃+
1
4
λ̃2|Ω̃|2

g̃
(3.18)

R̃ic
M

(X, Ṽ ) =
1
2
λ̃
{
d̃∗Ω̃(X) + 2(n− 2) Ω̃(X, grad

g̃
ln λ̃)

}
(3.19)

R̃ic
M

(X,Y ) = R̃ic
N

(dϕ(X),dϕ(Y )) − 2X(ln λ̃)Y (ln λ̃)

+g̃(X,Y ) ∆̃ ln λ̃− 1
2
λ̃2 g̃(iXΩ̃, iY Ω̃) . (3.20)

� Sur le vertical.

Grâce à la proposition 3.2, |Ω̃|2
g̃

= σ−2 ρ−2 ν2 |Ω|2
g̃

= σ−2 ρ−2 ν2 σ4 |Ω|2
g
.

Donc, d’après le lemme 3.22.(vi),

λ̃2|Ω̃|2
g̃

= (2 r)2 σ2 ν−2 × σ2 ρ−2 ν2 (2/r4) = 8σ4 ρ−2 r−2 .

En outre, avec (3.17), on a

∆̃ ln λ̃ = σ2
(
(ln λ̃)′′ + (

3
r
− γ − β) (ln λ̃)′

)
= σ2

(
(
1
r
− β)′ + (

3
r
−γ − β︸ ︷︷ ︸

=−δ

) (
1
r
− β)

)
= σ2

(
− 1
r2

− β′ + (
3
r
− δ) (

1
r
− β)

)
.

D’où l’expression de la courbure de Ricci sur le vertical,

R̃ic
M

(Ũ , Ũ) = σ2
( 1
r2

+ β′ − (
3
r
− δ) (

1
r
− β) + 2σ2 ρ−2 r−2

)
. (3.21)

� Entre horizontal et vertical.

Lemme 3.27. — Soit f une fonction de r. Alors, pour tout champ hori-
zontal X, Ω̃(X, grad

g̃
f) = 0 .

Démonstration . — En effet, Ω̃ = σ−1 ρ−1 ν (sin s)(cos s) ds∧ (dκ−dα) .
Et, grad

g̃
f = σ2 f ′ ∂r . �
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Corollaire 3.28. — Pour tout champ horizontal X, R̃ic
M

(X, Ṽ ) = 0.

� Sur l’horizontal.

Il reste à expliciter les termes en R̃ic
N

(dϕ(X),dϕ(Y )) après un change-
ment conforme h̃ = ν̄−2 h , sur N .

On choisit les coordonnées (u, t, ψ) surN . Ainsi, (u, t, ψ) = ϕ(r, s, α, κ) =
(r2, s, α− κ) . La métrique sur N s’écrit h = du2 + u2 (dt2 + (sin2 t) dψ2) .

Par la proposition 3.4, on trouve la courbure de Ricci pour h̃.

Lemme 3.29. — Soit f = ln ν̄ (c’est une fonction de r, ou de u).

R̃ic
N

= (∂2
uf + (∂uf)2) du2 + u ∂uf dt2 + u (sin2 t) ∂uf dψ2

+(∂2
uf +

2
u
∂uf − (∂uf)2)h .

Lemme 3.30. — R̃ic
M

(∂r, ∂s) = R̃ic
M

(∂r, X3) = R̃ic
M

(∂s, X3) = 0 .

Lemme 3.31. — Sur les vecteurs de base choisis,

R̃ic
M

(∂r, ∂r) = 8 r2 (∂2
uf + (1/u) ∂u)f + σ−2∆̃ ln λ̃

−2 ((ln λ̃)′)2 (3.22)

R̃ic
M

(∂s, ∂s) = 4u2(∂2
uf + (3/u) ∂uf − (∂uf)2)

+r2 σ−2∆̃ ln λ̃− 2σ2 ρ−2 (3.23)

R̃ic
M

(X3, X3) = R̃ic
M

(∂s, ∂s) .

Proposition 3.32. — Alors, l’équation R̃ic
M

= C g̃ fournit le système
surdéterminé suivant :

ρ′ = β ρ (3.24)
σ′ = σ (δ − β) (3.25)

β′ =
C

σ2
− 1
r2

+
(

3
r
− δ

) (
−β +

1
r

)
− 2σ2 ρ−2 r−2 (3.26)

δ′ =
2C
σ2

− 5 δ
r

+ δ2 (3.27)

δ′ = −δ2 +
3 δ
r

+ 2
(
β − 1

r

)2

− 2σ2 ρ−2 r−2 (3.28)
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Démonstration . — La première équation vient des notations.

L’équation (3.25) est la condition d’harmonicité.

L’équation (3.26) vient de la formule (3.21) sur le vertical.

Pour deux champs, un horizontal et un vertical, R̃ic
M

(X, Ṽ ) = 0 = g̃(X, Ṽ )
est toujours vérifié.

De même, sur l’horizontal, quand les vecteurs de base sont orthogonaux.

Les équations (3.27) et (3.28) se déduisent de (3.22) et (3.23). En utilisant
le fait que ∂uf = (1/2r) ∂r(ln ν) = (1/2r) (ln ν)′. �

Existence de solutions par une méthode dynamique

Le procédé de résolution du premier exemple peut s’adapter à ce nou-
veau système, qui est aussi faussement surdéterminé. Soit (S2) le système
dynamique constitué des quatre premières équations (3.24), (3.25), (3.26)
et (3.27)

(S2)



ρ′ = β ρ
σ′ = σ (δ − β)

β′ =
C

σ2
− 1
r2

+
(

3
r
− δ

) (
−β +

1
r

)
− 2σ2 ρ−2 r−2

δ′ =
2C
σ2

− 5 δ
r

+ δ2

.

Comme dans l’exemple précédent, on définit F comme étant la différence
des seconds membres des équations (3.27) et (3.28) :

F = 2 δ2 − 8 δ
r

− 2
(
β − 1

r

)2

+ 2σ2 ρ−2 r−2 + 2C σ−2 .

La fonction F et sa dérivée F ′ sont encore proportionnelles.

Lemme 3.33. — Si (S2) est vérifié, alors F ′ = 2
(
δ − 3

r

)
F .

Démonstration . — On dérive F :

F ′ = 4 δ δ′ − 8 δ′

r
+

8 δ
r2

− 4
(
β − 1

r

) (
β′ +

1
r2

)
− 4σ2 ρ−2 r−3

−4σ2 (ρ′/ρ)︸ ︷︷ ︸
=β

ρ−2 r−2 + 4σ σ′ ρ−2 r−2 − 4C σ′ σ−3 .
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En remplaçant β′, δ′ et σ′ par leurs expressions obtenues au système

(S2), et en mettant
(
δ − 3

r

)
en facteur, on obtient après simplification :

1
4
F ′ =

(
δ− 3

r

) (
δ2− 4 δ

r
−

(
β− 1

r

)2

+σ2 ρ−2 r−2 +C σ−2
)

=
1
2

(
δ− 3

r

)
F .

�

Ainsi, la remarque 3.14 s’applique à nouveau. Pour trouver des solutions
du système complet de la proposition 3.32, il faut et il suffit de résoudre
(S2) avec des conditions initiales (ρ1, σ1, β1, δ1) en r = 1 telles que

F1 = 2 δ2
1 − 8 δ1

1
− 2

(
β1 −

1
1

)2

+ 2σ2
1 ρ

−2
1 1−2 + 2C σ−2

1 = 0 .

En effet, F , s’annulant en 1, serait nulle partout, et les solutions donneraient
alors des métriques d’Einstein biconformes à g.

La méthode est similaire à celle du premier exemple. Il faut cependant
préciser la résolution de (S2). C’est un système dynamique non-autonome,
car il dépend de r. Si on l’écrit de la forme :

ζ ′(r) = S(r, ζ) , avec ζ = (ρ, σ, β, δ) ,

alors, pour qu’il existe des solutions, il suffit que l’application S soit locale-
ment lipschitzienne en ζ, à r fixé (cf. Hirsch et Smale [10], chapitre 15).

La fonction S est bien de classe C1 sur R∗
+ ×R∗

+ ×R∗
+ ×R×R (pour

ρ, σ > 0 ). Elle est donc localement lipschitzienne en ζ (il faut juste s’éloigner
de l’origine en r = 0 ). Alors, pour ζ1 = (ρ1, σ1, β1, δ1) (avec ρ1, σ1 > 0 ), il
existe localement (proche de 1) une unique solution ζ ayant pour conditions
initiales ζ(1) = ζ1 .

Théorème 3.34. — Soit ϕ : R4 −→ R3 l’application de Hopf, avec R4

et R3 munis de leurs métriques euclidiennes g et h. Pour tout réel C, il
existe σ, ρ et ν des fonctions positives de r telles que, dans un voisinage
A de la sphère r = 1 , la métrique g̃, obtenue par changement biconforme
de paramètres ρ et σ (sur (Ker dϕ)⊥ et Ker dϕ respectivement), soit une
métrique d’Einstein de constante C, et ϕ : (A, g̃) −→ (R3, h̃) soit un mor-
phisme harmonique, où h̃ = ν̄−2 h et ν = ν̄ ◦ ϕ .

Démonstration . — La preuve est identique à celle du théorème 3.15. Il
s’agit juste de montrer que l’on peut choisir des conditions initiales en r = 1
qui annulent F1.
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On prend ρ1 = σ1 = 1 . Il faut alors choisir β1 et δ1 tels que

0 = F1 = 2 δ2
1 − 8 δ1 − 2

(
β1 − 1

)2

+ 2 + 2C ,

c’est-à-dire
C = β1 (β1 − 2) + δ1 (4 − δ1) .

Quand (β1, δ1) décrit R2, β1 (β1 − 2) + δ1 (4− δ1) décrit R tout entier.
Donc, il y a un choix possible de (β1, δ1) pour tout réel C. �

Remarques 3.35. —

(i) Le choix de (β1, δ1) n’est pas unique pour un C donné. Par exemple,
pour C = 3 , les couples (0; 1), (0; 3), (2; 1), (2; 3), (−1; 0), (−1; 4),
(2; 0), (2; 4) conviennent.

Pour C = −1, on peut prendre (1; 0), (1; 4) ou (1 +
√

5;−1) (parmi
d’autres).

(ii) Les solutions s’obtiennent sur une « couronne sphérique». On peut la
choisir aussi proche que l’on veut de l’origine, en prenant des con-
ditions initiales en r0 > 0 tendant vers 0. Dans la suite, on trouve
même des solutions sur une boule privée de 0.

Des solutions particulières explicites

Théorème 3.36. — On trouve les solutions suivantes :

(i) σ = ρ = 1 + r2 , ν = σρ . Alors, g̃ est une métrique sphérique et
C = 3.

(ii) σ = ρ = 1 − r2 , ν = σρ . Alors, g̃ est hyperbolique et C = −3.

(iii) σ = ρ = r2 , ν = σρ . Alors, g̃ est euclidienne et C = 0.

(iv) σ = k r2/(1+ar4)1/2 , ρ = k r2(1+ar4)1/2/(1−ar4) , ν = l σρ , avec
a, k, l des constantes positives. Alors C = 0.

Le cas (iv) donne une famille de métriques Ricci-plates, définies sur la boule
B4(a−

1
4 ) par :

g̃ =
1 + a r4

k2 r4
gH +

4 (1 − a r4)2

k2 r2(1 + a r4)
θ2 .
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Remarque 3.37. — Dans le cas (iv), si k = l = 1 et a = 0, on retrouve le
cas (iii) de l’inversion.

Démonstration (Théorème précédent). — Les cas (i), (ii) et (iii) sont des
cas connus ; ce sont des changements conformes standards. Il est aisé de
voir qu’ils satisfont le système de la proposition 3.32.

Le cas (iv) est lui plus intéressant (peut-être nouveau). Plutôt que de
vérifier simplement les équations, on présente comment on est parvenu à
considérer cette famille de métriques.

L’idée de départ est de chercher des métriques Ricci-plates, vérifiant le
système. En effet, en supposant C = O, la deuxième équation devient :

δ′ = −5δ
r

+ δ2 .

C’est une équation de Bernoulli, dont les solutions sont de la forme :

δ =
4

r(1 − a r4)
, avec a une constante .

En combinant les première et troisième équations (grâce au terme
−2σ2ρ−2r−2), on a

β′ + 2β2 − (δ +
1
r
)β +

9
r
δ − 2 δ2 = 0 .

En remplaçant δ par sa valeur, l’équation devient :

β′ + 2β2 +
ar4 − 5

r(1 − ar4)
β +

4 − 36 ar4

r2(1 − ar4)2
= 0 .

C’est une équation de Ricatti, dont on cherche une solution particulière β0

telle que r(1 − ar4)β0 soit polynomiale. On trouve :

β0 =
1 + 4

√
ar2 − ar4

r(1 − ar4)
.

Soit β = y+β0. La fonction y est alors solution d’une équation de Bernoulli :

y =
r(1 −√

a r2)3

(1 +
√
a r2) (b(1 +

√
a r2)4 + r2(1 + ar4))

,

avec b une constante.

D’où, la forme générale de β. Mais, tout β n’est pas convenable pour le
système. On peut essayer de simplifier l’expression de y en choisissant b de
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façon adéquate : par exemple b = −1/8
√
a , mais cette solution ne vérifie

plus les autres équations pour σ.

En fait, le cas b = 0 semble être le seul cas simple qui conduise à des
solutions. Alors,

β =
1 + 6 ar4 + a2 r8

r(1 − a2 r8)
+

1
r
.

On en déduit ρ ; de δ, on déduit ν ; et σ = K ρ−1 ν (avec K constante).

σ = k′ r2/(1+ar4)1/2 , ρ = k r2(1+ar4)1/2/(1−ar4) , ν = l r4/(1−ar4)

La condition k′ = k provient du fait que, d’après les 1◦ et 2◦ équations,

2σ2 ρ−2 r−2 = 2 (β − 1
r
)2 − 2δ2 +

8
r
δ .

On est bien alors dans le cas (iv).

La métrique g̃ s’écrit alors g̃ = σ−2 gH + ρ−2 gV = σ−2 gH + ρ−2 λ2 θ2 .
Comme λ = 2 r ,

g̃ =
1 + a r4

k2 r4
gH +

4 (1 − a r4)2

k2 r2(1 + a r4)
θ2 . �

Dans le cas (iv), on peut exprimer g̃ en fonction des coordonnées (r, s, α, κ).

Il reste seulement à trouver la formule duale η du vecteur
1
r
X3 :

η =
4
r2

sin(2s) (dκ− dα) .

De plus, θ =
1
2

(
(cos2 s) dα+ (sin2 s) dκ

)
.

Donc,

g̃ =
1 + a r4

k2 r4
(
dr2 + r2 ds2 + η2

)
+

4 (1 − a r4)2

k2 r2(1 + a r4)
θ2

g̃ =
1 + a r4

k2 r4
(
dr2 + r2 ds2 +

r4

4
sin2(2s) (dκ− dα)2

)
+

(1 − a r4)2

k2 r2(1 + a r4)
(cos2 sdκ+ sin2 sdα)2 . (3.29)
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Remarques 3.38. — La métrique g̃ définie par (3.29) sur la bouleB4(a−
1
4 )

est complète à l’origine (elle se comporte comme l’inversion).

Par ailleurs, il y a une symétrie de la métrique : en faisant le changement

de variables t =
1√
a r

( t = r sur la frontière de la boule), on obtient la

même métrique à l’extérieur de B4(a−
1
4 ) :

g̃ =
1 + a t4

k2 t4
(
dt2 + t2 ds2 +

t4

4
sin2(2s) (dκ− dα)2

)
+

4 (1 − a t4)2

k2 t2(1 + a r4)
θ2 .

En revanche, la métrique est dégénérée sur le bord de la boule.

Remarque 3.39. — Les exemples construits ici sont à nouveau de type
Killing, car λ ne dépend que de paramètres sur l’horizontal. Une autre
construction connue de métriques d’Einstein dans le cas de l’existence de
champ de Killing a été exposée par Gibbons et Hawking (cf. [6]). Cependant,
cette méthode demande que (N3, h̃) soit à courbure constante. Cela n’est
pas vérifié dans la famille d’exemples (iv) du théorème 3.36. En effet, on a
alors la courbure scalaire sur N :

ScalN
h̃

=
k u2

(1 − a u2)3
, où k > 0 est constante et u = r2 , la norme sur R3.

Ce qui n’est pas constant. Ces métriques échappent ainsi au procédé de
Gibbons et Hawking.

3.4. Compléments : exemples de M4 dans N2

Soit ϕ : (M4, g) → (N2, h). On change biconformément la métrique, avec
les facteurs σ et ρ. On cherche à résoudre, R̃ic = C g̃ .

1◦ exemple.

Soit ϕ : R4 → R2 , définie par ϕ(x1, x2, x3, t) = (x1, x2). On suppose
que σ et ρ ne dépendent que de t. On obtient le système surdéterminé :

C = −(ρ′)2 + ρρ′′ − 2σ′ρρ′

σ

C = −(ρ′)2 + ρρ′′ + 2σ′ρρ′

σ + 2σ′′ρ2

σ − 4(σ′)2ρ2

σ2

C = ρ2σ′′

σ − 3ρ2(σ′)2

σ2
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Théorème 3.40. — On trouve les solutions suivantes :

(i) σ = ρ = t , C = −3 (métrique hyperbolique).

(ii) σ = a t−1/2 , ρ = b t1/4 , C = 0 (Ricci-plate).

(iii) ρ2 = Aσ2/σ′ , où σ est solution du système du premier ordre :{
σ′ = δ

δ′ = 3δ2+bδ
σ

avec b une constante. Ce dernier se résout à partir d’un portrait de
phase.

2◦ exemple.

Soit ϕ : R4 \ {0} → S2 , définie par ϕ(z, w) = [z, w] ∈ CP1 = S2 (on
note : z = x1 + ix2, w = x3 + ix4 ) . Soit r = |x|. On suppose que σ et ρ ne
dépendent que de r. On obtient le système surdéterminé :

C = ρρ′′ − (ρ′)2 + ρρ′

r + 2ρρ′
(
σ′

σ − 1
r

)
+ 2ρ2

σ2

(
σσ′′ − (σ′)2

)
+ 2ρ2

r2 − 2ρ2
(
σ′

σ − 1
r

)2

C = ρρ′′ − (ρ′)2 + ρρ′

r + 2ρ2

r

(
σ′

σ − 1
r

) (
1 − rρ′

ρ

)
+ 2σ4

ρ2r2

C = 4σ2

r2 + ρ2
(
σσ′′−(σ′)2

σ2

)
+ ρ2

r2 − ρ2
(

2σ′

σ − 3
r

) (
σ′

σ − 1
r

)
− 2σ4

ρ2r2

Les métriques sphérique, hyperbolique et euclidienne (obtenues par chan-
gement conforme) sont des solutions évidentes. Mais, il reste à déterminer
l’existence d’autres solutions.
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