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Application des théorèmes de Minlos et Poincaré
à l’étude asymptotique d’une intégrale orbitale(∗)

Mohamed Bouali (1)

RÉSUMÉ. — On va étudier le comportement asymptotique d’une intégrale
de type intégrale de Itzykson-Zuber et on va donner une formule pour sa
limite. On va obtenir ce résultat en utilisant un théorème de Poincaré et
un théorème de Minlos.

ABSTRACT. — In this paper we discuss the asymptotic behavior of the
Itzykson-Zuber integral and by the use of a Poincaré theorem and a Minlos
theorem we’ll give a formula for its limit.

1. Introduction

L’objet de cet article est l’étude asymptotique de l’intégrale de Itzykson-
Zuber ;

In(x(n), y(n)) =
∫
Kn

e−itr(x
(n)uy(n)u∗)α(n)(du),

où x(n) , y(n) sont des matrices hermitiennes n×n à coefficients dans F = R,
C ou H,Kn = U(n,F) est le groupe des matrices unitaires à coefficients dans
F, et α(n) est la mesure de Haar normalisée du groupe unitaire Kn.

On considère ici le cas où x(n) est une matrice fixée x ∈ Herm(m,F)
complétée en une matrice hermitienne infinie,

x
(n)
ij = xij si i et j � m, = 0 si i ou j > m,

et y(n) est une matrice n×n. En raison de l’invariance de la mesure de Haar
α(n), cette intégrale ne dépend que des valeurs propres de x et de y(n). On
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(1) Institut de Mathématiques de Jussieu, Université Pierre et Marie Curie, 175 rue

de chevaleret, 75013 Paris.
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peut donc supposer que x et y(n) sont des matrices diagonales :

x = diag(λ1, ..., λm), y(n) = diag(a(n)
1 , ..., a(n)

n ).

Le principal résultat de cet article est le théorème suivant.

Théorème 1.1. — On suppose que pour tout k,

(1) lim
n→∞

a
(n)
k

n
= αk.

De plus on suppose que la suite α = {αk} est sommable et que

(2) lim
n→∞

n∑
k=1

a
(n)
k

n
=
∞∑
k=1

αk; (3) lim
n→∞

n∑
k=1

(
a
(n)
k

n

)2

=
∞∑
k=1

α2
k.

Alors,

lim
n→∞

In(x, y(n)) =
m∏
j=1

ϕ(λj),

où,

ϕ(λ) =
∞∏
k=1

(1 + i
2
d
λαk)−

d
2 .

(d = dimR F = 1, 2 ou 4), la convergence est uniforme sur tout compact de
Vm = Herm(m,F).

Lorsque F = C, ce théorème est établi par Olshanski et Vershik sous des
hypothèses plus fortes. La méthode consiste à faire un développement en
série de fonctions de Schur de l’intégrale In(x, y(n)) (Voir [4]). Ils démontrent
que si

(1) lim
n→∞

a
(n)
k

n
= αk,

(2) lim
n→∞

n∑
k=1

a
(n)
k

n
= β,

(3) lim
n→∞

n∑
k=1

(
a
(n)
k

n

)2

=
∞∑
k=1

α2
k + γ,

et si pour tout m � 3,

(4) lim
n→∞

n∑
k=1

(
a
(n)
k

n

)m

=
∞∑
k=1

αmk ,
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Comportement d’une intégrale orbitale

alors In(x, y(n)) convergent uniformément sur tout compact de Vm vers la
fonction

ϕ(x) = e−iβtr(x)e−
γ
2 tr(x2)

∞∏
k=1

eiαktr(x)

det(1 + iαkx)
,

où β ∈ R, γ � 0 et
∞∑
k=1

α2
k <∞.

A l’aide de ce résultat, Olshanski et Vershik ont déterminé dans ([4])
toutes les mesures ergodiques définies sur l’espace des matrices hermitiennes
infinies H∞ à coefficients dans C et qui sont invariantes (par conjugaison)
par le groupe unitaire infini U(∞) (i.e. la limite inductive des groupes uni-
taires U(n)).

Remarquons que si on suppose que β =
∞∑
k=1

αk et γ = 0, alors le résultat

du théorème 1.1 généralise le résultat ci-dessus dans le cas où F = R ou H.

En considérant des développements en série des polynômes de Jack, il
est possible de généraliser la méthode de Olshanski et Vershik dans le cas où
F = R, ou H pour montrer un résultat analogue au résultat ci-dessus et par
suite pour déterminer toutes les mesures ergodiques définies sur l’espace des
matrices hermitiennes infinies V∞ à coefficients dans F et qui sont invari-
antes par le groupe unitaire infini K∞ (i.e. la limite inductive des groupes
unitaires Kn à coefficients dans F). Cette généralisation est l’objet d’un
article actuellement en préparation. Dans notre cas (théorème 1.1), nous
utilisons une méthode différente qui s’appuie sur un théorème de Poincaré
et un théorème de Minlos, c’est la motivation essentielle de ce travail.

L’intégrale In peut s’écrire comme une intégrale sur la variété de Stiefel
Sm,n :

Sm,n =
{
v ∈M(m,n;F) | vv∗ = Im

}
.

En effet,

In(x, y(n)) =
∫
Sm,n

e−itr(xvy
(n)v∗) σ(n)

m (dv),

où σ
(n)
m est la mesure de probabilité uniforme sur Sm,n invariante par

Km ×Kn.

Notons σ̃(n)
m la mesure normalisée sur la variété

S̃m,n =
√
nSm,n =

{
v ∈M(m,n;F) | vv∗ = nIm

}
,
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invariante par Km×Kn, autrement dit l’image de σ(n)
m par l’application qui

à une matrice v ∈M(m,n;F) associe la matrice
√
n v. Nous montrerons que,

pour m fixé, la mesure σ̃(n)
m considérée comme une mesure sur M(m,∞;F)

converge faiblement vers une mesure gaussienne γm sur M(m,∞,F) quand
n tend vers l’infini.

Nous montrerons ensuite, à l’aide du théorème de Minlos, que

lim
n→∞

In(x, y(n)) =
∫
M(m,∞;F)

exp(−i
m∑
j=1

∞∑
k=1

αkλj |vjk|2)γm(dv).

(Nous verrons que la série qui figure en exposant est définie presque partout,
relativement à γm). Le calcul de l’intégrale précédente conduit au résultat
annoncé.

2. Théorème de Poincaré généralisé

La mesure uniforme σ̃n sur la sphère S̃n de centre 0 et de rayon
√
n dans

R
n, considérée comme une mesure sur R∞, converge faiblement, quand n

tend vers l’infini vers une mesure gaussienne. C’est un résultat classique
attribué à Poincaré (voir à ce sujet l’article de Diaconis et Freedman [3].)
Nous allons établir une généralisation de ce résultat.

Soit Sm,n la variété de Stiefel définie par si m � n,

Sm,n =
{
v ∈M(m,n;F) | vv∗ = Im

}
,

où F = R , C ou H. On note Kn = U(n,F), c’est-à-dire Kn = O(n) si F = R,
Kn = U(n) si F = C et Kn 	 Sp(n) si F = H. Le groupe Km ×Kn opère
transitivement sur Sm,n. Soit σ(n)

m la mesure uniforme normalisée sur Sm,n
qui est invariante par Km×Kn. Sa transformée de Fourier s’exprime à l’aide
de la fonction de Bessel multivariée, associée à l’algèbre de Jordan euclidi-
enne Vm = Herm(m,F) des matrices hermitiennesm×m à coefficients dans
F.

Rappelons quelques notations et définitions. Pour x ∈ Vm, on note ∆j(x)
le j-ième déterminant mineur principal de la matrice x. Si j = m, ∆m(x) =
∆(x) est le déterminant de x, et

∆p(x) = ∆1(x)p1−p2∆2(x)p2−p3 ...∆m(x)pm ,

où p = (p1, ..., pm) ∈ Nm, p1 � ... � pm � 0. La fonction ∆p est un
polynôme de degré |p| = p1 + ...+ pm.
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Le polynôme sphérique Φp est défini par

Φp(x) =
∫
Km

∆p(uxu∗) α(m)(du),

où α(m) désigne la mesure de Haar normalisée de Km.

Soit Ωm le cône des matrices x ∈ Vm qui sont définies positives. La
fonction gamma du cône Ωm est définie par

Γm(p) =
∫

Ωm

e−tr(x)∆p(x)∆(x)−
δ(m)
m dx,

où δ(m) = dimR Vm = m+ d
2m(m− 1), d = dimR F = 1, 2 ou 4.

Pour x ∈ Ωm, ∆j(x) > 0 et la fonction ∆p est définie pour
p = (p1, ..., pm) ∈ Cm. La fonction Γm est définie pour 
(pj) > d

2 (j − 1) ;
(j = 1, ...,m) et elle vaut

Γm(p) = (2π)
δ(m)−m

2

m∏
j=1

Γ(pj −
d

2
(j − 1)),

où Γ (= Γ1) est la fonction gamma usuelle.

La fonction de Bessel J (m)
ν est définie par la série sphérique

J (m)
ν (x) =

∑
p

(−1)|p|
dp

( δ(m)
m )p

1
(ν)p

Φp(x),

où la sommation est étendue aux p = (p1, ..., pm) ∈ N
m vérifiants

p1 � ... � pm, (ν)p est le symbole de Pochhammer généralisé

(ν)p =
Γm(p + ν)

Γm(ν)
,

(ν ∈ C, α + ν = (α1 + ν, ..., αm + ν)) et dp est la dimension de l’espace
des polynômes engendré par le polynôme π(g)∆p quand g d’écrit GL(m,F)
avec π la représentation de GL(m,F) dans l’espace des fonctions polynômes
sur Vm définies par (π(g)p)(x) = p(gxg−1).

Pour m = 1, J (1)
ν (x) = Γ(

ν

2
)(

2
x

)
ν
2−1J ν

2−1(x), ν ∈ N,

où Jν est la fonction de Bessel ordinaire. (Voir [2], section 2 du chapitre
XV).
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Sur l’espace M(m,n;F) on considère le produit scalaire euclidien défini
par

〈ξ, η〉 = 
 tr(ξη∗).
La transformée de Fourier d’une mesure bornée µ sur M(m,n;F) est définie
par

µ̂(η) =
∫
M(m,n;F)

e−i〈ξ,η〉µ(dξ), η ∈M(m,n;F).

Proposition 2.1. — La transformée de Fourier de la mesure σ(n)
m est

donnée par

σ̂
(n)
m (η) =

∫
Sm,n

e−i〈ξ,η〉 σ(n)
m (dξ) = J (m)

nd
2

(
ηη∗

4
).

C’est un cas particulier de la proposition XVI.2-3 de [2].

Soit σ̃(n)
m la mesure normalisée sur la variété

S̃m,n =
{
v ∈M(m,n;F) | vv∗ = nIm

}
,

invariante par le groupe compact Km × Kn. Autrement dit, pour toute
fonction f continue sur S̃m,n,∫

S̃m,n

f(v)σ̃(n)
m (dv) =

∫
Sm,n

f(
√
n v)σ(n)

m (dv).

Théorème 2.2. — Pour m fixé, la mesure σ̃(n)
m considérée comme une

mesure sur M(m,∞;F) converge faiblement quand n tend vers l’infini vers
la mesure gaussienne γm sur M(m,∞;F) dont la transformée de Fourier
est égale à

ψ(ξ) = e−
ρ2

2d , ρ2 = tr(ξξ∗) =
m∑
j=1

∞∑
k=1

|ξjk|2,

où ξ ∈M(m, (∞);F).

L’espace M(m,∞;F) 	 (Fm)∞ est muni de la topologie produit et son
dual

M(m, (∞);F) =
∞⋃
n=1

M(m,n;F),

est muni de la topologie de la limite inductive, la dualité étant définie par
la forme bilinéaire

〈ξ, η〉 = 
tr(ξη∗).
La fonction ψ est définie et continue sur M(m, (∞);F).
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Démonstration. — Nous allons appliquer le théorème de Lévy-Crámer,
c’est-à-dire nous allons montrer que la transformée de Fourier ψn de la
mesure σ̃(n)

m converge vers ψ. Pour cela nous utiliserons le développement
en série sphérique suivant : pour x ∈ Vm

etr(x) =
∑
p

dp

( δ(m)
m )p

Φp(x),

(p = (p1, ..., pm) ∈ Nm , p1 � ... � pm). La convergence est uniforme sur
tout compact de Vm (voir [2] proposition XII.1.3) donc,

ψ(ξ) =
∑
p

dp

( δ(m)
m )p

Φp(− 1
2d
ξξ∗).

On peut toujours supposer que n � 2(m − 1), puisqu’on va faire tendre n
vers l’infini.

Soit ψn la transformée de Fourier de σ̃m,n. Pour ξ ∈M(m, (∞);F),

ψn(ξ) =
∫
S̃m,n

e−i〈ξ,x〉 σ̃(n)
m (dx).

D’après la proposition 2.1,

ψn(x) =
∑
p

(−1)|p|
dp

( δ(m)
m )p

1
(nd2 )p

Φp(
n

4
ξξ∗)

=
∑
p

dp

( δ(m)
m )p

(nd2 )|p|

(nd2 )p
Φp(− 1

2d
ξξ∗).

De la définition du symbole de Pochhammer généralisé, pour n assez grand,
on a

(
nd

2
)p =

m∏
j=1

(nd
2
− d

2
(j − 1)

)(nd
2

+ 1− d
2
(j − 1)

)
...(
nd

2
+ pj − 1− d

2
(j − 1)

)
∼

m∏
j=1

(
nd

2
)pj = (

nd

2
)|p|,

donc

lim
n→∞

(nd2 )|p|

(nd2 )p
= 1.
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D’autre part, pour n � 2(m− 1) on a

(
nd

2
)p =

m∏
j=1

Γ
(
pj + nd

2 − d
2 (j − 1)

)
Γ
(
nd
2 − d

2 (j − 1)
)

=
m∏
j=1

(nd
2
− d

2
(j − 1)

)(nd
2

+ 1− d
2
(j − 1)

)
...(
nd

2
+ pj − 1− d

2
(j − 1)

)
�

m∏
j=1

(nd
2
− d

2
(j − 1)

)pj = (
nd

2
)|p|

m∏
j=1

(
1− j − 1

n

)pj
� (

nd

2
)|p|

(
1− m− 1

n

)|p| � (
nd

2
)|p|2−|p|,

donc
(nd2 )|p|

(nd2 )p
� 2|p|. (2.1)

En utilisant (2.1) et la convergence uniforme du développement de l’exponen-
tielle en série sphérique, on peut intervertir somme et limite dans l’expression
de ψn. Alors

lim
n→∞

ψn(ξ) =
∑
p

dp

( δ(m)
m )p

Φp(− 1
2d
ξξ∗) = e−

1
2d tr(ξξ∗) = ψ(ξ).

La fonction ψ qui est définie surM(m, (∞);F) est de type positif et continue
pour la topologie de la limite inductive. D’après le théorème de Bochner
(voir [5] proposition 2 p.187) la fonction ψ est la transformée de Fourier
d’une mesure de probabilité γm sur l’espace M(m,∞;F).∫

M(m,∞;F)

e−i〈ξ,x〉γm(dx) = ψ(ξ).

Le résultat annoncé se déduit du théorème de Lévy-Crámer qui s’énnonce
dans la situation présente :

Soit µ(n) une suite de mesures de probabilités sur M(m,∞;F). On sup-
pose que les transformées de Fourier

ϕn(ξ) =
∫
M(m,∞;F)

e−i〈ξ,x〉µ(n)(dx)

convergent pour tout ξ ∈ M(m, (∞);F) vers une fonction ϕ(ξ), et que ϕ
est continue (pour la topologie de la limite inductive). Alors la suite des
mesures µ(n) converge faiblement vers une mesure de probabilité µ dont la
transformée de Fourier est ϕ.

La mesure γm est une mesure gaussienne sur l’espaceM(m,∞;F). �
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3. Théorème de Minlos

R
∞ désigne l’espace des suites réelles infinies. On munit R∞ de la topolo-

gie produit. On note /2(N) le sous-espace de R∞ des suites réelles de carré
sommable. Pour une suite c = {ck} de nombres strictement positifs qui est
sommable on note

/2c(N) =
{
x ∈ R∞ /

∞∑
k=1

ckx
2
k <∞

}
.

L’espace /2c(N) est un sous ensemble mesurable de R∞.

En effet, soit fn la fonction définie sur R∞ par

fn(x) =
n∑
k=1

ckx
2
k.

Les fonctions fn sont continues, donc f(x) = sup
n
fn(x) est une fonction

mesurable et par suite l’ensemble

/2c(N) = {x ∈ R∞ ; f(x) <∞}

est mesurable.

Nous utiliserons dans la suite la forme suivante du théorème de Minlos.
Soit µ une mesure de probabilité sur R∞. Sa transformée de Fourier ϕ

ϕ(ξ) =
∫
R∞
e−i〈x,ξ〉 µ(dx)

est définie et continue sur

R
(∞) =

∞⋃
n=1

R
n,

qui est muni de la topologie de la limite inductive.

Théorème 3.1. — On suppose que ϕ est continue sur /2(N) pour la
topologie induite par celle de /2(N). Alors, pour toute suite c = {ck} de
nombres strictement positifs qui est sommable on a

µ(/2c(N)) = 1.
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Notons que cette hypothèse est vérifiée si µ est la mesure gaussienne
dont la transformée de Fourier est égale à

ϕ(ξ) = exp(−1
2

∞∑
k=1

ξ2k).

Il existe des énoncés plus généraux du théorème de Minlos (voir [6] par
exemple).

Démonstration. — Posons

Iδ,n =
∫
R∞
e
− δ2

n∑
k=1

ckx
2
k

µ(dx) =
∫
R�
e
− δ2

n∑
k=1

ckx
2
k

µn(dx),

où µn est la projection de la mesure µ sur Rn.

a) Montrons d’abord que

lim
δ→0

( lim
n→∞

Iδ,n) = µ(/2c(N)).

Pour δ > 0

lim
n→∞

e
− δ2

n∑
k=1

ckx
2
k

=

 e
− δ2

∞∑
k=1

ckx
2
k

si x ∈ /2c(N),
0 sinon.

Donc, d’après le théorème de convergence dominée

lim
n→∞

∫
R∞
e
− δ2

n∑
k=1

ckx
2
k

µ(dx) =
∫
�2c(N)

e
− δ2

∞∑
k=1

ckx
2
k

µ(dx).

De plus, pour x ∈ /2c(N),

lim
δ→0

e
− δ2

∞∑
k=1

ckx
2
k

= 1,

donc, d’après le théorème de convergence monotone,

lim
δ→0

( lim
n→∞

Iδ,n) = µ(/2c(N)).

b) En exprimant Iδ,n à l’aide de la fonction ϕ nous allons montrer que

lim
δ→0

( lim
n→∞

Iδ,n) � 1.
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En utilisant la formule (a > 0, x ∈ R)∫
R

e−
1
2ay

2
e−ixydy = (2πa)

1
2 e−

a
2 x

2
,

nous obtenons

Iδ,n =
n∏
k=1

(2πδck)−
1
2

∫
R�
e
− 1

2δ

n∑
k=1

ξ2
k
ck

ϕ(ξ) dξ1...dξn.

Puisque ϕ est continue en 0 pour la topologie de /2(N) et ϕ(0) = 1, alors

∀ ε > 0 ,∃ ρ > 0,tel que si ξ ∈ /2(N) et ||ξ|| < ρ⇒ |ϕ(ξ)−1| < ε et 
ϕ(ξ) �
1− ε.

D’autre part pour tout ξ ∈ /2(N)

|ϕ(ξ)| � 1 et 
ϕ(ξ) � −1.

Par suite, pour tout ξ,


ϕ(ξ) � 1− ε− 2
||ξ||2
ρ2

.

En utilisant la formule (s > 0)∫
R

e−
1
2s ξ

2
ξ2dξ = s(2πs)

1
2 ,

nous obtenons

Iδ,n > 1− ε− 2δ
ρ2

n∑
k=1

ck.

Par suite

lim
n→∞

Iδ,n > 1− ε− 2
δ

ρ2

∞∑
k=1

ck,

et
lim
δ→0

( lim
n→∞

Iδ,n) � 1− ε.

Donc,
µ(/2c(N)) � 1− ε.

Ceci étant vrai pour tout ε > 0 on en déduit que

µ(/2c(N)) = 1. �
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Une première application que nous obtenons du théorème de Minlos est
l’évaluation de l’intégrale suivante.

ϕ(λ) =
∫
E∞

exp(−iλ
∞∑
k=1

αk|xk|2) γ(dx),

où E est un espace euclidien de dimension d et γ est la mesure gaussienne
sur E∞ dont la transformée de Fourier est égale à

ψ(ξ) = e−
1
2d ||ξ||

2

et {αk} est une suite sommable de nombres réels.

Proposition 3.2. — Pour tout λ ∈ R,

ϕ(λ) =
∞∏
k=1

(1 +
2
d
iλαk)−

d
2 .

Démonstration. — D’après le théorème de Minlos la série

∞∑
k=1

αk|xk|2

converge γ-presque partout sur E∞ et d’après le théorème de convergence
dominée on a∫
E∞

exp(−iλ
∞∑
k=1

αk|xk|2) γ(dx) = lim
N→∞

∫
E∞

exp(−iλ
N∑
k=1

αk|xk|2) γ(dx).

De plus, ∫
E∞

exp(−iλ
N∑
k=1

αk|xk|2) γ(dx)

=
∫
EN

exp(−iλ
N∑
k=1

αk|xk|2) γN (dx)

=
N∏
k=1

(
d

2π
)
d
2

∫
E

e−iλαk|xk|
2
e−

d
2 |xk|

2
dxk

=
N∏
k=1

(1 + i
2
d
λαk)−

d
2 . �
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4. Comportement asymptotique de l’intégrale de Itzykson-Zuber

Dans ce paragraphe nous allons étudier la limite d’une intégrale de la
forme ∫

X

fn(x)µ(n)(dx),

où µ(n) est une suite de mesures de probabilité surX qui converge faiblement
vers une mesure µ. Si la suite des fonctions fn converge uniformément vers
une fonction f alors

lim
n→∞

∫
X

fn(x)µ(n)(dx) =
∫
X

f(x)µ(dx).

Mais nous ne connaissons pas de théorème général qui assure la convergence
de la suite des intégrales sous des hypothèses plus faibles au sujet de la
convergence de la suite des fonctions fn.

Nous allons étudier les intégrales∫
Sm,n

e−itr(xva
(n)v∗)σ(n)

m (dv),

où Sm,n est la variété de Stiefel définie dans la section 2 et σ(n)
m est la mesure

uniforme normalisée sur Sm,n.

Pour a(n) = diag(a(n)
1 , ..., a

(n)
n ), x ∈ Vm, on pose

ϕn(x) =
∫
Sm,n

e−itr(xva
(n)v∗) σ(n)

m (dv).

Nous commençons par traiter le cas où m = 1. Alors, si x = λ ∈ R,

ϕn(λ) =
∫
Sn

exp(−iλ
n∑
k=1

a
(n)
k |vk|2) σ(n)(dv),

où Sn est la sphère unité de Fn et σ(n) la mesure uniforme normalisée sur
Sn.

Théorème 4.1. — On suppose que pour tout k,

(1) lim
n→∞

a
(n)
k

n
= αk.
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De plus, on suppose que la suite α = {αk} est sommable et que

(2) lim
n→∞

n∑
k=1

a
(n)
k

n
=
∞∑
k=1

αk,

(3) lim
n→∞

n∑
k=1

(
a
(n)
k

n

)2

=
∞∑
k=1

α2
k.

Alors ϕn converge uniformément sur tout compact de R vers la fonction ϕ
définie sur R par

ϕ(λ) =
∞∏
k=1

(1 +
2
d
iλαk)−

d
2 .

Lemme 4.2. — Soit x(n) = {x(n)
k } une suite d’éléments de /2(N) telle

que

∀ k, lim
n→∞

x
(n)
k = xk et

lim
n→∞

||x(n)||2 = ||x||2.

Alors,
lim
k→∞

||x(n) − x||2 = 0.

Démonstration. — On écrit

||x(n) − x||22 = ||x(n)||22 + ||x||22 − 2
〈x(n), x〉.

Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que

lim
n→∞

〈x(n), x〉 = ||x||22.

Pour N < n on a,

〈x(n), x〉 =
N∑
k=1

x
(n)
k xk +

∞∑
k=N+1

x
(n)
k xk,

et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a,∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

x
(n)
k xk

∣∣∣∣∣ � ||x(n)||2
( ∞∑
k=N+1

|xk|2
) 1

2

.
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En utilisant la deuxième hypothèse du lemme on obtient

lim
N→∞

lim
n→∞

∞∑
k=N+1

x
(n)
k xk = 0.

D’autre part d’après la première hypothèse du lemme on a

lim
N→∞

lim
n→∞

N∑
k=1

x
(n)
k xk = ||x||22.

Par suite,
lim
n→∞

〈x(n), x〉 = ||x||22,

d’où le résultat. �

Lemme 4.3. — Pour tout k, j � 1

∫
Sn

|vk|2|vj |2σ(n)(dv) =


d

n(nd+ 2)
si k �= j,

d+ 2
n(nd+ 2)

si k = j.

Démonstration. — D’après la proposition 2.1, pour m = 1 et pour tout
x ∈ Fn on a,∫
Sn

e−i〈v,x〉 σ(n)(dv) = J (1)
nd
2

(
||x||2

4
) =

∑
k�0

(−1)k
d[k]

(1)k
1

(nd2 )k
Φ[k](

||x||2
4
, 0, ..., 0),

où [k] = (k, 0, ..., 0) et ||x||2 =
n∑
k=1

|xk|2.

En utilisant le développement en série sphérique suivant, pour x ∈ Vm,

etr(x) =
∑
p

dp

( δ(m)
m )p

Φp(x),

on en déduit que
d[k]Φ[k](x, 0, ..., 0) = xk.

Donc, pour tout x ∈ Fn on a,∫
Sn

e−i〈v,x〉 σ(n)(dv) =
∑
k�0

(−1)k
1
k!

1
4k(nd2 )k

||x||2k. (4.1)
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Soit vk = (v1k, ..., v
d
k) ∈ F alors∫

Sn

|vk|4 σ(n)(dv) =
∫
Sn

((v1k)
2 + ...+ (vdk)

2)2 σ(n)(dv)

=
d∑
j=1

∫
Sn

(vjk)
4 σ(n)(dv) +

∑
1�j �=��d

∫
Sn

(vjk)
2(v�k)

2 σ(n)(dv)

= d

∫
Sn

(v1k)
4 σ(n)(dv) + d(d− 1)

∫
Sn

(vjk)
2(v�k)

2 σ(n)(dv)

En prenant x = (0, 0, ..., xk, ..., 0) ∈ Rdn dans (4.1) et par identification des
coefficients on obtient ∫

Sn

(v1k)
4 σ(n)(dv) =

3
4(nd2 )2

et par suite ∫
Sn

(v1k)
4 σ(n)(dv) =

3
nd(nd+ 2)

.

De même si x = (0, ..., 0, xj , ..., x�, 0, ..., 0) ∈ Rdn, avec j �= /, par identifica-
tion on a ∫

Sn

(vjk)
2(v�k)

2 σ(n)(dv) =
1

nd(nd+ 2)
.

Par suite∫
Sn

|vk|4σ(n)(dv) =
3d

nd(nd+ 2)
+

d(d− 1)
nd(nd+ 2)

=
d+ 2

n(nd+ 2)
.

D’autre part,

1 =
∫
Sn

(
n∑
k=1

|vk|2
)2

σ(n)(dv)

=
n∑
k=1

∫
Sn

|vk|4 σ(n)(dv) +
∑

1�j �=k�n

∫
Sn

|vk|2|vj |2 σ(n)(dv),

et par invariance de la mesure σ(n), on obtient

n

∫
Sn

|vk|4 σ(n)(dv) + n(n− 1)
∫
Sn

|vk|2|vj |2 σ(n)(dv) = 1.

Donc,

n(n− 1)
∫
Sn

|vk|2|vj |2 σ(n)(dv) = 1− d+ 2
nd+ 2

.
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Autrement dit, pour tout j �= k∫
Sn

|vk|2|vj |2 σ(n)(dv) =
d

n(nd+ 2)
. �

Démonstration du théorème. — Nous avons vu que la fonction ϕ admet
la représentation intégrale

ϕ(λ) =
∫
F∞
e
−iλ

∞∑
j=1

αj |xj |2

γ(dx).

Nous introduisons les intégrales suivantes :

Am,n(λ) =
∫
Sn

e
−iλn

m∑
j=1

αj |xj |2

σ(n)(dx)

pour m � n et

Bm(λ) =
∫
F∞
e
−iλ

m∑
j=1

αj |xj |2

γ(dx),

et on décompose la différence ϕn(λ)− ϕ(λ) en

ϕn(λ)− ϕ(λ) = ϕn(λ)−An,n(λ) +An,n(λ)−Am,n(λ)
+ Am,n(λ)−Bm(λ) +Bm(λ)− ϕ(λ).

(i) Majoration de ϕn(λ)−An,n(λ).

En utilisant l’inégalité |eix − 1| � |x| pour tout x ∈ R, dans l’expression
suivante.

|ϕn(λ)−An,n(λ)| �
∫
Sn

∣∣∣∣∣∣exp

−inλ n∑
j=1

(
a
(n)
j

n
− αj)|vj |2

− 1

∣∣∣∣∣∣ σ(n)(dv).

On en déduit que

|ϕn(λ)−An,n(λ)| � n|λ|
∫
Sn

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

(
a
(n)
j

n
− αj)|vj |2

∣∣∣∣∣∣ σ(n)(dv).

Par suite, en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz

|ϕn(λ)−An,n(λ)| � n|λ|

∫
Sn

 n∑
j=1

(
a
(n)
j

n
− αj)|vj |2

2

σ(n)(dv)


1
2

.
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D’autre part,

∫
Sn

 n∑
j=1

(
a
(n)
j

n
− αj)|vj |2

2

σ(n)(dv)

=
n∑
j=1

n∑
�=1

(
a
(n)
�

n
− α�)(

a
(n)
j

n
− αj)

∫
Sn

|v�|2|vj |2σ(n)(dv),

et d’après le lemme 4.3

∫
Sn

|v�|2|vj |2σ(n)(dv) =


d

n(nd+ 2)
si j �= /,

d+ 2
n(nd+ 2)

si j = /.

Par suite,

∫
Sn

 n∑
j=1

(
a
(n)
j

n
− αj)|vj |2

2

σ(n)(dv) =
d

n(nd+ 2)
In,

où

In =

 n∑
j=1

a
(n)
j

n
−

n∑
j=1

αj

2

+
2
d

n∑
j=1

(
a
(n)
j

n
− αj)2.

Donc

|ϕn(λ)−An,n(λ)| � |λ|
√
nd√

nd+ 2

√
In. (4.2)

Puisque les suites (
a
(n)
j

n
)1�j�n et (αj)1�j�n vérifient les hypothèses du lemme

4.2 on a,

lim
n→∞

n∑
j=1

(
a
(n)
j

n
− αj)2 = 0.

En utilisant la première hypothèse du théorème on obtient que

lim
n→∞

In = 0.

Donc,
lim
n→∞

|ϕn(λ)−An,n(λ)| = 0,

et la convergence est uniforme sur tout compact de R.
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(ii) Majoration de An,n(λ)−Am,n(λ).

En utilisant les relations
∫
Sn

|vj |2σ(n)(dv) =
1
n

et que |eix − 1| � |x|
∀x ∈ R, on obtient

|An,n(λ)−Am,n(λ)| � n|λ|
n∑

j=m+1

|αj |
∫
Sn

|vj |2σ(n)(dx) � |λ|
∞∑

j=m+1

|αj |.

(iii) Convergence de Am,n(λ) vers Bm(λ) quand n→∞.

La fonction

gm(x) = e
−iλ

m∑
j=1

αj |xj |2

est continue bornée sur F∞. D’après le théorème de Poincaré (théorème 2.2)

lim
n→∞

∫
Sn

gm(
√
nx)σ(n)(dx) =

∫
F∞
gm(x)γ(dx).

Autrement dit,
lim
n→∞

Am,n(λ) = Bm(λ).

(iv) Convergence de Bm(λ) vers ϕ(λ) quand m→∞.

Si x ∈ /2c(N) avec c = {|αj |+ 1
j2 }j , alors

lim
m→∞

m∑
j=1

αj |xj |2 =
∞∑
j=1

αj |xj |2

et
lim
m→∞

gm(x) = g∞(x) γ − presque par tout.

Ainsi, d’après le théorème de Minlos et le théorème de convergence dominée
on a

lim
m→∞

Bm(λ) = ϕ(λ).

et la convergence a lieu uniformément sur tout compact de R.

(v) Conclusion. Soit ε > 0.

(1) D’après l’inégalité (4.2) on peut trouver N0 tel que si n � N0,

|ϕn(λ)−An,n(λ)| � |λ|ε.
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(2) On peut trouver N1 tel que si m � N1,

∞∑
j=m+1

|αj | � ε,

d’où
|An,n(λ)−Am,n(λ)| � |λ|ε.

(3) On peut trouver N2 tel que si m � N2,

|Bm(λ)− ϕ(λ)| � ε.

(4) On fixe m � max(N0, N1, N2), alors on peut trouver n0 � m tel que si
n � n0,

|Am,n(λ)−Bm(λ)| � ε.
On en déduit que pour n � n0 et tout λ dans un compact de R,

|ϕn(λ)− ϕ(λ)| � Cε,

où C est une constante indépendante de n.

Donc ϕn converge uniformément sur tout compact de R vers ϕ. �

Considérons maintenant le cas général m � 1.

Théorème 4.4. — On suppose que x ∈ Vm est une matrice hermitienne
m×m.

Sous les hypothèses du théorème 4.1, la fonction ϕn(x) définie sur Vm
par

ϕn(x) =
∫
Sm,n

exp(−itr(xva(n)v∗)) σ(n)
m (dv),

converge uniformément sur tout compact de Vm vers la fonction ϕ définie
par

ϕ(x) =
∞∏
k=1

det(1 +
2
d
iαkx)−

d
2 .

Démonstration. — On peut supposer que la matrice x est diagonale,
x = diag(λ1, ..., λm) alors,

ϕn(x) =
∫
Sm,n

exp(−i
m∑
j=1

n∑
k=1

λja
(n)
k |vjk|2) σ(n)

m (dv)
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et

ϕ(x) =
∫
M(m,∞;F)

exp(−i
m∑
j=1

∞∑
k=1

λjαk|vjk|2) γm(dv)

La démonstration suit pas à pas celle qui a été donnée dans le cas où m = 1.
On définit l’espace de Hilbert

Hc,m =

v ∈M(m,∞,F) |
m∑
j=1

∞∑
k=1

ck|vjk|2 <∞


qui s’identifie à l’espace (/2c(N))m. D’après le théoreme de Minlos on a,

γm(Hc,m) = 1.

La fonction

v �→
m∑
j=1

∞∑
k=1

αkλj |vjk|2

est définie γm-presque par tout sur M(m,∞;F) donc l’intégrale suivante

ϕ(x) =
∫
M(m,∞,F)

exp(−i
m∑
j=1

∞∑
k=1

αkλj |vjk|2) γm(dv)

est bien définie. On obtient comme dans le cas où m = 1, que

ϕ(x) =
m∏
j=1

∞∏
k=1

(1 + i
2
d
λjαk)−

d
2 .

Le reste de la preuve est identique à celle du théorème 4.1 �

Remarque 4.5. — Considérons l’orbiteOn de a(n) sous l’action du groupe
Kn,

On = {ka(n)k∗, k ∈ Kn},

où a(n) = diag(a(n)
1 , ..., a

(n)
n ) et la mesure orbitale µ(n) portée par On :∫

On
f(x)µ(n)(dx) =

∫
Kn

f(ka(n)k∗)α(n)(dk)

pour toute fonction continue f sur Vn.

Soit
pm : Vn −→M(m,n,F)
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la projection qui a une matrice hermitienne n×n associe la matrice extraite
constituée des m premières lignes. L’image µ(n)

m = pm(µ(n)) de la mesure
µ(n) a pour transformée de Fourier

µ̂
(n)
m (x) =

∫
M(m,n;F)

e−i〈x,y〉µ(n)
m (dy)

qui s’écrit aussi sous la forme

µ̂
(n)
m (x) =

∫
Sm,n

e−itr(xva
(n)v∗)σm,n(dy).

Sous les hypothèses du théorème 4.4 nous avons montré que cette intégrale
converge uniformément sur tout compact de Vm vers la fonction continue et
de type positif ϕ, donc la suite des mesures µ(n) converge faiblement vers
une mesure µ sur V∞ (où V∞ est l’espace des matrices hermitiennes infinies
à coefficients dans F) qui est ergodique relativement à l’action du groupe
K∞ (où K∞ est la limite inductive des groupes unitaires Kn). Dans un
article en préparation on déterminera toutes les mesures ergodiques à l’aide
de leurs transformées de Fourier.
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