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Solutions indéfiniment différentiables d’un systéeme
d’équations aux différences et application aux
systémes d’équations aux dérivées partielles*)

YARAKAME SOULEYMANE Dantoco()

RESUME. — Dans cette note, nous prouvons ’existence de solutions indéfi-
niment différentiables d’un systéme de deux équations aux différences
et appliquons la technique utilisée a ’étude des systémes d’équations
linéaires aux dérivées partielles.

Dans chaque cas, on montre que les solutions sont les premiéres com-
posantes des solutions d’un systéme matriciel que nous étudions.

ABSTRACT. — In this note, we prove the existence of the infinitely diffe-
rentiable solutions of a system of two difference equations and then apply
the developed technique to the study of some systems of linear partial
differential equations.

In each case, we show that the solutions are the first components of solu-
tions of a matrix system which we study.

Introduction

On définit, sur espace C*°(R?,C) des fonctions complexes indéfiniment
différentiables sur R?, les automorphismes X; et Xy par :

Xif(zr,22) = f(xr +1,22) et Xof(x1,22) = f(21, 22+ 1).

Pour tout polynéme R de lalgebre Clzq,29,23,24], notons
R(X1, X0, X 1 X5 1Y l'opérateur obtenu en remplacant respectivement, dans
Pexpression de R, les indéterminées z1, 29, z3, 24 par X, Xo, Xl_l, X2_1.
On considere sur l'espace C>®(R% C) la structure canonique de
C[X1, Xo, X7 1, X5 Y-module. Soit W une fonction complexe indéfiniment
différentiable sur R2.

(*) Recu le 13 mai 2005, accepté le 9 février 2006.
(1) Université d’Angers, LAREMA, 2 bd Lavoisier, 49045 Angers, France
daniogo@tonton.univ-angers.fr
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Une équation aux différences, linéaire, a coefficients constants, sur C*°(R2, C),
relativement aux pas récurrents (1,0) et (0, 1), s"écrit :

R(X1, X2, X{ L X5 f = W;

f est I'inconnue. En multipliant chacun de ses membres par un opérateur
XEXL, pour des entiers k, [ € N convenablement choisis, elle se raméne &
la forme : Q(X1,X5) f = W, ou Q € C|z1, 22]. On se propose de montrer
qu’un systeme d’équations du type :

{g;gﬁ?ﬁz;}i i EIV/; , avee  Q1(X1, Xo) Wo = Qo X1, Xo) Wi,
(0.1)

admet des solutions indéfiniment différentiables, sous ’hypothese :

Hypothese 0.1. — L’idéal engendré par les polynémes Q1 et Qo dans
Ualgébre C|z1, 23] est de codimension finie.

La condition Q1(X1, X2) Wa = Q2(X1, Xo) Wi est appelée relation de
compatibilité des équations du systéeme (0.1). Du fait de la commutation
de Q1(X1, X2) et Q2(X7, X2), elle est une condition nécessaire a 'existence
d’une solution.

On note J l'idéal engendré par les opérateurs Q1 (X1, X2) et Q2(X1, Xo)
dans l'algebre C[X1, Xo, Xfl,Xgl].

Si J est égal & C[X1, Xo, X7 1, X5 1], I'élément unité s’exprime sous la
forme : 1 = Zizl Rk(Xth,Xfl,X{l) Qr (X1, X5). Dans ces conditions,
on vérifie que la fonction Zizl Ry(X1, X2, X771, X5 )Wy est 'unique so-
lution du systéme (0.1). Pour éliminer ce cas évident, dans toute la suite,

nous supposons que
3 # CIXy, Xo, X7 X501,

Des travaux ont été menés, dans certains cas particuliers du sujet ou
W1 = W2 = 0

En 1993, J.-P. Bézivin et F. Gramain ont démontré que si une fonction f
holomorphe sur C (on identifie naturellement C & R?) vérifie deux équations
aux différences du type P(X1)f =0et Q(X2)f =0, ot P et @ sont des
polynoémes non nuls a une indéterminée, alors f est un polynéme exponentiel
(c-a-d de la forme f(z) = Zf:o Aie®? ot oy € Cet A; € Clz]) [3].

Récemment, une technique qui peut étre utilisée pour résoudre le systeme
(0.1), dans le cas W7 = Wy = 0, fut développée par J.-C. Jolly pour
étudier les solutions méromorphes (voir premiere partie de [7]). L’idée de
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cette méthode est de ramener, dans un premier temps, ce sujet a 1’étude
d’une famille finie de systemes particuliers d’équations. Puis, on transforme
ces derniers en des systemes matriciels de maniere a exprimer les solutions
du systeme primaire a partir des solutions des systemes matriciels générés.
Cependant, lorsque 1'une des fonctions Wy ou W5 est non nulle, ’application
de cette méthode devient ardue et rencontre des problemes.

Dans cet exposé, a travers la construction d’une solution du probleme
principal, nous transformons directement le systéeme (0.1) en un systéme
matriciel de sorte que ses solutions soient les premieres composantes des
solutions du systeme matriciel. Ce transfert de problemes est rendu possible
grace a une application linéaire p. Elle joue un role capital. On simplifiera
ainsi le travail, avec ce systeme matriciel.

Cette méthode sera, par la suite, appliquée a l’étude des systemes
d’équations linéaires aux dérivées partielles. Nous ferons, aussi, quelques
remarques sur sa généralisation.

1. Solutions du systéme d’équations aux différences (0.1)
1.1. Quelques propriétés utiles

PROPOSITION 1.1. — Les opérateurs X, et X5 sont algébriquement in-
dépendants sur C. Les algébres C[ X1, X5] et C[z1, 23] sont, done, isomor-
phes.

Démonstration 1.2. — Pour deux nombres complexes non nuls a et b
donnés, considérons la fonction exp(a x1 + bxz). Tout opérateur R(Xy, X2)
de l'algebre C[X7, X5| vérifie la relation :

R(X1, Xo)exp(ax; +bxa) = R(e?, e’) exp(az; + bxy).

Par conséquent, si nous avons R(X1, X5) = 0, alors le polynéme R est nul.
Il en résulte que X; et X5 sont algébriquement indépendants sur C. O

PROPOSITION 1.3. — Les polynomes Q1 et Qo sont premiers entre eux :
c’est-a-dire, leurs diviseurs communs dans lalgébre C|z1, 23], sont unique-
ment les nombres complexes non nuls.

Cette condition repose sur ’hypothése 0.1 qui est équivalente a la donnée
de deux polynoémes @1 et Q2 ayant un nombre fini de zéros en commun [1].
Or ceci n’est possible que s’ils sont premiers entre eux.
On 'utilisera pour introduire ’application linéaire p.
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PROPOSITION 1.4. — L’idéal T est de codimension finie dans
C[X1, X2, X771, X571

Démonstration 1.5. — On note J I'idéal engendré par les deux opérateurs
Q1(X1, X2) et Q2(X1, X2) dans C[ X7, X5]. Cette preuve s’appuie sur le fait

—1 —1
que toute classe de I’algebre quotient w

dans l'espace C[X7, X3].
En effet, avec la proposition 1.1 et I’hypotheése 0.1, on voit que J est de
codimension finie. Dans ces conditions, les idéaux J N C[X;] et T N C[X3]

admet un représentant

ne sont pas réduits & Iidéal nul {0} (car sinon, un supplémentaire de J
dans C[X7, X5] contiendrait C[X;] ou C[X3] : ce qui est contradictoire).
En outre, la relation J # C[X1, X2, X; !, X5 '] permet de voir qu’ils sont,
en fait, des idéaux propres. Soit R(X;) un générateur de J N C[X;]. On
pose R(X1) = a X! + T(X;), ol a est un nombre complexe non nul et
T € C[z] est un polynéme dont la valuation est au moins égale a v + 1,
avec v € N. Alors, la relation X; ' = -1 X771 T(X;) + éXf”fl R(Xy)
est satisfaite et par suite, la classe de X 1 admet un représentant dans
C[X1]. De méme, la classe de X, ' admet un représentant dans C[Xy).

Par conséquent, ’application canonique de C[ X7, Xo] dans I’espace quotient

—1 y—1
w est surjective et on obtient I'isomorphisme d’algebres :

C[X1,Xa] ., ClX1,X2, X[ ", X7")
3 )

INCIX,X2] — B
Comme 1'idéal J est inclus dans Uintersection J N C[X1, X3] et est de codi-
mension finie dans 1'algébre C[X7, X5], on en déduit la proposition. O

1.2. Les principaux outils

Soient u et v deux fonctions indéfiniment différentiables sur R2, vérifiant
la relation (X; — 1)v = (X2 — 1)u. On pose e, = (1,0) et e, = (0,1). Ce
paragraphe vise & étudier dans 'espace C*°(R?, C), le systeme d’équations :

{ (X1-1)g

u

. (1.1)

(X2a—1)g

et a introduire 'application p. Ce systeme servira a résoudre le probleme
matriciel.

Notons pour commencer, que les solutions du systéme (1.1) sont obtenues
a I’addition d’une fonction doublement périodique pres, de périodes e, et e,.
En outre, si g, est une solution de (X7 —1) g = u, on obtient une solution de
ce systeme en additionnant a g, une solution e,-périodique g, de I’équation
(X2 —1)g = v— (X2 — 1)g,. La proposition qui suit termine 1’étude du
systeme (1.1).
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PROPOSITION 1.6. — Le systéme d’équations (1.1) admet des solutions
indéfiniment différentiables sur R2. Plus précisément, il existe deuzx fonc-
tions g, et g, de C*°(R? C), vérifiant les relations : (X1 — 1)g, = u,
(Xl - 1)92 =0 et (X2_1)gz i (XQ - 1)91'

Démonstration 1.7. — Soit {¢Y—o0, Y+oo} une partition C>° de l'unité
du plan R? telle que les supports de ¢_ o et ¢ vérifient les inclusions :
SUPD ¥—0o C] — 00, 1[ X R et supp @100 C] — 1, +00[ X R.

Pour tout point (71,z2) € R?, un nombre fini de translatées (z; + n,z2)
(respt. (x1—n, x2)) appartiennent au support de ¢_o (respt. ¢yo0) (n € N).
La somme

+00 too
9:(@1,72) = Y (proot)(@1 = n,2) = D (p—cou)(1 + 1, 72)
n=1 n=0

est, donc, convergente sur R? et y est indéfiniment différentiable. On vérifie
bien, & 1'aide de 1'égalité v_o + ¥1o00 = 1, la relation (X3 — 1) g, = u.
Concernant la fonction g,, la relation de compatibilité (X; — 1)v =
(X2 — 1)u entraine que v — (X3 — 1) g, est e,-périodique. En procédant
comme précédemment, avec a la place de u Pexpression v — (Xo — 1) g,
on termine la démonstration de la proposition, en choisissant une partition
C* de l'unité, cette fois-ci, e,-périodique et subordonnée au recouvrement
ouvert {R x| —o00,1[, Rx]—1,400[}. Cette partition peut étre obtenue
de la fagon suivante : On désigne par Pry 'application deuxieme projection
de R?%. Soit {O_,, O 4o} une partition C> de 'unité de la droite R telle
qu’on ait les inclusions : supp©_o, C]—00,1] et supp©io C|—1,400].
La famille {©_., o Pra, O, o Pra} représente, done, une partition C*> de
I'unité, e,-périodique. D’ol1 la proposition. O

Nous allons a présent, introduire ’application linéaire p. Elle servira a
ramener le probleme principal & un probléeme matriciel. Son importance est
liée au fait que le probleme matriciel est plus aisé a étudier.

PROPOSITION 1.8. — 1l existe une application C[X1,Xa, X7 ', X5 1]-
linéaire p définie de I dans C*>°(R?,C), vérifiant : p(Q1(X1, X2)) = W1 et
p(Q2(X1, Xz)) = Wa.

Démonstration 1.9. — Pour tout élément

(V)

O = Ri(X1,Xa, X;1, X571 Qr(X1, X2)
k=1
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de I'idéal J, on pose

[\v]

p(©) = Rip(X1, Xo, X; ', X5 1) Wi
k=1

La proposition est vérifiée si cette égalité est indépendante de ’expression
de ©. Nous allons, donc, prouver que si on a

2
ZRk(XlaX27X1_1aXz_l)Qk(X17X2) =0,
k=1

alors, nécessairement, la relation Zi:l Ri(X1, X0, X7 L X5 ) Wy = 0 est
satisfaite. En multipliant chaque membre de

2

D Ri(X1, X, X7 X5 1) Qu(X, Xo) = 0
k=1

par un opérateur X fXé, avec k et [ convenablement choisis dans N, on peut,
sans nuire a la généralité, supposer que O est de la forme :

[V

@:Z Pk(Xl,Xg)Qk(Xl,Xg), avecP;, € (C[Zl, ZQ].
k=1

Le probleme posé revient, ainsi, & prouver 'implication :

2 2
D Pu(X1, X2) Qu(X1,X2) =0 = > Pu(X1, Xo) Wi =0. (12)
k=1 k=1
Dans ces conditions, puisque X; et X5 sont algébriquement indépendants
sur C (voir Prop. 1.1), nous avons P; Q1+ P> Q2 = 0. Comme les polynémes
@1 et Q2 sont premiers entre eux, suivant le théoreme de Gauss, il existe un
polynéme P € C[z1, z2] tel que Py = P Q2 et P» = —P (1. Par conséquent,
avec la relation de compatibilité Q1 (X1, X2) Wo = Q2(X1, Xo) Wi, on a le
résultat recherché :

2
D Pu(X1, Xo) Wy, = P(X1, X5)[Qa(X1, Xo) Wi — Q1(X1, X2) Wa] = 0.
k=1

L’application p est, donc, bien définie et la proposition est satisfaite. O

COROLLAIRE 1.10. — Si wune fonction f, wvérifie les conditions
Q1(X1,X2) f, = Wh et Q2(X1,X2) f, = Wa, alors, pour tout © € T, on
a:p(©) =67,

— 06 —



Solutions d’un systéme d’équations. . ., application aux systémes d’équations. . .

1.3. Exposé introductif du probleme matriciel

Pour simplifier les notations, par abus d’écriture, on notera 3™ (respt.
C>(R2, C)™) l'espace des matrices a une colonne, m lignes et a coefficients
dans J (respt. C*°(R?, C)). L’extension naturelle de I'application p a J™
sera encore désignée par p.

Soit € = (e1,...,&m,) une base d’un supplémentaire de 1'idéal J dans
l'algebre des opérateurs C[X1, Xo, X7 ', X5 ] telle que 1 = 1. On note &'
la transposée de € (vue comme une matrice a une ligne).

Pour ¢ € {1,...,m}, on considere les décompositions suivant I'idéal J et la
base ¢ :

m m
Xiei =T + E aije; et Xoe; =T+ g bij e,
=1 j=1

avec Tj1, Tip appartenant a J et a;j, b;; appartenant a C. En posant
Ay = (aij)ij, Az = (bij)ij, Ty = (Tin)i et To = (T2);, avec i, j = 1,...,m,
ces égalités se traduisent ensemble, par les écritures matricielles :

(Xl 7A1)€t :Tl et (XQ 7A2)6t :TQ.

On en déduit la proposition :

PROPOSITION 1.11. — Les opérateurs (X7 — Aq) et et (Xo — Ag) et ap-
partiennent a J™.

Le probléme matriciel : Il consiste & étudier, dans I'espace C*(R?, C)™,
le systeme d’équations matricielles :

(Xi—ANF = p((X1—Aq)e") (1.3)
(Xo —Ag)F = p((X2— Ag)e') - ’
PROPOSITION 1.12. — On a la relation de compatibilité des équations :

(X1 — A1)p((X2 — Ag)e’) = (X2 — A2)p((X1 — Aq)e").

Démonstration 1.13. — Puisque p est C[ X7, Xo, Xl_l7 )(2_1]—1i11éaire7 nous
avons :

(X1 = A1)p((X2 — A2)e') = p((X1— A1)(X2 — Ag)e’),
(X2 — Ag)p((X1 — Ar)e') = p((X2 — A2) (X1 — Ay)e’).

On en déduit, avec la commutation de (X; — A1) et (X9 — Ag), la relation
(X1 — A)p((X2 — Ag)e’) = (X2 — Ag)p((X1 — Ay)e’). O
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PROPOSITION 1.14. — Les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Les matrices Ay et Ay sont inversibles et commutent,

2. Q1(A1,As) = Q2(A1,A2) = 0.

Démonstration 1.15. — Ces propriétés sont des corollaires de celles des

automorphismes définis de facon naturelle, par ’action multiplicative des
N ClX1,X2, X7, X7 1

classes de X7 et X5 sur l'algebre % En effet, par construc-

tion, A1 et As ont respectivement pour transposées, les matrices de ces deux

automorphismes dans la base € = (¢1,...,&,,). La premiere propriété est

par conséquent, évidemment vérifiée. Concernant la seconde, la condition

Q1(X1, X2) =Q2(X1, X2) =0 montre qu’elle est également vérifiée. O

THEOREME 1.16. — Le probléme matriciel admet des solutions.

Démonstration 1.17. — Pour prouver ce théoreme, le lemme 1.18
ci-dessous, servira a faire un changement d’inconnues, afin de réduire le
probléme matriciel au systeme (1.1). Ce lemme est bien connu (il se démontre
al’aide de la décomposition de Dunford, en déterminant By et By sous forme
de polynome en A et As respectivement).

LEMME 1.18. — Si A; et Ay sont deux matrices inversibles qui
commutent, il existe deuxr matrices By et Bo vérifiant : B1Bs = BBy,
A =expB; et Ay =expBs.

La premiere condition de la proposition 1.14, entraine ’existence de B4
et By. Soient respectivement ¢ et 7 deux solutions des cas particuliers du
systéme (1.1) donnés par : (u,v) = (1,0) et (u,v) = (0,1) (voir le paragraphe
1.2). On pose par définition :

AV: R — Mom (C) ot AT R — M (C)
(x1,22) — exp(V(z1,22) B1) (z1,22) — exp(T(x1,22) Ba) "

On définit de la méme facon AT et A; ™ en remplagant dans ces définitions
¥ par —9 et 7 par —7. Il est immédiat, avec le lemme 1.18, que les fonctions
AV et A7 commutent, sont inversibles et ont respectivement pour inverses
AT et AST.

Le changement d’inconnues F' = AY{ A7 G, opéré dans le probléme matriciel,
conduit par une suite de transformations équivalentes, au systeme :

{(Xl—lm)G = ATUATIAT (X0 — Ag)et)

, 1.4
(X2~ 1)C = A;"A,7 A, (X2 — Ag)e) (14)
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ou I, est la matrice unité d’ordre m. On vérifie, a 'aide de la relation
de compatibilité des équations du probleme matriciel, que les équations du
systeéme (1.4) sont bien compatibles. De plus, en raisonnant composante par
composante, on voit que les coordonnées des solutions de ce systeme sont
les solutions d’un systéme d’équations du type (1.1) (étudié au paragraphe
1.2). D’ou le théoreme. O

1.4. Solutions du probléme principal
L’étude du systeme (0.1) s’acheve a travers le théoreme que voici :

THEOREME 1.19. — Soient Wy, W, deux fonctions de [’espace
C*(R2,C) et Q1, Q2 deux polynémes de l'algebre Clzq, z2] tels que l'idéal
qu’ils engendrent soit de codimension finie. On suppose que la relation
Q1(X1, Xo) Wo = Qa(X1, Xo) W1 est satisfaite et que l'idéal T engendré
par les opérateurs Q1(X1, X2) et Qa(X1, Xo) dans C[X1, Xo, X7 1, X5 1] est
non trivial. Alors, le systéme d’équations (0.1) admet des solutions. Elles
sont les premiéres composantes des solutions du probleme matriciel associé.

Démonstration 1.20. — Le théoreme 1.19 se démontre, a I’aide du lemme
1.21 ci-dessous. Une preuve de ce lemme sera donnée ultérieurement :

LEMME 1.21. — Pour tout opérateur H(X1,Xs) € C[X1, X3] et pour
toute solution F du probléme matriciel, nous avons les propriétés :

1. [H(Xl,Xg) — H(Al,AQ)]Et € jnL,

2. [H(Xl,XQ)*H(A.l,AQ)]F = p((H(Xl,XQ)7H(A17A2))€t).

Soit F = (f,,..., f,,) une solution du probléme matriciel. Compte tenu
de la seconde condition de la proposition 1.14, le lemme précédent implique :

{(Ql(XlaXQ) —Qi1(A1,A))et = Q1(X1, Xp)et € I™
(Q2(X1,X2) — Q2(A1, Ag))et = Q2(X1, Xp)e" € T

puis
{Ql(Xl,Xz)F = p(Q1(X1, X2)e')
Q2(X1, Xo)F = p(Q2(X1, Xa)e*)

Comme ¢ = (1, &3,...,&m), les premitres composantes de ces derniéres
égalités sont :
{Q1(X17X2)f1 =W
Q2(X1, Xo)f, = Wa ~
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La composante f, de F' est donc une solution du probléeme principal.

Par ailleurs, il résulte directement du corollaire 1.10 et la proposition 1.11,
que si f est une solution du probléme principal, la fonction définie par &' f
est une solution du probléme matriciel. Le théoréeme est par conséquent,
satisfait.

Démonstration du lemme 1.21.— On pose :
H(z1,22) — H(z3,24) = Z Qi (zi2) — 2i20), avec a; € C.

%

Il résulte de lidentité zi 25 — 2z82] = (24 — 28)22 + (23 — 2]) 2% qu’il existe un

polyndéme Pjo3 € C|z1, 22, 23] et un polyndme Pozy € C[z9, 23, 24] tels que :

H(z1,22) — H(z3,24) = Piag (21 — 23) + Paga (22 — 24).

Dans ces conditions, lopérateur [H (X1, Xs) — H(Aq1,As)let est égal a
I’expression :

Pro3(X1, X2, A1) (X1 — Aqp)e’ + Paga(Xo, Ay, Ag) (X2 — Ag)e”.

C’est, donc, un élément de J™. Par ailleurs, pour toute solution F, en
utilisant la linéarité de p, on obtient :

p((H(X1,X2) — H(A1,As))e") Pro3(X1, X2, A1) p (X1 — Aq)e")

+ Pa3a (X2, A1, Ag) p (X2 — Ag)e'),
p((H(X1,X2) — H(A1,A2))e") = Pra3(X1, X2, Ay) (Xy — Ay)F
+ Poga (X2, A1, Ag) (X9 — AQ)F

et le second résultat est, ainsi, démontré. O

Ce qui suit est une conséquence directe du théoreme 1.19.

COROLLAIRE 1.22. — L’application premiére projection de l’espace des
solutions du probléme matriciel dans l’espace des solutions du probléme prin-
cipal, est un isomorphisme affine. L’isomorphisme réciproque est €.

2. Application aux systémes d’équations aux dérivées partielles

On consideére deux polynémes @1, Q2 de C|z1, 29] vérifiant 'hypothese
0.1 et deux fonctions Wy, Wo de C*°(R?,C). La technique utilisée, dans
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I’étude antérieure, s’applique plus facilement, a I’étude du systeme d’équations
aux dérivées partielles :

Qi (35,55 ) =W o 0 o 0
@ () p=my D (5r07902) 2= @ () ™
(2.1)

Comme précédemment, on se réduit au cas ou l'idéal J engendré par les
‘ o d N o d
opérateurs Q1 (8717 8—12> et Qo (azl, 812) dans l'algebre C[aT> a_m] est

tel que J # (C[ SaT Dy } Nous rappelons la propriété suivante des dérivées
partielles (voir la référence [4]) :

PROPOSITION 2.1. — Les dérivées ai et 22 sont algébriquement in-
B T Oxo
dépendantes sur C.

De ce fait, Palgebre (C[a%l, 6‘2 ] est isomorphe & Clz1, 22] et donc J est de

codimension finie. On construit un probléme matriciel, en suivant la méme
démarche qu’au paragraphe 1.3. Plus précisément, il existe une application

Cl2-, 22 a5 -linéaire p: I — C>(R?,C), vérifiant : p(Q1(3%, dxz)) Wy
et p(Q2(amla 322 ) = Wa. Soit e = (1, ea,...,&m,) une base d’un supplémen-

taire de 1'idéal J dans C[-2- o) Dag 9_1. On considere la transposée A (respt. As)
de la matrice (dans la base €) de I endomorphisme défini par l'action mul-

o o
tiplicative de la classe de a%l (respt. 6%2) sur ’algebre quotient %
On obtient dans ces conditions, le systeme matriciel :

1%} _ )
T oA A (22
2 _ ) ¢ ’
6_I2 — A.2 F = P 8—1?2 — AQ g

ou le domaine de définition de p a été étendu naturellement & 3 (la compa-
tibilité de ces équations, se vérifie par calcul). Les matrices A1 et Ay ne sont
pas ici, nécessairement inversibles. Le probléme matriciel (2.2) admet des so-
lutions. En effet, en opérant le changement d’inconnues F' = e(@1A1+2242) g
par une suite de transformations équivalentes, on obtient :

9

G = W 0 0

6121 —_— = — 2.
{ aizG — oy avec 39611/2 amvl, (2.3)

Vl — e_(wlAlJ'_w?AZ)p <(i _ Al) €t> ,
8$1
Ve = e*($1A1+$2A2)p <<£ _ A2) € )
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Soient a; et CL2 deux nombres réels quelconques. La fonction définie par
I’expression f Vi (&1, a2)déy +fm2 Va(x1,&)dEs, est une solution du systeme
précédent (la verlﬁcatlon utilise la relation de compatibilité de ses équations).
L’ensemble de ses solutions est un espace affine de direction C™. La rela-
tion F = e(@1A1+2282) @ détermine les solutions F du probleéme matriciel
(2.2), a partir des solutions G du systéme d’équations (2.3). Le théoreme
ci-dessous se démontre comme le théoréme 1.19.

THEOREME 2.2. — Soient Wy, Wy deuz fonctions de ’espace C*(R?, C)
et Q1, Q2 deux polynémes de lalgébre C|zy, 2o tels que lidéal qu’ils engen-
drent soit de codimension finie. On suppose que la relation

g 0 0
— W-
Ql(@xl 5‘x2) Qz(ﬁl‘l 8502) !
est satisfaite et lidéal T engendré par les opérateurs Ql(%,%) et
Qg(axl, Fas ) dans (C[aT, 87] est non trivial. Alors, le probléme principal

(2.1) admet des solutions. Elles sont les premieres composantes des solu-
tions du probléme matriciel (2.2).

COROLLAIRE 2.3. — L’application premiére projection de l’espace des
solutions du probléme matriciel (2.2) dans l’espace des solutions du probléme
principal (2.1), est un isomorphisme affine. La dimension de l’espace des
solutions du probléme principal (2.1) est donc égale a la codimension m de
l'idéal engendré par les polynomes Q1 et Q3.

Soient Wy, ..., W, des fonctions indéfiniment différentiables de ’espace
C>*(R™,C) et Q1,...,Q, des polyndémes de Clzq,...,z,] tels que lidéal
qu’ils engendrent soit de codimension finie (Hypothese 0.1 généralisée),
oun,v € N; n > 2et v > 1. En supposant satisfaite la condition de
Ehrenpreis-Malgrange-Palamodov (D’apres [8], cette condition est nécessaire
et suffisante pour qu'il existe une solution) :

9 1o} o)
Zk‘l <8I1 ...,8IH)Q1€(8—II,...’WH):O

il
Zk 1 (8a:1 %)Wk:o

J. D’Almeida a étudié, dans C*°(R™, C), la généralisation suivante du systéme
(2.1) : Qk(a%l""?ax )= Wi k= 1,...,v (voir la référence [2]). 1l
donne dans des cas particuliers, des methodes de construction d’une so-
lution, et montre que la dimension de ’espace affine défini par les solu-
tions, est égale a la codimension de I'idéal engendré par les polynémes Q.
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De fagon directe, la condition de Ehrenpreis-Malgrange-Palamodov mon-

tre qu’il existe une application C[%, cee %]—linéaire p, définie de I'idéal
J (engendré par les Qk(a%v ey %)) dans C*°(R"™,C) et vérifiant les re-
lations : p(Qk(a%l, cee %)) = Wy. A travers ’étude du systeme (2.1),

on peut noter que, sous cette condition et I’hypothese 0.1 généralisée, la
méthode de résolution exposée, résout le probleme posé par J. D’Almeida.
Elle permet d’obtenir ses résultats, et détermine ’espace des solutions.

3. Quelques remarques sur la généralisation de la méthode

Pour commencer, remarquons que, sous 'hypothese 0.1, la propriété
(1.2) (voir la preuve de Prop. 1.8) est une condition nécessaire et suf-
fisante d’existence d’une solution. En outre, elle entraine la relation de
compatibilité du systéme d’équations (0.1). Pour f € C*(R",C), on pose
Xif(z1,...,xn) = floey,.o o, iy, v + 1, @ig1, ..., @), avec 0 = 2 et
i = 1,...,n. Soient Wy,..., W, des fonctions de 'espace C*(R",C) et
Q1,...,Q, des polynomes de l'algebre C|z1,...,z,| satisfaisant & ’hypo-
these 0.1 généralisée, ot v € N*. Dans le cas (général) du systeme d’équations
aux différences Qr(X1,...,X,) f =Wy, aveck =1,...,v, la propriété (1.2)
se traduit par la relation :

Yoreq Pe(X1, ., X)) Qr(X1, ..., X,) =0

Y
dohet Pe(Xa,. o, X)) Wy = 0. (3.1)

PROPOSITION 3.1. — Si la propriété (3.1) est satisfaite, alors il existe
dans C*(R™, C) une solution du systéme d’équations

Qr(X1,..., Xn) f =Wy, aveck=1,...,v.

Démonstration 3.2. — On conserve la notation J pour désigner 1’idéal
engendré par les opérateurs Qp(X1,...,X,) dans lalgebre C[X,..., X,,
X7, X1 et on suppose J # C[Xy,...,X,, X;',..., X!, pour
éliminer les cas évidents.

En procédant comme dans 1’étude du systéme (0.1), on voit que I'idéal T est
de codimension finie et application C[X71,...,X,, X; *,..., X, !]-linéaire
p:J— C*(R",C), qui envoie Q(X1,...,X,) sur Wy est bien définie. En
outre, I'étude du cas général se réduit a la construction d’une solution d’un
systéme de la forme (X; —1)g =u,, i =1,...,n, ol les seconds membres u,

appartiennent & C*(R", C) et vérifient les relations de compatibilité

n
2
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(Xi—1)u;, = (X;—1)u,. A linstar de I'étude du paragraphe 1.2,sig,,..., g,
est une suite de fonctions de C*(R",C) telle qu’on ait les relations :
(X1 —1)g, =u, et pour [ =2,...,n,

1-1
(X1-1)g, =0, ... ,(X;1-1)g, =0, (X;—1)g =u,~(X;~1)> g,
i=1
alors, la somme ). | g, est une solution du systeéme (X; — 1)g = u,,
i = 1,...,n. Ces fonctions se construisent de la méme fagon qu’au para-

graphe 1.2. La proposition est, donc, satisfaite. O

On déduit de ce résultat que la propriété (3.1) est aussi une condi-
tion nécessaire et suffisante d’existence d’une solution. Son équivalent dans
I’étude des systemes d’équations aux dérivées partielles est la condition de
Ehrenpreis-Malgrange-Palamodov (voir [8]).

Pour n = v = 2, & partir de 1’étude du systeéme (0.1), on peut voir que,
sous ’hypothese 0.1, la propriété (1.2) est équivalente & la compatibilité des
équations du systeme (0.1).

Dans le cas contraire, la compatibilité des équations se traduit par les 12/
égalités Qr(X1,...,Xn) W, = Q;(X1,...,X,) Wi. La propriété (3.1) im-
plique ces égalités. L’implication inverse reste un probléme ouvert. Sans
donner de contre-exemple, nous pensons qu’elle n’est pas toujours satis-
faite. Ceci constitue le noeud de la généralisation.

Cependant, le cas particulier ot les polynoémes @1, . . ., @, forment une suite
réguliere (c’est-a-dire tout polynéme Q) n’est pas un diviseur de zéro dans
I’algebre &—Qjﬂg et Clz1,...,2n] # (Q1,-..,Q.)), donne une réponse
satisfaisante :

THEOREME 3.3. — On suppose que les polynomes Q1,...,Q, forment

une suite réquliére et les (;) relations

Qu(X1, ..., Xn) W, =Q;(Xy,..., X)) Wi

sont satisfaites. Alors, il existe une solution indéfiniment différentiable du
systeme d’équations Qk(X1, ..., Xn) f=Wi, k=1,...,v.

Démonstration 3.4. — La proposition 3.1 montre qu’il suffit d’établir la
propriété (3.1) pour que le théoréme soit vérifié. Posons Q = C[ X7, ..., X,].
Comme la proposition 1.1, les opérateurs X1, ..., X,, sont algébriquement
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indépendants sur C. Pour simplifier les notations, on fera l’identification
naturelle d’algebres : C[ X1, ..., X,] = Clzq, ..., 24].

On considere la base canonique (e,,...,e ) du Q-module ¥, ou, pour
k=1,...,v,e, = (0kj)j=1,..,avec dpp = l et d; = 0sij # k. Considérons
le Q-module N = {}>;_, Pye, € Q“ / >/_; P Qr = 0} et son sous-
module N’ engendré par la famille Q, e,, — Qk, €, , avec 1 < ki < ky < 1.

Remarquons que, si N = N’, les <V relations de compatibilité entrainent

2
la propriété (3.1). La preuve de cette égalité (N = N’) utilise une propriété
du complexe de Koszul K(Q1,...,Q,) induite par la régularité de la suite
(Q1,...,Q,) [6]. En effet, il est bien connu que si la suite (Q1,...,Q,)
est réguliere, les groupes d’homologie du complexe : H;(Q1,...,Q,), avec
Pentier ¢ > 0, sont nuls; en particulier, H; (Q1,...,Q,) = 0. Par conséquent,
Pégalité H1(Q1,...,Q.) = % (qui s’établit aisément) implique la relation
N = N’. D’ou le théoréme. O

Pour terminer I’étude de cet article, notons que l'utilisation des expo-
nentiels matriciels (dans les changements d’inconnues), des partitions de
l'unité et des intégrales (dans la résolution des systémes matriciels (1.3) et
(2.2)), fait que la méthode exposée n’est pas effective. Elle permet cependant
d’obtenir des résultats intéressants, par des moyens assez simples. Outre
I’étude des solutions indéfiniment différentiables, elle s’applique a 1’étude
des solutions méromorphes sur C, des systemes d’équations aux différences.
Cette derniere est 'objet de la référence [5].
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