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Clôture intégrale des idéaux
et équisingularité(∗)

Monique Lejeune-Jalabert, Bernard Teissier
(1)

ABSTRACT. — This text has two parts. The first one is the essentially
unmodified text of our 1973-74 seminar on integral dependence in complex
analytic geometry at the Ecole Polytechnique with J-J. Risler’s appendix
on the 3Lojasiewicz exponents in the real-analytic framework. The second
part is a short survey of more recent results directly related to the content
of the seminar.

The first part begins with the definition and elementary properties of the
ν̄ order function associated to an ideal I of a reduced analytic algebra A.
Denoting by νI(x) the largest power of I containing the element x ∈ A,
one defines ν̄I(x) = limi→∞νI(xk)/k. The second paragraph is devoted
to the equivalent definitions of the integral closure of an ideal in complex
analytic geometry, one of them being I = {x ∈ A/ν̄I(x) � 1}. The third
paragraph describes the normalized blowing-up of an ideal and the fourth
explains how to compute ν̄I(x) with the help of the normalized blowing-up
of the ideal I. It contains the basic finiteness results of the seminar, such
as the rationality of ν̄I(x) (which had been proved by Nagata in algebraic
geometry, a fact of which we were not aware at the time), the definitions
of the fractional powers of coherent sheaves of ideals and the proof of their
coherency. Given a coherent sheaf I of OX -ideals on a reduced analytic
space X one can define for each open set U of X and f ∈ Γ(U,OX) the
number ν̄U

I (f) as the infimum of the ν̄Iy (fy) for y ∈ U .

Then one defines for each positive real number ν the sheaf Iν (resp. Iν+)
associated to the presheaf

U �→ {f ∈ Γ(U,OX)/ν̄U
I (f) � ν}

(resp.
U �→ {f ∈ Γ(U,OX)/ν̄U

I (f) > ν}).

Finally one has the graded OX/I-algebra

grIOX =
⊕

ν∈R0

Iν/Iν+.

(∗) Reçu le 14 mars 2007, accepté le 18 janvier 2008
(1) Avec un appendice de Jean-Jacques Risler
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One important result is then that this algebra is locally finitely generated
and that locally there is a universal denominator q in the sense that
all nonzero homogeneous components of the graded algebra have degree
in 1

q
N.

In § 5 it is shown that one can compute ν̄ using analytic arcs h: (C, 0) →
(X, x), and § 6 shows that 3Lojasiewicz exponents are the inverses of ν̄,
which implies that they are rational.

Risler’s appendix shows how to use blowing-ups to compute 3Lojasiewicz
exponents and prove their rationality in the real analytic case.

The complements, added for this publication, point to some developments
directly related to the subject of the seminar:

The first one is the proof in the spirit of the seminar of the classical
3Lojasiewicz inequality |grad(f(z))| � C1|f(z)|θ with θ < 1.

Then we point to later work which shows that in fact given an ideal I
and an element f ∈ A the rational number ν̄I(f) can be seen as the
slope of one of the sides of a natural Newton polygon associated to I
and f , which is in several ways a better indicator of the relations of the
powers of f with the powers of I and has some useful incarnations. The
third complement points to results of Izumi using ν̄ to characterize the
Gabrielov rank condition for a morphism of analytic algebras, the fourth
is a presentation of a generalization due to Ciuperča, Enescu and Spiroff
of the rationality of ν̄ to the case of several ideals, where it becomes the
rationality of a certain polyhedral cone.

The fifth comment presents the connection of ν̄ with the type of ideals,
which was introduced by D’Angelo in complex analysis and used recently
by Heier for the proof of an effective Nullstellensatz. In the middle 1980’s,
A. P3loski, J. Chadzyński and T. Krasiński found methods of evaluation
for the local and global 3Lojasiewicz exponents in inequalities of the form
|P (z)| � C|z|θ where either P = (P1, . . . , Pk) is a collection of analytic
functions on Cn having an isolated zero at the origin and the inequality
should be true for |z| small enough, or P is a collection of polynomials
with finitely many common zeroes and the inequality should be true for
|z| large enough. The results on the type are of the same nature, because
it follows from the seminar that the type is in fact a 3Lojasiewicz exponent.

The sixth comment points to results of Morales and others about the
Hilbert function associated to the integrally closed powers In of a primary
ideal in an excellent local ring and the associated graded algebra.

Finally we point to two different but not unrelated uses of what is in fact
the main object of study in the seminar: the reduced graded ring grIA
defined and studied in § 4. In [T5] the second author uses the fact that for
the local algebra O of a plane analytic branch the algebra grmO is the
algebra of the semigroup associated to the singularity and is a complete
intersection (a result due to the first author) to revisit the local moduli
problem. The key is that the local analytic algebra O of every plane branch
in the same equisingularity class has the same grmO because it has the
same semigroup, so that the branch is a deformation of the monomial
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curve corresponding to that algebra. In [Kn], Allen Knutson uses the
same specialization to the “balanced normal cone” corresponding to grIA
in intersection theory.

Each paragraph has its own bibliography. Unfortunately at the time of
the seminar we were unaware of the beautiful results of Samuel, Rees and
Nagata (see [Sa], [N], [R1], [R2], [R3] in the bibliography of the comple-
ments), of which it appears a posteriori that some parts of the seminar
are translations into the complex analytic framework. The demand for
this text over the years, however, and the fact that some mathematicians
are led to rediscover some of its results, indicate that its publication is
probably of some use.

Préambule

Ceci est le texte du séminaire tenu à l’École Polytechnique en 1973-74,
rédigé presque aussitôt et paru comme prépublication de l’Institut Fourier,
auquel nous avons ajouté à la fin quelques indications sur des résultats
plus récents qui sont en rapport direct avec le texte et une bibliographie
complémentaire. Chaque paragraphe a par ailleurs sa propre bibliographie.

Introduction

La motivation originelle des résultats du chapitre I venait d’une démons-
tration du théorème de « continuité du contact » de Hironaka, point im-
portant de sa démonstration de la résolution des singularités des espaces
analytiques complexes.

Il s’est avéré que ces résultats étaient aussi fort utiles dans l’étude des
problèmes d’équisingularité, et c’est cela qui a été exposé dans la seconde
partie du séminaire qui sera rédigée ultérieurement. Une des idées essen-
tielles de ces applications se trouve d’ailleurs déjà au chapitre I, dans le lien
entre ν̄ et l’exposant de 3Lojasiewicz, lien qui permet d’algébriser des condi-
tions de nature transcendante dans certains cas, et en particulier d’appliquer
à l’étude de « conditions d’incidences » du type conditions de Whitney la
puissance de l’algèbre. (Voir en particulier Astérisque n◦ 7–8, 1973).

Signalons pour terminer qu’à l’époque du séminaire nous ignorions l’exis-
tence des travaux de Samuel (Some asymptotic properties of powers of ide-
als, Annals of Math., Series 2, t. 56) et de Nagata (Note on a paper of
Samuel, Mem. Call. of Sciences Univ. of Kyoto, t. 30, 1956–1957) où la
rationalité de ν̄ en géométrie algébrique est démontrée par une méthode
qui est essentiellement celle donnée ici au § 4. Ces articles nous ont été sig-
nalés par L. Szpiro ; nous l’en remercions. Après réflexion, il nous a semblé
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que notre travail d’étude systématique de la filtration par le ν̄ et de ses
propriétés de finitude en géométrie analytique complexe, précisait suffisam-
ment les résultats de Samuel et Nagata, et en montrait des applications
assez nouvelles, pour présenter un certain intérêt par lui-même.

0. Fonction d’ordre, gradué associé. Définition de ν̄

Tous les anneaux considérés ici sont unitaires et commutatifs et les
homomorphismes d’anneaux transforment l’élément unité en l’élément unité.

Z désigne l’anneau des entiers relatifs, N les entiers non négatifs, R le
corps des réels, R0 les réels non négatifs, R+ les réels positifs et
R0 = R0 ∪∞.

0.1. Quelques rappels

Définition 0.1. — Soit A un anneau. Soit µ : A→ R0 une application.
On dit que c’est une fonction d’ordre, si elle vérifie les propriétés suivantes
pour tout (x, y) ∈ A×A :

i) µ(x+ y) � inf
(
µ(x), µ(y)

)
ii) µ(x · y) � µ(x) + µ(y)

iii) µ(0) =∞ µ(1) = 0.

(Pour donner un sens précis à ces conditions, on utilise les conventions
habituelles sur le symbole ∞, à savoir : ∞ est le seul élément de R0 à être
supérieur à tout d ∈ R0, ∞+ d = d+∞ =∞ pour tout d ∈ R0).

Définition 0.2. — Soit A un anneau. On appelle filtration (décrois-
sante) sur A, une suite décroissante (Ad)d∈R0 de sous-groupes de A vérifiant :

i) Ad ·Ae ⊂ Ad+e pour d ∈ R0, e ∈ R0

ii) A0 = A

iii) Il existe d ∈ R+ tel que Ad 	= A.

A est alors dit filtré.

Remarque 0.3. — Si µ est une fonction d’ordre, on a toujours µ(x) =
µ(−x), et si µ(x) < µ(y), µ(x+ y) = µ(x).
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Si A est un anneau filtré, Ad est un idéal de A pour tout d ∈ R0 et pour
tout d ∈ R+, Ad 	= A.

Remarque 0.4. — Il y a équivalence entre les notions de fonction d’ordre
et d’anneau filtré.

La fonction d’ordre étant donnée, on définit

Ad = {x ∈ A : µ(x) � d}, d ∈ R0 .

Réciproquement, la filtration étant donnée, on pose :

µ(x) = {sup d : x ∈ Ad} .

0.5. — Dans ces conditions, on pose

d(x, y) = e−µ(x−y) pour x, y dans A .

On vérifie que :

• d(x, x) = 0

• d(x, y) = d(y, x)

• d(x, y) � sup(d(x, z), d(z, y))

d est donc un écart ultramétrique sur A, invariant par les translations et
Ad = {x, d(0, x) � e−d}. La topologie définie par d est compatible avec
la structure d’anneau de A. C’est celle pour laquelle les Ad constituent un
système fondamental de voisinages de 0 dans A. On obtiendrait d’ailleurs
la même topologie en choisissant comme système fondamental de voisinages
de 0 les Ad où d parcourt N. A admet alors un séparé complété Â qui a lui-
même une structure d’anneau topologique filtré et on sait que le morphisme
canonique i : A→ Â est une injection si et seulement si A est séparé. Ceci
a lieu si et seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite :

• µ(x) =∞⇒ x = 0

•
⋂

d∈R0

Ad = {0}.

Définition 0.6. — Soient A un anneau et G une A-algèbre. On dit que
G est une A-algèbre graduée si l’on s’est donné une décomposition :

G =
⊕
d∈R0

Gd
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où

1) Gd est un A-module pour d ∈ R0

2) G0 = A

3) Gd1 ·Gd2 ⊂ Gd1+d2 pour d1, d2 dans R0.

On appelle Gd la composante homogène de degré d de G.

0.7. — Soient A un anneau et µ une fonction d’ordre. On pose

Ad(resp. A+
d ) = {x ∈ A µ(x) � d(resp. > d)}, d ∈ R0

grA = ⊕d∈R0Ad/A
+
d

est une A/A+
0 -algèbre graduée.

0.8. — La construction de 0.7 est fonctorielle.

0.9. — Un exemple fondamental. Soient A un anneau, I un idéal de
A ne contenant pas 1, et considérons la suite décroissante d’idéaux de A,
(In)n∈N. Par convention I◦ = A. C’est la filtration I-adique de A. Pour
être cohérent avec 0.2, nous poserons naturellement pour d réel non négatif
quelconque

Id = In(d)

où n(d) est le plus petit entier supérieur ou égal à d.

Dans ce cas particulier, nous noterons la fonction d’ordre νI . Ainsi :

νI(x) = sup{n : n ∈ N, x ∈ In}

et elle est en fait à valeur entière. Quant au gradué associé, nous le noterons
grI A. Soit x un élément de A tel que νI(x) ∈ R0. On note inI(x) l’image
canonique de x dans la composante homogène de degré νI(x) de grI A. Si A
est un anneau nœthérien et si I est contenu dans le radical de A, la topologie
I-adique sur A est séparée [1]. De plus Â est un A-module fidèlement plat [1].

Par exemple si A = C{x1, . . . , xr; y1, . . . , ys} est l’anneau de séries con-
vergentes à r+s variables et si I = (y1, . . . , ys), Â s’identifie à C{x1, . . . , xr}
[[y1, . . . , y0]] anneau de séries formelles à s variables sur C{x1, . . . , xr} et
grI A s’identifie à C{x1, . . . , xr} [y1, . . . , ys] anneau de polynômes à s vari-
ables sur C{x1, . . . , xn}.

0.10. — De même si J est un idéal de A, on pose :

νI(J) = {supn : n ∈ N, J ⊂ In} .
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On a évidemment
νI(J) = inf

x∈J
νI(x)

et si (x1, . . . , xn) est un système de générateurs de J

νI(J) = inf
i=1···n

νI(xi) .

0.2. Une autre fonction d’ordre ν̄. Quelques propriétés générales

Revenons à l’exemple 0.9. A étant un anneau et I un idéal de A, grI A
a en général des éléments nilpotents. Ceci vient du fait qu’on peut très bien
avoir νI(xk) > kνI(x) avec k entier positif. Par exemple si A = C{x, y}/x2−
y3 et si I = (x, y), on a

et
grI A = C[X,Y ]/X2

νI(x2) = 3 > 2νI(x) = 2 .

Lemme 0.11. — Soient A un anneau, I un idéal de A ne contenant pas
1. Soit J un idéal de A. La suite

uk =
νI(Jk)
k

, k ∈ N

est convergente dans R0.

Preuve. — Soit ū (resp. u) la limite supérieure (resp. inférieure) de la
suite uk. Il s’agit de montrer que u = ū. Si u = ∞ ou ū = 0, c’est clair.
Nous supposerons donc u fini et ū > 0. Par définition,

∗ ∀ε > 0, ∀i ∈ N, ∃j � i : uj � u+ ε
∗∗ ∀ε > 0, ∀i ∈ N, ∃j � i : uj � ū− ε (si ū <∞)
∗ ∗ ∗ ∀N ∈ N, ∀i ∈ N, ∃j � i : uj � N (si ū =∞) .

Fixons un ε > 0 (et si ū = ∞ un N) et choisissons un indice i assez
grand pour que 1

i <
ε

ū−ε (resp.
ε
N ). D’après ** (resp. ***) il existe j � i tel

que uj > ū− ε(resp. N) et d’après *, il existe k � ji tel que uk < u+ ε.

Divisons k par j, k = j�+ q où q < j. On a alors

u+ ε >
νI(Jj�+q)
j�+ q

� �νI(J
j)

�j + q
=
νI(Jj)
j

(1− q
k

) � (ū− ε)(1− 1
i
) � ū− 2ε

(
resp. N(1− 1

i ) � N − ε
)
.

Nous avons ainsi montré que pour tout ε > 0, u+ ε � ū− 2ε (resp. pour
tout ε > 0 et tout N , u+ ε � N − ε) et donc u = ū. �
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Remarque 0.12. — La suite (uk)k∈N n’est pas croissante en général. Néan-
moins si on fixe i la sous-suite (uin)n∈N est croissante. Ceci montre que :

lim
k→∞

(uk) = sup
k∈N

uk .

Définition 0.13. — Soient A un anneau et I un idéal de A ne con-
tenant pas 1. Soient x un élément de A et J un idéal de A. On pose

ν̄I(x) = lim
k→∞

νI(xk)/k

ν̄I(J) = lim
k→∞

νI(Jk)/k .

0.14. — Un exemple. Limite de rationnels, ν̄I(x) n’est pas en général
un rationnel comme le montre l’exemple suivant :

SoitA l’algèbre du monöıde additif R0, c’est-à-dire l’anneau de polynôme
à une variable X à cœfficients dans Z dont les exposants prennent leurs
valeurs dans R0. Soit I l’idéal engendré par X

ν̄I(Xλ) = λ alors que νI(Xλ) = [λ]

où [] désigne la partie entière.

Proposition 0.15. — Si (x1, . . . , xm) est un système de générateurs
de J ,

ν̄I(J) = inf
1�i�m

ν̄I(xi) .

Preuve. — Tout d’abord, il est clair que ν̄I(J) � inf ν̄I(xi). En effet
xki ∈ Jk, k ∈ N, donc νI(Jk) � νI(xki ).

Réciproquement Jk étant engendré par les xa1
1 · · ·xam

m tels que a1 + · · ·+
am = k,

νI(Jk) = inf
Σai=k

νI(xa1
1 · · ·xam

m ) .

Fixons un ε > 0 et soit k′0 le plus petit entier tel que pour tout k > k′0
on ait, pour tout 1 � i � m,

ν̄I(xi)− ε � νI(x
k
i )
k

.
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Soit k0 = mk′0 et posons N = sup
1�i�m,a�k′

0

[aν̄I(xi)− νI(xai )]. On a :

νI(xa1
1 · · ·xam

m ) �
∑

1�i�m
νI(xai

i ) =
∑
ai>k′

0

νI(xai
i ) +

∑
ai�k′

0

νI(xai
i ) .

(Si a1 + · · ·+ am = k > k0, la 1ère sommation n’est certainement pas vide).

Donc :

νI(xa1
1 · · ·xam

m ) �
∑
ai>k′

0

(
aiν̄I(xi)− aiε

)
+

∑
ai�k′

0

(
aiν̄I(xi)−N

)
.

Or puisque a1 + · · ·+ am = k, on a
∑

ai>k′
0

ai � k. Ainsi

νI(xa1
1 · · ·xam

m ) �
∑

1�i�m
aiν̄I(xi)− εk −mN � k( inf

1�i�m
ν̄I(xi)− ε)−mN .

Finalement νI(Jk) � k
[

inf
1�i�m

ν̄I(xi)−ε−mN
k

]
. Faisant tendre k vers l’infini,

N ne dépendant que de ε, il vient

ν̄I(J) � inf
1�i�m

ν̄I(xi)− ε

et ceci étant vrai pour tout ε, ν̄I(J) � inf
1�i�m

ν̄I(xi). �

Corollaire 0.16. — ν̄I est une fonction d’ordre.

Preuve. — Soient x, y dans A et soit J l’idéal engendré par x et y. Alors
ν̄I(J) = inf

(
ν̄I(x), ν̄I(y)

)
. Mais x + y ∈ J . Donc ν̄I(x + y) � ν̄I(J). C’est

i). D’autre part νI(xk · yk) � νI(xk) + νI(yk). Ceci donne ii). Finalement
puisque νI(0) =∞, a fortiori ν̄I(0) =∞. De plus, puisque 1 /∈ I, νI(1) = 0.
Mais 1k = 1. Donc ν̄I(1) = 0. �

Remarque 0.17. — Si x est un élément nilpotent de A, ν̄I(x) =∞. On a
en fait le résultat plus précis suivant :

Proposition 0.18. — Soient A un anneau, N son nilradical. Soient I
un idéal de A ne contenant pas 1, J un idéal de A. Soient A1 = A/N , I1,
J1 les images respectives de I, J . Si J est de type fini, alors

ν̄I(J) = ν̄I1(J1) .
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Preuve. — Soit (x1, . . . , xm) un système de générateurs de J . D’après
2.5, ν̄I(J) = inf

1�i�m
ν̄I(xi) et ν̄I1(J1) = inf

1�i�m
ν̄I1 (cl xi modN). Il suffit donc

de montrer que si y est un élément de A, y1 son image dans A1, ν̄I(y) =
ν̄I1(y1). Il est clair que ν̄I(y) � ν̄I1(y1). D’autre part si νI1(y

k
1 ) = ν(k), alors

yk ∈ Iν(k) +N ou encore yk = zk + uk où νI(zk) � ν(k) et uk ∈ N .

Soit i le plus petit entier tel que ui+1
k = 0.

Pout tout n ∈ N, on a

ykn = znk +
(
n

1

)
zn−1
k uk + · · ·

(
n− i
i

)
zn−i
k uik,

νI(ykn) � (n− i)ν(k) .

Faisons tendre n vers l’infini en laissant k fixe.

Or
lim
n→∞

νI(ykn)
n = ν̄I(yk) � lim

n→∞
n−i
n · ν(k) = ν(k).

ν̄I(yk) = kν̄I(y) et ν̄I(y) � ν(k)
k .

Faisant maintenant tendre k vers l’infini, on obtient ν̄I(y) � ν̄I1(y1). �

Proposition 0.19. — On a :

ν̄I(Jk) = kν̄I(J) k ∈ N
ν̄Ik(J) = 1

k ν̄I(J) k ∈ N.

Preuve. — La première assertion est une conséquence immédiate de 0.13.
D’autre part k · νIk(Jn) � νI(Jn) et donc ν̄Ik(J) � 1

k ν̄I(J). Soit ν(n) =
νI(Jn). Divisant ν(n) par k, on obtient ν(n) = qk + r où 0 � r < k et
νIk(Jn) � q = ν(n)−r

k � ν(n)−k+1
k . Faisant tendre n vers l’infini, on obtient

ν̄Ik(J) � 1
k

lim
n→∞

ν(n)
n

=
1
k
· ν̄I(J) .

Proposition 0.20. — Soit A un anneau nœthérien réduit et soit A le
normalisé de A. Soit I un idéal de A ne contenant pas 1, J un idéal. On
pose J ′ = JA, I ′ = IA.

Si A est un A-module de type fini (par exemple si A est un anneau local
excellent), ν̄I(J) = ν̄I′(J ′).
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Preuve. — Comme ci-dessus, ν̄I(J) � ν̄I′(J ′) est immédiat. D’après Artin-
Rees, A étant nœthérien et A fini sur A, il existe n0 ∈ N tel que si n � n0

I ′n ∩A = In−n0 · (I ′n0 ∩A).

Soit ν(n) = νI′(J ′n)

Jn ⊂ J ′n ∩A ⊂ I ′ν(n) ∩A ⊂ Iν(n)−n0

νI(Jn)
n

� ν(n)− n0

n
et ν̄I(J) � ν̄′I(J ′) .

Notation 0.21. — Soient A un anneau, I un idéal ne contenant pas 1. ν̄I
la fonction d’ordre correspondante. On note grIA l’anneau gradué obtenu
par la construction de 0.7.

Soit x un élément de A tel que ν̄I(x) ∈ R0. On note inIx (ou inx
lorsqu’aucune confusion n’est possible) l’image canonique de x dans la com-
posante homogène de degré ν̄I(x) de grIA. C’est un élément non nul.

Soit J un idéal de A non inclus dans A∞ = {x ∈ A ν̄I(x) = ∞}. On
note inI(J,A) l’idéal de grIA engendré par les inIx pour x parcourant I tels
que ν̄I(x) ∈ R0.

Remarque 0.22. — grIA est un anneau réduit. Il existe un homomor-
phisme canonique (d’algèbres graduées)

τ : grI A −→ grIA

dont le noyau est le nilradical de grI A. C’est un isomorphisme si et seule-
ment si grI A est un anneau réduit.

Il suffit de remarquer que tout élément homogène non nul de grIA est
de la forme inIx et que (inIx)k = inI · xk 	= 0 car ν̄I(xk) = kν̄I(x). De
même tout élément homogène non nul de grI A est de la forme inI x et
τ(inI x) = inIx ou 0 selon que ν̄I(x) = νI(x) ou ν̄I(x) > νI(x). Cette
dernière condition signifie qu’il existe k tel que νI(xk) > kν̄I(x) ou encore
(inI x)k = 0. Si maintenant grI A est réduit, on a toujours ν̄I(x) = νI(x).

0.23. — Soient A un anneau, I, J des idéaux tels que 1 /∈ I + J . La
suite

0 −→
√

inI(J,A) −→ grIA
α−→ grI/JA/J

est exacte. (On prendra garde à ne pas ajouter un 0 à droite).
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Preuve. — Soit H = inIx un élément homogène non nul de degré ν̄ de
grIA. H ∈ kerα si et seulement si ν̄I/J(xmod J) > ν̄. Ceci se produit encore
si et seulement s’il existe k ∈ N tel que

νI/J(xk mod J) > kν̄

ou encore xk = y + z où νI(y) > kν̄ et z ∈ J . Or,

ν̄I(xk) = kν̄, ν̄I(y) > kν̄; ν̄I(z) = kν̄

et
inIxk = (inIx)k = inIz ∈ inI(J,A) .

Références

[1] Bourbaki (N.). — Algèbre commutative, chapitres 3 et 4, Hermann.

1. La notion de clôture intégrale d’un idéal

Dans tout ce paragraphe, A est un anneau commutatif et unitaire et I
un idéal propre.

Définition 1.1. — On dit qu’un élément f ∈ A est entier sur I (ou
satisfait une relation de dépendance intégrale) s’il existe une relation :

fk + a1fk−1 + · · ·+ ak = 0 (1.1)

où ai ∈ A et νI(ai) � i, i.e. , ai ∈ Ii pour i = 1 · · · k.

Notation 1.2. — Soit A[T ] l’anneau de polynôme à une indéterminée T
sur A. On note P(I) le sous-anneau ⊕

n∈N
InTn de A[T ].

Le lemme suivant relie la notion de dépendance intégrale sur un idéal,
avec la notion classique de dépendance intégrale sur un anneau.

Lemme 1.3. — L’élément f est entier sur I si et seulement si fT est
entier sur l’anneau P(I) au sens usuel ([4], Vol.1, chap. V).

Preuve. — Soit fk + a1fk−1 + · · · + ak = 0, ai ∈ Ii, une relation de
dépendance intégrale de f sur I. Alors :

(fT )k + (a1T )(fT )k−1 + · · ·+ (akT k) = 0

est une relation de dépendance intégrale de fT sur P(I).
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Réciproquement, soit

(fT )k + b1(fT )k−1 + · · ·+ bk = 0, bi ∈ P(I)

une relation de dépendance intégrale de fT sur P(I).

On en déduit, en annulant les termes de degré k dans A[T ], la relation
de dépendance intégrale de f sur I cherchée. �

Corollaire-Définition 1.4. — L’ensemble des éléments f de A en-
tiers sur I est un idéal qu’on appelle la clôture intégrale de I dans A et
qu’on note I. On dit que I est intégralement clos si I = I.

Preuve. — Il suffit de voir que si f et g sont entiers sur I, f + g l’est
aussi. Or la fermeture intégrale de P(I) dans A[T ] est un sous-anneau de
A[T ]. �

Lemme 1.5. — Si I et J sont des idéaux de A, tels que I ⊂ J , alors
I ⊂ J .

C’est évident d’après 1.1.

Lemme 1.6. — I ⊂ I ⊂
√
I. En particulier si I est un idéal égal à sa

racine, I est intégralement clos. (On se gardera de croire que les puissances
de I sont alors également des idéaux intégralement clos.)

Preuve. — 1.1. montre que si f est entier sur I, fk ∈ I.

Lemme 1.7. — La fermeture intégrale de P(I) dans A[T ] est ⊕
n∈N

InTn.

Preuve. — Tout d’abord [1] p. 30, la fermeture intégrale de P(I) dans
A[T ] est un sous-anneau gradué de A[T ]. Il suffit donc d’en déterminer
les composantes homogènes. Comme en 1.3, si fTn est entier sur P(I), la
relation de dépendance intégrale :

(fTn)k + Σbi(fTn)k−i = 0, bi ∈ P(I)

fournit, en annulant les termes de degré nk dansA[T ], la relation de dépendance
intégrale de f sur In cherchée. �

Corollaire 1.8. —

i) (I)n ⊂ In

ii) I · In ⊂ In+1

iii) I = I.
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Preuve. —

i) La fermeture intégrale de P(I) dans A[T ] est une sous-algèbre de
A[T ] contenant IT . Elle contient donc ⊕(I)nTn.

ii) La fermeture intégrale de P(I) dans A[T ] est une sous-algèbre de
A[T ] contenant I · T et InTn. Elle contient donc I · InTn+1.

iii) Soit maintenant f entier sur I. Alors d’après 1.3. fT est entier sur
P(I) qui est une sous-algèbre de ⊕

n∈N
InTn et est de ce fait entière sur

P(I). �

Proposition 1.9. — f est entier sur I, si et seulement s’il existe un
A-module de type fini M tel que :

i) fM ⊂ I ·M

ii) Si aM = 0, il existe k � 0 tel que afk = 0.

Preuve. — Supposons f entier sur I et considérons une relation de dépen-
dance intégrale (1.1) satisfaite par f . Soit I0 un idéal de type fini de A inclus
dans I tel que νI0(ai) � i, i = 1, . . . , k. Alors fk ∈ I0 · (I0 + fA)k−1 et donc
(I0+fA)k ⊂ I0·(I0+fA)k−1. Ainsi, nous pouvons choisirM = (I0+fA)k−1.
Le A-module M est de type fini et possède la propriété i). D’autre part, si
a(I0 + fA)k−1 = 0, alors afk ∈ aI0 · (I0 + fA)k−1 = 0.

Réciproquement, soientm1, . . . ,ms des générateurs deM . i) nous fournit
un système linéaire :

fmi =
∑

j=1,...,s

bijmj , i = 1, . . . , s où bij ∈ I, i, j = 1, . . . , s

et pour tout i = 1, . . . , s, on a :∣∣∣∣∣∣∣
b11 − f b12 · · · b1s

...
...

bs1 · · · · · · bss − f

∣∣∣∣∣∣∣mi = 0 .

Le déterminant annule donc M . ii) nous permet d’obtenir la relation de
dépendance intégrale cherchée. �

Remarque 1.10. — Si I est de type fini et contient un élément non di-
viseur de 0, la condition ii) de 1.9 peut être remplacée par :

ii’) M est un A-module fidèle (aM = 0⇔ a = 0).
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En effet d’une part ii’) entrâıne ii). D’autre part, si f est entier sur I, on
peut choisirM = (I+fA)k−1, qui est un A-module fidèle puisqu’il contient
l’élément non diviseur de 0 de I.

Corollaire 1.11. — Soient I et J des idéaux de A. Alors :

I · J ⊂ I · J .

Preuve. — Il suffit de montrer que si f ∈ I et g ∈ J alors fg ∈ I · J .
Comme dans le début de la démonstration de 1.9, choisissons pour modules
vérifiant les conditions i) et ii) de 1.9 relativement à f et g des idéaux M
et N de type fini de A. Et, soit R =MN . R est un idéal de type fini de A.
De plus :

i) fgR = fgMN = fM · gN ⊂ IJMN = IJR

ii) Si aR = 0, désignant par m1, . . . ,ms un système de générateurs de
M on obtient que amiN = 0, i = 1, . . . , s. Il existe donc ki, i = 1, . . . , s,
tels que amig

ki = 0 et si k = sup ki, agkM = 0. Il existe alors �, tel que
agkf � = 0 et a(fg)sup k,� = 0. �

Lemme 1.12. — Soient A un anneau normal∗ et f un élément non di-
viseur de zéro dans A ; alors fA est un idéal intégralement clos.

Preuve. — Soit g entier sur fA. Une relation (1.1) s’écrit :

gk + b1fgk−1 + · · ·+ bkfk = 0 .

L’élément g/f de TotA est donc entier sur A. Ainsi, il appartient en fait à
A et g appartient à fA. �

Lemme 1.13. — Soit A un anneau nœthérien. Pour un idéal I de A, les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) ⊕
n∈N

InTn[resp. ⊕
n∈N

(I)nTn] est un ⊕
n∈N

InTn-module de type fini.

ii) Il existe un entier N tel que si n � N on ait l’égalité I · In = In+1

[resp. I · (I)n = (I)n+1].

Preuve. — i)⇒ ii). Soit E1, . . . , Es un système de générateurs de⊕InTn.
On peut supposer les Ei homogènes. Posons ni = degEi, i = 1, . . . , s ; et

(∗) un anneau est dit normal s’il est réduit et intégralement clos dans son anneau total
de fractions.
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N = supni. Soit n � N et soit f ∈ In+1. Alors :

fTn+1 =
s∑

i=1

AiEi Ai ∈ ⊕IkT k

et on peut supposer que Ai est homogène de degré n+1−ni. Ceci entrâıne
que :

f ∈
s∑

i=1

In+1−niIni ⊂ I.In

en utilisant (1.8, ii)).

ii) ⇒ i) : L’hypothèse permet d’écrire que :

⊕n∈NIn = ⊕n�NIn + INP(I),

resp :
⊕n∈N(I)n = ⊕n�N (I)n + (I)NP(I).

L’anneau A étant nœthérien, chaque In (resp. (I)n) est donc un A-module
de type fini et a fortiori un P(I)-module de type fini. ⊕

n∈N
InTn (resp.

⊕
n∈N

(I)nTn) est donc lui-même un P(I)-module de type fini. �

Proposition 1.14. — Soient A un anneau excellent réduit † et I un
idéal contenant un élément non diviseur de zéro dans A. Alors il existe un
entier N tel que si n � N

1) I · In = In+1

2) I · (I)n = (I)n+1 .

Preuve. — A étant un anneau nœthérien, les assertions 1) et 2) sont
respectivement équivalentes à 1’) ⊕

n∈N
InTn est un P(I)-module de type fini

et 2’) P(I) est un P(I)-module de type fini; voir (1.13). De plus, P(I) étant
alors lui-même un anneau nœthérien, d’après 1.8 i), 1’) entrâıne 2’). En effet,
⊕

n∈N
(I)nTn est un sous P(I)-module de ⊕

n∈N
InTn, il est donc lui-même de

type fini si ce dernier l’est. On remarque aussi que P(I) a même anneau
total de fractions que A[T ]. En effet, si H ∈ A[T ] et si g est l’élément de I
non diviseur de zéro dans A, gdegH ·H ∈ P(I). Par suite si F (T )

G(T ) ∈ TotA[T ],

(†) Voir [2] pour la notion d’anneau excellent. Un anneau local complet est un anneau
excellent, de même que les anneaux locaux de la géométrie analytique.
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F (T )
G(T ) = gmF (T )

gmG(T ) ∈ TotP(I) si m � sup(degF,degG). Utilisant maintenant
que A est excellent, la fermeture intégrale ⊕

n∈N
InTn de P(I), (qui est une

A-algèbre de type fini) dans son anneau total de fractions n’est donc rien
d’autre que sa fermeture intégrale dans l’anneau total de fractions de A[T ],
et est un P(I)-module de type fini d’après [2], 2e partie, 7.8. �

Proposition 1.15. — Soit f un élément entier sur I. Alors ν̄I(f) � 1.

Preuve. — Soit fk + a1fk−1 + · · ·+ ak = 0, νI(ai) � i, i = 1, . . . , k, une
relation de dépendance intégrale de f sur I. ν̄I étant une fonction d’ordre :

ν̄I(fk) = kν̄I(f) � inf
i=1···k

ν̄I(ai) + ν̄I(fk−i) = inf
i=1···s

ν̄I(ai) + (k − i)ν̄I(f) .

Or ν̄I(ai) � νI(ai) � i. On en déduit que :

kν̄I(f) � inf
i=1···k

i+ (k − i)ν̄I(f) .

Soit i0 l’indice réalisant cet inf

kν̄I(f) � i0 + (k − i0)ν̄I(f) .

Ceci montre que ν̄I(f) � 1. �

Corollaire 1.16. — Si J est un idéal de type fini et si J ⊂ I, alors
ν̄I(J) � 1.

Preuve. — En effet si x1, . . . , xn est un système de générateurs de J , on
sait que ν̄I(J) = inf

1�i�n
ν̄I(xi). �

Remarque 1.17. — Nous montrerons la réciproque de 1.15 si A est une
algèbre analytique locale ou un anneau local complet ou le localisé d’une
C-algèbre de type fini.

Proposition 1.18. — Soit A un anneau local nœthérien. Si I1 et I2
sont deux idéaux primaires pour l’idéal maximal de A ayant même clôture
intégrale, ils ont même multiplicité.

Preuve. — Supposons d’abord I2 ⊂ I1. Alors d’après 1.16, ν̄I1(I2) � 1.
Choisissons ε > 0. Il existe N tel que si n � N

νI1(I
n
2 ) � n(1− ε) .

– 797 –



Monique Lejeune-Jalabert, Bernard Teissier

Soit m le plus petit entier supérieur ou égal à n(1− ε). On a

νI1(I
n
2 ) � m et In2 ⊂ Im1 .

De la définition de la multiplicité d’un idéal primaire, on déduit immédiate-
ment que, désignant par e(I2)

(
resp. e(I1)

)
la multiplicité de I2 (resp. I1)

et d la dimension de A

et que
e(In2 ) = nde(I2) � mde(I1) = e(Im1 )

e(I2)
e(I1)

� (mn )d .

Or n(1− ε) � m. Par suite :

e(I2)
e(I1)

� (1− ε)d .

Ceci étant vrai pour tout ε > 0, e(I2) � e(I1). On obtient l’inégalité opposée
en utilisant I1 ⊂ I2. �

Remarque 1.19. — Si A est une algèbre analytique locale équidimension-
nelle, D. Rees [3] a montré que réciproquement si I1 et I2 sont des idéaux
primaires pour l’idéal maximal ayant même multiplicité et tels que I1 ⊂ I2,
alors I1 et I2 ont même clôture intégrale.
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[1] Bourbaki (N.). — Algèbre commutative, Chapitres 5 et 6, Hermann.
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2. Les avatars de la clôture intégrale d’un idéal en géométrie
analytique complexe

Les anneaux qui vont nous intéresser maintenant sont les C-algèbres
analytiques locales i.e., celles obtenues comme quotient d’un anneau de
séries convergentes C{x1, . . . , xn}. Nous nous préparons à décrire la filtra-
tion associée à la fonction d’ordre ν̄I . Nous emploierons systématiquement
le langage géométrique.
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Théorème 2.1. — Soient X un espace analytique complexe réduit, Y
un sous-espace analytique fermé rare de X, x un point de Y . Soit I l’idéal
cohérent de OX définissant Y . Soit J un OX-idéal cohérent. Soit I(resp. J)
le germe de I(resp. J ) en x. Soit I la clôture intégrale de I dans OX,x. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) J ⊂ I.

ii) ν̄I(J) � 1.

iii) Soit D le disque unité du plan complexe (D = {t ∈ C, |t| < 1}).
Pour tout germe de morphisme h : (D, 0)→ (X,x)

h∗J · OD,0 ⊂ h∗I · OD,0 .

iv) Pour tout morphisme π : X ′ → X tel que 1) π soit propre et surjec-
tif, 2) X ′ soit un espace analytique normal, 3) I · OX′ soit un OX′-module
inversible, il existe un ouvert U de X contenant x tel que :

J · OX′|π−1(U) ⊂ I · OX′|π−1(U) .

v) Il existe un OX-idéal cohérent K dont le support est rare dans X
tel que si π : X̃ → X est l’éclatement de K, il existe un ouvert U de X
contenant x tel que :

J · O
X̃|π−1(U)

⊂ I · O
X̃|π−1(U)

.

vi) Soit V un voisinage de x sur lequel J et I sont engendrés par leurs
sections globales. Pour tout système de générateurs g1, . . . , gm de Γ(V, I)
et tout élément f de Γ(V,J ), on peut trouver un voisinage V ′ de x et une
constante C tels que :

|f(y)| � C sup
i=1,...,m

|gi(y)|,pour tout y ∈ V ′ .

Avant de donner la démonstration de ce théorème, nous allons énoncer
et démontrer quelques lemmes que nous aurons à utiliser.

Lemme 2.2. — Soit A un anneau local nœthérien, I = (g1, . . . , gp) un
idéal 	= 0 de A qui est principal. Alors I est engendré par l’un des gi.
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Preuve. — Soit g un générateur de I. Il existe a1, . . . , ap et b1, . . . , bp
dans A tels que :

gi = aig, i = 1, . . . , p et g =
∑

i=1,...,p

bigi .

Alors :
g
(
1−

∑
i=1,...,p

aibi
)

= 0 .

Il s’agit de voir que l’un des ai au moins est une unité dans A. S’il n’en était
pas ainsi, 1−

∑
i=1,...,p

aibi serait une unité et g serait nul. �

Lemme 2.3. — Soient A un anneau nœthérien de caractéristique 0, I un
idéal contenant au moins un élément non diviseur de zéro. Alors I admet
un système de générateurs formés d’éléments non diviseurs de zéro.

Preuve. — Soit h1 l’élément de I non diviseur de zéro et soit (h1, . . . , hn)
un système de générateurs de I. Supposons que h1, . . . , hk soient non di-
viseurs de zéro. Nous allons montrer que nous pouvons modifier hk+1.

Considérons :
gs = hk+1 + shk, s ∈ N .

On sait qu’un anneau nœthérien possède un nombre fini d’idéaux premiers
minimaux et qu’un élément est diviseur de zéro si et seulement s’il appartient
à l’un d’entre eux. A étant de caractéristique 0, si tous les gs, s ∈ N, étaient
diviseurs de zéro, d’après le principe des tiroirs, on pourrait déterminer 2
entiers s1 et s2 et un idéal premier minimal P tels que gs1 et gs2 appar-
tiennent à P . On en déduirait que (s1− s2)hk et donc hk lui-même est dans
P , ce qui est impossible puisque hk est non diviseur de zéro. Il existe donc
s0 ∈ N tel que gs0 = hk+1 + s0hk est non diviseur de zéro. On remplace
hk+1 par gs0 et l’on construit ainsi par récurrence le système de générateurs
désiré. �

Lemme 2.4. — Soient X un espace analytique réduit et x un point de
X. On suppose que X est normal au voisinage de x. Soit f un germe de
fonction méromorphe, non holomorphe, au voisinage de x. Alors il existe
un germe de morphisme h : (D, 0) → (X,x) où D désigne le disque unité
du plan complexe tel que f ◦ h soit un germe de fonction méromorphe, non
holomorphe, à l’origine de D.

Preuve. — Soit π : X̃ → X une résolution des singularités de X. f ◦ π
est un germe de fonction méromorphe au voisinage de π−1(x) et il existe
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un point x̃ ∈ π−1(x) tel que f ◦ π ne soit pas holomorphe au voisinage
de x̃. En effet s’il n’en était pas ainsi, f ◦ π serait bornée sur un voisinage
de π−1(x) et π étant propre, f elle-même serait bornée au voisinage de x.
X étant normal en x, f méromorphe et bornée serait holomorphe. Nous
sommes donc ramenés à montrer 2.4 en supposant en plus que X est non
singulier au voisinage de x. L’anneau local de X en x est alors factoriel et
le germe de fonction méromorphe f considéré a un représentant p

q où p et q
sont holomorphes au voisinage de x sans facteurs irréductibles en commun.
L’ensemble des zéros de q contient donc une hypersurface H au voisinage de
x non contenue entièrement dans l’ensemble des zéros de p. On peut alors
trouver un germe de courbe irréductible (en général singulier en x) Γ tel
que Γ soit contenu dans H et non dans les zéros de p. La normalisation de Γ
nous fournit un germe de morphisme h̃ : (D, 0)→ (X,x) tel que, identifiant
OD,0 à C{t} anneau des séries convergentes à une variable et désignant par
v la valuation naturelle sur C{t},

v(p ◦ h̃) = α et v(q ◦ h̃) =∞ .

Nous allons montrer que modifiant h̃ par des termes en t d’ordre assez grand
on peut trouver h : (D, 0)→ (X,x) tel que :

v(p ◦ h) = α et v(q ◦ h) = β, β > α .

En effet soit (x1, . . . , xn) un système de coordonnées sur X au voisinage de
x et posons h̃i(t) = xi ◦ h̃. Alors,

(∗) p
(
h̃1(t) + tN , h̃2(t), . . . , h̃n(t)

)
− p

(
h̃1(t), . . . , h̃n(t)

)
= tNR(t)

où R ∈ C{t},
(∗∗) q

(
h̃1(t) + tN , h̃2(t), . . . , h̃n(t)

)
− q

(
h̃1(t), . . . , h̃n(t)

)
= tNS(t)

où S ∈ C{t}.

Si donc N > α, on déduit de (∗) que v
(
p
(
h̃1(t)+ tN , h̃2(t), . . . , h̃n(t)

))
= α

et de (∗∗) que v
(
q
(
h̃1(t) + tN , h̃2(t), . . . , h̃n(t)

))
� N > α. On peut donc

choisir h1(t) = h̃1(t) + tα+1, hi(t) = h̃i(t), i � 2. �

Démonstration du théorème 2.1. — Il suffit de montrer 2.1 si J est prin-
cipal. Notons f son générateur.

i) ⇒ ii) Voir proposition 1.15.

ii) ⇒ iii) Soit ϕ : OX,x → C{t} le morphisme associé à h et soit v la
valuation naturelle sur C{t}. Il s’agit de voir que ϕ(f) ∈ I · C{t}. Or, il
existe un entier m � 1 tel que I ·C{t} = tm ·C{t} et il suffit en fait que :

v
(
ϕ(f)

)
� m .
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Mais ν̄I·C{t}
(
ϕ(f)

)
� ν̄I(f) � 1 d’après la définition de ν̄ et on a vu que :

ν̄I·C{t}
(
ϕ(f)

)
= ν̄tm·C{t}

(
ϕ(f)

)
=

1
m
ν̄t·C{t}

(
ϕ(f)

)
=

1
m
v
(
ϕ(f)

)
.

iii) ⇒ iv) Nous utilisons ici le lemme 2.4. Le morphisme π étant propre,
il s’agit en fait de montrer que pour tout x′ ∈ π−1(x)

f · OX′,x′ ∈ I · OX′,x′ .

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi en x′. Soit g un générateur de I · OX′,x′ .
D’après l’hypothèse 3), g est non diviseur de zéro et f

g est un élément de
TotOX′,x′ qui n’est pas dans OX′,x′ .

Il existe alors un germe de morphisme h′ : (D, 0) → (X ′, x′) tel que,
v désignant la valuation naturelle sur C{t}, si ϕ′ : OX′,x′ → C{t} est le
morphisme associé à h′, on ait v

(
ϕ′(f)

)
< v

(
ϕ′(g)

)
<∞.

Nous obtenons la contradiction cherchée avec le morphisme h = π ◦ h′ :
(D, 0)→ (X,x).

iv) ⇒ v) Soit π : X
′ → X l’éclatement normalisé de Y . Y étant rare

dans X, π satisfait les conditions 1), 2) et 3) de iv). Or, étant donné un
espace analytique X réduit, il existe un idéal cohérent sur cet espace dont
l’éclatement est la normalisation de X . De plus, le composé de 2 éclatements
est un éclatement (non canoniquement).

v) ⇒ i) L’idéal K définissant un sous espace rare dans X, en tout point
son germe contient un élément non diviseur de zéro. Utilisant le lemme 2.3 et
la cohérence de K on peut supposer que U est assez petit pour que K|U soit
engendré par un nombre fini de sections globales g1, . . . , gm sur U , chaque
gi étant non diviseur de zéro. On peut supposer également que U est assez
petit pour que I|U soit engendré par ses sections globales. Alors π−1(U) est
recouvert par un nombre fini d’ouverts Vi tels que :

X̃|Vi � SpecanOX|U
[g1
gi
, . . . ,

ĝi
gi
, . . . ,

gm
gi

]
.

(On utilise ici la convention habituelle, l’élément sous le ∧ est omis). Sur
chaque ouvert Vi, f s’exprime donc polynomialement en fonction des gk/gi,
k 	= i. K désignant le germe en x de K, on détermine un entier ni � 1 tel
que :

f · gni
i ∈ I ·Kni .
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Posons n =
∑

i=1,...,m

ni et soit fgα1
1 · · · gαn

n . Si α1 + · · · + αn � n, il existe

certainement i0 tel que αi0 � ni0 . On peut alors écrire que :

fgα1
1 · · · gαn

n = fgni0
i0
· gαi0−ni0

i0

∏
j 
=i0

g
αj

j ∈ I ·Kni0Kn−ni0 = IKn .

Ceci montre que :
f ·Kn ⊂ I ·Kn .

K contenant un élément de OX,x non diviseur de zéro, Kn est un OX,x-
module de type fini fidèle. D’après 1.10, ceci suffit à assurer que f ∈ I.

iv)↔ vi) Soit g1, . . . , gm un système de générateurs de I formé d’éléments
non diviseurs de zéro. Le morphisme π étant propre, on peut recouvrir
π−1(x) par un nombre fini d’ouverts Vα relativement compacts sur chacun
desquels un des gi engendre I · OX′ (lemme 2.2). Le morphisme π étant
surjectif, la condition vi) est satisfaite si et seulement si sur chaque Vα le
quotient |f◦π|

sup |gi◦π| est borné. Or si g1 est le générateur de I · OX′ sur Vα,

cette dernière fonction est bornée, si et seulement si |f◦π|
|g1◦π| l’est. Mais en

tout point y de Vα, le germe de g1 est non diviseur de zéro dans OX′,y et
par conséquent f◦π

g1◦π induit un élément de TotOX′,y et X ′ étant un espace
normal, on sait que le fait que cet élément soit borné équivaut au fait que
f◦π
g1◦π appartient à OX′,y pour tout y de Vα, i.e. , f · OX′|Vα

∈ I · OX′|Vα
.

Corollaire 2.5. — Mêmes hypothèses qu’au théorème 2.1. Soit k un
entier � 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) J ⊂ Ik.

ii) ν̄I(J) � k.

Preuve. — C’est immédiat puisque ν̄Ik(J) = 1
k ν̄I(J). �

Corollaire 2.6. — Mêmes hypothèses qu’au théorème 2.1. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) ν̄I(f) =∞.

ii) f = 0.

Preuve. — Il suffit de montrer que i) ⇒ ii). Or, dire que ν̄I(f) = ∞
signifie que ν̄I(f) � k pour tout entier k. D’après 2.5, ceci entrâıne que :

f ∈ ∩k∈NIk .
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De plus, d’après 1.14, puisque une algèbre analytique locale est un anneau
excellent il existe N tel que si k � N , Ik = Ik−N · IN . Ceci entrâıne que :

f ∈ ∩k�NI
k−N = 0 . �

Corollaire 2.7. — Mêmes hypothèses qu’au théorème 2.1. La topolo-
gie de OX,x associée à la fonction d’ordre ν̄I est la topologie I-adique.

Preuve. — D’après 2.5, la topologie deOX,x associée à la fonction d’ordre
ν̄I est la topologie associée à la filtration de OX,x par les idéaux Ik. Cette
filtration est I-bonne d’après 1.14. Elle définit donc la topologie I-adique
[1] § 3. �

Corollaire 2.8. — Mêmes hypothèses qu’au théorème 2.1. Soit k ∈ N.
Si ν̄Ix

(f) � k, il existe un voisinage U de x dans X tel que ν̄Iy
(f) � k pour

tout y ∈ U .

Preuve. — D’après 2.5, f vérifie une relation de dépendance intégrale :

fk + Σaifk−i = 0, νIx
(ai) � ik .

Il existe un voisinage U de x dans X tel que νIy (ai) � ik, si y ∈ U .
Ceci montre que fy ∈ Iky et donc, toujours d’après 2.5 que ν̄Iy (f) � k,
si y ∈ U . �

Théorème 2.9. — Soit X un espace analytique complexe réduit, Y un
sous-espace analytique fermé rare de X, I l’idéal cohérent de OX définissant
Y . Il existe un OX-idéal cohérent noté I tel que pour tout point y de X :

(I)y = Iy = {f ∈ OX,y, ν̄Iy
(f) � 1} .

On l’appelle la clôture intégrale de I.

Preuve. — Soit I l’idéal de OX dont les sections sur un ouvert quel-
conque U de X sont données par :

Γ(U, I) = {f ∈ Γ(U,OX) : ν̄Iy (f) � 1, ∀y ∈ U} .

Il est immédiat que I ainsi défini est un faisceau d’idéaux de OX et que,
d’après 2.8, son germe en y est Iy. Montrons que c’est un idéal cohérent.
Soit π : X

′ → X l’éclatement normalisé de I. On a le diagramme (dans la
catégorie des OX -modules)

I −→ π∗(π∗I) −→ π∗(IOX
′)� �

OX −−−−−−−−−−−−→ π∗(OX
′)
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Les flèches disposées aux 4 côtés du carré sont des injections. En effet, X
est réduit et π surjectif, et π∗ est exact à gauche. L’équivalence de i), iv) et
v) dans 2.1 montre que :

I = π∗(IOX
′) ∩ OX .

Mais d’après le théorème de Grauert, l’image directe d’un module cohérent
en est un et l’intersection de 2 sous-modules cohérents d’un module cohérent
est lui-même un module cohérent. �

Corollaire 2.10. — Les hypothèses sont celles du théorème 2.9. Soit
k ∈ N. Il existe un OX-idéal cohérent noté Ik tel que pour tout y ∈ X

(Ik)y = Iky = {f ∈ OX,y, ν̄Iy (f) � k} .

Preuve. — C’est la clôture intégrale de Ik. �

Proposition 2.11. — Les hypothèses sont celles du théorème 2.9.
⊕

n∈N
In est une OX-algèbre de présentation finie. ⊕

n∈N
In est un ⊕

n∈N
In-

module de type fini.

Nous allons d’abord montrer le lemme suivant dont nous aurons besoin
dans la démonstration et dans la suite :

Lemme 2.12. — Soit K un polycylindre. Il existe un entier N (dépendant
uniquement de K et de I) tel que si n � N , n ∈ N, on a

Γ(K, In) = Γ(K, I)n−N · Γ(K, IN ) .

Preuve. — 2.8 entrâıne immédiatement que pour tout polycylindre K,

Γ(K, In) = {f ∈ Γ(K,OX); ν̄Iy
(f) � n,∀y ∈ K} .

Soit K le OX -idéal cohérent définissant un sous-espace rare dans X et dont
l’éclatement est OX -isomorphe à l’éclatement normalisé de I dans X. Soit
x un point de K et soit f1, . . . , fs un système de générateurs de Inx . Puisque
ν̄In

x
(fi) � 1, d’après 2.1 (voir la partie de la démonstration v)⇒ i), il existe

pi ∈ N tel que :
fiKpi

x ⊂ Inx · Kpi
x .

Soit px = sup pi
Inx · Kpx

x ⊂ InxKpx
x .
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In, K et In étant cohérents, il existe Ux un voisinage de x tel que :

Iny · Kpx
y ⊂ InyKpx

y pour tout y ∈ Ux .

Le polycylindreK étant compact est recouvert par un nombre fini d’ouverts.
Désignons les Ux1 , . . . , Uxt et soit p = sup

i=1,...,t
pxi et U =

⋃
i=1,...,t

Uxi . L’ouvert

U est un voisinage de K dans X.

Iny · Kp
y ⊂ Iny · Kp

y, pour tout y ∈ U,

autrement dit
In|U · Kp|U ⊂ In|U · Kp|U.

D’après [2] lemme 1.12 (c’est une conséquence immédiate du théorème B),
on a

Γ(K, In) · Γ(K,K)p ⊂ Γ(K, I)n · Γ(K,K)p .

De plus, Γ(K,K)p est un module fidèle. En effet si a ∈ Γ(K,K) est tel que
aΓ(K,K) = 0, ceci entrâıne que pour tout x de K, on ait axKx = 0. Le
support du sous espace défini par K étant rare, Kx contient certainement
un élément non diviseur de zéro de OX,x. Ainsi ax = 0 pour tout x de K et
a = 0.

D’après 1.9, Γ(K, In) est donc contenu dans la clôture intégrale de
Γ(K, I)n. Réciproquement, il est facile de voir que si g ∈ Γ(K,OX) est
entier sur Γ(K, I)n, alors g ∈ Γ(K, In), puisque la relation de dépendance
intégrale dans Γ(K,OX)

gk + Σaigk−i, ai ∈ Γ(K, I)ni

induit pour tout x de K, une relation de dépendance intégrale de gx sur Inx
donc que ν̄Ix(f) � n. Nous avons donc montré finalement que Γ(K, In) est
la clôture intégrale de Γ(K, I)n dans Γ(K,OX).

Appliquant maintenant le lemme 1.7, nous obtenons que ⊕
n∈N

Γ(K, In)Tn est

la fermeture intégrale de P
(
Γ(K, I)

)
dans Γ(K,OX)[T ]. L’anneau Γ(K,OX)

étant excellent, ⊕
n∈N

Γ(K, In) est un P
(
Γ(K, I)

)
-module de type fini et

d’après 1.13, il existe un entier N tel que si n � N

Γ(K, I) · Γ(K, I)n = Γ(K, I)n+1

ou encore
Γ(K, I) · Γ(K, In) = Γ(K, In+1) . �
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Démonstration de 2.11. — Puisque ⊕
n∈N

Γ(K, In)
(
resp. ⊕

n∈N
Γ(K, In)

)
est

canoniquement isomorphe à ⊕
n∈N

Γ(K, In)Tn
(
resp. P(Γ(K, I))

)
, le lemme

précédent a montré que ⊕
n∈N

Γ(K, In) est un ⊕
n∈N

Γ(K, In)-module de type

fini. Ceci signifie qu’il existe un entier s et un morphisme surjectif,
⊕

n∈N
Γ(K, In) linéaire :

(
⊕

n∈N
Γ(K, In)

)s −→ ⊕
n∈N

Γ(K, In) . (∗)

Ceci permet de construire un morphisme de ⊕
n∈N
In|K-modules

( ⊕
n∈N
In|K)s −→ ⊕

n∈N
In|K

dont il s’agit de voir qu’il est surjectif. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il
suffit que pour tout x ∈ K, le morphisme

( ⊕
n∈N
Inx )s −→ ⊕

n∈N
Inx

le soit.

Or, tensorisons (∗) au-dessus de Γ(K,OX) par OX,x.

⊕
n∈N

(
Γ(K, In)⊗Γ(K,OX) OX,x

)s −→ ⊕
n∈N

(
Γ(K, In)

)
⊗Γ(K,OX) OX,x

est aussi surjectif. Mais In et In étant des OX -idéaux cohérents et K étant
un polycylindre, le théorèmeA nous dit justement que Γ(K, In) ⊗

Γ(K,OX)
OX,x

= Inx et que Γ(K, In) ⊗
Γ(K,OX)

OX,x = Inx .

L’algèbre ⊕
n∈N
In est donc un ⊕

n∈N
In-module de type fini. La OX -algèbre

⊕
n∈N
In étant elle même de type fini (en tant qu’algèbre), ceci entrâıne à son

tour que ⊕
n∈N
In est une OX -algèbre de type fini. Puisque In est un OX -

module cohérent pour chaque n, ⊕
n∈N
In est une OX -algèbre de présentation

finie.

Références

[1] Bourbaki (N.). — Algèbre commutative, chapitres 3 et 4, Hermann.

[2] Frisch (J.). — Points de platitude d’un morphisme d’espaces analytiques com-
plexes, Inventiones, 4, 118-138 (1967).
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3. Clôture intégrale d’un idéal et éclatement normalisé

Remarque 3.1. — Soit A un anneau nœthérien réduit, A sa normalisa-
tion, I un idéal propre de A et soit J = I.A

Jn = {f ∈ A vérifiant une relation fk+
k∑

i=1

aif
k−i = 0, ai ∈ A, νI(ai) � ni}.

Preuve. — Il suffit de remarquer que la fermeture intégrale de P(I) dans
A[T ] est aussi celle de P(J) dans A[T ]. En effet JT = I.AT est formé
d’éléments de A[T ] entiers sur P(I).

D’autre part, un calcul analogue à celui de 1.7 montre que la fermeture
intégrale de P(I) dans A[T ] est ⊕

n∈N
JnT

n où Jn = {f ∈ A vérifiant une

relation fk + Σaifk−i = 0, ai ∈ A, νI(ai) � ni}.

Mais on sait aussi (1.7) que la fermeture intégrale de P(J) dans A[T ]
est ⊕JnTn. �

Proposition 3.2. — Soient X un espace analytique complexe réduit et
n : X → X le morphisme de normalisation. Soit Y un sous-espace ana-
lytique fermé rare de X, W son image réciproque par n. Soit I (resp. J )
l’idéal cohérent de OX(resp. OX) définissant Y (resp. W ).

L’éclatement normalisé de Y est X-isomorphe au morphisme composé

ProjanX ⊕n∈NJ n π−→X n−→X

où π désigne le morphisme structural.

Preuve. — Posons Z = Projan ⊕
n∈N
J n et soit p : X ′ � Projan ⊕

n∈N
In →

X l’éclatement de Y dans X. Par fonctorialité de la formation du Projan,
il existe q : Z → X ′ tel que q ◦ p = π ◦ n. On sait d’après 2.11 que ⊕In est
un ⊕In-module de type fini. Après la remarque 3.1 le même raisonnement
montre que ⊕J n est un ⊕In-module de type fini. De [1] exposé 19, on
déduit que le morphisme canonique Specan⊕J n → Specan⊕In est un
morphisme fini et a fortiori q. Soit N(X) l’ouvert des points normaux de
X et soit F = �N(X) ∪ |Y |. C’est un fermé analytique rare de X dont
l’image réciproque F ′ dans X ′ est également un fermé rare et q induit un
isomorphisme analytique de Z − (π ◦ n)−1(F ) sur X ′ − p−1(F ).

Montrons maintenant que Z est un espace normal. Pour cela, il suffit que
CZ = Specan⊕J n le soit, i.e. , il suffit, que pour tout x de X, le germe en
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x de ⊕J n soit intégralement fermé dans son anneau total de fractions. Or
posant J = Jx, A = OX,x, nous avons déjà remarqué (1.14) que ⊕JnTn (qui
est canoniquement isomorphe à ⊕Jn) a même anneau total de fractions que
A[T ]. L’espace X ×C étant normal et l’anneau ⊕JnTn étant la fermeture
intégrale de P(J) dans A[T ], il est intégralement clos. D’après [1] exposé
21, cor. 3, q : Z → X ′ est le morphisme de normalisation de X ′. �

Proposition 3.3. — Soit X un espace analytique complexe réduit, Y
un sous-espace analytique fermé rare dont le support contient l’ensemble
des points non normaux de X. Soit I l’idéal cohérent de OX définissant Y .
L’éclatement normalisé de Y est X-isomorphe au morphisme canonique

Projan ⊕
n∈N
In −→ X .

Preuve. — Soit C le conducteur de OX dans OX . Y contenant tous les
points non normaux de X,

√
I est contenu dans

√
C. Localement sur X,

il existe donc un entier k tel que Ik ⊂ C. Soit, comme en 3.2, J l’idéal
cohérent de OX définissant l’image réciproqueW de Y dans X. Localement
sur X, d’après 2.11, il existe un entier N tel que si n � N , J n = J n−NJN .
Si donc n � N + k J n ⊂ C · J n−N−k · JN ⊂ OX ∩ J n = In d’après 3.1.

Or (3.2), Projan⊕J n est isomorphe à l’éclatement normalisé de Y et on
sait que pour tout entier d, Projan ⊕

n∈N
J n (resp. Projan ⊕

n∈N
In) est cano-

niquement isomorphe à Projan ⊕
n∈N
J nd (resp. Projan ⊕

n∈N
Ind). De plus, le

terme de degré 0 dans les sommes directes est inessentiel.

On prendra garde que Specan ⊕
n∈N
In peut ne pas être un espace normal

comme le montre l’exemple suivant : soit X le cusp. Son anneau local est
C{t2, t3}. Soit I l’idéal maximal. On vérifie que In = {Σaiti ∈ C{t}, ai =
0, i < 2n} si n � 1. Soit ϕ : C{t2, t3}[U, V ]→ ⊕

n∈N
In le morphisme gradué

qui envoie U de degré 1 sur t2 ∈ I et V de degré 1 sur t3. Le morphisme
ϕ est surjectif. En effet, on remarque que In = In. Il suffit donc que la
composante homogène de degré 1 de ϕ soit surjective. Or t2 est l’image de
U , t3 celle de V , t2n est l’image de t2(n−1)U , t2n+1 est l’image de t2(n−1)V .
D’autre part kerϕ = (t3U − t2V ) et ⊕In n’est donc pas normal puisque
t = V

U est un élément de son corps des fractions entier et ne lui appartenant
pas. �

Proposition 3.4. — Les notations et hypothèses sont celles de 3.3. Pour
que l’éclatement X ′ de Y soit un espace analytique normal, il faut et il suffit
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que localement sur X, il existe un entier N tel que l’on ait In = In pour
tout n � N .

Preuve. — SupposonsX ′ normal. D’après 2.11, pour tout x ∈ X, il existe
un voisinage U de x dans X et un entier N tel que :

3.4.1. — In+N |U = In|U · IN |U, n ∈ N.

D’autre part, l’éclatement de IN étant canoniquement isomorphe à celui
de I est également un espace analytique normal et d’après 2.1 iv) et v) quitte
à restreindre U , on détermine un entier k tel que :

3.4.2. — IN |U · INk|U = IN(k+1)|U .

En effet, on peut choisir pour K et I, IN , et pour J , IN ; dans la
démonstration de v)→i) on avait montré que localement il existe k ∈ N tel
que JKk ⊂ IKk. Remplaçons n par Nk dans 3.4.1 ; nous obtenons :

IN(k+1)|U = INk|U · IN |U .

Comparant avec 3.4.2, il vient :

IN(k+1)|U = IN(k+1)|U .

Soit M = N(k + 1), il suffit pour conclure de remarquer que si s �M

Is|U = Is−M |U · IM |U .

Réciproquement, on sait que pour tout entier d, l’éclatement de I est iso-
morphe à Projan⊕

n
Ind et d’après 3.3 que l’éclatement normalisé de I est

isomorphe à Projan⊕In donc aussi à Projan⊕Ind. �

Remarque 3.5. — Les notations et hypothèses sont celles de 3.4. Si l’écla-
tement de I est un espace analytique normal, pour tout x de X, il existe
un entier Nx tel que pour tout f ∈ OX,x tel que νIx

(f) � Nx, νIx
(f) est la

partie entière de ν̄Ix
(f).

Avis 3.6. — Nous recherchons un contre-exemple à la proposition 3.4
avec N = 1. (X non réduit s’abstenir).

Référence

[1] Cartan (H.). — Familles d’espaces complexes et fondement de la géométrie analy-
tique, Séminaire Henri Cartan, 13, 2, 1960–1961.
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4. ν̄ et éclatement normalisé

4.0. — Dans ce paragraphe nous allons montrer comment l’on peut cal-
culer ν̄ après éclatement normalisé, et en déduire d’importants résultats de
finitude, notamment la rationalité de ν̄, et le fait que les algèbres graduées
associées à la « filtration par le ν̄ »sont de présentation finie.

4.1. Calcul de ν̄ dans l’éclatement normalisé

4.1. — SoientX un espace analytique complexe réduit et I un OX -idéal
cohérent tel que le support de OX/I soit rare dans X.

Soient π0 : X ′
0 → X l’éclatement de X défini par I, et π : X ′ → X

l’éclatement normalisé de X défini par I, défini comme morphisme composé
π : X ′ →n X ′

0 →π0 X où n désigne la normalisation de X ′
0. On remarquera

que, puisque X est réduit et suppOX/I rare dans X, l’espace X ′
0 est réduit

et donc la normalisation a un sens.

4.2. — Ainsi, I ·OX′ est un idéal inversible dans l’espace normal X ′, et
pour tout ouvert U ⊂ X on peut définir un ensemble de fonctions d’ordre
sur l’anneau Γ(U,OX) comme suit :

Considérons les composantes irréductibles (Dα)α∈A(U) de D|U
(

= D ∩
π−1(U)

)
, où D est le diviseur exceptionnel de π, i.e. , le diviseur de X ′ défini

par I · OX′ .

Puisque X ′|U
(

= π−1(U)
)

est normal, pour chaque α ∈ A(U), il existe
un ouvert analytique dense Vα de Dα tel que, pour tout point x′ ∈ Vα, X ′

et Dred soient lisses en x′. On peut alors choisir un système de coordonnées
locales (u, t1, . . . , tm) pour X ′ en x′ tel que :

i) OX′,x′ � C{u, t1, . . . , tm}

ii) I · OX′,x′ = (ueα) ·C{u, t1, . . . , tm}, où eα ∈ N.

4.3. — Considérons maintenant f ∈ Γ(U,OX), et le sous-espace Zf de
X ′|U défini par l’idéal f · OX′|U (= f ◦ π|U). Puisque D est un diviseur de
X ′|U , et que X ′|U étant normal, d’après le « hauptidealsatz », si f · OX′|U
ne s’annule pas identiquement au voisinage d’un point x′ ∈ X ′|U , toutes les
composantes irréductibles de Zf sont de codimension pure 1 en ce point,
nous pouvons trouver un ouvert analytique Uα ⊂ Vα tel que, en tout point
x′ ∈ Uα nous ayons :

ii)f : f · OX′,x′ = (umα) ·C{u, t1, . . . , tm}
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où :

mα ∈ N, si |Dα| cöincide ensemblistement avec une composante irréductible
de Zf ,

mα = 0, si dim(Dα ∩ Zf ) < dimDα,

et l’on pose : mα = +∞ si f ◦ π s’annule identiquement au voisinage d’un
point de Vα, c’est-à-dire en fait si Dα est contenu dans une composante
irréductible de X ′|U qui est contenue dans Zf .

4.4. — Puisque Dα est irréductible, Uα est connexe, et puisque les en-
tiers mα et eα que nous venons de définir sont clairement localement con-
stants sur Uα, ils sont en fait indépendants du choix de x′ ∈ Uα.

Remarque 4.5. — Pour tout α ∈ A(U), l’application vα : Γ(U,OX) →
N ∪ {+∞} définie par vα(f) = mα satisfait :

1) vα(f + g) � min
(
vα(f), vα(g)

)
2) vα(f · g) = vα(f) + vα(g)

vα est donc une fonction d’ordre.

On définit comme d’habitude vα(I) par un idéal I de Γ(U,OX) par
vα(I) = inf

f∈I
vα(f), et l’on a alors :

eα = vα
(
Γ(U, I)

)
.

Théorème 4.6. — Soient X un espace analytique complexe réduit, I
un OX-idéal cohérent tel que suppOX/I soit rare dans X, et K un sous-
ensemble compact de X.

Il existe un voisinage ouvert U de K dans X tel que :

1) L’ensemble A(U) des composantes irréductibles du diviseur exception-
nel de l’éclatement normalisé π|U : X ′|U → X|U de I est fini.

2) Pour tout f ∈ Γ(K,OX), il existe un voisinage ouvert Ũ de K dans
X contenu dans U et un prolongement f̃ de f à Ũ tel que :

ν̄KI (f) = min
α∈A(Ũ)

vα(f̃)

vα(I|Ũ)
.

(Notations de 4.5 : vα(I|Ũ) = vα
(
Γ(Ũ , I)

)
où l’on a posé par définition :

ν̄KI (f) = inf
x∈K

ν̄xI(f)).
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Avant la démonstration, donnons le

Corollaire 4.7. — Il existe un entier q = q(K, y), que nous appellerons
«dénominateur universel» tel que pour tout ouvert V contenant K, et tout
f ∈ Γ(V,OX), on ait

ν̄KI (f) ∈ 1
q
N ∪ {+∞} .

En particulier, ν̄KI (f), s’il est fini, est un nombre rationnel. (On peut
prendre pour q le p.p.c.m. des vα(I|U)).

La démonstration du théorème 4.6 repose sur la proposition suivante.

Proposition 4.8. — Soient X un espace analytique normal, dénom-
brable à l’infini, I un OX-idéal inversible et f ∈ Γ(X,OX). Notons D
le diviseur de Cartier défini par I et D =

⋃
α∈A

Dα sa décomposition en

composantes irréductibles. Une condition nécessaire et suffisante pour que
fx ∈ Ix pour tout x ∈ X est que pour tout α ∈ A, il existe un point xα ∈ Dα

tel que fxα
∈ Ixα

.

Preuve. — La condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est
suffisante. Notons ϕ ∈ Γ(X,MX) la fonction méromorphe I−1 · f . Nous
appellerons sous-espace-polaire de ϕ, le sous-espace analytique fermé Pϕ de
X associé à l’idéal cohérent Pϕ de OX défini par

Γ(U,Pϕ) = {h ∈ Γ(U,OX) : h · (ϕ|U) ∈ Γ(U,OX) .

Il est clair que Pϕ ⊂ D et que fx ∈ Ix si et seulement si x /∈ Pϕ. Le
germe en tout point x ∈ X de Pϕ est soit vide, soit de codimension 1. (Il
contient une composante irréductible de codimension 1). En effet, écrivons
la décomposition primaire de Pϕ,x dans OX,x

Pϕ,x = q1 ∩ · · · ∩ qk .

Supposons qu’aucun des
√

qi ne soit de hauteur 1. Alors, pour tout idéal
premier p de hauteur 1, il existe h ∈ Pϕ,x tel que h /∈ p. Sinon Pϕ,x ⊂ p
et puisque p est de hauteur 1, il doit cöıncider avec

√
qi pour au moins un

i = 1 · · · k. Donc hϕx ∈ OX,x et ϕx ∈ (OX,x)p. L’anneau OX,x étant normal,
d’après le critère de Serre, ceci entrâıne que ϕx ∈ OX,x, que 1 ∈ Pϕ,x, et
donc que x /∈ Pφ.

Puisque Pϕ ⊂ D et que tout α ∈ A, xα /∈ Pϕ, Pϕ = ∅ (sinon il
cöınciderait avec une composante de D) et fx ∈ Ix pour tout x ∈ X.
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Démonstration du théorème (4.6). — Soit π : X ′ → X l’éclatement nor-
malisé de I dans X, comme au 4.1. Le morphisme π est propre, puisque
composé de deux morphismes propres, et donc tout compactK deX possède
un voisinage U tel que :

i) D|U n’ait qu’un nombre fini de composantes irréductibles (où D est le
diviseur exceptionnel de π, défini par I · OX′ , et D|U signifie D ∩ π−1(U)).

ii) Pour tout voisinage ouvert Ũ ⊂ U de K, π−1(Ũ) rencontre toutes les
composantes irréductibles de D|U . Si l’on préfère, toutes les composantes
irréductibles de D|U rencontrent π−1(K).

En effet, π−1(K) est compact, et par la finitude locale du nombre des
composantes irréductibles d’un espace analytique, possède un voisinage V
tel que D ∩ V n’ait qu’un nombre fini de composantes irréductibles, qui
rencontrent toutes π−1(K). π étant propre, on peut choisir V de la forme
π−1(U) avec U ⊂ X voisinage de K.

Supposons maintenant inf
x∈K

ν̄Ix
(f) � p

q , nombre rationnel. Nous savons

grâce à (2.5 et 2.8) que ν̄Ix(f) � p
q équivaut à l’existence d’un voisinage

ouvert Ux de x dans X tel que pour tout x1 ∈ Ux on ait :

fq · OX,x1 ∈ Ip · OX,x1 .

Ainsi, si nous posons Ũ = (
⋃

x∈K
Ux) ∩ U , (qui est un voisinage de K dans

U), nous avons, en tout point x′ ∈ π−1(Ũ)

fq · OX′,x′ ∈ Ip · OX′,x′

et donc
q · vα(f |Ũ) � p · vα(I|Ũ)

et donc

min
α∈A(U)

vα(f |Ũ)

vα(I|Ũ)
� p
q
.

Ceci nous montre que

inf
α∈A(Ũ)

vα(f |Ũ)

vα(I|Ũ)
� inf

x∈K
ν̄Ix(f) .

Or, supposons que cette inégalité soit stricte ; nous pouvons choisir un
rationnel p′

q′ et un point x0 ∈ K tels que

inf
α∈A(Ũ)

vα(f |Ũ)

vα(I|Ũ)
>
p′

q′
> ν̄Ix0

(f) � inf
x∈K

ν̄Ix
(f) .
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Mais d’après la proposition 4.8, inf
α∈A(Ũ)

vα(f |Ũ)

vα(I|Ũ)
� p′

q′ indique qu’en tout point

x ∈ K, fq
′OX,x ∈ Ip′ · OX,x, et donc, d’après (2.2), ν̄Ix(f) � p′

q′ , d’où la
contradiction cherchée.

4.2. Définition des Ip/q

Définition 4.9. — Soient X un espace analytique complexe réduit, I
un OX-idéal cohérent tel que suppOX/I soit rare. Pour tout ouvert U ⊂ X
on définit :

ν̄UI : Γ(U,OX) −→ R

par
ν̄UI (f) = inf

x∈U

(
ν̄xIx

(f)
)
.

Définition 4.10 (hypothèses et notations de 4.9). — Soit ν ∈ R+.
Considérons le faisceau :

U %−→
{
f ∈ Γ(U,OX)/ν̄UI (f) � ν

}
.

Puisque clairement si U ′ ⊂ U , on a ν̄U
′

I (f |U ′) � ν̄UI (f), ce faisceau est
un idéal de OX , que nous noterons Iν , et dont le germe en x ∈ X est
(Iν)x = {f ∈ OX,x/ν̄Ix

(f) � ν} et plus généralement, pour tout compact
K, l’anneau des sections sur K est

Γ(K, Iν) = {f ∈ Γ(K,OX), ν̄KI (f) � ν} .

Proposition 4.11 (hypothèses et notations de 4.9). — Pour tout
nombre rationnel positif p

q , l’idéal Ip/q de OX est cohérent.

Preuve. — 1ère étape. Vérifier le résultat quand X est normal et I
inversible.

Soit X =
⋃
K

Vk un recouvrement ouvert tel que pour tout k,

I|Vk = ϕk · OX|Vk
, ϕk ∈ Γ(Vk,OX) .

Considérons, pour chaque k, le morphisme πk : V q
k → Vk défini comme

composé V q
k →n V q

k

ωk−→ Vk où n est la normalisation, et ωk le morphisme
structural SpecanVk

Bk −→ Vk, où Bk désigne la OVk
-algèbre finie OVk

[T ]/
(T q − ϕk). Nous disposons de l’idéal inversible Jk sur V q

k engendré par
(t ◦ n)O

V q
k

, où t ∈ Γ(V q
k ,OV q

k
) est l’image de T .

– 815 –



Monique Lejeune-Jalabert, Bernard Teissier

Lemme 4.12. — Ip/q|Vk=πk∗(Jpk )∩OX |Vk (intersection dans πk∗OV q
k

).

Preuve. — Soient U un ouvert de Vk, et f ∈ Γ(U,OX). Supposons
ν̄UI (f) � p

q . Alors, puisque I est supposé inversible, et que X est normal,
d’après 2.1, on a l’inclusion fq · OX|U ⊂ IpOX|U et a fortiori fq · O

V q
k
|U ⊂

Ip · OV
q

k|U
.

Mais par définition de Jk, (Ip|U)O
V q

k
|U = Jpqk · OV q

k
|U . (La restriction

à U dans V q
k signifie bien sûr à π−1

k (U)). Et puisque V q
k est normal et Jk

inversible, on peut déduire du fait que fq ∈ Jpqk que f ∈ Jpk ; en effet
(J−p

k · f)q ⊂ O
V q

k

ce qui, puisque V q
k est normal, implique J−p

k · f ⊂ OV q
k
,

donc f ∈ Jpk .

Ainsi, nous venons de vérifier que :

ν̄UI (f) � p
q
⇒ f ∈ Γ(U, πk∗J

p
k ∩ OVk

)

c’est-à-dire encore :

Ip/q|U ⊆ (πk∗J
p
k ∩ OVk

)|U .

Montrons l’inclusion inverse. Soit f ∈ Γ(U, πk∗J
p
k∩OVk

) il vient, par définition
de l’image directe :

f ◦ πk = f · O
V q

k
|U ∈ J

p
k · OV q

k
|U ,

d’où
fq · O

V q
k
|U ⊂ ϕ

p
k · OV q

k
|U

et donc, d’après 2.1 iv), puisque V q
k est normal, que πk est surjectif, pour

tout x ∈ U , fq · OX,x ∈ Ip · OX,x, donc ν̄xI(f) � p
q et f ∈ Γ(U, Ip/q). QED

pour le lemme. �

Corollaire 4.13. — Si I est un idéal inversible d’un espace normal X,
tel que suppOX/I soit rare dans X, Ip/q est un OX-idéal cohérent, pour
tout rationnel positif p

q .

En effet, πk est propre, et Jpk un idéal cohérent pour tout p. Donc d’après
le théorème de Grauert, son image directe πk∗Jp est cohérente, et son inter-
section dans le OVk

-module cohérent πk∗OV q
k

avec OVk
est encore un module

cohérent, et donc un idéal cohérent de OVk
.

– 816 –



Clôture intégrale des idéaux et équisingularité

Remarque 4.14. — Ip/q n’est pas en général inversible, comme le montre
l’exemple suivant : soit X le cône quadratique défini dans C3 par ξη = z2

et soit I l’idéal engendré par ξ. L’idéal I1/2 est engendré par ξ et z.

2e étape de la démonstration de 4.11 :

Lemme 4.15. — Soient X un espace analytique complexe réduit, I un
OX-idéal cohérent définissant un sous-espace rare dans X. Soit π : X ′ → X
l’éclatement normalisé de I (4.1). On a :

Ip/q = π∗(I · OX′)p/q ∩ OX .

Preuve. — Soient U un ouvert de X, et f ∈ Γ(U, Ip/q). Pour tout x ∈ U ,
ν̄xI(f) � p

q , i.e. , ν̄Ix
(f · OX,x) � p

q , ce qui d’après (2.1) entrâıne que pour
tout x′ ∈ π−1(U), on a fq · OX′,x′ ⊂ Ip · OX′,x′ , d’où : ν̄x

′

I·OX′ (f · OX′) � p
q

pour tout x′ ∈ π−1(U). Donc

f · OX′|U ⊂ (I · OX′|U )p/q,

ce qui montre
Ip/q ⊂ π∗(I · OX′)p/q ∩ OX .

Réciproquement si f ∈ Γ(U,OX) est tel que f · OX′|U ⊂ (I · OX′|U )p/q, on
a (2.1)

fq · OX′|U ⊂ (I · OX′|U )p = (I · OX′|U )p

puisque I · OX′ est un idéal inversible d’un espace normal. Donc

fq · OX′|U ⊂ Ip · OX′|U

ce qui, toujours d’après (2.1), signifie que pour tout x ∈ U
fq · OX,x ⊂ Ip · OX,x ,

i.e. , ν̄xI(f) � p
q , ∀x ∈ U et donc f ∈ Γ(U, Ip/q). QED pour le lemme. �

Corollaire 4.16. — Soient X un espace analytique réduit et I un OX-
idéal cohérent définissant un sous-espace rare dans X. Le OX-idéal Ip/q

est cohérent, et son germe (Ip/q)x en un point x ∈ X est Ip/qx = {f ∈
OX,x/ν̄Ix(f) � p/q}.

Preuve. — D’après 4.13, (I · OX′)p/q est un OX′ -idéal cohérent ; puisque
π : X ′ → X, éclatement normalisé de I, est propre, π∗(I · OX′)p/q est
un sous-OX -module cohérent du OX -module cohérent π∗OX′ , donc Ip/q,
intersection de deux sous-OX -modules cohérents d’un OX -module cohérent,
est cohérent. �
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4.3. L’algèbre graduée P1/q
(I)

Définition 4.17. — Soient X un espace analytique complexe réduit,
I un OX-idéal cohérent et q un entier positif. On appelle algèbre des 1

q -
puissances de I la OX-algèbre

P1/q
(I) = ⊕∞

p=0Ip/q · T p/q ⊂ OX [T 1/q]

où OX [T 1/q] désigne la OX-algèbre OX [T,U ]/(T − Uq).

Proposition 4.18. — Pour tout entier positif q, la OX-algèbre graduée
P1/q

(I) est de présentation finie.

Preuve. — D’après ([1] ch. I, 1.4) puisque Ip/q est un OX -idéal cohérent,
il suffit de vérifier que P1/q

(I) est une OX -algèbre de type fini. �

Lemme 4.19. — La OX-algèbre P1/q
(I) est la fermeture intégrale dans

OX [T 1/q] de P(I) =
∞∑
n=0
InTn ⊂ OX [T ] ⊂ OX [T 1/q].

Preuve. — Nous savons grâce à ([3] ch. VII §2, ou Bourbaki, Alg. Comm.,
ch. 5-6, page 30) que la fermeture intégrale P(I) de P(I) dans OX [T 1/q]
est une sous-OX -algèbre graduée de OX [T 1/q]. Nous pouvons donc nous
restreindre au calcul de ses éléments homogènes.

Nous allons voir que le lemme 4.19 résulte de :

Proposition 4.20. — Soient O une algèbre analytique, I un idéal de
O, f ∈ O non inversible, et d ∈]0,+∞]. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) ν̄I(f) � d

2) Il existe une relation de dépendance intégrale

fk + a1fk−1 + · · ·+ ak = 0

avec ai ∈ O tels que νI(ai) � id.
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En fait, nous n’avons besoin ici que du cas particulier où d = p
q , que nous

allons montrer directement, et qui d’ailleurs, après 4.7 suffit pour montrer
le cas général. Une autre démonstration, n’utilisant pas le Théorème 2.1,
est donnée en appendice.

Supposons donc ν̄I(f) � p
q , c’est-à-dire ν̄I(fq) � p. On a, grâce à

(2.1) : fq ∈ Ip, c’est-à-dire que nous disposons d’une relation de dépendance
intégrale :

fqk +
k∑

i=1

aif
q(k−i) = 0 où ai ∈ Ipi,

mais cette relation peut aussi se lire comme relation de dépendance intégrale
pour f

fqk +
qk∑
j=q

ajf
qk−j vérifiant νI(aj) � j p

q
.

Réciproquement, supposons que f satisfasse

(E) f � + a1f �−1 + · · ·+ a� = 0 avec νI(aj) � j p
q
.

Pour tout morphisme O →ϕ C{t}, on a(
ϕ(E)

)
ϕ(f)� + ϕ(a1)ϕ(f)�−1 + · · ·+ ϕ(a�) = 0

et
v
(
ϕ(aj)

)
� j p
q
v
(
ϕ(I)

)
où v désigne la valuation t-adique. Nous allons en déduire que

v
(
ϕ(f)

)
� p
q
v
(
ϕ(I)

)
.

Pour cela remarquons d’abord que

v
(
ϕ(f)�−j · ϕ(aj)

)
� (�− j)v

(
ϕ(f)

)
+ j
p

q
v
(
ϕ(I)

)
puisque v

(
ϕ(aj)

)
� j pq v

(
ϕ(I)

)
. Donc si nous avions

v
(
ϕ(f)

)
<
p

q
v
(
ϕ(I)

)
,

nous en déduirions

v
(
ϕ(f)�−j · ϕ(aj)

)
> � · v

(
ϕ(f)

)
pour tout 1 � j � �
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et d’après la relation de dépendance intégrale ϕ(E) :

� · v
(
ϕ(f)

)
� min

1�j��
v
(
ϕ(f)�−j · ϕ(aj)

)
> � · v

(
ϕ(f)

)
et donc une contradiction.

Ceci montre que pour tout morphisme ϕ : O → C{t}, nous avons
v
(
ϕ(f)

)
� p

q v
(
ϕ(I)

)
, i.e. , v

(
ϕ(fq)

)
� v

(
ϕ(Ip)

)
et d’après (2.1), ceci

implique fq ∈ Ip dans O, c’est-à-dire ν̄I(f) � p
q . �

4.21. — Démontrons maintenant 4.19.

Il suffit de montrer que pour tout x ∈ X, le germe P1/q
(I)x en x de

P1/q
(I) est la fermeture intégrale dans OX,x[T 1/q] de P(I)x ⊂ OX,x[T ]

et comme nous avons vu, il suffit de montrer qu’un élément homogène de
OX,x[T 1/q] est entier sur P(I)x si et seulement s’il appartient à P1/q

(I)x.

Soit donc f ·T p/q ∈ OX,x[T 1/q], entier sur P(I)x, c’est-à-dire satisfaisant
une équation :

(f · T p/q)k +A1(f · T p/q)k−1 + · · ·+Ak = 0 ; Ai ∈ P(I)x

dans OX,x[T 1/q]. Par homogénéité, nous pouvons supposer Ai = Bi · T a(i)

avec Bi ∈ Ia(i)x , et a(i) = ip
q , et égaler à zéro le cœfficient de T

kp
q donne :

fk +B1f
k−1 + · · ·+Bk = 0 avec νIx(Bi) � ip

q

ce qui entrâıne, d’après 4.20 :

f ∈ Ip/qx , donc f · T p/q ∈
(
P1/q

(I)
)
x

= P1/q
(Ix) .

Réciproquement, supposons f · T p/q ∈ P1/q
(Ix), c’est-à-dire f ∈ Ip/qx , ou

encore fq ∈ Ipx. Ecrivons une relation de dépendance intégrale :

(fq)k +B1(fq)k−1 + · · ·+Bk = 0 avec Bi ∈ Ip·ix .

Après multiplication par T kp, on peut réécrire ceci :

(f · T p/q)kq +B1T
p(f · T p/q)(k−1)q + · · ·+BkT

pk = 0

ce qui montre bien que f ·T p/q est entier sur P(Ix), et achève la démonstration
de 4.19.

– 820 –
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Remarque 4.22. — En fait 4.19 et 4.20 sont des énoncés équivalents. Le
même argument que celui développé en 2.11 montre que P1/q

(I) est un
P(I)-module de type fini donc une OX -algèbre de type fini, ce qui achève
la démonstration de 4.18.

Corollaire 4.23. — Soient X un espace analytique complexe réduit, et
I un OX-idéal cohérent dont le support est rare dans X. Tout point x ∈ X
possède un voisinage ouvert U tel qu’il existe un entier N = N(U) tel que :

(I|U)k · (I|U)p/q = (I|U)(p/q)+k dès que
p

q
� N .

Corollaire 4.24. — Dans la situation de 4.3, pour tout entier positif
q, la OX-algèbre graduée définie par

gr1/qI OX = ⊕∞
p=0Ip/q/I

p+1
q

est une OX/I-algèbre graduée de présentation finie.

Preuve. — Tout d’abord, il résulte immédiatement du fait que ν̄Ix
(f ·

g) � ν̄Ix(f)+ ν̄Ix(g) pour tous f, g ∈ OX,x, que I ·Ip/q ⊂ I
p+1

q et donc que
gr1/qI OX est en fait une OX/I-algèbre graduée. De plus, ceci nous donne
un homomorphisme surjectif de OX/I-algèbre graduées :

P1/q
(I)⊗OX

OX/I −→ gr1/qI OX −→ 0

ce qui entrâıne que gr1/qI OX est une OX/I-algèbre graduée de type fini,
d’après 4.18, et donc est de présentation finie d’après ([1] ch. I, 1.4) puisque
chacune de ses composantes homogènes est un OX/I-module cohérent,
comme quotient du OX/I-module cohérent Ip/q ⊗

OX

OX/I. �

4.25. — Nous allons maintenant utiliser l’existence du « dénominateur
universel » de 4.7 pour montrer que localement, toutes les algèbres graduées
que l’on a envie d’associer à la filtration par le ν̄ sont du type étudié ci-
dessus.

Proposition 4.26. — Soient X un espace analytique réduit, et I un
OX-idéal cohérent. Considérons, pour tout nombre réel ν ∈ R+ le faisceau
Iν(resp. Iν+) associé au préfaisceau

U %−→ {f ∈ Γ(U,OX)/ν̄UI (f) � ν}(
resp. U %−→ {f ∈ Γ(U,OX)/ν̄UI (f) > ν}

)
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et la OX/I-algèbre graduée (par R0 = {ν ∈ R, ν � 0})

grIOX = ⊕ν∈R0Iν/Iν+ .

Pour tout x ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un entier
q tels que l’injection canonique gr1/qI OX |U ↪→ grIOX |U soit un isomor-
phisme.

Preuve. — D’après 4.7, il existe un voisinage U de x ∈ X et un entier
q tel que ∀x′ ∈ U , ν̄Ix′ (f) ∈ 1

qN pour tout f ∈ OX,x′ . En effet, il suffit
de choisir U assez petit pour que toutes les composantes irréductibles du
diviseur exceptionnel D de l’éclatement normalisé π : X ′ → X de I qui
rencontrent π−1(U) rencontrent π−1(x), et de prendre pour q le p.p.c.m. de
{eα, α ∈ A(U)}. �

Corollaire 4.27. — grIOX est une OX/I-algèbre graduée de présen-
tation finie.

En effet, être de présentation finie est une condition locale, par définition,
et gr1/qI OX est de présentation finie d’après 4.21.

Remarque 4.28. — grIOX étant en fait réduite, elle est de façon naturelle
une OX/

√
I-algèbre, et de présentation finie en tant que telle, d’après 4.27.

Appendice au § 4

Démonstration de 4.20 en général, et une autre démonstration de la
rationalité de ν̄I(f) au moyen de la théorie des installations.

A 1. — Rappelons brièvement qu’on appelle installation la donnée d’un
espace analytique complexe Z, de sous-espaces X et W de Z et d’une
rétraction r : Z → W , et que l’on note un tel objet '· = (X,Z,W, r).
La catégorie des installations est le cadre naturel de construction de poly-
gones de Newton. Nous nous plaçons dans le cas où r est une rétraction
lisse à fibre isomorphe à Ct. Étant donné un sous-espace analytique fermé
Y de X ∩W , pour tout d ∈ R+ ∪ {∞}, on associe à '· son cône normal
anisotrope de long de Y , de tropisme d, noté Cd

�· ,Y . C’est le sous-cône de
CW,Y ×Y [CZ,W×W Y ] défini par l’idéal inY ('· ,'· , d) de grY OW [Z1, . . . , Zt]
construit comme suit: pour

g =
∑
a∈Nt

gaz
a ∈ OZ,x � O{z},
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on pose νY (g, d) = sup{µ/g ∈ I(d, µ)}, où I(d, µ) est l’idéal de O{z} en-
gendré par les hza tels que a+ νY (h)/d � µ, et

inY (g, d) =
∑

a+νY (gA)/d=νY (g,d)

inY gaZa.

L’idéal inY ('· ,'· , d) est l’idéal de grY OW [Z1, . . . , Zt] engendré par les éléments
inY (g, d) lorsque g parcourt l’idéal J définissant X dans Z.

On a alors le

Théorème [1], [2]. — Étant donné x ∈ Y ⊂W ∩X, il existe une suite
finie de nombres rationnels 0 < d1 < · · · < ds <∞ telle que l’on ait :

1) Pour tout i, 1 � i � s + 1, le germe de Cd
�· ,Y en x est indépendant

de d ∈]di−1, di[. Notons C�· ,Y (i) ce germe.

2) Les C�· ,Y (i) sont tous distincts.

Les di sont appelés tropismes critiques de l’installation '· le long de Y
en x.

De plus, si nous considérons l’installation :(
Cd

�· ,Y , CW,Y ×
Y

[CZ,W ×
W
Y ], CW,Y , P1

)
il existe ε > 0 tel que le germe en x du cône normal anisotrope le long de
Y , de tropisme 0, de cette installation s’identifie canoniquement au germe
en x de Cδ

�· ,Y pour δ ∈ [d− ε, d[.

A 2. — Reprenons maintenant notre algèbre analytique O, correspon-
dant à un germe d’espace analytique (W,x), notre idéal I définissant un
sous-espace fermé (Y, x) ⊂ (W,x), et soient Z = W × C et y = x × {0}.
On considère (W,x) comme un sous-espace de (Z, y) en identifiant (W,x) à
(W × {0}, y). Etant donné f ∈ O tel que ν̄I(f) 	= 0, l’idéal J = (z − f) ⊂
OZ,y

∼= O{z} définit un sous-espace fermé (X, y) de (Z, y), et quitte à élever
f à une puissance assez grande, nous pouvons supposer que f ∈ I, d’où
(Y, y) ⊂ (X ∩ W, y). Nous pouvons donc considérer l’installation '· (f) =
'· = (X,Z,W,pr1) où pr1 est la projection W ×C → W , et le germe en y
des cônes normaux anisotropes Cd

�· ,Y le long de Y .

A 3. — Nous sommes maintenant en position pour démontrer 4.20, c’est-
à-dire l’équivalence, pour un d ∈]0,+∞] des assertions :

1) ν̄I(f) � d.
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2) Il existe une relation de dépendance intégrale

f � + a1f �−1 + · · ·+ a� = 0 avec νI(ai) � d · i·

A.3.1. —

1) ⇒ 2). Le point crucial est que par définition de ν̄, pour tout ε > 0
(resp. pour tout A si d = +∞) il existe un k0 tel que si k � k0, νI(fk)

k > d−ε
(resp. νI(fk)

k > A) ce qui signifie que dans notre installation '· = '· (f),
puisque zk − fk = (z − f)(zk−1 + zk−2f + · · ·+ fk−1) ∈ J idéal définissant
X dans Z, par définition des cônes normaux anisotropes le long de Y , (en
écrivant z pour inY

(
(z),'· , d− ε)

)
nous avons

zk ∈ inY ('· ,'· , d− ε) ⊂ grI OW,x[z](
inY ('· ,'· , d − ε)

)
est l’idéal définissant Cd−ε

�· ,Y dans CX,Y × C = CX,Y ×
[CZ,W ×

W
Y ]. Ainsi, il doit exister g ∈ (z − f)OW,x{z} = J tel que

inN
(
inY (g,'· , d)

)
= zk (resp. avec d = +∞)

où N est l’idéal de grI O[z] engendré par
∞
⊕
i=1

griI O (où OW,x = O). Nous

pouvons écrire un tel élément g sous la forme :

g = (b0 + b1z + · · ·+ bk−1z
k−1 + · · ·)(z − f)

= −b0f + (b0 − b1f)z + · · ·+ (bk−1 − bkf)zk + · · ·

et le fait que inN
(
inY (g,'· , d)

)
= zk impose que :


bk−1 − bk · f = 1 mod I

νI(bi−1 − bi · f) � (k − i) d i = 1, . . . , k − 1
νI(b0 · f) � k · d

La première relation implique que bk−1 est inversible dans O, car f ∈ I.
Nous pouvons donc remplacer g par b−1

k−1 · g, et donc supposer bk−1 = 1.
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Définissons maintenant ai ∈ O, 1 � i � k, par :

bk−2 = f + a1
...

bi−1 = bi · f + ak−i

...
b0 = b1f + ak−1

b0f = −ak
avec νI(a1) � d, νI(ak−i) � (k − i)d, 0 � i � k − 1.

Nous avons donc :

b0 = fk−1 + a1fk−2 + · · ·+ ak−1

et donc
fk + a1fk−1 + · · ·+ ak = 0 avec νI(ai) � id

ce qui achève de prouver 1) ⇒ 2).

A.3.2. —

Pour montrer que 2) ⇒ 1), souvenons-nous qu’en 4.20, nous l’avons
montré que tout d rationnel. Si donc nous avons une relation

f � + a1f �−1 + · · ·+ a� = 0 avec νI(ai) � id ,

pour tout rationnel p
q < d, nous avons ν̄I(f) � p

q , ce qui montre bien
ν̄I(f) � d.

A.3.3. —

Corollaire. — ν̄I(f) = +∞⇐⇒ ∃k tel que fk = 0.

A 4. —

Théorème. — ν̄I(f) est le plus grand tropisme critique di de l’installa-
tion '· (f) tel que le cône normal anisotrope Cdi

�· ,Y ⊂ CW,Y ×C ne contienne
pas Y ×C au voisinage de y (Y étant vu comme section nulle du cône relatif
CW,Y → Y ).

Posons d = ν̄I(f).

Si d n’était pas un tropisme critique, il existerait ε > 0 tel que inY ('· ,'· , δ),
germe en y de l’idéal définissant Cδ

�· ,Y dans CW,Y ×C ne dépende pas de
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δ ∈ [d − ε, d + ε]. Le même raisonnement qu’en A.3.1 permettrait de con-
struire g ∈ (z − f)O{z} tel que

zk = in(g, d+ ε)

et une relation de dépendance intégrale

fk + a1fk−1 + · · · ak = 0

avec νI(ai) � i(d+ ε).

D’après A.3.2, on aurait ν̄I(f) � d + ε. ν̄I(f) est donc un tropisme
critique.

Montrons maintenant que Y × C 	↪→ Cd
�· ,Y et que Y × C ↪→ Cδ

�· ,Y si
δ > d, au voisinage de y. En effet, on a une relation de dépendance intégrale :

fk + a1fk−1 + · · ·+ ak = 0 νI(ai) � id

soit
g = (zk − fk) + a1(zk−1 − fk−1) + · · · ak−1(z − f) .

On a :
g ∈ (z − f)O{z} et νY (g, d) = k

inY (g, d) = zk + in a1zk−1 + · · ·+ in ak /∈ ⊕i�1 griY W [z] .

Si par contre pour un δ > d, on avait Y ×C 	↪→ Cδ
�· ,Y , c’est-à-dire

inY ('· ,'· , δ) 	↪→ ⊕i�1 griY W [z]

il existerait g ∈ (z − f)O{z} tel que

inY (g, δ) /∈
⊕
i�i

griY W [z]

et on aurait avec N = ⊕
i�1

griY W [z]

zk = inN
(
in(g, δ)

)
donc comme en A.3.1, ν̄I(f) � δ > d.

A.4.1. —

Corollaire. — ν̄I(f) ∈ Q ∪ {∞}.
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5. ν̄ et arcs analytiques

5.0. — Les résultats de ce paragraphe ont pour but de justifier le calcul
de ν̄, dans certains cas, par restriction à des arcs « suffisamment généraux »,
et de préciser les limites de cette méthode.

Définition 5.1. — Soit X un espace analytique complexe. On appelle
arc analytique sur X centré en un point x ∈ X un germe de morphisme
h : (D, 0)→ (X,x) où D = {t ∈ C, |t| < 1}. On notera AX,x l’ensemble des
arcs non triviaux centrés en x, c’est-à-dire des arcs tels que Im(h) 	= {x},
ou encore tels que le morphisme h∗ : OX,x → OD,0 ne soit pas nul. [Un arc
analytique centré dans un sous-espace Y ⊂ X, i.e. , tel que h(0) ∈ Y , sera
noté h : (D, 0) → (X,Y )]. Si h ∈ AX,x, puisque OD,0 est un anneau de
valuation discrète, on peut associer à f ∈ Γ(X,OX) l’entier v(f ◦ h) ∈ Z+

où f ◦ h = h∗(f · OD,0). De même on peut définir v(I ◦ h) pour un idéal
I de OX par v(I ◦ h) = v

(
h∗(I · OX,x)

)
, v désignant toujours la valuation

naturelle de OD,0 (i.e. , l’ordre en t, si OD,0
∼= C{t}).

Théorème 5.2. — Soient X un espace analytique complexe, I un OX-
idéal cohérent, et x ∈ X.

Pour tout f ∈ Γ(X,OX), on a :

ν̄xI(f) = inf
h∈AX,x

{v(f ◦ h)
v(I ◦ h)

}

Preuve. — Après 4.7 ou A.4.1, nous pouvons écrire : ν̄xI(f) = p
q (p, q,

entiers) et, après 0.19 et 2.1 :

fq · OX,x ∈ Ip · OX,x

et le critère valuatif de dépendance intégrale implique :

v(fq ◦ h) � v(Ip ◦ h), ∀h ∈ AX,x
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d’où :
v(f ◦ h)
v(I ◦ h) � p

q
= ν̄xI(f), ∀h ∈ AX,x

et :

ν̄xI(f) � inf
h∈AX,x

{v(f ◦ h)
v(I ◦ h)

}
.

Pour achever la preuve de 5.2, raisonnons par l’absurde et supposons l’inégalité
ci-dessus stricte : soit p′

q′ un rationnel tel que

ν̄xI(f) <
p′

q′
� inf

h∈AX,x

{v(f ◦ h)
v(I ◦ h)

}
,

et donc tel que v(fq
′ ◦ h) � v(Ip′ ◦ h), ∀h ∈ AX,x.

Le critère valuatif de dépendance intégrale fournit :

fq
′ · OX,x ∈ Ip′ · OX,x

et [2.1] nous donne alors :

ν̄xI(f) � p
′

q′

et la contradiction cherchée. �

5.3. — Commentaires géométriques sur 5.2 : après la construction faite
au paragraphe précédent, il n’est pas difficile d’imaginer un cas où nous
saurons construire un arc donnant exactement le minimum. Reprenons les
notations de 4.2, et supposons que le minimum du théorème 4.6, soit
atteint sur une composante Dα (cf. 4.3 et 4.4) du diviseur exceptionnel
D de l’éclatement normalisé π : X ′ → X de I, telle que π−1(x) rencontre
l’ouvert Uα des points « assez généraux » de Dα. Choisissons un germe de
courbe analytique lisse centré en un point x′ ∈ π−1(x) ∩ Uα, et transversal
à Dα en x′, i.e. , un arc h′ ∈ AX′,x′ tel que h′∗(u) ∈ OD,0 soit de valuation
1, où (u)eα ∈ C{u, t1, . . . , tn} est l’idéal de Dα dans X ′ au voisinage de x′.
On aura alors clairement, toujours avec les notations de 4.1 :

eα = v
(
(I · OX′,x′) ◦ h′

)
; mα = v

(
(f · OX′,x′) ◦ h′

)
et donc, pour h = π ◦ h′ ∈ AX,x,

v(f ◦ h)
v(I ◦ h) =

mα

eα
= ν̄xI(f). (d’après 4.6)

Soit maintenant, pour chaque composante irréductible |Y |i de |Y | =
suppOX/I,A(i) l’ensemble des α ∈ A (A indiciant les composantes irréducti-
bles du diviseur exceptionnel D ⊂ X ′ cf. 4) tels que π(Dα) = |Y |i (π(Dα)
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est un sous-espace fermé de X par la propreté de π). Et pour chaque i, soit
ν̄i = minα∈A(i)( eα

mα
). Au moins au voisinage d’un compact donné de X, les

A(i) sont finis, et ν̄i ∈ Q∪{+∞}. Pour α ∈ A(i), π(Uα) contient un ouvert
analytique dense de |Y |i et donc en particulier pour les α ∈ A(i) tels que
eα

mα
= ν̄i.

Ceci suffit pour montrer la

Proposition 5.4. — Étant donné un idéal cohérent I sur un espace
analytique complexe X, et f ∈ Γ(X,OX), l’ensemble des points x ∈ |Y | =
suppOX/I tels qu’il existe h0 ∈ AX,x tel que :

ν̄xI(f) =
v(f ◦ h0)
v(I ◦ h0)

= inf
h∈AX,x

{v(f ◦ h)
v(I ◦ h)

}
contient un ouvert analytique partout dense de |Y |.

En particulier, si suppOX/I = {x}, |D| = |π−1(x)| et l’on peut toujours
calculer ν̄xI(f) en prenant pour h un disque π◦h′, où h′ est construit comme
en 5.3.

Proposition 5.5. — Soient X, I et f ∈ Γ(X,OX) comme dans le
théorème 5.2.

Soit p : X1 → X un morphisme d’espaces analytiques complexes propre
et surjectif. Alors, posant I1 = I ·OX1 , f1 = f ◦p ∈ Γ(X1,OX1), on a, pour
tout x ∈ X

ν̄xI(f) = ν̄p
−1(x)

I1
(f1)

déf
= min

x1∈p−1(x)
ν̄x1
I1

(f1) .

Preuve. — Ceci résulte immédiatement de 5.2 et du critère valuatif de
propreté. �

Remarque 5.6. — La comparaison de 5.5 et du théorème 4.6 (§4) peut
surprendre, puisque 5.5 implique que tous les arcs analytiques h′ : (D, 0)→(
X ′, π−1(x)

)
(π : X ′ → X est toujours l’éclatement normalisé de I) nous

donnent
v(f ′ ◦ h′)
v(I ◦ h′) � min

{vα(f)
eα

}
ce qui est relativement peu aisé à vérifier directement.
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5.7. — Un cas où l’on peut calculer ν̄ à l’aide d’un arc analytique.

Soient X un espace analytique réduit de dimension d � 1, x ∈ X tel
que OX,x soit un anneau de Cohen-Macaulay, et I un OX -idéal tel que
suppOX/I = {x}, i.e. , I = I · OX,x est primaire pour l’idéal maximal
M de OX,x = O. Supposons d’abord que I puisse être engendré par une
suite régulière (ϕ1, . . . , ϕd) (d = dimO). Nous pouvons alors définir une
famille de germes de courbes dans (X,x), paramétrée par Pd−1, comme
suit : (ϕ1, . . . , ϕd) définissent un germe de morphisme Φ : (X,x)→ (Cd, 0),
fini d’après le théorème de préparation de Weierstrass, puisque Φ−1(0) est
défini par I et que

√
I = M. À chaque point � ∈ Pd−1 correspond une

droite � dans (Cd, 0) et
(
Φ−1(�), x

)
est un germe de courbe contenu dans

(X,x), que nous noterons (C�, x).

Il y a une bien meilleure façon de décrire cette famille de courbes.
L’éclatement de I dans X peut être décrit comme l’adhérence X ′

0 dans
X×Pd−1 du graphe de morphismeX−{x} → Pd−1 défini par x′ %→

(
ϕ1(x′) :

· · · : ϕd(x′)
)
∈ Pd−1. Le morphisme π0:X ′

0 → X déduit de la première
projection est l’éclatement de I dans X. Nommons GI : X ′

0 → Pd−1 le
morphisme induit par la seconde projection. Alors, on vérifie sans mal que
C� = π0

(
G−1

I (�)
)
.

On peut utiliser par exemple le fait que si l’on choisit des coordonnées
homogènes (T1 : · · · : Td) sur Pd−1, X ′

0 est défini dans X ×Pd−1 par l’idéal
engendré par les {(Tiϕj − Tjϕi), i 	= j}. De plus, π−1

0 (x) est isomorphe à
Pd−1 par GI |π−1

0 (x). Nous noterons σ l’isomorphisme inverse.

Ainsi nous pouvons considérer GI : X ′
0

σ

�Pd−1 comme une famille de
germes de courbes, et d’après le théorème de Bertini-Sard, puisque X ′

0 est
réduit, il existe un ouvert de Zariski dense U ⊂ Pd−1 tel que si � ∈ U ,(
G−1

I (�), σ(�)
)

est un germe de courbe réduite. Par ailleurs, quitte à re-
streindre U on peut supposer que la normalisation X ′ n−→ X ′

0 vérifie :

5.8. —

1) Le morphisme composé GI ◦ n = GI : X ′ → Pd−1 est lisse (=plat et
à fibre lisse) en tout point de G

−1

I (�), � ∈ U .

2) Le morphisme induit G
−1

I (�) → G−1
I (�) est la normalisation, pour

tout � ∈ U .

3) Le nombre des composantes irréductibles de
(
G−1

I (�), σ(�)
)

est indépen-
dant de � ∈ U .
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4) Chaque composante irréductible de G−1
I (�) est un arc sur X ′ passant

par un point non singulier de X ′, où Dred est aussi non singulière, et trans-
verse à Dred en ce point. [D est comme d’habitude le diviseur exceptionnel
de l’éclatement normalisé X ′ → X].

Puisque π0 est un isomorphisme hors de π−1(x), π0 induit un isomor-
phisme G−1

I (�)− {σ(�)} ∼−→C� − {x}.

Soit C� =
r⋃
1

Γq la décomposition de C� en composantes irréductibles. Si

� ∈ U , chaque Γq est réduite et irréductible, et fournit un arc hq : (D, 0)→
(X,x).

Proposition 5.9. — Pour tout f ∈ OX,x, il existe un ouvert de Zariski
non vide V de Pd−1 tel que si � ∈ V , il existe une composante irréductible
Γq de C� telle que

ν̄xI(f) =
v(f ◦ hq)
v(I ◦ hq)

.

Preuve. — Il suffit d’appliquer 5.3 à la situation créée ci-dessus. �

Ainsi, nous pouvons affirmer dans ce cas-ci qu’une composante irréducti-
ble d’une courbe définie par d − 1 combinaisons linéaires « génériques » de
générateurs de Ix, calcule ν̄ pour nous.

6. ν̄ et exposants de 4Lojasiewicz

6.0. — Nous allons montrer ici qu’un calcul de ν̄ est en fait un calcul
d’exposant de 3Lojasiewicz, et en déduire la rationalité de ces derniers en
géométrie analytique complexe. Ce paragraphe-ci est clairement le seul que
l’on ne puisse pas transcrire en géométrie algébrique !

Définition 6.1. — Soient X un espace analytique complexe réduit, I
un OX-idéal cohérent, f ∈ Γ(X,OX) et K un sous-ensemble compact de
X. L’exposant de FLojasiewicz θK(f, I) de f par rapport à I sur K est la
borne inférieure de l’ensemble des θ ∈ R+ tels qu’il existe un voisinage
ouvert U de K dans X et une constante C ∈ R+ tels que

|f(x)|θ � C · sup
g∈Γ(U,I)

|g(x)| pour tout x ∈ U.

Si l’ensemble de ces θ est vide, on convient de poser θK(f, I) = +∞. Si
par ailleurs Γ(U, I) est de type fini quand U est un voisinage assez petit de
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K (ce sera le cas si K = {x}), θK(f, I) est aussi la borne inférieure dans
R+ ∪ {∞} de l’ensemble des θ tels qu’il existe U et C tels que

|f(x)|θ � C · m
sup
i=1
|gi(x)| pour tout x ∈ U,

où (g1, . . . , gm) engendrent Γ(U, I).

Remarque 6.2. — On peut aussi définir l’exposant de 3Lojasiewicz θK(I ′, I)
d’un idéal I ′ par rapport à I sur K :

θK(I ′, I) = sup
f∈Γ(X,I′)

θK(f, I) .

Théorème 6.3. —

1) θK(f, I) = 1
ν̄K
I (f)

, où ν̄KI (f) = inf
x∈K

ν̄xI(f).

[On convient bien sûr que ν̄KI (f) = 0⇒ θK(f, I) = +∞].

2) Et de plus, il existe un voisinage U de K dans X et une constante
C ∈ R+ tels que

|f(x)|θK(f,I) � C · sup
g∈Γ(U,I)

|g(x)| pour tout x ∈ U,

c’est-à-dire que la borne inférieure de 6.1 est atteinte.

Corollaire 6.4. — Pour tout idéal cohérent I sur un espace analytique
complexe réduit X, tel que suppOX/I soit rare, pour tout f ∈ Γ(X,OX) et
tout compact K ⊂ X,

θK(f, I) ∈ Q0 ∪ {+∞} .

Démonstration de 6.3. — Posons ν̄KI (f) = p
q (4.6). Après (4.11), il existe

un voisinage U0 deK dansX tel que pour tout x ∈ U0, fq ·OX,x ∈ Ip · OX,x,
et le théorème de majoration (2.1, vi)) nous fournit une constante C telle
que |f(x)|q � C · sup

g∈Γ(U0,Ip)

|g(x)| pour tout x ∈ U0. Mais d’après (2.1, iv)),

l’idéal (contenu dans Ip) engendré par les puissances p-ièmes d’éléments
de I a même clôture intégrale que Ip, et donc en appliquant à nouveau le
théorème de majoration nous pouvons écrire au prix d’un changement de la
constante C

|f(x)|q � C · sup
g∈Γ(U0,I)

|g(x)|p, i.e.
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|f(x)|q/p � C1/p · sup
g∈Γ(U0,I)

|g(x)|.

D’où :

θK(f, I) � q

p
=

1
ν̄KI (f)

.

Mais, si nous supposons l’inégalité stricte, il existe q′

p′ <
q
p , un voisinage U ′

de K dans X et une constante D ∈ R+ tels que :

|f(x)|q′ � D · sup
g∈Γ(U ′,I)

|g(x)|p′
pour tout x ∈ U ′,

et le théorème de majoration, avec l’argument précédent, nous donne :

fq
′ · OX,x ∈ Ip′ · OX,x pour tout x ∈ U ′,

donc :

ν̄KI (f) � p
′

q′
,

(après (2.1)) et la contradiction cherchée. Ceci démontre 1) et 2) de 6.3,
avec U = U0.

6.5. — Comme les morphismes propres conservent les inégalités du type
considéré ici, au prix éventuellement d’une modification des constantes, on
peut très bien utiliser 6.3 pour démontrer 5.5 (§ 5) sans utiliser le critère
valuatif de propreté.

7. Théorème récapitulatif

Notations 7.1. — Soient X un espace analytique complexe réduit, I un
OX -idéal cohérent tel que |Y | = supOX/I soit rare dans X, et K un sous-
ensemble compact de X. Soient π : X ′ → X l’éclatement normalisé de I,
D le diviseur exceptionnel, sous-espace de X ′ défini par l’idéal inversible
I · OX′ . Soit A(K) l’ensemble fini tel que les composantes irréductibles Dα

de D, avec α ∈ A(K) soient exactement celles qui rencontrent π−1(U) pour
tout voisinage ouvert U de K dans X. Soit enfin eα la multiplicité de I
en un point x′ ∈ Vα, où Vα ⊂ Dα est un ouvert analytique dense dans Dα

en chaque point duquel X ′ et Dα,red sont non singuliers, et I · OX′,x′ =
ueα · OX′,x′ , Dα,red étant défini par (u) · OX′,x′ .
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Théorème 7.2. — Étant donnés un nombre rationnel p
q > 0 et une

fonction f ∈ Γ(X,OX), les conditions suivantes sont équivalentes :

1) fq · OX,x ∈ Ip · OX,x ∀x ∈ K.

2) ν̄KI (f) = inf
x∈K

ν̄xI(f) � p
q .

3) Pour tout x ∈ K, il existe des ai ∈ OX,x, tels que νIx(ai) � p
q · i (où

Ix = I·OX,x) et que fkx +a1fk−1
x +· · ·+ak = 0 dans OX,x (où fx = f ·OX,x).

3’) Si K est un polycylindre, il existe ai ∈ Γ(K,OX), i = 1 · · · k, tels
que νΓ(K,I)(ai) � ip

q et que fk + a1fk−1 + · · ·+ ak = 0 dans Γ(K,OX).

4) Pour tout arc h : (D, 0)→ (X,K) (i.e. , h(0) ∈ K) on a : v(f◦h)
v(I◦h) � p

q ,
où v désigne la valuation naturelle de OD,0 � C{t}, c’est-à-dire l’ordre en
t.

5) Pour tout morphisme π : X ′ → X propre, dont l’image contient K, et
tel que I ·OX′ soit inversible, et que X ′ soit un espace analytique normal, il
existe un voisinage ouvert U ′ de π−1(K) dans X ′ tel que : fq ·OU ′ ∈ Ip ·OU ′ .

6) Il existe un voisinage ouvert U de K dans X, et une constante C ∈
R+ tels que

|f(x)|q/p � C · sup
g∈Γ(U,I)

|g(x)| pour tout x ∈ U .

De plus,

A) Il existe α0 ∈ A(U) tel que ν̄KI (f) = Mα0
eα0

oùMα0 est la multiplicité
de f le long de Dα,red en tout point x′ d’un ouvert analytique dense Vα0 ⊂
Uα0 ⊂ Dα0 , et donc, pour tout arc h : (D, 0) → (X,U) de la forme π ◦ h′,
où h′ : (D, 0)→

(
X ′, π−1(U)

)
est tel que h′(0) ∈ Vα0 et que h′∗(U) soit de

valuation 1 dans OD,0 (6.1.1), on a :

v(f ◦ h)
v(I ◦ h) =

Mα0

eα0

= ν̄KI (f) = inf
h∈AX,K

v(f ◦ h)
v(I ◦ h)

et tout voisinage U de K dans X contient de tels arcs, c’est-à-dire que l’on
peut trouver de tels arcs avec h(0) ∈ U .

B) Le faisceau d’idéaux de OX défini par

Ip/q(U) = {f ∈ Γ(U,OX)/ν̄UI (f) � p
q
}
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(où ν̄UI = inf
x∈U

ν̄xI) est cohérent pour tout rationnel p
q , et la OX -algèbre

graduée
∞
⊕

p′=0
Ip/qT p/q est de présentation finie pour tout entier q. Enfin, la

OX -algèbre graduée grIOX = ⊕
ν∈R+

Iν/Iν+ cöıncide localement sur X avec

une algèbre du type

⊕+∞
p=0Ip/q/I

p+1
q

et est donc de présentation finie, puisque cette dernière l’est comme quotient
de (

⊕+∞
p=0 Ip/qT p/q

)
⊗OX

OX/I1/q .
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Appendice par J.J. Risler

Les exposants de 4Lojasiewicz dans le cas analytique réel

Dans le cas réel, l’exposant de 3Lojasiewicz n’a pas d’interprétation algé-
brique simple analogue au ν̄ ou à la notion de clôture intégrale ; je vais
cependant montrer que comme dans le cas complexe on peut le calculer à
l’aide d’arcs analytiques, ou de morphismes analytiques réels qui jouent un
rôle analogue à celui de l’éclatement normalisé ; il en résultera que dans le
cas réel aussi les exposants de 3Lojasiewicz sont toujours rationnels.

Les références au séminaire seront précédées de la lettre S.

A. Préliminaires

Définition A.1 (cf. [R]). — Soit A une R-algèbre analytique ; on dit
qu’un idéal I ⊂ A est réel s’il satisfait à la condition suivante :

fi ∈ A(1 � i � p) et f2
1 + · · ·+ f2

p ∈ I ⇒ fi ∈ I(1 � i � p) .

On a alors la proposition suivante (cf. [R]) :

Proposition A.2. — Soient A une R-algèbre analytique, I un idéal
premier de A tel que dim(A/I) = h, (X,x) un représentant du germe ana-
lytique défini par A/I ; les conditions suivantes sont équivalentes :

a) I est réel.

b) I est l’idéal de tous les éléments de A nuls sur le germe de X au
point x.

c) X possède un point lisse de dimension h dans tout voisinage du
point x.

A.3. — Soit (X;OX,x) un germe analytique dans Rn ; on a alors
OX,x

∼−→On/I (avec On = R{x1, . . . , xn}). Notons I(X) l’idéal de On

formé des séries nulles sur X (I(X) est la racine réelle de I ([R])) ; on
dit que X est normal en x si :

a) I = I(X)

b) l’anneau OX,x est intégralement clos.
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Dans ce cas l’anneau O
X̃,x

= OX,x⊗
R

C est aussi intégralement clos,

autrement dit X possède un complexifié X̃ qui est aussi un espace normal :
l’anneau OX,x⊗

R
C est en effet intègre ([R], proposition 6.1), et il résulte

d’un théorème d’algèbre classique qu’il est alors intégralement clos (cf. par
exemple Bourbaki, Alg. Comm., chap. V). On dit qu’un espace analytique
réel (X,OX) est normal s’il est normal en chaque point (rappelons que OX

désigne un faisceau cohérent de R-algèbres analytiques ; cf. [H] pour la
notion d’espace analytique réel).

A.4. — Si I =] − 1,+1[⊂ R, nous noterons comme dans S.5.1, v la
valuation naturelle de l’anneau OI,0

∼−→R{t}.

B. Arcs analytiques réels et résolution des singularités

On a dans le cas réel le théorème suivant, analogue à une partie du
théorème S.7.2 :

Théorème B.1. — Soient (X,OX) un espace analytique réel, K un
compact de X, I un OX-idéal cohérent, f ∈ Γ(X,OX) et p

q un nombre
rationnel ; les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Il existe un voisinage ouvert U de K dans X et une constante C > 0
tels que :

|f(x)|q/p � C sup
g∈Γ(U,I)

|g(x)| pour tout x ∈ U .

2) Pour tout arc analytique réel h : (]− 1, 1[, 0)→ (X,K) (i.e. , tel que
h(0) ∈ K), on a

v(f ◦ h)
v(I ◦ h) � p

q
.

3) Pour tout morphisme analytique réel π = X ′ → X dont l’image
contient K et tel que :

a) π soit propre et X ′ soit normal (cf. A.3)

b) IOX′ soit localement principal

c) ∀x′ ∈ π−1(K), l’idéal
√
IOX′,x′ soit un idéal réel (cf. 1.1 ;

√
IOX′,x′

désigne la racine de l’idéal IOX′,x′), il existe un voisinage ouvert U ′ de
π−1(K) dans X ′ tel que fqOU ′ ∈ IpOU ′ .
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4) Il existe un morphisme analytique réel π : X ′ → X dont l’image
contient K et vérifiant les propriétés a), b), c) ci-dessus et un voisinage
ouvert U ′ de π−1(K) dans X ′ tels que fqOU ′ ∈ IpOU ′ .

Preuve. —

1)⇒ 2) : Soit h : (]−1, 1[, 0)→ (X,K) un arc analytique réel ; on a par
hypothèse |f(x)|q � C sup

g∈Γ(U,I)

|g(x)|p pour tout x ∈ U , d’où |f ◦ h(t)|q �

C sup
g∈Γ(U,I)

|g ◦ h(t)|p pour t voisin de 0 dans ] − 1, 1[, d’où immédiatement

v
(
(f ◦ h)q

)
� v

(
(I ◦ h)p

)
; soit qv(f ◦ h) � pv(I ◦ h).

2) ⇒ 3) : Soit π = X ′ → X un morphisme analytique réel propre
vérifiant les conditions énoncées dans 3) ; si l’on suppose qu’il existe x′ ∈
π−1(K) tel que fqOX′,x′ /∈ IpOX′,x′ , il faut montrer qu’il existe un arc
analytique réel h : (]− 1, 1[, 0)→ (X,K) tel que v(f ◦ h)/v(I ◦ h) < p/q, ce
qui va résulter du lemme suivant :

Lemme B.2 (cf. le lemme S. 2.4 pour le cas complexe). —
Soient X un espace analytique réel normal, x un point de X, f et g deux
éléments de OX,x tels que l’idéal

√
(g) soit réel et que f /∈ (g) ; il existe alors

un arc analytique réel h : (]− 1, 1[, 0)→ (X,x) tel que v(f ◦ h) < v(g ◦ h).

Preuve. — Xreg désignera l’ouvert formé des points y de X où l’anneau
local OX,y est régulier (dans un voisinage de x, cet ouvert cöıncide avec
l’ouvert des points lisses de dimension d = dimOX,x).

Quitte à restreindre X, on peut supposer qu’il existe un morphisme
de résolution des singularités (cf. [H]) i.e. , un morphisme analytique réel
π : X ′ → X propre et surjectif tel que X ′ soit lisse et que π|π−1(Xreg) :
π−1(Xreg)→ Xreg soit un isomorphisme. �

On raisonne maintenant comme dans [B-R], Section 2, lemme 3.

La fonction « méromorphe »f/g a un lieu polaire P non vide dans X
(car f/g /∈ OX,x par hypothèse) dont le germe en x est réunion de certaines
composantes irréductibles du germe Z(g) défini par (g) (car si X̃ désigne
un complexifié d’un voisinage de x dans X qui soit un espace normal, et
f̃ et g̃ des extensions de f et g à X̃, la fonction méromorphe f̃/g̃ a un
lieu polaire de codimension 1 dans X̃). P est donc de codimension réelle 1
dans X au voisinage de x, car

√
(g) est par hypothèse un idéal réel ce qui

implique que tous les facteurs irréductibles sont réels (cf. A.2) ; il en résulte
que P ∩Xreg 	= ∅, car X étant normal est lisse en codimension 1.
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Soit x′ ∈ π−1(x) ∩ π−1(P ∩Xreg) ; comme X ′ est lisse, l’anneau OX′,x′

est factoriel et l’on peut écrire : f ◦π/g◦π = α/β dans le corps des fractions
de OX′,x′ , avec α et β premiers entre eux. β s’annule alors sur π−1(P ∩
Xreg) au voisinage de x′, car π−1(P ∩Xreg) fait partie du lieu polaire de la
fonction α/β puisque π|π−1(Xreg) est un isomorphisme. D’autre part, si P1

est une composante irréductible analytique locale de π−1(P ) en x′ telle que
P1 ∩π−1(Xreg) 	= ∅, α ne peut s’annuler identiquement sur P1, car P1 étant
de codimension réelle 1 dans X ′, cela serait contradictoire avec le fait que
α et β sont premiers entre eux (cf. proposition A.2 : α et β seraient tous
deux divisibles par un générateur de l’idéal I(P1)).

On peut alors choisir par le « curve selection lemma » (cf. [M]) un arc
analytique h′ = (] − 1, 1[, 0) → (X ′, x′) tel que β ◦ h′ ≡ 0 ; on a alors
v(β ◦ h′) = +∞ et v(α ◦ h′) < +∞ ; si maintenant h′′ est un arc analytique
ayant un contact suffisamment grand avec h′ on aura (exactement comme
dans la démonstration du lemme S. 2.4) : v(α ◦ h′′) < v(β ◦ h′′) < +∞, soit
v(f ◦ π ◦ h′′) < v(g ◦ π ◦ h′′), d’où le résultat cherché en posant h = π ◦ h′′.
C.Q.F.D.

3) ⇒ 4) : Étant donné un espace analytique réel X et un compact K ⊂
X, il faut montrer qu’il existe un morphisme analytique réel propre π : X ′ →
X vérifiant les propriétés a), b) et c) de la proposition 3) ; le problème est
local en X, car si pour tout x ∈ K on trouve un voisinage Ux de x et un
morphisme : X ′

Ux
→ Ux satisfaisant aux conditions demandées, on prendra

pour X ′ la somme disjointe des X ′
Ui

, où (Ui) est un recouvrement fini de K
extrait du recouvrement (Ux).

Soit donc x ∈ K : on utilise « désingularisation I » ([H], 5.10) pour trou-
ver un voisinage U de x et un morphisme propre et surjectif π1 : X ′′ → U
avec X ′′ lisse, et « désingularisation II »([H], 5.11) qui permet pour chaque
point x′′ ∈ π−1

1 (x) de trouver un voisinage V de x′′ et un morphisme
π2 : X ′

V → V propre et surjectif tel que XV soit lisse et IOX′ un diviseur
à croisements normaux, ce qui entrâıne évidemment que ∀x′ ∈ X ′

V , l’idéal√
IOX′

V
,x′ est réel. Il suffit alors de prendre pour X ′ la somme disjointe des

X ′
Vi

correspondant à un recouvrement fini (Vi) de π−1
1 (x).

4) ⇒ 1) : Soit π : X ′ → X un morphisme vérifiant les propriétés de la
condition 3) ; comme par hypothèse il existe un voisinage ouvert de π−1(K)
dans X ′ tel que fqOU ′ ∈ IpOU ′ , il existe un voisinage U ′′ de π−1(K) et une
constante C tels que : |f ◦π(x′)|q � C sup

g∈Γ(U,I)

|g◦π(x′)|p pour tout x′ ∈ U ′′,

d’où le résultat puisque π étant propre, π(U ′′) contient un voisinage de K.
C.Q.F.D. �
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C. Applications aux exposants de 4Lojasiewicz et compléments

Je vais d’abord montrer un théorème analogue au corollaire S. 6.4 mon-
trant que les exposants de 3Lojasiewicz sont rationnels.

C.1. — Soient (X,OX) un espace analytique réel, I un OX -idéal cohé-
rent, f ∈ Γ(X,OX) et K un sous-ensemble compact de X ; on définit de la
même manière qu’en S. 6.1 l’exposant θK(f, I) comme la borne inférieure
de l’ensemble des θ ∈ R+ tels qu’il existe un voisinage ouvert U de K dans
X et une constante C ∈ R+ avec :

|f(x)|θ � C sup
g∈Γ(U,I)

|g(x)| pour tout x ∈ U.

(Dans le cas où K = {x}, θ(x)(f, I) était noté α(f, I) dans [B-R]).

Nous poserons d’autre part θ̃K(f, I) = θK(f̃ , Ĩ), f̃ et Ĩ étant des exten-
sions de f et I à un complexifié X̃ de X ; on a toujours θK(f, I) � θ̃K(f, I),
et θ̃K(f, I) est toujours un nombre rationnel (S. 6.4).

Dans le cas réel, on a le théorème suivant :

Théorème C.2. —

a) θK(f, I) ∈ Q+ ∪ {+∞}.

b) Il existe un voisinage U de K dans X et une constante C ∈ R+ tels
que :

|f(x)|θK(f,I) � C sup
g∈Γ(U,I)

|g(x)| pour tout x ∈ U.

Je n’écrirai pas la démonstration de ce théorème : il suffit en effet pour
la partie a) de recopier la démonstration du théorème S. 4.6, ν̄KI (f) étant
remplacé par 1/θK(f, I) et l’éclatement normalisé par un morphisme ana-
lytique réel π : X ′ → X satisfaisant aux conditions du théorème B.1, 3) ; et
pour la partie b) de recopier la démonstration du théorème S. 6.3.

Remarque C.3. — Dans [B-R], nous avions posé :

αK(f, I) = inf
{
α ∈ R+ : ∃C > 0 avec |f(x)|α � C sup

g∈Γ(K,x)

|g(x)|,∀x ∈ K
}

et montré que si K est sous-analytique dans X, αK(f, I) est un nom-
bre rationnel ; ce résultat n’a pas de rapport avec le théorème C.2, et sa
démonstration est très différente : on démontre que pour calculer αK(f, I)
(dans le cas où K est sous-analytique), on peut toujours se restreindre à un
arc analytique, alors que c’est faux en général pour θK(f, I).
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C.4. — Étudions maintenant la question suivante (déjà envisagée dans
[B-R]) qui se pose de manière naturelle : sous quelles conditions peut-on
affirmer que θK(f, I) = θ̃K(f, I) (et donc que θK(f, I) = 1/ν̄KI (f)) ?

Pour simplifier, nous supposerons dorénavant K = {x}, et poserons
θ{x}(f, I) = θ(f, I) où I = I · OX,x.

Définition C.5. — Soient (X,OX) un espace analytique réel, x ∈ X.
On dit qu’un idéal I ⊂ OX,x est réellement réel si pour tout f ∈ OX,x, on
a l’égalité :

θ(f, I) = θ̃(f, I) .

On a montré dans [B-R] (proposition II.3) que si X est normal et I
principal, I est réellement réel si et seulement si

√
I est un idéal réel, et

donné des conditions suffisantes dans le cas où I est engendré par une suite
régulière.

C.6. — Une désingularisation à la Hironaka d’un idéal I ⊂ OX,x est
par définition un morphisme π : X ′ → U (où U est un voisinage convenable
de x dans X) ayant les propriétés suivantes :

a) π est propre et surjectif.

b) X ′ est lisse et IOX′ est un diviseur à croisements normaux (on con-
sidère par abus de langage I comme un idéal de OU ).

c) π est composé d’une suite finie d’éclatements de sous-variétés lisses.

Soit X̃ un complexifié de X ; nous noterons π̃ : X̃ ′ → Ũ le morphisme
analytique complexe propre obtenu en faisant éclater les sous-variétés lisses
complexifiées des sous-variétés lisses que l’on fait éclater pour obtenir le
morphisme π ; si I ⊂ OX,x est un idéal, nous poserons Ĩ = IO

X̃,x
(avec

O
X̃,x

∼−→OX,x ⊗R C).

On a alors le théorème suivant :

Théorème C.7. — Soit I ⊂ OX,x un idéal ; supposons qu’il existe une
désingularisation à la Hironaka de I : X ′ π−→ U telle que l’on ait :

ĨO
X̃′

∼−→ IOX′ ⊗OX′ OX̃′ .

Alors l’idéal I est réellement réel.
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Exemple C.8. —

a) Soient X = R2, I = (x2 + y2) ⊂ R{x, y}, et π : X ′ → X l’éclatement
de l’origine (0, 0) de R2.

Si V désigne la carte de l’éclatement π avec coordonnées x′ et y′ définies

par
{
x = x′

y = x′y′
, on a

IΓ(X ′, V ) = (x′2)

d’où
IΓ(X ′, V )⊗Γ(X′,V ) Γ(X̃ ′, Ṽ ) = (x′2)

alors que
ĨΓ(X̃ ′, Ṽ ) =

(
x′2(y′ + i)(y′ − i)

)
,

ce qui montre que la désingularisation π ne satisfait pas à l’hypothèse du
théorème 3.7 (il est d’ailleurs immédiat de voir que I n’est pas réellement
réel).

b) L’idéal I = (x2 + y2, y5) ⊂ R{x, y} n’est pas non plus réellement réel
(car θ(y, I) = 2 et θ̃(y, I) = 5) bien que contrairement à l’exemple précédent√
I soit réel (on a en effet

√
I = (x, y)).

c) En revanche, l’idéal I = (x4, y4) ⊂ R{x, y} est réellement réel : une
désingularisation satisfaisant aux hypothèses du théorème 3.7 est fournie
par l’éclatement de l’origine ; on peut remarquer que pourtant I ne satisfait
pas au critère de la proposition II.5 de [B-R].

Démonstration du théorème C.7. — Soit π : X ′ → X une désingularisation
de I satisfaisant aux hypothèses de C.7 ; supposons que I soit engendré par
(g1, . . . , gp).

Il est clair qu’il suffit de montrer que si f ∈ OX,x est telle qu’il existe un
voisinage V de x et une constante C avec |f(y)| � C sup

1�i�p
|gi(y)| ∀y ∈ V , f

est entier sur I (cf. S. 1.1).

Supposons donc que |f(y)| � C sup
1�i�p

|gi(y)| ; on en déduit fOX′ ⊂ IOX′

par le théorème B.1 ; on a donc

fO
X̃′ ∈ IOX′ ⊗OX′ OX̃′

d’où
fO

X̃′ ∈ ĨOX̃′
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à cause de l’hypothèse ; ceci implique que f est entier sur Ĩ dans O
X̃,x

(théorème S. 2.1) d’où immédiatement que f est entier sur I dans OX,x.
C.Q.F.D.
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réelles, (1976).

Sept compléments au séminaire

Cette partie présente quelques travaux en rapport direct avec le contenu
du séminaire qui sont venus à notre connaissance depuis, ce qui n’exclut
pas que certains aient été écrits bien avant! En particulier une partie du
séminaire apparâıt a posteriori comme une traduction en géométrie ana-
lytique de résultats de Rees (voir [R1], [R2], [R3]), Northcott-Rees (voir
[N-R]) et Nagata ([N]) cités dans la bibliographie complémentaire, dont
nous ignorions l’existence.

Nous ne prétendons nullement être exhaustifs. En particulier nous ne men-
tionnerons ici que quelques travaux postérieurs au séminaire concernant la
dépendance intégrale sur les idéaux, et aucune des applications à l’équisingu-
larité, pour lesquels nous renvoyons au travaux de B. Teissier cités dans la
même bibliographie, ni les travaux sur la dépendance intégrale sur les mod-
ules pour lesquels nous renvoyons à ceux de T. Gaffney et S. Kleiman,
également cités, ainsi qu’à ceux de Kleiman-Thorup. Disons seulement que
pour les familles d’hypersurfaces (voir [T1]) ou d’intersections complètes à
singularités isolées (voir [G-K 1]), les conditions de Whitney, la condition
af de Thom et la condition wf s’expriment toutes par le fait que le ν̄ de
certains idéaux ou modules dans la définition desquels interviennent des
mineurs jacobiens des équations de la fermeture des strates, par rapport à
d’autres du même type, est � 1 ou > 1. Signalons les travaux de Rees et
Böger cités dans la bibliographie complémentaire, ainsi que le livre [H-I-O]
et en particulier l’appendice de B. Moonen. La dépendance intégrale sur les
idéaux et modules est étudiée d’un point de vue algébrique dans le livre
[V] de W. Vasconcelos ainsi que dans le livre récent [Hu-S] de C. Huneke
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et I. Swanson. Pour les rapports de la dépendance intégrale avec la « Tight
closure »de Hochster, nous renvoyons à [Hu].

Complément 1: L’inégalité de 4Lojasiewicz pour le gradient

Nous avons déjà discuté dans le § 6 du séminaire du rapport entre le ν
et l’inégalité de 3Lojasiewicz. Nous allons montrer que ce dictionnaire est
efficace en l’utilisant pour démontrer un des résultats célèbres de la théorie
des inégalités de 3Lojasiewicz, dû à celui-ci :

Théorème (3Lojasiewicz). — Soit f(x1, . . . , xn) une fonction analytique
réelle définie dans un voisinage de l’origine dans Rn et telle que f(0) = 0.
Il existe un voisinage U de 0 dans Rn, un nombre réel θ , 0 < θ < 1 et une
constante C > 0 tels que l’on ait pour tout x ∈ U l’inégalité :

|gradf(x)| � C|f(x)|θ.

Remarquons d’abord qu’il suffit de prouver la même inégalité pour la
fonction complexifiée de f , que nous noterons encore f . Remarquons aussi
que le point est l’inégalité θ < 1 ; l’existence d’une inégalité se déduit du
théorème des zéros de Hilbert et du fait qu’au voisinage de 0 la fonction
analytique f(x) s’annule sur le lieu des zéros de son gradient. Nous allons
utiliser le mode de calcul du ν donné au § 5. Soit W un voisinage de 0 dans
Cn où f converge, choisissons y des coordonnées holomorphes (z1, . . . , zn)
et considérons l’éclatement

π:Z →W
de l’idéal jacobien

j(f)OW = (
∂f

∂z1
, . . . ,

∂f

∂zn
)OW

et le morphisme
π:Z → Z →W

composé de π et de la normalisation n:Z → Z.

Puisque l’espace Z est normal, son lieu singulier est de codimension � 2,
et puisque l’image inverse par π de l’idéal j(f)OW , c’est à dire l’idéal de
OZ engendré par les ( ∂f

∂z1
◦ π, . . . , ∂f

∂zn
◦ π) est par construction localement

principal et engendré en tout point de Z par l’un des ∂f
∂zj
◦ π, cet idéal

définit un sous-espace D de codimension 1 dans Z, qui n’a qu’un nombre
fini de composantes irréductibles si nous avons pris la précaution de choisir
le voisinage W relativement compact, puisque le morphisme π est propre.
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Soit Dred =
⋃

iDi la décomposition ensembliste de D en composantes
irréductibles. Celles-ci sont de codimension 1 et donc chacune contient un
ouvert analytique dense Vi en chaque point z duquel on a ceci :

1) L’espace Z est non singulier en z ainsi que l’ensemble analytique Dred

sous-jacent à l’espace analytique D, et Dred est donc défini au voisinage de
D par une équation v = 0, où v est une coordonnée locale sur Z en z.

2) Choisissons des coordonnées locales b1, . . . , bn−1 sur D en z ; alors
v, b1, . . . , bn−1 est un système de coordonnées locales sur Z en z et l’on a
une écriture

(f ◦ π)z = Avµi , où A ∈ C{v, b1, . . . , bn−1} avec A(0, . . . , 0) 	= 0 et µi > 0
puisque f s’annule là où toutes ses dérivées s’annulent.

3) L’idéal (j(f)OZ)z est engendré par un des germes ( ∂f
∂zj
◦ π)z, disons

( ∂f
∂z1
◦ π)z, et l’on a ( ∂f

∂z1
◦ π)z = Bvνi où B ∈ C{v, b1, . . . , bn−1} avec

B(0, . . . , 0) 	= 0 et νi > 0.

Remarquons que puisqueDi est irréductible, les entiers µi, νi ne dépendent
pas du point z ∈ Vi choisi. La règle de Leibniz donne :

∂(f ◦ π)z
∂v

=
n∑

j=1

(
∂f

∂zj
◦ π)z

∂(zj ◦ π)z
∂v

= vµi−1(µiA+ v
∂A

∂v
).

On en déduit aussitôt l’inégalité

µi − 1 � νi
Cela donne, posant θ = supi

νi

µi
= 1

νj(f)(f) , l’inégalité θ < 1 et d’autre part
par les méthodes du § 2 du séminaire, il vient en posant θ = p

q l’inclusion

fp ∈ j(f)q, ce qui équivaut d’après le théorème 7.2 du séminaire à |f(z)|p �
C ′|gradf(z)|q pour z assez proche de 0 et donc au résultat cherché.

Remarque. — Nous venons de prouver l’inégalité ν̄j(f)(f) > 1. Dans le
même ordre d’idée, notant (z)∗j(f) l’idéal (z1∂f/∂z1, . . . , zn∂f/∂zn)OCn,0,
l’inégalité ν̄(z)∗j(f)(f) � 1 est facile à vérifier par restriction à une droite
de l’espace ambient, en utilisant le fait que ν̄ ne peut qu’augmenter par
passage au quotient. Il est prouvé dans la section 0.5 de [T 1] que l’on a
pour tout f ∈ m ⊂ C{z1, . . . , zn} l’inégalité ν̄(z)∗j(f)(f) � 1, et on a donc
ν̄(z)∗j(f)(f) = 1, ce qui est une version en algèbre asymptotique de l’identité
d’Euler pour les polynomes homogènes.

Si l’on veut un résultat n’impliquant que des idéaux indépendants des co-
ordonnées, on peut en utilisant le théorème de Bertini idéaliste de [T1]
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prouver par restriction à une droite assez générale l’inégalité ν̄m.j(f)(f) � 1
et déduire du résultat précédent l’égalité ν̄m.j(f)(f) = 1.

Il faut ajouter que la définition algébrique de l’exposant de 3Lojasiewicz
donnée dans le séminaire a été étendue au cas analytique réel, ou semi-
algébrique, par Fekak ([F1], [F2]) en utilisant une définition due à Brumfiel
[Br] des relations de dépendance semi-intégrale dans le cas réel. Cela répond
au voeu exprimé par Risler au début de son appendice.

Complément 2 : L’ordre ν̄ et le polygone de Newton

Dans l’appendice au § 4 du séminaire, nous donnons une seconde démon-
stration de la rationalité de ν̄ qui repose sur le fait que ν̄ peut être vu comme
tropisme critique d’une certaine installation, c’est-à-dire comme pente d’un
côté d’un polygône de Newton généralisé. Dans le cas d’un idéal I primaire
pour l’idéal maximal d’une algèbre analytique réduite O de dimension pure,
le § 4 de [T2] associe à tout élément f ∈ O ou à tout idéal J ⊂ O un polygone
de Newton tel que (ν̄I(f))−1 ou (ν̄I(J))−1 apparaisse parmi les opposés des
pentes de ses côtés. Ce polygone ne dépend que de la clôture intégrale de I.

Étant donnés h, � ∈ R�0, notons
{

�

h

}
le polygone de Newton élémen-

taire (possédant au plus un côté compact) ayant pour sommets les points
(0, h) et (�, 0). C’est le bord de l’enveloppe convexe de ((0, h)+R2

�0)
⋃

((�, 0)+
R2

�0). Le monöıde pour l’addition de Minkowski (point par point) de tous
les polygones de Newton rencontrant les deux axes de coordonnées est en-
gendré par les polygones élémentaires. Si l’on autorise h et � à prendre la
valeur +∞, en convenant que

{
�
∞

}
est constitué de deux demi-droites par-

allèles aux axes et se rencontrant au point (�, 0) et de même pour
{ ∞

h

}
et

le point (0, h), on engendre le semigroupe de tous les polygones de Newton,
avec l’élément neutre consistant en la réunion des deux demi-axes positifs.

Soient X un espace analytique complexe réduit et équidimensionel, x ∈
X et I un idéal primaire pour l’idéal maximal de OX,x. Considérons le di-
viseur exceptionnel D de l’éclatement normalisé EI :Z → X de I dans X.
Chacune des composantes irréductiblesDk du diviseur compactD détermine
une fonction d’ordre vk surOX,x ; l’ordre de f ∈ OX,x est l’ordre d’annulation
de f ◦EI le long de Dk. Puisque l’éclatement normalisé se factorise à travers
la normalisation n:X → X qui sépare les composantes analytiques de X en
x, cette fonction d’ordre est en fait composée d’une valuation divisorielle sur
l’une des composantes analytiquement irréductibles Xj(i) du germe (X,x)
et de la surjection OX,x → OXj(i),x. On définit l’ordre d’un idéal J de OX,x

comme l’infimum des ordres de ses éléments. Par ailleurs les composantes
Dk du diviseur exceptionnel sont des variétés projectives plongées par le
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faisceau très ample IOZ/(IOZ)2, et les variétés réduites sous jacentes |Dk|
aussi; on peut donc parler de leur degré deg|Dk|.

On peut alors définir pour g ∈ OX,x le Polygone de Newton de g par
rapport à I par

NI(g) =
∑
k

deg|Dk|
{ vk(I)
vk(g)

}
,

et de même le Polygone de Newton de J par rapport à I par

NI(J) =
∑
k

deg|Dk|
{ vk(I)
vk(J)

}
.

Il résulte du § 4 du séminaire que ν̄I(g) est la valeur absolue h/� de la pente
du côté le plus horizontal (ou dernier côté) du polygone de Newton NI(g).

On peut montrer (voir [R3] et [T2], [T3]) que l’application qui à g ∈ OX,x

associe la longueur
∑

k deg|Dk|vk(g) de la projection orthogonale de NI(g)
sur l’axe vertical n’est autre que la degree function de Pierre Samuel et David
Rees, qui est définie comme la multiplicité de l’image (I+gOX,x)/gOX,x de
l’idéal I dans OX,x/gOX,x, tandis que la longueur

∑
k deg|Dk|vk(I) de sa

projection sur l’axe horizontal est égale à la multiplicité au sens de Samuel de
l’idéal primaire I ⊂ OX,x (voir [T2] et [R-S]). On peut observer que lorsque
g est dans I le quotient des longueurs des deux projections de NI(g), ou
mieux encore NI(g) lui-même à homothétie près, est une mesure du défaut
de superficialité (au sens de Samuel) de g par rapport à I. Lorsque g ∈ I est
superficiel, le polygône NI(g) n’a qu’un seul côté compact, de pente égale à
−1, comme on peut le vérifier en interprétant [Bon] dans l’éclatement nor-
malisé de I. La « degree function » est étendue à des filtrations noetheriennes
et à des OX,x-modules au chapitre 9 de [R11].

Un fait intéressant démontré dans [R-S] est que la relation

e((I + gOX,x)/gOX,x) =
∑
k

deg|Dk|vk(g) pour tout g ∈ OX,x

détermine de manière unique les coefficients deg|Dk|.

Lorsque g est un élément général de l’idéal J , on a l’égalité NI(g) =
NI(J). Cela sert entre autres à montrer (voir [T2], [T3]) que la longueur de
la projection verticale du polygone NI(J) est égale à la multiplicité mixte
e(I [d−1], J [1]). Ce fait a été utilisé en dimension 2 par Rees et Sharp dans
[R-S].

D’autre part on peut étendre à ce cadre les résultats de la section 5.7 du
séminaire. SiX est de Cohen-Macaulay et si (g1, . . . , gd) sont des éléments de
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I engendrant un idéal qui a même clôture intégrale, en suivant exactement
la preuve de 5.8, on prouve que si Cgen =

⋃r
q=1 Γq est la décomposition

en composantes irréductibles de la courbe définie par d − 1 combinaisons
linéaires assez générales‡ de (g1, . . . , gd) et si l’on note hq: (D, 0) → (X,x)
les arcs analytiques paramétrant les Γq, on a (voir [T2]) les égalités :

NI(g) =
r∑

q=1

{ ν0(I ◦ hq)
ν0(g ◦ hq)

}
et NI(J) =

r∑
q=1

{ ν0(I ◦ hq)
ν0(J ◦ hq)

}
,

où ν0 désigne comme plus haut l’ordre à l’origine de C, et l’on a gardé les
notations de 5.1 du séminaire.

Lorsque f : (Cn, 0)→ (C, 0) est un germe de fonction holomorphe à sin-
gularité isolée, si l’on prend pour I l’idéal j(f) = ( ∂f

∂z1
, . . . , ∂f

∂zn
) et pour J

l’idéal maximal m de C{z1, . . . , zn}, le polygone de Newton Nj(f)(m) prend
le nom de polygone de Newton jacobien . Il est démontré dans [T3] que le
polygone de Newton jacobien est un invariant d’équisingularité à la Whitney
des hypersurfaces à singularité isolée. En particulier c’est un invariant du
type topologique des singularités de courbes planes réduites. Dans le cas des
branches planes, c’est même un invariant total du type topologique, et il y
a un résultat analogue pour les courbes planes réduites (voir [GB]). Lorsque
n > 2, l’invariance par déformation Whitney-équisingulière est le seul moyen
dont on dispose pour prouver que l’exposant de 3Lojasiewicz optimal des
inégalités du gradient |grad(f(z))| � C1|f(z)|θ1 (resp. |grad(f(z))| � C2|z|θ2)
pour |z| assez petit est invariant par de telles déformations.

Des travaux récents de Evelia Garćıa Barroso, Janusz Gwoździewicz,
Tadeusz Krasiński, Andrzej Lenarcik et Arkadiusz P3loski donnent des ex-
emples de nombres rationnels qui ne peuvent être exposant de 3Lojasiewicz
pour la seconde inégalité du gradient d’une singularité de courbe plane (voir
[GB-P], [GB-K-P 1], [GB-K-P 2]), ce qui implique un résultat analogue pour
la première puisque θ1 = θ2

θ2+1 d’après [T3].

Tout récemment (voir [GB-G]) une caractérisation combinatoire des
polygones de Newton jacobiens des branches planes a été obtenue. Ce dernier
travail montre en particulier que le polygone de Newton jacobien d’un
germe de courbe analytique complexe plane permet de décider si elle est
irréductible, en fort contraste avec le polygone de Newton usuel.

Enfin, des résultats précis sur les relations analogues à celle qui vient
d’être citée entre les exposants des deux inégalités du gradient pour des

(‡) Qui sont un peu abusivement dites « génériques » à la fin du § 5. Le lecteur est
encouragé à consulter [N-R] en se souvenant qu’un idéal I est une réduction d’un idéal

J si I ⊆ J et I = J .
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fonctions analytiques réelles f : (Rn, 0)→ (R, 0) telles que f−1(0) = {0} se
trouvent dans [Gw].

Dans la même veine, considérons une branche plane (X, 0) ⊂ (C2, 0)
donnée paramétriquement par x(t) = tn, y(t) = tm + · · · avec m � n et
ayant pour caractéristique de Puiseux (β0 = n, β1, . . . , βg) (les βj/n sont les
exposants caractéristiques).

Dans l’algèbre C{t, t′} de (X×X, {0}×{0}), l’idéal (x(t)−x(t′), y(t)−y(t′))
qui définit le sous espace produit fibré X ×X X s’écrit (t − t′)N , où N
est un idéal primaire correspondant au sous-espace des points doubles du
morphisme fini (C, 0)→ (C2, 0) paramétrisantX. On a d’ailleurs e(N ) = 2δ
où δ = dimCOX,x/OX,x. Si l’on pose e0 = n, ei = pgcd(β0, . . . , βi) et
m = (t, t′)C{t, t′}, on peut vérifier que la courbe tn−t′n

t−t′ = 0 est assez
générale pour permettre le calcul du polygone de Newton NN (m) par la
méthode expliquée plus haut, ce qui donne l’égalité

NN (m) =
g∑

j=1

(ej−1 − ej)
{ βj − 1

1

}
.

On retrouve ainsi en particulier l’égalité 2δ = 1−β0+
∑g

j=1(ej−1−ej)βj (voir
[Mi], Remark 10.10 et [Z], 3.14) et une interprétation du plus grand exposant
de Puiseux comme exposant de 3Lojasiewicz puisque ν̄N (m) = (βg − 1)−1.
Pour tout ceci, voir [P-T], [T4], Chap. II, § 6 et [T7].

Complément 3 : Une remarque et un résultat d’Izumi

Comme l’a remarqué Izumi dans [I 1], une démonstration dans le cadre
analytique de l’existence d’un nombre réel b(I) tel que pour tout x on ait

νI(x)− νI(x) � b(I)

est implicitement donnée dans le séminaire. En fait, ce résultat est dans le
cadre analytique un corollaire facile du fait prouvé dans le séminaire (lemme

4.19) que pour tout entier q l’algèbre graduée P 1
q (I) =

⊕
p∈N I

p
q est la

fermeture intégrale dans A[T
1
q ] de l’algèbre de Rees P(I). Cette égalité

implique en effet, puisque en Géométrie analytique les anneaux sont de

Nagata, que P 1
q (I) est un P(I)-module gradué de type fini (cf. la remarque

précédant 4.23), et donc qu’il existe un entier p0 tel que pour p > p0 et tout
entier positif � on ait

I
p+�q

q = I�I
p
q

d’où résulte l’inégalité annoncée. Dans le cas algébrique cette inégalité est
due à Rees ([R3]) et Nagata ([N]). Rees a donné dans [R12] une interprétation
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valuative des résultats de ce type dans le cadre général des anneaux locaux
qui sont de Nagata.

Izumi a donné dans [I 2] un critère pour qu’un morphisme injectif φ:A→
B d’algèbres analytiques complexes satisfasse la condition du rang de Gabrie-
lov, qui implique l’injectivité du morphisme φ̂: Â → B̂ des complétés :
il faut et il suffit qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
f ∈ A on ait CνmA

(f) � νmB
(φ(f)). Notons que puisque clairement

νmB
(φ(f)) � νmA

(f), on doit avoir C � 1. Pour une bonne présentation de
ses résultats nous renvoyons à [I 3].

Complément 4 : Généralisation de la définition du νI(J) et de sa
rationalité

Dans [C-E-S] les auteurs prouvent le résultat suivant : soient J1, . . . , Jk, I
des idéaux d’un anneau A localement analytiquement non ramifié tels que
Ji ⊂

√
I pour tout i, que l’idéal I ne soit pas nilpotent et vérifie

⋂
k I

k = (0).

Soit C = C(J1, . . . , Jk, I) le cône de Rk+1 engendré par les (m1, . . . ,mk, n) ∈
Nk+1 tels que Jm1

1 . . . Jmk

k ⊂ In. Alors l’adhérence du cône C est un cône
polyhédral rationnel.

Le cas où k = 1 correspond à la rationalité de ν̄. On pourrait démontrer
ce résultat en appliquant les méthodes du séminaire à la complétion des
localisés de A.

Il serait intéressant d’étendre les résultats du § 4 du séminaire aux algèbres
graduées ⊕

�∈Nk

I�11 . . . I
�k

k T
�1
1 . . . T

�k

k ⊂ A[T1, . . . Tk],

et en particulier au vu de la section 4.3 du séminaire, à leur fermeture
intégrale dans des algèbres du type A[T 1/q1

1 , . . . , T
1/qk

k ].

Complément 5 : Le ν̄I(
√
I) et le type des idéaux

Le type d’un idéal I de fonctions analytiques en un point de Cn a été
introduit par D’Angelo dans [D] comme moyen de mesurer, étant donné un
domaine Ω de Cn dont le bord ∂Ω est supposé lisse, le contact avec ∂Ω de
germes h: (C, 0) → (Cn, p) de courbes holomorphes en un point p ∈ ∂Ω.
Cela est lié à des estimées hypoelliptiques, dont on trouvera un résumé au
début de [Mc-N] et de [H], pour l’équation ∂u = α sur Ω.
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La définition du type est la suivante: étant donnés un point x ∈ Cn et
un idéal I ⊂ mCn,x, on pose§ (toujours avec les notations de 5.1)

Tx(I) = suph
{ ν0(I ◦ h)
ν0(
√
I ◦ h)

}
,

où h parcourt l’ensemble des germes d’arcs analytiques h: (D, 0)→ (Cn, x)
tels que h(D) ne rencontre le sous-ensemble analytique défini par I qu’en
h(0) = x et ν0 désigne l’ordre à l’origine de (D, 0).

On peut alors définir le type d’un faisceau cohérent d’idéaux I sur un
espace analytique réduit X en chaque point x du sous-espace défini par I ;
c’est le type du germe Ix. Au vu des résultats du § 5 du séminaire, le type
en x du faisceau d’idéaux I n’est autre que (ν̄Ix

(
√
Ix))−1, et on peut

donc lui appliquer le reste des résultats du séminaire. En particulier l’article
[H-L] retrouve essentiellement le contenu de la section 5.7 du séminaire
dans ce cas particulier. Lorsque I est primaire pour l’idéal maximal m =
(z1, . . . , zn) de OX,x, le type Tx(I) est le plus petit exposant possible pour
une inégalité de 3Lojasiewicz

|g(z)| � C|z|θ

au voisinage de x, où g = (g1, . . . gs) est un système de générateurs de I et
C une constante positive.

Dès le milieu des années 1980, A. P3loski (voir [P3l1]) puis J. Chadzyński
et T. Krasiński (voir [C-K 1]) s’étaient rendu compte que dans le plan les
exposants de 3Lojasiewicz du type (ν̄I(m))−1 pouvaient s’exprimer en termes
de contact de germes de courbes planes. Rappelons que le contact en 0 du
germe g = 0 avec f = 0 est défini comme le quotient de la multiplicité
d’intersection en 0 de f = 0 et g = 0 par la multiplicité de f en 0. Lorsque f
est irréductible comme l’est l’image d’un arc analytique h: (D, 0)→ (C2, 0),
le contact de g = 0 avec f = 0 est donc égal à ν0(g◦h)/ν0(h), et si l’on prend
le sup sur tous les arcs h de l’infimum lorsque g parcourt les générateurs
d’un idéal primaire I on retrouve le type de I. Si l’on remplace le contact de
deux courbes par le contact d’une hypersurface avec une courbe irréductible,
cette approche s’étend en toute dimension, mais dans le plan on dispose des
outils issus du développement de Puiseux pour décrire le contact. Une des
conséquences de ces travaux est que l’exposant de 3Lojasiewicz par rapport
à l’idéal maximal d’un idéal primaire I de OC2,0 est calculé en prenant
le supremum sur l’ensemble fini des arcs analytiques h correspondant aux

(§) La définition originelle du type était en fait suph

{
ν0(I◦h)
ν0(m◦h)

}
, c’est-à-dire (ν̄I(m))−1

pour des idéaux primaires pour l’idéal maximal. Cette définition-ci est due à Heier [H].
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composantes irréductibles des éléments d’un système de générateurs (gi) de
I des ν0(gi ◦h)/ν0(h) qui sont finis (voir [C-K 1], [C-K 2], [P3l3]). Ce résultat
a été redécouvert dans le langage du type des idéaux par J.D. McNeal et
A. Némethi dans [Mc-N], avec une preuve différente.

Par ailleurs, après un premier résultat de P. Philippon dans cette di-
rection (voir [P]), Ein-Lazarsfeld (voir [E-L]) et M. Hickel (voir [Hi]) puis
G. Heier (voir [H]) ont prouvé diverses formes locales et globales du théorème
des zéros de Hilbert effectif en s’appuyant sur la dépendance intégrale sur
les idéaux et le calcul de ν̄ par éclatement normalisé comme dans le § 4 du
séminaire.

Pour Hickel, il s’agit de prouver sur un corps k quelconque une conjec-
ture de Berenstein et Yger concernant l’appartenance effective à un idéal
I de k[X1, . . . , Xn] d’une puissance d’un élément de I. Etant donnés un
système de générateurs p1, . . . , pm de I et un polynôme p ∈ I, on cherche
à écrire une relation ps =

∑m
i=1 qipi avec s � min(m,n + 1) et des bornes

sur le degré des qipi en fonction du degré des pi et de la dimension n. Pour
Heier il s’agit, étant donné un faisceau cohérent d’idéaux I sur une variété
projective complexe non singulière X, de trouver le plus petit exposant N
possible pour une inclusion du type (

√
I)N ⊆ I en fonction d’invariants

globaux comme le degré de générateurs de I et la dimension de X. Comme
le soulignent Hickel puis à nouveau Heier, on peut distinguer trois étapes
pour trouver l’exposant : on cherche d’abord une expression pour un ex-
posant t apparaissant dans des inclusions du type (

√
I)mt ⊆ Im pour tout

m, et l’on constate qu’il suffit de borner inférieurement ν̄I(
√
I)) puis, à

l’aide de l’interprétation de ν̄I(
√
I)) par éclatement normalisé et de résultats

comme ceux du § 5 du séminaire, on borne ν̄I(
√
I)) en fonction des données

numériques du problème au moyen de la théorie des intersections, et enfin
on applique le théorème de Briançon-Skoda (voir [L], 9.6) qui affirme que
sur un espace régulier de dimension n on a In ⊆ I.

Dans [H-L] et [H], on utilise le fait que Tx(I) est le plus petit nombre
rationnel t tel que l’on ait pour tout entier m l’inclusion

(
√
Ix)�mt� ⊆ Imx ,

ce qui résulte aussitôt de l’égalité Tx(I) = (ν̄Ix(
√
Ix))−1 que nous venons

de voir.

Soit maintenant X une variété projective complexe non singulière et
notons n sa dimension. Soient I un faisceau cohérent d’idéaux de OX et L
un faisceau inversible ample sur X tels que L⊗OX

I soit engendré par ses
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sections globales. On peut définir T (I) comme le supremum des Tx(I) et
Heier montre que l’on a l’inégalité

T (I) � (Ln).

Appliquant le théorème de Briançon-Skoda, il en déduit un résultat qui se
trouve aussi dans [E-L] :

Avec les notations ci-dessus on a l’inclusion

(
√
I)n(Ln) ⊆ I.

Complément 6 : Les quotients A/In et l’algèbre
⊕

n�0 I
n/In+1

Dans [M1], Morales calcule le polynôme de Hilbert Samuel avec lequel
cöıncide pour n grand la longueur du quotient A/In dans le cas où A est
l’algèbre d’un germe de courbe analytique plane réduite et I son idéal max-
imal. Il prouve qu’il est égal à em(A)n − δ où em(A) est la multiplicité
et δ = dimA/A est la diminution de genre. Dans [M2] il prouve qu’étant
donnée une variété projective X sur un corps algébriquement clos, x un
point fermé de X et I un idéal primaire de A = OX,x, on peut interpréter
géométriquement les coefficients du polynôme avec lequel lequel cöıncide
pour n grand la longueur du quotient A/In. Dans [M3] Morales montre
que si A est un anneau local normal excellent de dimension 2 dont le corps
résiduel est algébriquement clos, l’algèbre graduée

⊕
n�0 I

n/In+1 est de
Cohen-Macaulay si la longueur du quotient A/In coincide avec un polynôme
dès que n � 1. Enfin, dans le cas où A est local excellent et I est engendré
par un système de paramètres, on trouve dans [M-T-V] des conditions de
régularité pour A en fonction du comportement de la suite des longueurs
des quotients In/In. Ceci est relié à l’avis de recherche 3.6 du séminaire.

Un algorithme pour le calcul de l’algèbre
⊕

n�0 I
n est présenté

dans [P-U-V].

Complément 7 : Spécialisation sur le gradué

L’algèbre graduée
grIOX =

⊕
ν∈R0

Iν/Iν+

du § 4 est l’objet central d’étude du séminaire, et le fait qu’elle soit une
OX/I-algèbre de type fini un des résultats principaux. Par analytisation,
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cette algèbre graduée correspond donc à un germe d’espace analytique com-
plexe muni d’une action de C∗, qui est par construction réduit. Comme
on sait qu’une algèbre filtrée peut être vue comme déformation de l’algèbre
graduée associée¶, il existe une déformation à un paramètre du germe d’espa-
ce analytique associé à SpecgrIOX,x dont toutes les fibres sauf la fibre
spéciale sont isomorphes à (X,x) et il est intéressant d’explorer géométri-
quement cette spécialisation d’un germe d’espace analytique (ou de schéma
excellent) (X,x) sur un cône réduit qui peut jouer le rôle d’un cône normal
de Y dans X.

Le cas le plus simple est celui où (X,x) est une singularité de branche
plane et I est l’idéal maximalm de l’algèbre locale OX,x. On peut considérer
OX,x comme une sous-algèbre de sa normalisation C{t} et les valeurs que
prend sur OX,x la valuation t-adique forment un semigroupe Γ d’entiers.
Le premier auteur a remarqué que grmOX,0 est dans ce cas l’algèbre du
semigroupe Γ à coefficients dans C et que le spectre de cette algèbre, c’est
à dire la courbe monomiale correspondante, est une intersection complète.
Il en résulte que toutes les branches planes appartenant à la même classe
d’équisingularité, qui ont le même semigroupe associé, sont des déformations
de la courbe monomiale ; elles apparaissent donc dans la déformation mini-
verselle de cette courbe. Le second auteur a dans [T5] appliqué cela à
l’étude des modules de branches planes, en particulier pour en donner une
compactification naturelle. Pour d’autres applications de ce point de vue aux
espaces de modules on renvoie à [C] et, en ce qui concerne la résolution des
singularités, à [G-T].

Dans [Kn] Allen Knutson étudie le remplacement dans la théorie des in-
tersections du cône normal CX,Y d’une sous variéte Y deX définie par l’idéal
I par ce qu’il appelle le « balanced normal cone » CX,Y , qui est le spectre
de grIOX . Il montre que si X,Y et V sont des variétés quasi-projectives
réduites, étant donnée une immersion régulière X ↪→ Y et un morphisme
V → Y , posant W = V ×Y X, le produit d’intersection raffiné de Fulton-
MacPherson qui est un élément de l’anneau de Chow A•(W ) défini à l’aide
de la spécialisation sur le cône normal CY,X peut être défini aussi bien à
l’aide de la spécialisation sur CX,Y . Cet article contient aussi des exemples.
Knutson suggère que le remplacement de CX,Y par CX,Y conduit à une
théorie dynamique des intersections qui garde la trace de la vitesse avec
laquel les intersections transverses créées après mise en position générale se
rapprochent lorsque l’on revient à la position spéciale. L’étude du cas des
branches planes suggère que le passage à CX,Y revient à faire la théories

(¶) Il semble que ce résultat ait été redécouvert de nombreuses fois depuis depuis
Gerstenhaber ([Ge]) ; cf. [T5], [Po], § 5, [Fu], Chap. 5.
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des intersections après avoir tout plongé dans un espace anisotrope dont les
poids des coordonnées correspondent aux vitesses de rapprochement pos-
sibles qui sont « primitives » c’est à dire engendrent toutes les autres. Si
l’on veut étudier les vitesses de rapprochement dans l’espace ambient de
départ, alors la section 4.2 de [T 2] et les résultats de [T3], [T6] section 5.15
suggèrent que l’objet qui mesure la distribution des vitesses est le polygone
de Newton du complément 2 ci-dessus.
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[C-E-S] Ciuperča (C.), Enescu (F.), Spiroff (S.). — Asymptotic growth of powers
of ideals, ArXiv: Math. AC/0610774.
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