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Calcul Moulien
Jacky CressoN(®)
RESUME. — Ce texte est une introduction au calcul moulien, développé

par Jean Ecalle. On donne une définition précise de la notion de moule
ainsi que les principales propriétés de ces objets. On interpréte les différen-
tes symétries (alterna(e)l,symetra(e)l) des moules via les séries formelles
non commutatives associées dans des bigebres graduées notées A et [E,
correspondant aux deux types de colois étudiées par Ecalle, & savoir
Ala) =a®1+1®a et Ax(a;) = Z a; ® ag. On illustre en détail
I+k=i

I’application de ce formalisme dans le domaine de la recherche des formes
normales de champs de vecteurs et difféomorphismes.

ABSTRACT. — This paper is an introduction to mould calculus, as in-
troduced by Jean Ecalle. We give a precise definition of moulds and de-
scribe their main properties. We translate mould symmetries (alterna(e)l
and symetra(e)l) using non commutative formal power series in two given
bialgebras A and [E, corresponding to two coproducts structure given by

Al(a) =a®1+1R®a and Ax(a;) = Z a; ® ay,. We apply this formalism

I+k=i
to the problem of normal forms for vector fields and diffeomorphisms.

(*) Recu le 23/08/06, accepté le 23/01/08
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France, et Observatoire de Paris, IMCCE (Institut de Mécanique Céleste et de Calcul
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Avant-propos sur le calcul moulien

par Jean Ecalle

Les moules sont des objets on ne peut plus concrets et banals : ce sont
de simples fonctions d’un « nombre variable de variables»; ou si I’on préfere,
des fonctions définies sur un monoide. Mais la-dessus viennent se greffer :

(i) trois opérations de base, plus une douzaine de secondaires.

(ii) quatre grands types de «symétrie» ou d’«alternance», plus une
douzaine de secondaires

(iii) une batterie de régles et recettes simples, qui disent comment telle ou
telle opération affecte, conserve, transforme, etc. .., telle ou telle propriété

(iv) une transformation de grande portée, I’ arborification , qui sert surtout
a rendre convergentes des séries mouliennes divergentes, mais qui possede
aussi la propriété inattendue de «respecter» l'expression analytique des
principaux moules utiles

(v) et enfin, bien sir, un bestiaire de quelque trente moules fondamen-
taux, qui surgissent et resurgissent un peu partout, soit directement, soit
comme ingrédients ou piéces détachées a partir desquelles sont construits
les moules secondaires, eux-mémes en quantité indéfinie.

Aussi élaboré que puisse paraitre cet appareil, il reste malgré tout déci-
dément élémentaire dans ses ressorts. Aussi serait-il trompeur, & mon avis,
de parler d’une théorie des moules. On serrerait sans doute la vérité de plus
pres en parlant a leur propos d’un systéme de notations doublé d'un mode
d’emploi sophistiqué, qui permet souvent de poursuivre les calculs méme la
ou la complexité des expressions a manier semble redhibitoire. On pourrait
aussi parler d’un état d’esprit moulien: c’est la mentalié de celui qui ne se
contente pas de théoremes généraux d’existence, d’unicité, etc, nous lais-
sant sur notre faim, mais qui délibérément recherche [’explicite, car il sait
par expérience que c’est presque toujours possible, toujours payant, et sou-
vent indispensable des qu’on vise des résultats tant soit peu précis. Et 'on
pourrait ajouter que les moules s’incrivent dans une démarche typiquement
analytique : ils permettent en effet de cerner les difficultés, puis de les sérier,
puis de les vaincre , en les examinant tour a tour pour les composantes de
longueur 1, 2, 3, etc, jusqu’a ce que les mécanismes en jeu se dévoilent et
livrent la solution générale.
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C’est précisément cette démarche qui a permis, en théorie KAM, de
dissiper la chimere des petits diviseurs surmultiples, qui n’ont aucune espece
d’existence, mais qui hantaient la théorie depuis son origine.

La méme démarche s’applique, avec le méme succes, a ’analyse des 0b-
jets analytiques locaux (champs de vecteurs, difféomorphismes, équations
ou systemes différentiels ou fonctionnels ...) et en particulier a 1’étude
de leurs invariants holomorphes. Ces derniers sont souvent réputés «non
calculables », alors qu’ils le sont éminemment — grace aux moules.

Les moules interviennent aussi en théorie de la résurgence, ou d’ailleurs
ils prennent leur origine, car c’est la un contexte typiquement non commu-
tatif, qui a chaque pas requiert des indexations sur le monoide engendré par
C.

Il y a aussi tout le champ des fonctions spéciales et sa «complétion
naturelle », qui est justement le champ des moules spéciaux. Expliquons-
nous. L’Analyse du 19°™€ siecle avait pour idéal la résolution explicite des
équations (différentielles, etc) au moyen d’un certain nombre de fonctions
spéciales, répertoriées, décrites et tabulées une fois pour toutes. Mais cela
s’est vite révélé impraticable, car aucune collection de fonctions spéciales n’y
suffisait. Aussil'optique a-t-elle changé et, pour la common wisdom du 20¢"*¢
siecle, le ‘but’ était au contraire de trouver des algorithmes de résolution.
C’était un progres, mais un recul aussi : on perdait en transparence ce qu’on
gagnait en généralité. Heureusement, les deux choses sont conciliables : si
le champ des fonctions spéciales est trop restreint pour «tout exprimer »,
le champ des moules spéciaux, lui, y suffit — tout en incorporant ’aspect
algorithmique, vu le mode de définition, par récurrence sur la longueur, de
la plupart des moules spéciaux.

Qui dit fonctions spéciales dit aussi constantes trancendantes spéciales :
les deux choses vont de pair. La aussi, les moules sont l'outil idoine
ils sont le langage préadapté dans lequel se construit et s’étudie le corps
dénombrable Na des naturels, qui contient (presque) toutes les constantes
transcendantes naturelles — a commencer par les multizetas, pour qui les
principales conjectures viennent justement d’étre résolues, par une démarche
qui, du début a la fin, utilise les notations et les opérations mouliennes.
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INTRODUCTION

Les raisons du texte

Toute nouvelle notion, en mathématiques comme ailleurs, est souvent
source de difficultés. C’est notamment le cas des moules et comoules intro-
duits par Jean Ecalle au cours de ses nombreux travaux, aussi bien dans
le domaine des formes normales de champs de vecteurs que dans celui de
I’étude des singularités, ou plus recemment, des propriétés algébriques des
polyzétas. Par ailleurs, il n’est pas toujours facile de situer ces nouvelles
notions et ses éventuelles connexions vis a vis des domaines mathématiques
existant.

Il n’existe pas de texte introductif sur le calcul moulien, facile d’acces, et
répondant a ces interrogations. Or, ce travail devient nécessaire du fait de
I'utilisation de ce formalisme dans des domaines tres différents de son champ
d’application initial, comme par exemple les récentes contributions de Jean
Ecalle en théorie des nombres sur la combinatoire des polyzétas ([15],[16]).
L’objet de ce texte est de combler ce vide. Nous allons définir les moules, et
les comoules, et expliciter certaines méthodes associées, comme la méthode
d’arborification. Mais surtout, nous allons préciser le cadre théorique de ces
objets, a savoir celle de la combinatoire des algebres de Lie libre et des
bigebres graduées. On verra notamment que certains des mots nouveaux
sont en fait connus depuis longtemps sous une autre terminologie, comme
par exemple, ’équivalence entre un moule alternal et un élément primitif
d’une algebre de Hopf.

La plupart du temps, le calcul moulien, quand il n’est pas vu comme
une «théorie» des moules, est pergu comme compliqué et difficile & manier.
Cette remarque permet aux spécialistes des divers champs d’applications
du calcul moulien de le laisser de c6té. Une autre conséquence est que les
apports de ce calcul, par exemple dans I’étude des champs de vecteurs et
des difféomorphismes, sont souvent mal cernés voir ignorés.

Le but de ce texte est de montrer la simplicité d’usage du calcul moulien,
et son apport aussi bien théorique que pratique, dans le probleme clas-
sique des formes normales de champs de vecteurs, via la démonstration de
plusieurs théoremes connus, notamment celui de Bryuno sur la linéarisation
analytique des champs de vecteurs non-résonnants en présence de petits
diviseurs.

Bien entendu, les moules permettent aussi de démontrer des résultats
nouveaux, souvent difficiles d’atteinte pour les méthodes classiques. Par ex-
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emple, la démonstration de l'analyticité de la correction dans [17] pour un
champ de vecteur quelconque, qui correspond dans le cas hamiltonien a
la conjecture de Gallavotti. Mais il est plus facile de s’appercevoir de la
puissance de ce langage en comparant le degré de compréhesion obtenu en
suivant le chemin classique de démonstration d’un théoréme bien établi,
et I'approche moulienne. Qutre un apport conceptuel évident, il améliore
la compréhension de résultats existants, au point parfois, de remettre en
cause des phénomeénes pourtant bien établis. C’est le cas de I'étude de la
convergence de la correction, introduite par J. Ecalle et B. Vallet [17], qui
met en évidence un phénomene purement algébrique de suppression des pe-
tits diviseurs surmultiples. Or, ces derniers apparaissent dans les manipula-
tions classiques [20], et la convergence de la série se démontre alors au prix
d’estimations tres fines, connues sous le nom de compensation d’Eliasson.

La puissance des moules s’illustre aussi par son vaste champ d’applica-
tions, notamment :

i) Résurgence (équation du pont),

ii) Equations différentielles (théorie des invariants holomorphes, théorie
des formes normales),

iii) Equations aux différences,

iv) Equations fonctionelles,

v) Analyse de Lie,

vi) Théorie des nombres (multizetas symboliques).

J’en oublie surement et je renvoie aux travaux d’Ecalle, notamment son
article de revue [16] pour plus de détails.

Plan du mémoire

Ce mémoire est constitué de 5 parties.

La partie 1 consiste en quelques rappels de la théorie des algebres de lie,
des algebres enveloppantes d’algebres de lie, et les notions importantes de
cogebres et bigebres, qui seront au coeur de ce travail.

La partie 2 est entierement consacrée au calcul moulien, i.e. a la combina-
toire de deux bigebres, notées A et E, qui interviennent dans tous les travaux
d’Ecalle. On en donne deux sources naturelles, a savoir les dérivations sur
une algebre, et les opérateurs différentiels. On y définit aussi les principales
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symétries des moules, et leurs traductions dans la terminologie des algebres
de lie libres.

La partie 3 introduit I'opération de composition des moules, qui est
I’analogue non commutatif de la substitution des séries formelles. On décrit

en détail la structure d’algébre a composition ainsi obtenue, ainsi que di-
verses structures associées, comme les groupes alerna(e)ls et symetra(e)ls.

La partie 4, qui peut étre omise dans une premiere lecture, traite de ques-
tions théoriques sur les moules. On donne une interprétation des symétries
secondaires alternil/symetril. On démontre que certaines symétries de moules
peuvent s’établir sans calculs, si ces moules vérifient une équation différen-
tielle donnée.

La partie 5 enfin, discute la construction des formes normales d’objets
analytiques locaux (champs de vecteurs et difféomorphismes).

Remerciements

Je remercie Jean Ecalle pour ses commentaires, et les fichiers qu’il m’a
envoyé dans lesquels j’ai largement puisé des exemples de Moules. Je re-
mercie également Leila Schneps, pour sa relecture critique du manuscrit et
son aide dans la refonte de certains passages. Guillaume Morin m’a beau-
coup facilité la tache en reprenant la rédaction du dernier chapitre et en
rédigeant mes exposés oraux et mes notes sur la méthode d’arborification
pour son mémoire de DEA. Je remercie Marco Abate pour son invitation
exposer une partie de ce mémoire en Avril 2006 & I’Université de Pise. Je
n’oublie pas Jasmin Raissy et sa constante bonne humeur pour notre tra-
vail sur la normalisation des difféomorphismes locaux. Enfin, j’exprime ma
gratitude a tout ceux qui m’ont encouragé dans cette rédaction, notamment
Jean-Nicolas Dénarié, Herbert Gangl, Pierre Lochak, Michel Petitot, George
Racinet, Pierre Cartier et Michel Waldschmidst.
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Premieére partie
I. Préliminaires

Cette partie consiste en quelques rappels succincts sur les algebres de
Lie libres, les notions de bigebres et de cogebres.

1. Algebre associative et algebre de Lie libre

On renvoie au livre de Serre ([27], LA, Chap.4) et Bourbaki ([1], chap.2)
pour les démonstrations des résultats rappelés dans le §1.

On rappelle qu'un magma libre est un ensemble M muni d’une applica-
tion
M x M — M, notée (z,y) — xy.

DEFINITION 1.1. — Soit X un ensemble fini. On définit par récurrence
une famille d’ensembles X, n > 1, tels que

i) X1 =X,
i) pour n > 2,
Xo= [ % x . (1.1)
pta=n
p,q=1

ot [] dénote la réunion disjointe.

Remarque I.2. — Un élément de Xy est un couple (z,y) avec z,y € X; un
élément de X5 sera de la forme (z, (y, z)) ou bien ((z,y), 2), etc. De manieére
générale, '’ensemble X, est I’ensemble des mots parenthésés de longueur n.

oo
On note Mx = H X,,, et on définit la multiplication

n=1

MX X MX — Mx,

(1.2)

Tp X Xq —  (zp,7q) € Xpyq C Mx,

ou x, € &p, z; € &, et la flecche — dénote l'inclusion canonique définie

par ii). Mx est un magma libre sur X. Un élément w de Mx peut étre vu

comme un mot non commutatif et non associatif de X. Sa longueur I(w) est
I'unique n tel que w € &,,.
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Soit K un corps, et soit Ax la k-algebre du magma libre Mx; les éléments
a € Ax sont les sommes finies

o= Z Cm-m, ¢y €K (1.3)

meMx

La multiplication dans Ax étend la multiplication dans Mx; on continue
donc a la noter (-, ). L’algébre Ax est appelée l’algébre libre Ax sur X.

Soit I I'idéal de Ax engendré par les éléments de la forme (a,a), a € Ax,
et par ceux de la forme J(a,b,c) = ((a,b),c) + ((b,¢),a) + ((¢,a),b) avec
a,b,c € Ax. L’algebre quotient Ax /I est appelé algébre de Lie libre sur X
et se note Lx.

Soit UL x Dalgébre enveloppante universelle de Lx . Cette algebre est iso-
morphe a l'algebre Assx de «polynomes associatifs mais non commutatifs
sur X ».

Nous utilisons la notation suivante pour ces polynémes. L’ensemble X
étant supposé fini, posons X = {Xy,..., Xy }. Pour tout r > 1, on note Q*

l’ensemble des suites w = (w1, ...,w,) avec w; € {1,..., N} pour 1 < i< r.
Pour chaque r, on note Q%" le sous-ensemble de Q* constitué des suites
de longueur r. A toute suite w = (w1,...,w,) € 2, on associe un mot de

Assx, a savoir X, := X, ... X,

Un élément m € Assx s’écrit alors

m= Y M“X,, (1.4)
weN*

avec les M € K presque tous égaux a 0.

Les algebres Lx et Assx sont munies de graduations naturelles par la

. n . n 1 . fatannae lindairac
longueur ; on appelle L% resp. Ass’ l'ensemble des combinaisons linéaires

de crochets (resp. de mots) homogenes de longueur n.

On a donc

oo (oo}
Assx = P Ass%, Lx =EPLx. (1.5)
r=0 r=0
On prend les complétés par rapport a ces graduations, que ’on note

Assy = ﬁ Ass%, Lx = ﬁ L (1.6)

r=0 r=0
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Un élément m d’un tel complété peut étre représenté par une serie formelle

oo

m:iYT:Z(Z M‘”Xw), (1.7)

r=0 we,

avec Y, € Ass'y; nous noterons cette somme de maniere condensée

m=Y MX,. (1.8)

Un élément de Assx est entierement déterminé par la donnée de ses
coefficients M*®.

L’inclusion de Lx dans son algebre enveloppante universelle UL x donne
une inclusion £x — Assx puisque UL x =~ Assx; ce morphisme est donné
explicitement par

Lx <— Assx

[Xi,Xj] — Xin —X]’Xi.

Le produit direct Lx x Lx est aussi une algebre de Lie, munie du produit
de Lie donné par

@2, (,1)] = (f2.0], [/, 9]) (1.10)
On a 'homomorphisme diagonal d’algebres de Lie

EX — [,Xxﬁx

R (2, ). (1.11)
Comme on a un isomorphisme
donné par
(z,y)—zR1+1®y, (1.13)

I’homomorphisme diagonal induit un homomorphisme appelé coproduit :

A:ULx — ULx®ULx

T — rR1+1R®x. (1.14)
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Comme ULx ~ Assx, nous avons donc un coproduit

A: Assxy — Assx ® Assx. (1.15)

Le résultat important suivant, di a K. Friedrichs, caractérise de maniere
naturelle la sous-algebre de Lie Lx a l'intérieur de Assx :

THEOREME 1.3. — Soit X un ensemble fini ; alors l’algébre de Lie libre
Lx sur X coincide avec l’ensemble des éléments primitifs de Assy, c’est-
a-dire

Lx ={meAssx, Am=m®@1+1Qm}. (1.16)

Soit M l'idéal de I’algebre Assx engendré par I’ensemble X, c’est-a-dire
I’idéal de tous les polynomes sans terme constant ; il est engendré par les
monomes autres que 1 (non commutatifs).

On définit une application
P M— Lx (1.17)

en posant

Xy X)) = [ [ Xl X+ Xy L X ] (118)

pour les monomes et en I'étendant par linéarité a tout M.

Comme Lx C Assx, et d’ailleurs méme Lx C M, on peut restreindre
1) a ce sous-ensemble, et on obtient le résultat suivant, appelé théoréeme de
projection :

THEOREME 1.4. — L’application v est une retraction de M sur Lx, i.e.
on a oy =idey.

Par exemple, on sait que I'élément X1 Xo — X5 X; € M appartient en
fait a Ly, puisqu’il s’agit de [X1, Xs] ; on a bien

1

L :

P(X1 X2 — X0 Xq) = 5

X1, Xa] — = [Xa, X1] = [X1, Xa]. (1.19)

Soit M € Zs\sX I’idéal engendré par I’ensemble fini X; c¢’est donc 1'idéal
des séries formelles sans terme constant. On définit les applications

exp: M—1+M, log:l+M— M, (1.20)
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par les formules usuelles
n

> n
exp(z) = Z %, log(1 + ) Z ”Hx . (1.21)

n=1

On a
explog = logexp = 1. (1.22)

On définit le produit tensoriel complété

Assx®Assx = [ [ Assh ® Assk, (1.23)
p,q

et on note que le coproduit A s’étend aux complétés, ainsi que le théoreme
1.3, ¢ est a-dire que Lx s’identifie & 'intérieur de Ass 5x_avec l’ensernble des
m € AssX tels que A(m) = m® 1+ 1®m dans ASSX®ASSX On a le
résultat important suivant :

THEOREME 1.5. — L’application exp définit une bijection de ’ensemble
des éléments primitifs o € M, c’est-a-dire tels que Aa = a® 1+ 1® a,
vers l’ensemble des B € 1+ M tels que A =8 ® (.

2. Cogebres et bigebres

2.1. Cogebres et coproduit

Soit K un corps.

DEFINITION 1.6. — On appelle cogébre sur K un triplet (F,A,¢) ou FE
est un K-espace vectoriel, A est une application K-linéaire A : E — EQy F,
dit coproduit de E, et ¢ : E — K est une application K-linéaire, tels que

c(idp @ A)o A=(A®idg)o A (2.1)
(idE(X)é‘)OA: (é‘@idE)OA:idE.

On donne un exemple dans la prochaine section.
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2.2. Bigebres et graduations

Une bigebre est un quintuplet (E, u,n, A, €) tel que

(1) (E, 1, m) est une algebre, i.e. E est un K-espace vectoriel, et u : FQgE —
FE et n: K — E sont des applications K-linéaires telles que

po(p®l)=po(lou) : E®k E®g E— E, (2.3)
po(l®n)=po(nel)=1 :E— E, (2.4)
en identifiant K@g F = EF g K= E.
(2) (E,A,¢€) est une cogebre (voir §2.1)
(3) A et € sont des homomorphismes d’algebres.

Une bigebre est graduée si 'algebre sous-jacente est munie d’une gradu-
ation.

DEFINITION 1.7. — Dans toute la suite, un élément x d’une bigébre E
munie d’un coproduit A sera dit primitif si

Ar=z®1+1®«x, (2.5)
et « group-like» si
Ar=z®ux. (2.6)
2.3. Exemples

2.8.1. Algébre de dérivations

On renvoie au livre de Jacobson ([21], chap.1l, §2, p.7-8) pour plus de
détails.

Soit A une K-algeébre non nécessairement associative quelconque. Une
dérivation D (ou opérateur différentiel d’ordre 1) sur A est une application
linéaire de A dans A satisfaisant

D(zy) = (Dx)y + x(Dy). (2.7)

On note Der(A) 'ensemble des dérivations sur A.
Soient Dy, Dy € Der(A) ; on a

(D1 + D2)(zy) = Di(ay) + Da(zy),
(D1z)y + 2(D1y) + (D2x)y + x(D2y), (2.8)
(D1 + D2)zy + (D1 + Da)y.
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Par conséquent D; + Dy € Der(A). De méme, on a o« = Dy € Der(A) si
a € K. On voit donc que Der(A) est un K-espace vectoriel.

On peut composer les dérivations ; la composition de Dy et Dy est donnée
par

DyDi(zy) = Dao((Drz)y + z(D1ry)),

2.
= (D2Dix)y + D1xDoy + DoxDyy + 2Dy Dyy. (29)

On peut méme donner la formule générale pour 'action d’un opérateur
différentiel B = D o---0 D, d’ordre r sur zy ; elle n’est pas bien belle,
mais elle peut étre utile.

DEFINITION 1.8. — Pour chaque entier r > 1, nous introduisons l’ensem-
ble P, de paires

((7;17'"’in)v(jly---ajm)) (2.10)

de suites d’entiers, sous-ensembles de la suite (1,...,r), telles que
n+m=r
1< <t <+ <ip <7
1<ji<jo< - <jJm<r (2.11)

{ins e in} O {1, dm} =

0
{itseeovint Uit simd = {1y osrh,

Les paires (@, (1,..., r)) et ((17 ceT), (Z)) sont incluses dans P,. Nous

écrirons souvent i pour (iy,...,in) et j pour (ji,...,jm)), donc (i,7) € P,.
L’action d’un opérateur différentiel B est donnée explicitement par

B(zy)= > (Bw)(Bjy) (2.12)

(i,9)€EPr

ou
Bi = D;,D;,---D;, et Bi:Dlej2~-'Dj .

m

(2.13)

La composition de r dérivations forme un opérateur différentiel d’ordre
r, qui n’est pas une dérivation si r > 1 ; I’ensemble des dérivations ne forme
donc pas une algebre pour cette multiplication.

Par contre, en posant [D1, Da] = DDy — D2 D1, on obtient

[Dy, Do]zy = ([Dh Dg]x)y + x([Dl, Dg]y). (2.14)
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Par conséquent, [Dy, D3] € Der(A) et [, ] fait de Der(A) une algebre de
Lie appelée algébre de Lie des dérivations ou algébre de dérivations de A.

Soit F(A) = Dy, ..., D;, une famille finie de dérivations de Der(A). On
note K((F(A))) Panneau des séries formelles sur ’alphabet F'(A). Précisons
que nous considérons l'identité id4 comme 'unique opérateur différentiel
d’ordre 0, et nous l'identifions avec 1’élément 1 € K. De cette maniere, tous
les éléments de K((F'(A))) sont des opérateurs sur A.

On peut munir l'algebre K((F'(A))) d’une structure de cogebre.
Counité. On note € 'homomorphisme
e : K((Der(4))) - K (2.15)
défini en associant & chaque série formelle de K{(F(A))) son terme constant.

Coproduit. A toute dérivation D € Der(A) on associe un opérateur de
A® A dans A® A, noté D, par

D(¢®¢) =Dp @+ ¢ @ Dy. (2.16)
Si Dy et D5 sont deux dérivations, on construit une application naturelle

de A® A dans A ® A notée D ® Do, définie par
(D1 ® D2)(¢p ® 1) = D1¢p @ Da). (2.17)

Finalement, on définit une application linéaire A de Der(A) dans Der(A)®
Der(A) par

Der(A) 2 Der(A) @ Der(A), (2.18)
D — D®1+1®D. '
On note que B
D = A(D). (2.19)

De plus, en notant p 'opérateur linéaire de A ® A dans A défini par
o R — ¢ -1, on a Iégalité

Dopu=poA(D), (2.20)

traduisant la commutativité du diagramme

Aoa 2P Aga,
I Iz (2.21)
A L,o4
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On peut définir directement A en posant

A(B)= > B;® B;. (2.22)
1+j=r

Notons que A(1) =1® 1, et de plus, on a la formule utile

A(B1B;) = A(B1)A(Ba). (2.23)

Pour le voir, on commence a l’ordre 2 :

A(D1Ds) = (D1D2)®14+ D1 ®Dy+ Ds® Dy +1® (D1Ds)
= (D1 ®14+1@D1)(D2®1+1® Ds)
= A(D1)A(Dy).
(2.24)

et on continue par récurrence.

LEMME 1.9. — Le triplet D = (K({(Der(A))), A,¢) est une cogébre.

2.8.2. Algébre d’opérateurs différentiels

Un deuxiéme type de coproduit intervient naturellement dans 1’étude
des opérateurs différentiels d’ordre r > 1, que nous notons B (ou B,.) pour
les distinguer des dérivations, habituellement notées D.

Nous avons vu que '’ensemble des opérateurs différentiels d’ordre r sur
A pour tout r > 1 forme une A-algebre, notée Op(A), sous la multiplication
correspondant simplement a la composition des opérateurs. C’est la sous
algebre associative des endomorphismes de A engendrés par les dérivations.
A partir de B,, on définit une application de A ® A dans A ® A par

B(¢@v¢)= Y Bip@Bjp, (2.25)

i+j=r

ou le sens de cette somme est comme dans (2.12). On obtient un copro-
duit A, défini sur K((Op(A))) par

Op(4) 2% 0p(4)® Op(A),
B, — Y BB, (2.26)

i+j=r
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On a bien siir, pour tout B € Op(A), en conservant les notations
précédentes
Bopu=poALB). (2.27)

Notons que l'equation (2.23) reste valable pour A,.

LEMME 1.10 L’espace vectoriel K({(Op(A))), muni du coproduit A, et
de Uapplication linéaire € du lemme 1.9, forme une cogebre.

Deuxiéme partie

II. Calcul Moulien

On définit les moules et les principales opérations algébriques sur ces
objets via les séries formelles non-commutatives associées. On donne la tra-
duction des diverses propriétés algébriques des séries (primitive/group-like)
sur les moules associés, pour les bigebres A et [E, consuisant aux symétries
alterna(e)l/symetra(e)l respectivement.

1. Moules

Soit A un ensemble. On note A* ’ensemble des mots construits sur A.
Les moules sont définis par :

DEFINITION I1.11. — Soit A un ensemble et K un anneau. Un moule
sur A a valeur dans K est une application, notée M®, de A* dans K.

La notation M*® pour désigner une application de A* dans K n’est pas
usuelle, mais elle coincide avec la notation utilisée par Jean Ecalle.

Par convention, un moule M® étant donné, on note M2Z la quantité
M*(a) pour tout g € A*.

Les moules sont évidemment en correspondance bi-univoque avec les
séries formelles non commutatives de K((A)). En effet, a tout moule M*

sur A, on associe la série S(M) = E M*%q et vice versa.
acA*

Notation. — On note Mg (A) 'ensemble des moules sur A valeur dans
K.

La structure d’algebre de K((A4)) se transporte sur Mg (A).
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2. Les bigebres A et E

Soit K un corps. Soit X un alphabet et Y = (y;);cn un alphabet codé
par un semi-groupe additif.

On note K((X)) (resp. K({(Y))), la K-algebre des séries formelles non
commutatives formée sur X* (resp. Y*).

DEFINITION I1.12. — On note A = (K{((X)),e,A) la cogébre définie
par :

1) le coproduit A est défini sur les lettres x de X par
Alz)=2z®1+1®z, VYrelX. (2.1)
Le coproduit d’un mot x = x1...x, se calcule via la propriété
Az'z?) = Alzh)A(2?), Vot 2? € X*. (2.2)
On étend A o K{(X)) par linéarité, en particulier
AD)y=A(1l) =11

ii) On définit la counité € par :
K{x) - K
2.
Z Mzx — M. (23)
rzeX*

Le coproduit A de A est le coproduit naturel. La propriété (2.2) traduit
le fait que A est un morphisme d’algebre.

DEFINITION I1.13. — Rappelons que Y est un alphabet codé par un
semi-groupe. Notons E = (K{((Y)), Ay, ) la cogébre définie par :

i) Le coproduit A, est défini sur les lettres de Y par

A*(yr) = Z Yi @Yj. (24)
i+j=r

On étend A, a Y™ par la propriété :
A*(Q1Q2) = A*(gl)A*(QQ)a VQ17Q2 € Y* (25)
On étend A, o K{(Y)) par linéarité.

1) la counité sur E est définie comme dans la définition 11.12, ii).
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On voit que les cogebres A et E sont en fait des bigebres : en effet,
K{(X)) (resp. K{({Y))) est une algebre, A et A, sont des homomorphismes
d’algebres, et la condition sur € est évidente.

Encore une fois, A et E sont des bigebres graduées, car les algebres
K{{(X)) et K{({Y)) sont munies de la graduation naturelle donnée par la
longueur des mots dans l’alphabet X (resp. Y).

3. Combinatoire sur A et E, battage et battage contractant

3.1. Combinatoire sur A

On prend comme ci-dessus un corps K de caractéristique zéro et un
alphabet X . On considere la K-algebre K((X)). Placons-nous dans la bigebre
graduée A obtenu en munissant K((X)) du coproduit A de la définition
11.12.

Nous écrivons = (z1,...,2,) pour un élément de X*. L’entier r
s’appelle la longueur de la suite; si 7 = 1 alors z € X, et 'unique élément
de X* de longueur 0 est 0.

Notons C(X) I'ensemble des couples de suites de X* ; on note un couple
de suites (z';22%) = ((x1,...,2L); (23,...,22)).

rn

DEFINITION 11.14. — A chaque z € X*, soit C, le sous-ensemble de
C(X) de couples de suites « engendré par A(x)», i.e. apparaissant dans
Dexpression de A(z).

e Pour =10, on a
AD)y=A1)=121=0x0

donc

e Pour r =1, 0n a
Alz)=z1+1Qx

donc

o = { (@30, 0:2).
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e Pour r =2, on az = (z1,x2) et

A(xll'g) = A(.’El)A((EQ)

(2101 +1®@x) (2 ®14+1Qx2)
T1T2 R1 4+ 2021 +21 Rz + 1R 122
= 2@0+mnen+rn e+l

donc

Co—(z1,00) = Uz 0), (213 22), (w25 21), (D5 2) },

e Pour tout 7 > 0, on a |Cy| = 2" si z contient r composantes distinctes.
De maniere générale, on voit que I’ensemble des couples apparaissant dans
I'expression de A(z), c’est-a-dire les couples de Cy, est donné par

Ce = {<lg§§l> | (4,7) € Pr}, (3.6)

ou z = (21,...,z,) est une suite de X* de longueur r, la définition de
I’ensemble P, des paires de suites d’entiers associé a un entier r > 1 est
donnée dans la définition 1.8 du §1.2.3, et pour

i:(ila"'vi’n)a l:(jla'~-7jm)
on a

gi:<',L‘i17"’7xin)7 &lZ(a?h,,x]m)

Nous arrivons maintenant & la définition et aux résultats principaux de
cette section.

DEFINITION I1.15. — Soit (x'; 22) un couple de suites. On appelle battage
de (z*; 2%) et on note sh(z!, 2%) ’ensemble des suites obtenues en mélangeant
les éléments des deux suites z' et x2 en préservant Uordre interne de cha-
cune d’elles.

Ezemple. — Soit ! = (a,b) et 2% = ¢, alors

Sh(§17$2) = {(a‘7b7 C)v (a,c, b)7 (Cva‘7b)}' (37)

PROPOSITION 11.16. — Soit (z'; 2%) un couple de suites. L’ensemble des

mots s telles que (x';z?) soit dans Cs est donné par lensemble de battage
sh(z!, z?).
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Démonstration. — Pour démontrer cette proposition, nous introduisons
une action de X sur C(X) qui nous aidera a classer les couples apparaissant
dans C.

Soit z € X, et 2!, 22 € X*. La multiplication dans K{{X)) @k k{(X))
des deux éléments A(X) et 2! ® 22 donne

Az) - (2! @ 2?) = 22! @ 2° + 2! @ x2®. (3.8)

Cette formule peut se traduire en une action, ou plutdét une somme de
deux actions de X sur C(X). En effet, définissons deux actions de X sur
C(X) comme suit :

_
—
a : X X C(X) — C(){)7
(z,(2zh;2%) = ((w,z');2%),
ol (x,z") dénote la concaténation des suites = et z° dans X*.

Pour tout = € (2, les opérateurs a et a} vérifient

+ 0= —a— at
Ay Gy, = Gy Ay .

Les actions de a et de a, sont non commutatives :
Onaa} af =a} al (resp.ay a;, =a, a; )sietseulement sizy = zo.

Tl X2 T2 "T1 Tyl T2 To Ty

L’égalité (3.8) se traduit par la relation récursive suivante sur les ensem-
bles Cy

C£ = (x1,...,2.) = aj{l (C(wz’m’%.)) +a,, (C(wz,...,a:r)) , (3.9)

ot I'on étend les a™ et a~ aux ensembles de paires en prenant la somme.

Autrement dit, on a I’énoncé suivant qui découle en fait immédiatement
de cette remarque :

LEMME I1.17. — Soit = (x1,...,x,). Alors les éléments de C, sont
donnés par
aglag? ...al (0;0), (3.10)

ovo;, ==x1,1=1,...,r.
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Nous terminons maintenant la démonstration de la proposition I1.16.

Une direction est facile : si z € sh(x!, 2?), alors (3.6) montre que (z';z?) €
Cy.

Supposons donc que z est une suite telle que (z!; 2%) est dans Cy. Alors
la longueur r de z est égale & la somme des longueurs de z! et de 22 (disons
n et m respectivement avec n +m = r). Ecrivons z = (z1,...,2,). On a vu
au lemme I1.17 que les 2" éléments de C, sont donnés par

ag -+~ ag (0;0)

T
ou g; = +1.

Si (zt;22%) € Cy, i.e. si z est un r-uple tel que

agl - aZr(0;0) = (z';2?), (3.11)
alors il y a n des o; qui sont égaux a —1, disons 0;, = --- = 0;, = —1, et les
m autres sont égaux & +1, disons ¢j, = --- =0, = +1, ot {i1,...,ip} U
{tseoygmt={L..rtet 1<ip < vip < 1< j1 < < <1

Alors (3.11) implique que (8;,,...,8:,) = (W],...,wt) et (sj,,...,8;,.) =
(22,...,22)), ce qui équivaut a dire que = € sh(z!, 2?). O

3.2. Combinatoire sur E

Plagons-nous maintenant dans la bigebre E, c’est-a-dire dans 1’algebre
K{{Y)) munie du coproduit A, de la définition II.13. Rappelons que Y
est un alphabet codé par un semi-groupe, et que Y* dénote ’ensemble des
suites (Ys,, - - -,Us,) de 7 éléments de Y ; la suite de longueur r = 0 est (). On
considere la concaténation yy’ de deux suites dans Y* ; il est entendu que
yl = By = y ; la longueur de la suite concaténée de deux suites de longueurs
n et miresﬁectivement est n+m.

DEFINITION I1.18. — Comme au §3.1, nous associons d chaque y € Y*
un ensemble de couples de suites Cy “engendré par A, (y)”, i.e. contenant

tous les couples apparaissant dans la somme AL (y)-

e Pour r = 0, d’apres la définition I1.13, on a

donc

Ci = {(0:0)}. (3.12)
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ePourr=1ety, €Y,ona

Acys) = > un@u. (3.13)
k+l=s
On a donc
CZL:{@MM|k+l=s,0<k7l<s}. (3.14)

e Pour r = 2, si y; et y; sont deux lettres de Y et on pose y = y;y;, on a
Ady) = A(wi)As(y))

(Zmon) (T wew) o

ktl=i KHl=j

Z Z YkYrr @ Yiyv -

k+l=i k/+1'=§

On obtient donc

Cy = {(wmwws ) |+ =i, 10 =, 0 < kK <y 0< LT < .
(3.16)

On arrive a la définition et aux résultats principaux de cette section.

DEFINITION I1.19. — Soit <g1;g2> un couple de suites. On appelle battage
contractant de (y';y?), et on note csh(gl,QQ), l’ensemble des suites obtenues

par battage de (gl;?) suivi de la contraction éventuelle

(ysi ) ys?) ’i} ys}+s?7 (317)
d’une ou plusieurs paires (yq1,y42) d’éléments consécutifs provenant de y*

T J -
et y2.

PROPOSITION I1.20. — Soit (y';y*) un élément de Y* xY*. L’ensemble

des suites y telles que <g1;g2> soit dans Cj; est donné par le battage con-

tractant de (y*,y?).

Démonstration. — Soient a™ et a™ les opérateurs introduits au §3.1. No-
tons les faits suivants.

e Pour y; € Y, les éléments de (7, s’obtiennent en appliquant au couple
(0;0), seul élément de Cjj, tous les opérateurs

a?;la;;2 avec 81+ 3 =3, 0< s1,82 < s} (3.18)
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e Pour y =y, ...ys, € Y™, 7 > 2, les éléments de € s’obtiennent en
appliquant tous les opérateurs -

a;kla;rkz avec ki + ko =s1, 0 < k1, ko < 51} (3.19)

- On résume ce résultat dans I’énoncé suivant.
-

*
aux couples de O

LEMME I1.21. — Soit y = ys, ...ys, une suite de Y™, et C} l’ensemble
des couples de suites engendré par A.(y). Tout élément de C_’; est de la

forme

by., by., - - by., (0;0), (3.20)

Yy

ou chaque opérateur by, est de la forme

_ -
_aysiayg

. avec st +sh=s;, 0<s),sh < st (3.21)
2

by.,

Terminons maintenant la démonstration de la proposition I1.20.

Pour la premitre direction, on suppose que y = ys, ...ys, € csh(y',y?),
t<r.

Ceci veut dire que y est obtenu d'un élément de sh(y*, y?), donné par une
partition de {1,...,r} comme d’habitude en deux sous-ensembles {i1, ..., i,}
et {j1,-..,Jm} avec n+m = r, par additions successives de paires d’éléments
adjacents provenant de y' et y? respectivement.

En d’autres termes, on a pour 1 < ¢ < ¢, ys, est égal soit a une com-
posante de y!, soit & une composante de 32, soit & la contraction d’une
composante de yl et une composante de y2.

Pour 1 <4 < ¢, on pose

a si Ys; = Ys1 est une composante de y1
j g

s

[y

Y
+
Ys

I a Sl ys, = Ys2 est une composante de gz (3.22)

Ve,

™)

— + . o
aysl. aysi S1 ysi - ysj1+sk2.
J

Alors by, ---by, (0;0) € C; par le lemme 1121, et by, ---b,, (0;0) =

(y';y?), ce qui prouve que si g_e csh(yt,y?), alors

(y'sy°) € Oy (3.23)
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On démontre maintenant la direction inverse, a savoir : si y = ys, ... ¥s,
est tel que (y';y?) € Cy, alors y € csh(y*,y?).

Par le lemme I1.21, on sait que

(y'sy®) = by, by, (0:0) = <(ys} Yl Y2 - --ys2>, (3.24)

— t

— = at ; 1 2 =g
avec by, = ay ,ay , pour 1<i<t, et s; +57 =s;.
K K

Supposons que gl =Yk, .- Yk, €t f =1y, ...y, . On constate donc que

Y =YYk, = Ysi oY, (3.25)

et
32 =Yy YL, = Y2 - Ys2e (3.26)

1 t

Avec les conditions s} + sf = s; pour 1 < i < t, ceci force la valeur de
chaque y41 et yg2. En effet, on a forcément

(ykj,Q)) si ys, = Yx; est une composante de gl
(Ysr,y2) = ¢ (0, u1,) si ys, = yi, est une composante de y*  (3.27)
/ (Y, 91,)  sisi = kj +1j est une somme.

Ceci termine la démonstration de la proposition II.20. |

4. Eléments primitifs de A et E

4.1. Eléments primitifs de A
On se place de nouveau dans la cogebre A, d’algebre sous-jacente K((X)),

sur I'alphabet X. Rappelons qu'un moule est naturellement associé a une
série non commutative dans les variables x € X, i.e. un élément

S MEr e K{(X)).

rzeX*
DEFINITION 11.22. — Un moule M*® est dit alternal si
> ME=0 vz'.z®eX*\{1}. (4.1)

zesh(a! z2)
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Soit = (x1,...,z,) une suite, et I[(x) = r sa longueur. L’action de A
sur z donne une expression de la forme

Alg)=z@l+loz+ » z'e’ (4.2)

ott Cp = Gy \ {23 0), (0;2)}.

Le but des deux théoremes suivants est de démontrer que 1’alternalité
d’un moule exprime sa primitivité en tant qu'élément de la cogebre A (on
rappelle que P € A est primitif si A(P)=P®1+1® P).

Une propriété essentielle des éléments primitifs est la suivante :

LEMME I1.23. — Un élément primitif P € A a un terme constant égal
a 0.

Démonstration. — En effet, si le terme constant de P (i.e. le coefficient
de 1) est égal a a € K, alors le terme constant de A(P) est égal & a(1 ® 1)
alors que le terme constant de PR 1+ 1R Pestégalaa®1+1®a. Si P
est primitif on a donca® 1+ 1®a =a ® a. On en déduit

(a+1)®(a+1) = a®a+a®l+1Ra+1®1,
(2a+1)® (2a+ 1),

soit, a +1 = 2a + 1, et donc a = 0. O

Ceci correspond au fait que les éléments de Lie dans une algebre associa-
tive libre appartiennent tous a 'idéal M engendré par les séries sans terme
constant (voir la partie I).

ProrosIiTION I1.24. — On note X" l’ensemble des mots de longueur r

construits sur X. L’élément MZx est un élément primitif si et seule-
zEX T

ment si pour tout couple de suites (z';x2) avec l(z') =n >0, l(2®) =m >

O,n+m=r, ona

> M=o (4.3)

zesh(a! 22)

Démonstration. — Posons

P= Z MZyg. (4.4)

EGX*,T
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En utilisant la formule (4.2), on voit que

AP) =AY M=) = > MEA®)

zeEX T zeX*T

= Y M@az®l+l@z)+R  (45)
QGX*‘T
= P®1+1®P+R,

ou le reste R est égal a

Z M£< Z §1®g2>. (4.6)
< 1

EGX*.T

Par définition, Z MZx est un élément primitif si et seulement si

zEXT
R =0.

Soit (z!; 22) un couple de suites de (4.6). Par la proposition I1.16, I'ensem-
ble des mots x € X™" engendrant ce couple, i.e. tel que ce couple apparait
dans Cj, est obtenu par battage de (z'; z?). En regroupant dans (4.6) les ter-
mes avec le méme couple (z!; 2?), on réecrit (4.6) comme somme d’éléments
de la forme

> ME) ' e (4.7)
zesh(z!,z?)

Le reste dans (4.5) est donc nul si et seulement si on a la condition (4.3).
O

THEOREME 11.25. — Un élément P = ZMQQ € A est un élément
X*
primitif si et seulement si le moule associé M*® est un moule alternal.
Démonstration. — On peut écrire P comme somme de composantes ho-

mogenes P = Z P,. Or, si P, est primitif pour chaque n <0, on a

n<0

AP)=Y AP) =Y (P,®1+1®P)=P@1+10PF, (48)

n<0 n<0
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donc P est primitif. Inversement, si P est primitif, on a

A(P)

P®1+1®P:ZA(Pn)

n<0

Y (P.®1+1®P, +R,) (4.9)

n<0

PR1+1®@P+) Ry

n<0

Donc ), o Rn, = 0, et comme il s’agit d’une série formelle non com-
mutative, chaque partie homogeéne R, = 0. On obtient donc A(P,) =
P,®1+4+1® P, pour tout n > 0, i.e. P, est primitif.

On peut donc raisonner composante homogene par composante homo-
gene.

Supposons donc P primitif ; alors chaque P, est primitif, et par le
théoreme II.24, la partie homogene M, du moule M*® est alors alternal.
Donc M*® est alternal. Inversement, si M*® est alternal, alors chaque M}
I'est, donc chaque P, est primitif, donc P est primitif. O

4.2. Ecriture dans Palgebre de Lie

Rappelons que I'algebre associative K((X)) s’identifie avec 1’algebre envelop-
pante universelle de ’algebre de Lie libre Lx sur I'alphabet X ; on a un
homomorphisme injectif

Lx —  K(X))
x — x, (4.10)
[,2'] — xa -2

Par le théoreme 1.3, les éléments primitifs de K((X)) sont exactement les
éléments dans l'image de Lx. Les moules alternaux de A peuvent donc
étre vu comme des éléments de 'algebre de Lie libre £x. Nous en donnons
I’expression explicite dans le théoréme suivant.

Rappelons d’abord quelques faits de la section I.1. Soit M 'idéal M de
K((X)) engendré par les séries formelles sans terme constant. Alors nous
avons un homomorphisme, que 'on définit sur les monémes et étend par
linéarité :

v M

—
X1+ Ty —

Lx

[ [[z1, 22], 23]y - - r1], 2] (4.11)

1
r
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Or, l'inclusion naturelle £x C K{{X)) donne en fait Lx C M. Le théoréme
de projection 1.4 (voir section I.1) dit que

¢|ﬁx = idﬁx'

THEOREME 11.26. — Soit M*® un moule alternal et z une suite de longueur
r > 0. Soit o(z) 'ensemble des suites de longueur r déduites de x par per-
mutation des composantes.

Alors ’élément Z M*u appartient a Lx C M C K((X)), et s’écrit
uco(z)

1
- > MY[u] € L, (4.12)
u€o(z)

ot

[z = [+ [[x1, 2], 23], - -, 21, 2] (4.13)

Démonstration.— Comme M?® est alternal, il est primitif, c¢’est-a-dire

Z M®u € Lx, et le résultat découle alors immédiatement de (4.11) et
u€o(z)
du théoreme de projection. O

4.3. Eléments primitifs de E

La caractérisation des éléments primitifs de E utilise la symétrie sui-
vante :

DEFINITION I1.27. — Un moule M*® est dit alternel si

Yoo ME=0 Yyt ey \{0}. (4.14)
yecsh(yt,y?)

Plagons-nous maintenant dans la cogebre [E, d’algebre sous-jacente égale
a K((Y)) sur l’alphabet libre Y indexé par le semigroupe N. On a alors le
théoreme suivant, analogue du théoreme I1.26 :

THEOREME 11.28. — Un élément Z MYy € E est primitif si et seule-
EEY*
ment si M® est un moule alternel.
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Démonstration. — On note P = Z MYy. P primitif signifie que

YyeEY™
A, (P)=P®1+1®P. (4.15)
Or, on a
AP) = Y MEALY
S
R L
ysln-ysrey*
=Y MU Al(y) - A(ys,)
Ysq---Ysp EY ™

_ Z MYs1-Ysr ( Z yk1®yll>...< Z Yk, @ Yu.

Yoy --Ysr EY™ k1+1l1=s1 krtlr=s.
_ E : MYs1Ysr E Yky - Yk QO Y1y -+ YL,
ysl'nyerY* kitli=si, 1<i<r
(4.16)

Ici, par la définition de A,, les yi, et y;, appartiennent & Y U {0},
c’est-a-dire que la somme porte sur l’ensemble des r-uples de couples

((ykuyh)v SERE) (ykm Z/h)) avec kz + li = s; restants.

Soit A I’ensemble de ces r-uples de couples, moins les deux éléments
suivants :

((ykl,yzl), oo (Y yz,,.)) = ((ysU(Z)), ooy (Usis (Z))) (4.17)

(@esw) s ew) = (Gge)o ). (418)

L’expression de A, (P) donnée dans la derniére ligne de (4.16) devient
alors

AP) = > MYyel+ Y Moy
gEY* gey*
+ Z Zykl"'ykr(@yll...yb‘, (4.19)
yeY* A

= PR1+1®P+R,
ou

R= > MYy ypy - Uk @i, (4.20)
yey* A

P est donc primitif si et seulement si R = 0.
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Posons y' = yr, ... Yk, et y* = yi, ...y, ; notons que, contrairement
aux apparences, les longueurs de y' et y? ne sont pas forcément égales a
r puisque P’on ignore les composantes égales & (). La proposition I1.20 dit
qu'un couple (y'; y?) appartient & C; si et seulement si y € csh(y', y?).

On voit donc que le coefficient de chaque expression gl ® gz dans la

somme R est égal a
> M (4.21)
yecsh(y!,y?)

R s’annule donc si et seulement si M*® est alternel. O
5. Eléments «group-like» de A et E

5.1. Eléments «group-like» de A

Rappelons de la définition 1.7 qu’un élément P € K{(X)) est dit « group-
like » pour le coproduit A : K{({(X)) — K{(X))@gK((X)) sl vérifie

A(P) = P®P. (5.1)

Deux conséquences du théoreme 1.5 permettent de préciser la nature des
éléments group-like de E.

e Un élément group-like est I'image d’un élément primitif par I’application
exponentielle. C’est donc une série formelle.

e La condition A(P) = P ® P implique que Pcalors que ce terme
constant vérifie a(1® 1) = a ® a, donc a = 1.

Ces deux observations nous conduisent & considérer les moules de la

forme
P= > M4, (5.2)

reX*

avec M? = 1.

Remarque I1.29. — Si les dérivations proviennent d’un champ de vecteurs,
le groupe des automorphismes ainsi défini est isomorphe au groupe des
difféomorphismes tangents a I'identité.

DEFINITION I1.30. — Un moule M*® est dit symétral si
S oME=MEME vela?e X* (5.3)

zesh(a!,z?)
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THEOREME 11.31. — Un élément M2z € A est “group-like” si et
z
seulement si M*® est un moule symétral.

Démonstration. — Soit P=14+Q =1+ Z MZz. On a

w#D
A(P) = 1®1+ Y M=A(z)
reX*
= 191+Qe1+10Q+ Y ME . Y i
zeX™r (zhz2)eCy

(5.4)
ol 'on rappelle que C, dénote I'ensemble de couples (x'; 2%) apparaissant
dans la somme A(z), et C; dénote le sous-ensemble des couples avec zt £ 0,

22 £ 0.

On a aussi
PaP=121+Q®1+10Q+Q®Q,
ou L )
QeQ= > MMz @2 (5.5)
z1£0,22#£0

Pour que P soit group-like, il faut donc que le reste de (5.4) soit égal & (5.5).

Soit (x!;2%) un couple de suites intervenant dans (5.5). Rappelons de la
proposition I1.16, §3.1, que ce couple (x'; x?) appartient & Cy si et seulement
si x appartient & sh(z!, z?). Pour un couple donné (z!; x2), le coefficient du
terme 2! ® 22 dans le reste de (5.4) est donc donné par

> ME
zesh(z?,z?)

Le reste de (5.4) est donc égal & (5.5), i.e. P est group-like, si et seulement
si o,
Y ME=MEME,
zesh(z?,z?)

d’ou le théoreme. O

5.2. Eléments « group-like» de E

La condition de symétrie d’'un moule correspondant au fait d’étre group-
like dans E est donc :
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DEFINITION 11.32. — Un moule M*® est dit symétrel si

> omr= MY MY Wyl ey (5.6)

yecsh(y!,y?)

THEOREME I1.33. — Un élément Z MYy € E est «group-like» si et
yeYy'™*
seulement si M*® est un moule symétrel.

Démonstration. — Elle est analogue au cas symétral. En effet, il suffit
d’adapter la démonstration du théoréme I1.31 en remplagant (5.4) par

AP) = 1@1+ Y MYA(y)

YyeEY™*
= 1914+Qe1+18Q+ Y MY > y' oy’

yey*

(5.7)

ott la deuxiéme somme porte sur tous les couples (y';y?) tels que

—yt =Yk, - Yk, Y2 =y, ...y, avec éventuellement certains yx, ou y,
égaux a () ;

—ki+li=s;pour 1 <1 <rsiy=ys ...Ys,
—yt # et y? £0.
Par la proposition I1.20, le coefficient d’un terme donné y' ®y? est donné
par
> M (5.8)
EGCSh(El 2y2)

Comparant donc le reste de (5.7) avec (5.5), on voit que P est group-like si
et seulement si le moule associé M*® est symétrel. O

6. Exemples de moules alterna(e)l, symétra(e)l

6.1. Un moule alternal

Dans cet exemple, nous prenons pour €2 un ensemble dénombrable d’indé-
terminées, et pour le corps K le corps Q(2) des fractions rationnelles dans
les éléments de Q.
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On définit le moule élémentaire T par

TP =0, T¥=0 Ywe,
1 1 1 (6.1)

(W2 —w1) (w3 —w2) T (wr —wr—1)’

T(W1:~~~7UJ7-) _

On a
LEMME 11.34. — Le moule T® est alternal.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur des suites.
On doit vérifier pour toutes suites w!' # 0, w? # 0, la propriété

> 12=0

wesh(w?,w?)
La propriété est trivialement vraie si l(w) = 2.

Soient w! = (wi,...,wl) et w? = (w?,...,w2,) telles que n+m =r > 2.
Supposons que la propriété d’alternalité soit vraie pour toutes les suites de
longueur < r — 1.

On commence par noter que

1

T(wl,...tw,.) —
(wr - wr71>

T(WI"..’W7.71)' (6.2)

On a de plus la propriété suivante du battage de deux suites :

LEMME I1.35. — L’ensemble sh(w!,w?) est la réunion disjointe des qua-
tre ensembles sutvants :

1 2 2 2 1 2 1 2
<Sh(£ agsm—Q)awm—hwm) H(Sh(ggn—lvggm—l)vw7L7wm) H

1 2 2 1 1 2 1 1
(Sh(génfl i £<m71)’ wm? wn) H (Sh(génfb w )7 wnfl i wn) 9

ol w; dénote la sous-suite (wi,...,wj) des j premiéres composantes de w.

Démonstration.— Soit w € sh(w',w?). Alors I(w) = 7, et on peut se
demander que peuvent étre les deux derniéres composantes de w. Comme
le battage ne mélange pas 'ordre interne des composantes de w! et de w?,
on voit que les deux dernieres composantes de w, en ’ordre, doivent former
I'un des couples suivants : (wl_;,wl), (W2,_1,w32), (Wi w2), (W2,,w}). Les
r — 2 premieres composantes de w sont donc forcément obtenues par battage

des composantes restantes de w! et w?, ce qui démontre le résultat. O
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On a donc
[ 1 S
D 2 r
wesh(w?,w?) s€ (Sh(g1 ﬁim_Q)’“’fan

Ry > Ts
(Sh(‘”<n 1’£<m D )

gy 2 =
s€ (Sh(g1

2 2 )
§n—17£§m—1)7w7n

se(shl, ,whwl_))

Par ailleurs, le moule T® étant alternal jusqu’a ’ordre r—1, on a les égalités :

> Ts + > T =0,

(Sh( <m 2w 72n—1) (Sh( <n— 1’£<m D ) (6.4)
> TS + > TS = 0.
(Sh(—<n P92, ) m) §€(Sh(£1<n72*ﬂ2)"‘*’i—1)

L’équation (6.3) peut donc s’écrire sous la forme

) 1 1 S
N 2 -
wesh(w!,w?) s€ (Sh(génil,ﬂimil),w}l)

1 1
+ [ - ] T,
wh—w?  wl—wl Z

1 2 2
S€ (Sh(ﬂgnfl Wem—1 ) *"Jm)

6.5
On décompose les deux sommes sous la forme (0
Z TS = Z TS
se(shwl, w2 —)wh) se(shwl, w2 —Dwh wl)
+ TS,
s€ (Sh(ggn,l»gim,Q)»wi,lwk)
X SR
se(shwl, w2 Dw2) se(shwl, w2 Dwl_w?,)
+ > T=..
s€ (Sh(g%nil,gimiz),wfn_lw%)
(6.6)
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On note

A= > T:, B= > T=,

1 2 1 1 2 2
s€ (Sh(£<"72 ’gé m—1 ) ’w"—l) s€ (Sh(£<n71 ’ﬂgnzf2)’wm/—1)

L’équation (6.5) s’écrit donc

Par hypothese d’alternalité de T'® jusqu’a 'ordre  — 1, on a
A+B=0, (6.9)
soit, en notant Cy(w!,w?) et Cp(w',w?) les coefficients de A et B dans
(6.8),
Y T2= ACalw!w?) - Op(wh,w?). (6.10)
wesh(w! w?)

Un simple calcul donne C 4 (w?, w?)—Cp(w!,w?) = 0, d’ou le résultat. O

6.2. Un moule alternel

Le moule alternel le plus simple est défini par J? = 0 et pour toute suite
w=(w1,...,w,) par

-1 r+1
J¢ = 7( ) .

r
LEMME I1.36. — Le moule J® est alternel.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur des suites.
Pour w = (w1, ws), on a

Jwiwz 4 Jw2.wi g Jertwz 71 _ 1 +1=0.
2 2
La propriété d’alternélité est donc vérifiée pour les suites de longueur 2.
Pour les suites de longueur > 3, on note la propriété suivante du battage

contractant :
LEMME I1.37. — Pour toutes suites w' et w? avec l(gl) =n >0 et
l(w?) = m > 0, ensemble csh(w',w?) est la réunion disjointe des trois

ensembles suivants :

(esh(wn—1,&?),wp) [T (eshlw!,wh, 1) o) T (eshlwl, 1, w2 1), (wptwh).
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Démonstration. — Comme pour le lemme I1.35, il suffit de constater que
toute suite appartenant a csh(w!, w?) a comme derniére composante soit w?
soit w?,, soit la somme des deux. 0

On a aussi

3 ng_(";n S e

s€csh(w!,w?) s€csh(w!,w?)

On déduit donc du lemme I1.36 ’égalité

Z JE = 7(7";1) Z Jo Z e

s€csh(wh,w?) s€csh(wh,w?<n-1) s€csh(wh<m—1,w?)

+(::f) 3 Je.

s€csh(wh<m—1 y2,<n—1)

Par hypothese de récurrence, ces trois sommes sont nulles, d’ou le résultat.
O

6.3. Un moule symétral

On définit le moule S® par S? =1 et

W1 Wy (_1)7"
° _Wl(wl +wa). (Wt Fwy) (6.11)

On a
LEMME I1.38. — Le moule S*® est symétral.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur des suites.
On doit vérifier pour toutes suites w!, w?, la propriété

S se=gege
wesh(w!,w?)
La propriété est vraie si [(w) = 2. En effet, on a
Z S¥Y = Quiwz + Swzwl7

wesh(wy,w2)

1 1

= + , (6.12)
w1 (wl + wg) wg(wl =+ wg)

= L guige
w12

— 343 -



Jacky Cresson

Soient w! = (wi,...,wl) et w? = (w?, ..., w?) deux suites telles que I(w)+
l(w?) =7, r > 2. Supposons que la propriété de symétralité soit vraie pour

toutes les suites de longueur < r — 1.
On commence par noter que

1

QuU=wiwr T QW

7 (6.13)

ol |wl=wi+...+w.
On a de plus la propriété suivante du battage de deux suites :

1

LEMME I1.39. — Pour toutes suites w' et w? avec l(w') = n > 0 et

l(w?) = m > 0, ensemble sh(w!,w?) est la réunion disjointe des deuzx
ensembles sutvants :
(sh(w', w2, )wn) [ ] (sh(wk, 1, w?)wy). (6.14)

La démonstration est laissée au lecteur. On a donc

W—__]' P
2 8 =gy 2 s

wesh(w! w?) wesh(w! w?)

1 1
= - — (SRR - S,
[ wl 2 |w ] 2

sesh(wl, | w?) sesh(w!w? )
(6.15)
Comme [(s) = r — 1, on en déduit par hypothese de récurrence,
Yoo = b et g LSQSEQ@,_%
- Tl Tl
gESh(g w?) (616)
L P P
[ wl [wl

en utilisant la relation (6.13). En simplifiant, on obtient finalement,

1 2 . 5
SRR I £ ] ey
el (6.17)

wesh(w! w?)

ce qui termine la preuve. (I
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6.4. Un moule symétrel
On définit le moule

llewll
Gewrowr — € , (6.18)
(e=«r —1)... (e7 el — 1) (e~ llell — 1)

oUW, =wi...w;.

LEMME I1.40. — Le moule Se® est symétrel.

Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur la longueur des séquences.
On commence par noter que

w o ewT £<7‘71
Se? = (Tl = 1)56 . (6.19)

D’apres le lemme 11.36, on a

Z Se¥ = Z Se¥ + Z Se¥

weesh(wt,w?) weesh(w! w? | )w? weesh(wl,, | ,w?)w1

+ Z Se<

gEcsh(ng_l:£2<r_1)(w;n+wg)

d’ot, en utilisant (6.19),

2 1

Z Se¥ = _”i—”TSegl Segir,l + _Hew4‘|msegl,<m—156£2
wecsh(w!,w?) (6 - 1) (6 - 1)
- == e“’l tw?
m r LA11,<m,—1 £2,<7‘—1
+7(e—\|£\l — l)Sef Se ,
“lw?ll _ q —lwll _ 1
= 6756215622 + 6756215622
(e Tl —1) (e T=T—1)
=l — 1) (e=lle®ll — 1
le e ) ses’ e,
(Tl — 1)
= Sew Sew’.

On a donc le lemme. O
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Troisieme partie

ITI. Algebre a composition des moules

La correspondance entre moules et séries formelles non commutatives
permet de munir ’ensemble des moules d’une structure d’algebre non com-
mutative. On introduit aussi une opération, appellée composition, et qui
est ’analogue non commutatif de la substitution des séries formelles. Cette
opération n’existe pas dans les travaux combinatoires usuels, comme par
exemple dans I’étude des algebres de Hopf. On introduit aussi les groupes
alterna(e)l et symetra(e)l.

1. Structure d’algebre

Soit X un ensemble d’éléments X, indicés par un semi-groupe 2. On
suppose X muni d’un coproduit noté A. On note K((X)) 'algebre des séries
formelles non commutatives formées sur X muni du coproduit A. On note
Mg () Pensemble des moules sur €. La structure d’algebre de K((X)) se
traduit directement sur les moules.

Soient » M®D, et Y  N*D, deux éléments de K((X)). On définit

L] L]
I’addition et la multiplication de deux moules via les relations

> M*D.+) N°D. = > (M*+N*)D.,

On peut donc munir Mg (£2) de la structure d’algebre suivante :

THEOREME I11.41. — L’ensemble des moules Mg (Q) muni des opérations

A*=M®*+ N®* <— AY= M2+ N%
A =M*xN* = A2= Y M N

wlew?=w
est une algébre non commutative.
L’élément neutre pour la multiplication est le moule 1° défini par
1 =1si w=0et 1* = 0 sinon.
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On peut préciser la relation entre les moules alternaux et symétraux via
le théoreme I.5.

DEFINITION II1.42. — Soit M*® un moule, on appelle exponentielle de

° L] Sd o\ __ (M.)n
M*® et on note exp(M®) la série exp(N*®) = Z -
(M*)? =1°.

, avec la convention

Une simple application de la formule de Leibniz donne

LEMME I11.43. — Pour tout moule symétral M*® il existe un moule al-
ternal N*® tel que M® = exp N°.

Démonstration. — Il suffit de voir que exp(z N°*D,) = Z exp N°*D,

° L]
par définition du moule exponentielle. Le théoreme 1.5 permet de conclure.
O

2. Composition

On peut munir l'algebre des moules d’une composition. Cette loi de
composition est 'analogue de la notion de substitution dans ’algebre des
séries formelles (voir [9], annexe 21, p.398-400).

DEFINITION I11.44. — Soit Q un semi-groupe. On note || . || application
de Q* dans Q définie pour tout w = wy ...w, par

lwi...wr[|l=w1+... +w,. (2.1)

Soit M*® et N® deuzx moules dans Mg (). Le moule composé A®* = M®*oN*®
est défini par

s

A — Z Ml ol et e (2.2)

L’élément neutre pour la composition est le moule I°® défini par

I“=1sil(w) =1 et I =0 sinon. (2.3)
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Cette opération d’apparence compliquée, peut s’expliquer de la maniere
suivante :

Soient M et N les deux séries formelles associées aux moules M® et N® :

M = Y M,

weN*
N 2.4
N = Z N¥%. (24)
wen*
L’application || . || permet de construire un nouvel alphabet & partir de M :

A tout w € Q, on associe la lettre

me= >  M<w (2.5)

weQ*, |w|=w

La série N o M est alors définie comme suit :

NoM =Y N<¢m,. (2.6)

Avec ces notations, nous avons le résultat suivant :

LEMME I11.45. — La série N o M posséde un développement moulien de
la forme

NoM= Y (N®oM*)w. (2.7)
weN*

Démonstration. — Il suffit de développer l'expression (2.6). On a :

NoM =37 Nwrwer 3 Mt > MW"
w wleQ, ||w!|=w1 wreQ”, [lwr|l=w,
Soit w € O* fixé. Le coefficient dans (2.8) pour toute décomposition

w=w. .. W, (2.9)

de w est donné par
Nl - Nl p et M (2.10)

ce qui termine la preuve. O
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On a le théoreme principal de cette section :

THEOREME I11.46. — L’algébre des moules muni des opérations (+, X, 0)
est une algebre a composition.

La démonstration repose sur des calculs élémentaires.

3. Groupe alterna(e)l et symétra(e)l

Dans les calculs pratiques sur les moules, il est commode de connaitre le
comportement de la propriété d’alternalité (resp. symétralité) vis a vis des
lois de composition et de multiplication.

On commence par noter le simple résultat suivant :

LEMME I11.47. — L’ensemble des moules M* tels que M® # 0 forment
un groupe, noté My (), dont les éléments sont les moules possédant un
inverse multiplicatif.

Démonstration. — Soient M*® et N* deux moules dans My (£2). On note
A®* = M* x N°. Par définition, on a A = MPN®. Comme M? # 0 et
N? £ 0, on en déduit A? # 0.

La caractérisation des moules ayant un inverse se fait par récurrence sur
la longueur des suites. Soit M*® un moule possedant un inverse multiplicatif
noté N°®, alors on doit avoir 1°* = M*® x N°®, soit

1¥ = M“TN“2,
On a donc une récurrence pour déterminer le moule N*® via la relation
= Y M“N“4+MN
wiwz=w, wiAD

La condition w; # 0 fait que les moules N“2 intervenant dans la somme
sont associés a des suites de longueur inférieur a celle de w. On peut donc

trouver, de maniere itérative, I’expression du moule N°® si et seulement si
MY £ 0. O

Soit M® € My (£2), on notera (M*®)~! le moule inverse.

LEMME II1.48. — L’ensemble des moules M® tel que M? = 0 et M # 0
st lw) = 1 forment un groupe, noté Mo(S2), dont les éléments sont les
moules possédant un inverse pour la composition.
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Démonstration. — Soient M*® et N*® deux moules dans M,(€2). On note
A* = M* o N*. Par définition, on a A? = MPN? Comme MY = 0 et
N? =0, on en déduit A? = 0. De plus, A = M“N¥ si [(w) = 1. Comme
M“ #0et N*#0,0ona AY #0, et A® € M,(Q).

La caractérisation des moules ayant un inverse pour la composition se
fait par récurrence sur la longueur des suites. Soit M*® un moule possedant
un inverse de composition noté N®, alors on doit avoir I®* = M*® o N*®, soit

r>l wi..wr=w

On a donc une récurrence pour déterminer le moule N*® via la relation

¥ = Z Z Mllerlhesllwnll ypwr ger 4 prliwll o

r>1jwr ]l llwrll

La condition r > 1 fait que les moules N“*, ..., N“" intervenant dans la
somme sont associés a des suites de longueur inférieur a celle de w. On peut
donc trouver, de maniere itérative, I’expression du moule N°® si et seulement
si Ml £ 0 pour tout w, soit M« # 0 lorsque I(w) = 1. |

Soit M® € M,(Q), on notera (M*)(=1 le moule inverse.

Le résultat principal de cette section est :

THEOREME II1.49. — Les ensembles Mgy, (2) des moules symétrals,
muni de la multiplication, et Mg () des moules alternals, muni de la com-

position, sont des sous-groupes non distingués de My () et Mo(Q) respec-
tivement.

La démonstration repose sur le lemme suivant :

LEMME II1.50. — Soient A* € Mgy, (), B® € Mgym(Q2), C* € My (Q)
et E* € My(2), on a

i) (A*)71 € Myym (), i) (C*) =Y € My (Q),
iii) A® x B® € Myym(9), iv) C* 0o B* € Ma,(Q),
v) B® x C* x (B*)™! € My, (Q).

Démonstration On peut démontrer i) et iii) en utilisant la formule de
Campbell-Hausdorff. Soit z et y deux éléments de Lx, alors exp(z) exp(y) =
exp z, ol z € Lx. Tout moule symétral s’obtient par le lemme I11.43 comme
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exponentielle d’'un moule alternal. La formule de Campbell-Hausdorff as-
sure que (Z A'D.)(Z B*D,) = (Z(A’ x B*)D,) s’écrit sous la forme

(Z exp F*D,) ou F* est un moule alternal. Par définition, on a donc
exp F'* € Moym(Q).
De méme, on obtient facilement (A®)~! € M, (Q).

La propriété v) exprime la stabilité des dérivations via une conjugaison
par un automorphisme de U. Elle est donc évidente.

Les propriétés ii) et iv) reposent sur le fait que toute transformation
associée a un moule alternal transforme un élément de L x en un élément
de Lx. Elles découlent donc de la définition méme de la composition des
moules interprétée en terme d’opérateur dans le lemme II1.45. g

Quatrieme partie

IV. Symétries secondaires et dérivations

On introduit la symétrie symétril/alternil qui intervient dans des travaux
récents de Jean Ecalle sur la combinatoire des polyzétas. On démontre aussi
que 'on peut lire directement la symétrie de moules vérifiants certaines
équations différentielles. Au passage, on définit quelques dérivations et au-
tomorphismes importants sur I'algebre des moules.

1. Symeétries alternil et symétril

Les symétries alternal(el) /symétral(el) sont uniquement liées a la traduc-
tion du caractére primitif ou « group like » des séries formelles non commu-
tatives, les coproduits A et A, étant donnés. Les symétries alternil/symétril
sont d’une autre nature : elles proviennent de I'utilisation de séries généra-
trices associées a des moules alternel/symétrel. Ces deux symétries ont donc
un statut particulier vis a vis des quatre premieres.

DEFINITION IV.51. — Soit Se® un moule symétral. La série génératrice!
associée a Se® est un moule Sig® défini par
Sigttrtr = g Sestsryfi=l sl (1.1)
1<s;

(1) Des séries de méme type interviennent déja dans le travail de Jean Ecalle, via la
méthode d’amplification (voir [13]).
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La notation Sig fait référence a la symétrilité de Sig®.

DEFINITION 1V.52. — Un moule M* est symétril (resp. alternil) si

> M= M=MY (resp. 0), (1.2)
§€Shi(g,£)

ou shi(z,y) s’obtient comme csh(z,y) en remplagant l’addition des variables
par un symbole abstrait x décrivant I’évaluation de M2 suivant la régle

1

Ti —Yj

MTi*Yi —

(M,m“ _nyj’)’ (13)

les termes en pointillés pouvant comporter eux aussi le symbole *.

Le rapport aux séries génératrices est donné par :

LEMME IV.53. — Le moule Sig® est symétril.

Démonstration. — Il suffit de calculer Sig¥>-vr SigUr+1---"» Par définition,
on a

Sigvl"“’UTSingrlmv" — § Sesl,...srSes,,~+1,..4,snvf1—1 o 'Ufln_1~ (14)

1<s;
Comme le moule Se® est symétrel, on a
)
Sesl"“STSeST‘“"“’S” — § Sei,
§€CSh((517"'137‘)7(5T+11'~~7Sn))
soit

LU s1—1 -
Sigttr ot Siglrie e = E E R R T

1<8i seesh((s1,0080),(5r41500050))

Cette somme contient deux types de termes :

i) des termes de la forme

Z Sesv$t 3T ol s € csh((s1,--+580), (Srt1s-- -5 80)).

1<s;
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ii) des termes de la forme

8i+si... s1—1 Sp—1
E Se 3Tyt T g T

1<s;
Pour i), on obtient, via une réorganisation des v;,
E Sig®.
veesh((vr,..,00),(vrg1,00,0n))
Pour ii), ¢’est un peu plus compliqué.

Nous allons le faire sur un exemple. Le cas général s’en déduisant sans
peine. Soit

coosSm g 51—1 e
Z(v1y...,0p) = E Sefrtszsasngy sl gysn =l

1<s;
On a
V1 Z(V1, ..., 0p) = E Sefitszsa,sng®  gsn—l
1<s;
_ E Sesl+1’83""’8"vf1 . ,Ursln—l
1<s4,82=1
4 E Sesl+82,33,~-78nvi?1 . ,U:‘Ln—17
1<s;, 8222
. _— -1 -
= Sig(vi,vs,...,0,) — g Selisaresnyfe=h | gysn—l
1<s;
+Vi(vr, ..., on),
(1.6)
ou Vi(vy,...,v,) = E Sefttszsasng® | gsn—l
1<s;, 5222
Par ailleurs, on a
_ $1+582,83,...,8 s1—1_.so Sp—1
vaZ(v1, ..., 0p) = E SeP1T52:58,Sn T3 o T
1<s;
_ s1+1,83,...,8n,,51—1, s2 sp—1
= E Se R T T D
1<s;,81=1

+ § : 5631+sz,83’m,8nvf1—1v§‘z“.,Uflnfl’
1<si, 8122

. s a1 e
= Szg(vg,...,vn)—g Selisaresnyss=l | gysn—l

1<s;

+‘/2(’U17 L ,’U’n)7
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N _ 51+52,583,...,8n ,,51—1, 52 sp—1
ou Va(vy,...,v,) = g Se1T o288 SBT3 e T

1<s4, 8122

En posant sj = s1 — 1, s, = s2 + 1 dans V4, on montre que

Vi =Vs. (1.8)
Finalement, on a
1
Z(v1y...,0n) = (Sigtrvsvn — Sighvn). (1.9)
U1 — U2
Le cas général s’en déduit sans peine. 0
Remarque IV.54. — 1) La symétrie alternil ne provient pas de la symétrie

alternel traduite sur les fonctions génératrices.

ii) On peut se demander si la symétrie symetral donne naissance & une
nouvelle symétrie. En fait, il est clair, vue ’équation (1.5), avec csh remplacé
par sh, que la fonction génératrice d’un moule symétral est encore un moule
symétral.

2. Dérivations et symétries des moules

2.1. Dérivations sur 1’algébre des moules

Dans les applications, on est souvent conduit a utiliser des dérivations
sur l'algebre des moules. Ce paragraphe donne, en suivant Ecalle [17], un
procédé de construction d’une grande quantité de dérivations, suffisantes
pour la plupart des applications.

On commence par une définition :

DEFINITION 1V.55. — Soit D une application de Mg (Q) dans Mg ()
linéaire. Le moule image d’un moule M® par D est noté D(M)®. L’application
D est une dérivation sur l'algébre (Mg (), X) si elle vérifie

D(M x N)*=D(M)®* x N*+ M* x D(N)®, (2.10)
pour tout moules M*® et N* de Mg (Q).
Certaines dérivations respectent des symétries des moules.

DEFINITION IV.56. — On dit que la dérivation est alternale si elle pré-
serve lalternalité du moule sur lequel elle agit.

On vérifie directement que les dérivations v/, et lang définies ci apres
sont alternales.
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2.2. Construction de dérivations

2.2.1. Dérivations simples
On peut chercher & construire des dérivations simples de la forme
(DAM®)* = A\;M?,
oll A est un moule fixé.

Quelles sont les propriétés que doit vérifier Ay pour que I'application Dy
ci-dessus soit une dérivation ?

11 suffit de calculer Dy(M® x N®)®. On a

(DAM* x M*)== ), | S MmN

sts?=s
Si D) est une dérivation, on a l’identité de Leibniz qui impose

(DA(M® x M®)* = ((DAM?®) x N*)2 4 (M* x (DAN*))*,
= D AaMENT 4 Y MENLNT
sisPms sls?=s B
= 3 (A +Ae)MEINE,

sls?=s
On a donc le théoréme suivant :

THEOREME 1V.57. — L’application D) est une dérivation si et seule-
ment si A\q VETifie

Asig2 = Agt + Ag2, ¥V 5!, 57 € 0%

Il existe deux exemples importants de dérivations simples :
— On note lang la dérivation simple définie par le moule
Ao = (o), (2.11)
ou [(e) est 'application longueur de la suite, i.e.

(langM )2 = I(s) M= (2.12)

— On note vy la dérivation simple définie par le moule
de =] @] . (2.13)
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Notons que cette expression a un sens si et seulement si €2 possede une
structure de semi-groupe. Par ailleurs, comme A,M#2 doit appartenir a K,
cela impose s € K*.

On a donc

(VM)>=| s || M> (2.14)

Ces dérivations interviennent dans la théorie des formes normales de
champs de vecteurs ou difféomorphismes locaux.

2.2.2. Autres constructions

Soit un moule Dar® avec Dar? = 0. On définit un opérateur dar de
Mg () dans Mg (§2) en posant :

dar : Mg() — Mg(Q),
M* = (darM) = > Mevlelespape: o (215)

Wiwoawz=w

ou la somme est définie sur toutes les factorisations de w.
LEMME IV.58. — L’opérateur dar est une dérivation sur Mg(£2, x)

Démonstration.— On note E® = dar(M7 x Ms) et F* = My x Ms.
On a

E¥ = Z povllwzllws pgrwz. (2.16)
W=Wwiwaws
Comme Fwillwzllws — Z M{JMED, on a

Go=w1,llwz||,ws

pevlesleos — N AEMg + N MEMS.

lwlew lwalled
En remplacant dans (2.16), on obtient
E°= Y =(>, MPDar**)M§ + Y M (M5 Dar?).
W=wiwaws [|wlew lwa|lew

Comme & est de la forme & = Wy, || wa ||,W2 dans le premier terme de la
somme, et tel que Wi1We® = w (une expression analogue pour @ dans le
second terme), on a finalement

wW=ww

E® = Y (darMy)° M5 + Y My (darM,)®,

ce qui termine la démonstration. 0
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On peut choisir le moule Dar® pour que la dérivation dar soit alternale :

LEMME IV.59. — La dérivation dar définie par (2.15) est alternale si
et seulement si le moule Dar® est alternal.

Il existe d’autres dérivations construites avec I'opérateur di f f défini par
diff : M(Q) — M(Q),
Mw
M* = (diffM)e = Y OM= (2.17)

(S

w; EW

ce qui suppose que MY soit différentiable en chacune des variables w; € w.

2.3. Dérivations et moules symétrals

Jean Ecalle m’a suggéré le résultat suivant permettant de démontrer sans
trop d’efforts, la symétrie de nombreux moules.

THEOREME 1V.60. — Soit Dy une dérivation et M® un moule vérifiant
léquation différentielle

DyM*® = A® x M, (2.18)
avec
i) Le moule \* vérifie Ay # 0 pour tout s, l(s) > 1.
i) On a M? =1,
i11) le moule A® est alternal,

alors, le moule M*® est symetral.

Démonstration. — Commengons par introduire une notion qui nous sera
utile pour la suite :

Le moule M*® est symétral jusqu’a l'ordre r si il vérifie la condition de
symétralité
S M= pE M
sesh(s!,s?)
pour tout couple de suites (s!,s?) telles que I(st) +1(s?) = r.
Supposons M*® symétral jusqu’a l'ordre r. Soient s' et s2 deux suites

telles que
I(sY) +1(s*) =r + 1.
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On a
At g2 Z ME = Z As M=,
sesh(s!s?) sesh(s's?)
car
/\§ = )\§1§2, Vs € Sh(§17§2)?
soit

Aoz Y, ME= Y 3 A

sesh(s's?) sesh(sts?) \ww=s

On obtient donc

Ao > M= AT S e

sesh(s!s?) =0 vesh(s!>i,52)
l(§2) 2,<4
+ Z AT Z M
=0 vesh(s!,s2>7)

Par symétralité de M*® d’ordre r, on en déduit

1(sh) 1(s?)

sesh(s's?) =0 i=0

Us") , ,
A > ME o= M=t [ A e
sesh(sts?) =0
I(s%)
,<i , >
+M§1 ZA§2 M§2> :
i=0

= Mg MEME £ A2 M ME
= M= M (Mg + A\p2),
= MM Aap.

Comme \; # 0 pour toute suite s € Q* \ {0}, on obtient

S ME= MM

sesh(s!,s?)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Ao > ME= S04 e Y A e e (2.23)

(2.24)

(2.25)

donc, la symétralité de M*® a ’ordre r + 1. Une simple récurrence termine

la preuve. O
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Remarque 1V.61. — L’équation (2.18) est suggérée par le résultat clas-
sique suivant. Pour tout x € K << ) >>, avec x primitif, on a

ead(@) _
D(e") =Y %ad(m)k_l(Dx)ew = (eT)l) (Da)e”,

k=1

avec ad(z)(y) = xy — yz. Du point de vue moulien, on obtient, en notant

x = Z AYw, e* = Z exp(A)*w = Z MYw,

weN* weN* weN*

D(M®) =" %ad(A‘)(DA‘)M‘.

k>1

Ce lemme permet notamment de démontrer, sans aucun calcul sur les
suites, la symétralité du moule

SWirnwr — (_1)T
wl(wl +LL)2)...(UJ1 —|—...—|—w7~)7

étudié au §5.1. En effet, on a
VS® =8*x1I°,
avec I°® evidemment alternal.

Par ailleurs, le seul moule M*® vérifiant VM® = 0 pour tout suite w telle
que || w ||#£ 0, est le moule constant égal & 0. On en déduit donc que S*® est
symétral.

3. Automorphismes et symétries

3.1. Définition

Commengons par une définition :

DEFINITION 1V.62. — Soit A une application de Mg () dans Mg ()
linéaire. Le moule image d’un moule M® par A est noté A(M)®. L’application
A est un automorphisme de algébre (Mg (), x) si elle vérifie

A(M x N)®* = A(M)* x A(N)®, (3.1)
pour tout moules M® et N® de Mg(Q).
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On peut chercher & construire des automorphismes simples de la forme
Ap(M)* = f(o)M°, (3.2)

ou f est une application de 2* dans K. L’application f doit bien entendu
satisfaire certaines contraintes.

LEMME IV.63. — L’application Ay de Mg(Q) dans Mg () définie par
(8.2) est un automorphisme de Mg (Q) si et seulement si f est un mor-
phisme de (Q*, @) dans (K, x).

Démonstration. — Il suffit d’étudier la relation induite par la relation
(3.1). Soient M*® et N*® deux moules. On obtient pour toute suite w € Q*

flw) S MENE = Y fwhME fWN (3.3)

wlw?=w wlw?=w
soit
fw) = f@hfw?. (3.4)
L’application f est donc un morphisme de (2*, ) dans (K, x). O

3.2. Exemples

Soit 2 C R. Pour tout moule M*® sur Mg (), et pour toute suite w € Q*,
on définit une application eV par

eV M = elellpre, (3.5)

Remarque 1V.64. — Cet automorphisme intervient naturellement dans
les probléemes de formes normales des difféomorphismes locaux.

3.3. Automorphismes et moules symetrels

Le lemme suivant est I’analogue de la relation liant derivations et moules
symetrals, dans le cas des automorphismes et des moules symetrels :

LEMME IV.65. — Soit Q un alphabet, M(QY) lalgébre des moules sur
Q, et Ay un automorphisme admissible sur M(Q2). Soit M*® un moule tel
que

Ap(M)* =(1°+1°) x M°. (3.6)

Alors le moule M*® est symétrel.
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Démonstration. — Pour toute suite w on a

Flw)Me = M2+ M= (3.7)
soit
ME— (3.8)
C flw) -1
On a donc

w 1 w2
2. ME = 3 gt

weesh(u,v) weesh(up) ™

1 W32
fluv) —1 2 M

weesh(u,v)

(3.9)

car la valeur de f sur un mot ne dépend pas de 'ordre des lettres.

Les propriétés du battage contractant, via le lemme I1.36, donnent

>, M = %)—1 [Meare™ a7 by 2 )
wecsh(u,v) Ml
= a1V O 1@ -1+ (@) - DR - D),
= MuM?

(3.10)
car f(uv) = f(u)f(v) par hypothese. 0O

On peut sans doute démontrer un théoréme analogue dans le cas de
I’équation
A(M)* =(1°+ E*)M*®, (3.11)
ou E°® est un moule alternel, mais la complexité des calculs est beaucoup
plus importante.

4. Dualité des algebres A et E

Le théoréeme qui suit donne une application permettant de passer de E a
A (et vice versa). La symétrie symetrel /alternel est beaucoup plus complexe
et couteuse en terme de calculs que la symétrie symetral/alternal. Il peut
donc étre utile de passer de E dans A pour vérifier des propriétés de symétrie.

THEOREME IV.66. — Soit Se® (resp. E) un moule symetrel (resp. al-
ternel) et Exp® le moule exponentiel défini par

Exp’ =1, Exp > =1/rl Vs=s1...5. #0. (4.1)
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Le moule
Sa® = Se® o Exp®, (resp. A® = E°® o Exp®), (4.2)

est un moule symetral (resp. alternal).

Autrement dit, il existe une dualité entre les algebre A et E via la com-
position par le moule exponentielle.

La démonstration repose sur le lemme suivant :

LEMME IV.67. — Soit Q un semi-groupe. Le moule exponentielle Exp®
définit un alphabet Y tel que chaque lettre Y,, est groupe-like par rapport au
co-produit A, i.e.

AY,) = > Y, ®Y,, (4.3)

w1 two=w

Démonstration. — Soit X un alphabet de type A et z un mot de X*. On
associe a chaque lettre x; un poids p; € N. Le poids d’'un mot est la somme
des poids de ces lettres. On note || z || le poids. On étend cette définition &
A par linéarité.

On a
Exp = Z Expfz = Z Vi, (4.4)

rzeX* ieN

ou les y; sont les composantes homogenes de poids ¢ de Exp.
Or, lalphabet (y;) vérifie
Ay) = Z Y O Yg- (4.5)
I+k=1
En effet, on a

Aly)=A| > Expie|. (4.6)

z, ||lz]|=i

On a
Alz) = > ot ®z?. (4.7)

at.2?| zesh(at a?)
Comme la somme (4.6) fait intervenir tous les z tels que || z ||= 4, on peut
la reécrire, en utilisant (4.7) :
Ay;) = Z Exp® Exp® 2! ® 22, (4.8)

zhz?| |zt || +(lz?[|=
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ol nous avons implicitement utilisé le fait que le moule Exp® dépend seule-
ment de la longueur des suites.

En regroupant les termes, on a finalement :

Ay) = Y w @, (4.9)
I+k=i

ce qui termine la démonstration. O
La démonstration du théoréme IV.66 s’en déduit comme suit :

Soit Sa la série formelle non commutative associée au moule Sa® sur X.
Par définition de la composition des moules, on a :

Sa = Z Sa"x = Z SeVy. (4.10)

TEX* YeEYy*
Comme 'alphabet est constitué de lettres groupe-like pour le coproduit A et
le moule Se® est symmetrel, alors la série Z SeYY est groupe-like pour

Yey*
le coproduit A. On en déduit que le moule Sa® est symmetral, puisqu’il

définit un élément group-like sur un alphabet primitif.

Le démonstration du passage entre moule alternel et alternal est ana-
logue.

Cinquiéme partie

V. Théorie des formes normales d’objets locaux

Le but de cette partie est de montrer le langage des moules et comoules
en action sur le probleme de la recherche des formes normales d’objets analy-
tiques locaux, comme les champs de vecteurs et les difféomorphismes de C”.
On démontre les versions mouliennes de théoréemes classiques : théoreme de
Poincaré, forme normale résonante de Poincaré-Dulac, théoreme de Bruyno,
et ceci, aussi bien pour les difféomorphismes que les champs de vecteurs ana-
lytiques locaux. Outre leurs intéréts conceptuels, ces démonstrations don-
nent des expressions explicites des normalisateurs, c’est-a-dire des change-
ments de variables, et permettent de mettre en évidence des coefficients uni-
versels®> dans ces problémes, qui sont justement des moules. Au passage, on
donne une présentation originale de la méthode d’arborification, qui restaure

(2) Nous donnerons un sens précis & cette terminologie dans le texte.
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la convergence des séries mouliennes, et dont le domaine d’applications
dépasse largement celui de la théorie des formes normales.

1. Objets locaux : champs de vecteurs et difféomorphismes

1.1. Champs de vecteurs

Soit v € N*. On considere un champ de vecteur de C” de la forme
X =Y Xi(x)0a,, Xi(z) € C{a}, (1.11)
i=1

avec la notation simplifiée 0,, = 9/0,, .

Nous étudions les champs de vecteurs locauz, i.e. tels que

Xi(0)=0,i=1,...,v. (1.12)

On note Xj;, la partie linéaire de X. En suivant Brjuno [3], on décompose
le champ X sous la forme

X = Xy, + Z D, (1.13)
neA(X)
ot les D,, sont des opérateurs homogénes de degré n, avec n = (n1,...,n,),

et tous les n; > 0, sauf au plus un qui peut valoir —1, i.e.

Dy (2™) = ¢y ™™, ¢m € C, m € N, (1.14)

On note A(X) I'ensemble des degrés des opérateurs homogenes intervenant
dans la décomposition (1.13).

On remarque que pour tout n € A(X), D,, est une dérivation.

1.1.1. Exemple

Soit X (x,y) un champ de vecteurs de C? de la forme

X(z,y) = Ax0p+ Bydy + (a202® + an1zy + ao2y?)0,
+(b20$2 + brixy + bong)ay.

ou aij € C, bi,j eC pour i +j=2,4,5 € N.
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La décomposition (1.13) s’écrit
X =Xiin +D1o+Do1+D_1+ Dy _1,

ot Xiin = Az0, + PBy0y, et

Dig = asz?0y + bi1zydy,
Dy 1 = apnyzOx + byay?0y,

’ 1.15
D_15 = aony®o., ( )
D27_1 = b20x26y.

On a donc A(X) ={(1,0),(0,1),(-1,2),(2,-1)}.

Dans la suite, on supposera toujours que la partie linéaire du champ est
sous forme diagonale, i.e.

14
Xiin = Z XiiOg;,
i=1
o A= (A1,...,\) est le spectre de Xjip.
Le champ est alors dit sous forme préparé par Ecalle.

Cette condition est-elle restrictive ? Non, si on se place dans la classe des
champs de vecteurs formels. En effet, en suivant Martinet ([24],§.1.1) tout
champ de vecteur formel peut, via un difféomorphisme formel, se mettre
sous la forme

X = Xiin + Xn,

ot X, est linéaire diagonale et Xx est nilpotent, avec [Xjn, Xn] = 0.
Evidemment, le champ X n’est déterminé que modulo ’action du groupe
des difféomorphismes formels laissant Xj;, invariant.

1.2. Difféomorphismes

On considere un difféomorphisme locale de C¥ de la forme

foley,m) = (A(@),. . fu(2), filz) € Clz},

tel que
f:(0) =0.
On associe a f son opérateur de substitution :
F:¢p—¢of.
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On démontre que F' peuvent se mettre sous la forme

Fin:¢ (b()\lxl; ceey /\qu)a

ol les B, sont des opérateurs homogenes de degré n, n = (ni,...,n,),
n; > 0, sauf au plus un qui peut valoir —1. On note A(F) I'ensemble des
degrés des opérateurs B,, obtenus dans la décomposition (1.16).

On remarque que B,, n € A(F), est un opérateur différentiel (cela
provient de la formule de Taylor). Son coproduit est donc

> B, ® B,

w1 Hwa=w
Exemple V.68. — On considere le difféomorphisme de C défini par
f(z) = Iz + 2%
Soit ¢(x Z anz”™ un élément de C{x}. On veut expliciter opérateur de

substitution F 19— ¢pof.Ona
x) = Zan()\x + 2%)

Comme
Az + 2? Z —kCF(x2)*(Az)" 7k,
on a, en regroupant correctement les termes,

(z?)* n! n—k
gbof(x):; i Zanm()\x) .

n>k

Par ailleurs, on a
d*¢ n! —k
praC Z“”(n T
n=k
ce qui donne F' = Fy;, (1 + Z By,), en posant
k>1

W)
k! dzk

By, =
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2. Conjugaison des objets analytiques locaux

2.1. Conjugaison

Soit X (resp. F') un champ de vecteur (resp. diffomorphisme) sous forme
préparée. On regarde l'effet d’un changement de variable (formel ou non)
sur ces objets. On note x les variables initiales dans lesquelles sont explicités
X et F.

On considére un changement de variable z = h(y). On note © I'opérateur
de substitution associé & h, défini pour tout ¢ € C[[z]] par

Op=c¢poh, O lp=¢oh ! (2.17)

La remarque importante est :

PROPOSITION V.69. — L’opérateur de changement de variable © est un
automorphisme de C[[z]].

DEFINITION V.70. — Soient X et F un champ de vecteur (resp. difféo-
morphisme) analytique local de C¥. Un champ Xcon; (resp. un difféomor-
phisme Feopn;) est dit conjugué a X (resp. F), si il existe un changement de
variable h tel que

Xconj = @XG—l, (resp. Fconj = 6F6_1)7 (2'18)

ot O est lopérateur de substitution associé a h, i.e. si le diagramme suivant
commute

Cle} = C{a},

1O TO (2.19)

Cly} = iy}

La conjugaison est dite formelle (resp. analytique) si le changement de
variables associé est formel (resp. analytique).

Lorsque Xconj = Xiin 0 Feonj = Fiin, on parle de linéarisation.

Remarque V.71. — On peut imposer des contraintes sur la forme des
objets conjugués. Si le champ conjugué ne contient que des termes résonants,
on parle de prénormalisation. Si de plus, le nombre de ces termes est minimal
parmis toutes les formes prénormales, on parle de normalisation. On renvoie
au §.4 pour plus de détails.
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2.2. Equation de conjugaison

Soit X un champ de vecteur analytique local, d’alphabet A(X) et F
l'opérateur de substitution d’un difféfomorphisme analytique local f, d’al-
phabet A(F). Soit Na et Ne des automorphismes de conjugaison de X et
F' respectivement.

Comme Na et Ne sont des automorphismes de C[[z]], on peut les chercher
sous la forme

Na= > Nd*D,, (2.20)

sEA*(X)

avec Na® un moule symétral pour X, et
Ne= Y NeB,, (2.21)

SEA*(F)

ot Ne® est un moule symétrel pour F.

Via ces changements de variables, on obtient des objets conjugués de la
forme

Xconj = Xlin + Z CQ§D§7 Fconj = Xlin + Z C€§B§, (222)
s€A*(X) sEA*(F)

ol les moules Ca® et C'e® sont alternal et symétrel respectivement.

Dans ce cas, Xconj est bien une dérivation de C[[z]], et Feonj un auto-
morphisme de CJ[]].

L’équation de conjugaison pour un champ de vecteur et un difféomorphisme
s’écrit donc en terme moulien sous la forme

Xiin + ZC’a‘D. - (Z Na°D.> <th + ZI'D.) <Z(Na')1D.> ,
Fiin + ZCe'B. = <Z Ne'B.> (B - ZI'B.) (Z(Ne')—lB.> ,

(2.23)
respectivement, ou I® est le moule élément neutre pour la composition.

THEOREME V.72 (Conjugaison). — Les équations de conjugaison (2.23)
sont équivalentes aux équations mouliennes

Na(e)® x V(Na(e)™)® + Na(e)® x I* x (Na(e)™1)* = Ca(e)®, (2.24)
ot V est la dérivation moulienne définie par

(VM*)* =[| s.A || M= (2.25)
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La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme technique suivant :

LEMME V.73. — Soient ¢(x Z ama™ € Cllz]], et Byi, i =1,...,7,
meNv .
une famille d’opérateurs différentiels homogénes de degré n' satisfaisant

Bpi(z™) = gzt g e C. (2.26)
Ona:

= Z am(ﬁnr'm)(ﬁnril-(m-f—nr)) . (ﬁnl_(m+nr+_ ) _+n2))xm+n7'+...+n1.

(2.27)
Démonstration.— On a
Z am B (z™),
m
> amBui ... Bur(z™).
m
Par ailleurs, on a pour tout n?,
B,ig(x) = Zam i T
m .
= am (O™ .m)xmﬂr.
m
Une récurrence immédiate termine la démonstration. O
On en déduit le corollaire essentiel suivant :
COROLLAIRE V.74. — Pour toute suite s, on a
th s *H /\ S H D +D th (228)

Démonstration. — On a, en utilisant (2.27) :
s r—1
=D _an(B"m)(8"(m+n")

(B (m AT+ n2))gmEn et

Comme Xy, (™) = (A.m)xm, on en déduit

th n¢ Zam

(B ~(m 0"+ A n2)A(m+n" + L pl))gmn et
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soit
XiinBno(z)
Zam (8™ .m) (ﬂ”l.(m +n" .02 | n ‘|)xm+nr+...+nl
+ Z am : (6n (m +n" 4+ + ’[12))(A.m)xmﬁ‘rnf‘-&-...-&-nl )
O

Démonstration du théoréme V.72.— On a, en utilisant le corollaire V.73

Xlin (Z M.Do> - ZVM.D. + ZM.D.Xlirr (229)
La multiplication & gauche par ©~! donne
O ' Xi® =Y (0°)7 x VO*D, + Z )710° Dy Xjjn.
Comme (©°*)71© =1°, on a

Z(e.)_lg.D-Xlin = Xlin7

soit
O X1in® =) (0°)7' x VO*D, + Xiin.
On a donc
th"‘z Ca -D - th"‘z )VNQ.DQ+Z )I.NG.D

On en déduit le résultat. Pour les difféomorphismes, la démonstration est
analogue. O

3. Linéarisation formelle

Dans cette section, on redémontre le théoreme de linéarisation formelle
de Poincaré. L’outil moulien permet de renouveler son approche, en mettant
en évidence des coefficients universels de linérisation, qui n’apparaissaient
pas dans la littérature classique du sujet.
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3.1. Le théoréme de Poincaré

On cherche le normalisateur Na tel que
Xiin = NaXNa™t,
ou, ce qui revient au méme
X = Na 'Xj,Na.
Par construction, nous supposons que Na est de la forme

Na=> Na®D.,

c’est-d-dire dans D. Ona Na~! = Z(Na')_lD.. L’équation de linéarisation
donne

(Z Na‘D.) Xiin (Z(Na')—1D.> = Xiin + Y _I°D,, (3.1)

ou I*® est le moule élément neutre pour la composition.

On en déduit ’égalité suivante sur les moules

v(Na®)™! x Na® =TI°, (3.2)
ou v/ est la dérivation sur I'algebre des moules définie par sy M% =|| w || M<.
On a donc les formules de récurrence® suivantes :

V(Na®)™t = I*x(Na®)™ 1, (3.3)
vNa® = —Na® xI°. ’

Nous avons donc la version explicite? suivante du théoreme de Poincaré :

THEOREME V.75 (Poincaré). — Soit X = Xy, + Z D,, un champ
neA(X)

de vecteur local de C¥, avec Xjjn = Z AiZiOz,y A= (A1,...,A,). Pour tout
i=1

s=(81,...,8) € A*(X), s, € A(X), on note w(s) = (w1,...,w,) € C” le
vecteur défini par w; = s;. )\, i=1,...,v, et |w(s) |l=w1 + ... +w,.

(3) Comme nous allons le voir, ces formules définissent le moule Na® par récurrence
sur la longueur des mots, ce qui n’est pas évident a priori.
(4) Le normalisateur est donné explicitement.
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On suppose que le champ est non résonant, i.e.
|| w(s) ||#£ 0 pour tout s € A*(X).

Alors, le champ X est formellement linéarisable, par un automorphisme
formel de C[[z]] de la forme

Na =Y Na®D.,

avec pour tout s = (s1,...,s,) € A¥(X), s; € A(X),
1

Naﬁz )
wi(wr +wse) .. (w1 +wa+...+w)

ou w; = S;.A

Démonstration. — On calcule Na® par récurrence sur la longueur des
suites. On a Na”? = 1 par hypothese.

Pour l[(w) =1, 0on a

wNa® = Na¥I? + N 1% = 1,

d’out )
Na* = —,
w
siw # 0.
Pour I(w) =7, w = (w1,...,w,), on a la relation de récurrence
|w || Na¥ = Na®t-“r=1 ], (3.4)
d’ot, pour | w ||# 0, on a
1
Na¥ = ——Ng“t%r-1, (3.5)
lwl

Une simple récurrence donne la forme générale de Na®, a savoir

1
Nt = : (3.6)
wl(wl +w2)...(w1 +WQ+...+LUT)

Comme Na® vérifie 'équation (3.2), on sait d’apres le théoreme IV.60 que
le moule Na® est symétral, i.e. que 'objet Na est un automorphisme formel
de CJ[z]]. Ceci termine la démonstration du théoreme. O

Remarque V.76. — i) L’opérateur Na est un objet formel. Pour étudier
son éventuelle convergence, Ecalle a introduit la méthode d’arborification.
Nous renvoyons & ’article d’Ecalle [12] pour plus de détails.

ii) Si le champ de vecteur est hamiltonien, le changement de variable
est, par construction, automatiquement symplectique.
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3.2. Cas des difféomorphismes

L’équation de linéarisation est
Ne 'FNe = Fi,,
soit
NeFj,Ne~! = F.
Via le calcul moulien, on a donc

(Z Ne'B.> Flin (Z(Ne')_lB.> = <Z(1' +I’)B.> Flin,

ou 1° est le moule élément neutre pour la multiplication. On en déduit la
relation suivante sur les moules

eV(Ne®) ™' x Ne=1°+1I°, (3.7)
ou eV est un automorphisme de l’algebre des moules défini par
(eVM®*)e = ellwll pre.
On a donc la relation suivante
eV(Ne®) ™ = (1° 4+ I*) x (Ne®)~ L. (3.8)

LEMME V.77. — Soit F' = Fp;,, (1 + Z By,) un automorphisme local
neA(F)
de C¥[[z]], Fiin : C[[x]] — C[[z]], défini par Fi,(¢) = d(eMzy,... eMvz,)
pour tout ¢ € C[[z]]. On note A = (A1,...,\,) € C. Pour toute suite
s=(81,...,8) € A*(F), s; € A(F), on note w(s) = (w1, ...,w,) le vecteur
de CY défini par w; = s;. A, et || w(s) |= w1 + ...+ w,.

Si F est non résonnant, i.e.
|| w(s) ||#£ 0 pour tout s € A*(F), (3.9)
alors, il existe un automorphisme de linéarisation formelle de la forme

Ne =Y Ne*B,,

avec, pour tout s = (s1,...,8,) € A*(F), s; € A(F),

s 6W1+...+wr
Ve = (emvr —1)... (e—(w1+.-<+wr) _ 1)’ (3.10)

oU w; = S;.A\.
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Démonstration. — On calcule le moule (Ne®)~! par récurrence sur la
longueur des suites.

Pour l[(w) =1, 0on a

Ne¥(Ne¥) ™t =14 (Ne¥) ™,

d’ou 1
Ne®)™ = :
Pour [(w) =7, w = (w1,...,w,), On &
elell(Ne)=! = (Ne2) ™! + (New2rwr) =t
soit 1
(Neﬂ)*1 = 7(Ne“’2""’“")*1.
ellwll — 1
Une simple récurrence donne la formule suivante
(Ne2)™! = ! (3.11)
(ewrt-twr — 1)(ew2t-twr — 1) (ewr —1)° '
On déduit alors de la relation
(Ne®) x (Ne*)"t =1°,
la formule de Ne® :
€w1+“'+wT
Ne — (3.12)

(emw1 —1)... (e (Wit twr) — 1)’

Comme Ne® vérifie 'équation (3.8), on déduit du lemme IV.65 que le moule
Ne® est symetrel, i.e. que Ne est bien un automorphisme de C[[z]]. O

3.3. Universalité du moule de linéarisation

On peut qualifier le moule Na® ou Ne® de coefficient universel, et ceci
pour au moins deux raisons :

— deux champs de vecteurs de méme partie linéaire et de méme alphabet
ont ezxactement le méme moule de linéarisation.

— tous les champs de vecteurs non résonants se linéarisent via un moule
dont 'expression formelle est fixe.

Précisément, nous avons les théorémes suivants, qui n’ont jamais, a ma
connaissance, été formulés dans les textes de Jean Ecalle ou de I'un de ses
collaborateurs :
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THEOREME V.78 (Universalité du moule Na® de linéarisation-Cas des
champs). — Soit La = {La,},>1, r € N, la famille de fonctions d valeurs
complexes La,. : C" — C définies par

1
A S S o | € S i M BN

La,(z1,...,2,) = ( (3.13)

pour tout (1,...,x,) € C\ Sa, ou le lieu singulier est donné par

Sa, = {x1 =0} J{z1 + 22 =0} J.. . J{loa + ... + 2 =0} (3.19)

Si X posséde une partie linéaire de spectre (M1, ..., A\, x,) non-résonante,
alors le moule de linéarisation formelle est donné pour toute suite s €
A(X)* de longueur r par

Na? = La, (w1, ..., w,), (3.15)
ol w; = 8;. A, avec A= (A1,...,\).
THEOREME V.79 (Universalité du moule Ne® de linéarisation-Cas des

diffeos). — Soit Le = {Le;},>1, 7 € N, la famille de fonctions & valeurs
complexes Le,. : C" — C définies par

efI?1+~~+Ir
Ler(l'h e ,SCL/) = (e*(“*l*"'*w") _ 1) (ef(a:2+...+w1,) _ 1) .”(671,,, _ 1)
(3.16)
pour tout (z1,...,x,) € C\ Se, ot le lieu singulier est donné par

Se, = {z, =0} U{x, +x,—1 =0} U e U{le +...+z.=0}. (3.17)

Si I posséde une partie linéaire de spectre (e, ..., e ) non-résonant, alors
le moule de linéarisation formelle est donné pour toute suite s € A(F)* de
longueur r par

Ne2 = Lep(w, ... ,wyp), (3.18)

ol w; = 8;. A, avec A= (A1,...,\).

Le calcul moulien permet donc d’isoler dans le probleme de linéarisation, ce
qui est intrinseque, de ce qui ne 'est pas®.

(5) Pour une utilisation de cette propriété d’universalité dans un probléme de bifurca-
tion de champs de vecteurs, on renvoie & [5] et [6].
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4. Prénormalisation

4.1. Formes prénormales

On définit, en suivant Ecalle-Vallet [17], la notion de forme prénormale
continue.

DEFINITION V.80. — Une forme prénormale d’un champ X dont la par-
tie semi-simple est diagonale est la donnée d’un champ de vecteur Xpran de

la forme
Xpran = Xiin + X, avec [Xun, X,] =0. (4.1)

Le champ X, est donc uniquement constitué de monoémes résonnants.

Remarque V.81. — La classique forme normale de Poincaré-Dulac est
une forme prénormale.

DEFINITION V.82. — Soit X un champ de vecteur local de C¥, sous
forme préparée. Une forme prénormale est dite continue, si elle est con-
tinue par rapport aux opérateurs D, n € A(X), le spectre de X étant fizé.

Nous avons le résultat suivant :

LEMME V.83. — Soit X un champ de vecteur local de C¥, de partie
linéaire diagonale Xy, d’alphabet A(X). Le champ

Xpran = Xjjn + Z Pran.Du (4-2)
ecA*(X)

ot le moule Pran® est alternal et vérifie
Pran” =0 si ||w ||#0, (4.3)
est une forme prénormale continue.

Démonstration. — Le champ X;an est une forme prénormale car Xpran—
Xiin ne contient que des termes résonnants via (4.3). Par construction, Xpran
est evidemment continue par rapport aux D,, n € A(X), le spectre de X
étant fixé. O

Remarque V.84. — Le moule Pran® dépend seulement de ’alphabet A(X).
Autrement dit, si deux champs de vecteurs locaux X; et X5, de méme partie
linéaire, définissent le méme alphabet, i.e. A(X;) = A(X3), alors le moule
Pran® définissant la forme prénormale (4.2) est le méme pour X; et Xo.
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4.2. Forme normale de Poincaré-Dulac

La forme normale de Poincaré-Dulac est construite par itération. On
rappelle ici le procédé de construction :

On associe a X un champ dit simplifié¢ de la forme

~ Dy, ~ Dy,
Xsam = (expz ﬂ) X (expz m) s (44)

ol Z porte sur tous les multi-entiers n = (ng,...,n,) € Q tels que w #

n
0. C’est le procédé classique de supression des termes non résonnants du
champ.

On peut itérer ce processus et passer a la limite. On appelle forme nor-
male de Poincaré-Dulac le champ limite et on le note Xy,q,,. On a donc

XX X2 = Xiam. (4.5)

sam sam

Nous avons le théoréme suivant :

THEOREME V.85. — La forme normale de Poincaré-Dulac est une forme
prénormale continue, appelée forme prénormale élaguée et notée Xipam -

Xiram = Xiin + Z Tram®D,. (4.6)

La démonstration repose sur une réecriture de la construction classique
en terme de moules et comoules, faisant apparaitre ainsi les constantes uni-
verselles Tram?®.

Remarque V.86. — i) La forme normale de Poincaré-Dulac n’est pas une
forme normale dans le sens de Baider, Sanders ou Ecalle. C’est pour eviter
toute confusion qu’Ecalle appelle cet objet forme prénormale élaguée. Dans
la suite de cet article, nous utiliserons la terminologie d’Ecalle.

ii) Les constantes universelles Tram® sont explicites (voir le lemme
V.89).

Démonstration. — Elle repose en partie sur le lemme suivant :

LEMME V.87. — Le champ simplifié X sqm associé a X posséde un déve-
loppement moulien de la forme

Xeam = Xiin + »_ Sam® D, (4.7)
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ou le moule Sam?® est défini par
- Sam? =0
~Sam® =0 siw/i0 et Sam® =1 siw = 0.

- sil(w) > 2, et tous les w;, 1 < i < r sont non nuls, alors

1 (D) R (wp(r — k) — wpgr — e — W
. Z ( ((Z( Di(r — kkill)! ) (48)

w
" k=1

- Si un seul w; s’annule,

(-1
(Z — 1)'(7" — i)!wl e Wi—1Wi41 - W ’

Sam® =

(4.9)

— Enfin, si plus d’un w; s’annule, alors Sam* = 0.

Remarque V.88. — Le champ simplifié possede un développement mou-
lien mais n’est pas une forme prénormale. Il contient des opérateurs non
résonnants.

*

, . D, L
Démonstration. — On commence par noter que © = E — peut s’écrire

nem

©= > J'D., (4.10)

neSm

comme
ol le moule J*® est défini par

1.
Je — 5510—wetw7é0,
0 sinon.

L’exponentielle de © possede un développement moulien de la forme
exp O = Z exp(J*)D,.
nesSm

Par définition, on a
1
exp(@)« = (1°)« 4+ 2—(J' X JO)E 4L

Or, un simple calcul donne

1
Jx. .. xJ =X w.ow
—_——

Siw=wi...w, avec tous lesw; #0, i =1,...

rfacteurs 0 sinon.
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On a donc

1sie=1(,
1

——— sie=w;i...w,, avec tous les w; # 0,
rlwy...w,

exp ©°® =

0 sinon.

Par définition de X,,,,, nous avons

Xoam = Zexp (J*)B Zexp —J*)B

Or X = Xyjin + Z D,,, qui possede I’écriture moulienne
neQ

X = Xiin +ZI.D03

ou I* est le moule défini par I“* =1 et I¥ = 0 si {(w) > 2. On a donc
I’expression moulienne compléte de X4, :

Xaam = (Zexp ) (X +>_1°D.) <Zexp(J')D.> .

Comme

(Zexp(J') ) Xiin) (Zexp ) Zexp )x7 exp(—J*)D,,

avec v/ la dérivation sur 'algebre des moules définie par
VMY =wM®,
on obtient I’équation moulienne suivante pour Sam®
Sam® = exp J®* x yexp(—J®) +exp J® x I*® x exp(—J*®). (4.11)

Cette équation permet de calculer I’expression du moule Sam?® par récurrence
sur la longueur des séquences.

Le moule C* = exp J® x I*® est défini par

0 si au moins un des w;, 1 < i < r — 1 est nul,
C* =

(r—Dwy...wpr—1 Smion.

- 379 -



Jacky Cresson

Le moule D* = C* x exp(—J*) est donc défini par D? = 0, D¥ = 1. Pour
une suite w de longueur r > 2, on a
D«rwr = C¥ (exp(—J®)) W29 + O (exp(—J°®)) 3« 4 ... 4 C¥er,
On a plusieurs cas :

— si au moins un des w; est nul, 1 < 7 < r—1, alors tous les C“t“i  avec

j =i+ 1 son nuls, ainsi que tous les (exp(—J*))“*“r pour k < i. Donc, on
a

DWW — Cwl...wi (eXp(—J.)wH'l'”wT.
On a donc :

0 si au moins deux w;
sont nuls.

si un seul w;,

1<i<r—1, est nul.

— si seul w, est nul, alors D¥1“r = C¥1¥“r et on a

1

le...wr — .
(r—Dwy...wpr—1

— si aucun w; n’est nul alors

P = i = |
(r—k)lws...w, w (r=2wg...wp.
n 1 y -1 n 1
(r—=2lwy...wr—o w,  (r—Dwi...wr—1
soit

Dwiwr — 1 i (_1)T_kwk )
Wi .. wp (k—1)l(r —k)!
De méme, on montre facilement que E® = sz exp J® est défini par E? =
0, et plus généralement

0 si au moins un des w;, 1 <7 < 7, et nul ;
E¥er = (w14 ... +w)(-1)"
rlw ... w,

On en déduit Pexpression du moule F* = exp(J®) x E*. On a F? =0 et
F“ = E“ donc F¥ = 0siw = 0 et F¥ = —1 sinon ; pour un mot de
longueur 7 > 1, on a :

P = (exp(J®))P BV 4 (exp(J®)) B2 4. 4 (exp(J®)) ¥ BT,

- 380 —



Calcul Moulien

donc F“'“r = ( si un au moins des w; est nul. Si aucun w; n’est nul, alors

(Wi 4. Fw)(=1)" P (—1)w,
rlw .. wy (r—Dw;...w,

1 (=) F 1 (wp 4+ ...+ wy)
Z (r—k—i—lk)!(k—l)!

le e —

)

W1 ...Wp 1

Sam® =F*+ D® on a
Sam® = F* + DY = 0,
1siw=0.

0siw#D0.

Pour toute suite de longueur » > 2, on a :

Sam® = {

— si au moins deux w; sont nuls, alors F¥ = D% = 0, donc Sam® = 0.

— si un seul w; est nul, F¥ =0 et

1 (—1)r1

(Z — 1)!(.«)1 Wi (T — i)!wi+1 .. .wr.

Sam¥ =

— si tous les w;, 1 <4 < r, sont non nuls, alors

T

(1) *(wp(r —k) —wpg1 — ... —wy)
(k—D!(r—k+1)! '

On en déduit le lemme. O

Pour terminer la démonstration du théoreme, il suffit de remarquer que
par itération les champs X7, . garde une forme de type (4.7), de méme pour
Xtram :

Xiram = Xiin + »_ Tram®D,. (4.12)

On en déduit le théoreme. O
Les moules de la forme élaguée ont une expression algébrique simple :
LEMME V.89. — Le moule de la forme élaguée est définie par
Tram® = (Sam®)°'“), (4.13)
ot (Sam®)°™ = Sam® o...o Sam®, n fois.
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Remarque V.90. — Le lemme précédent traduit simplement le fait qu’a
la r-ieme étape, on ne touche pas les composantes de degré inférieur a r du
champ.

Le calcul explicite des moules Tram?® est possible car on a une expression
exacte des moules du champ simplifié. 11 n’est pas nécessaire d’itérer la
composition du moule Sam. En effet, nous avons les deux relations sui-
vantes :

Tram® = Tram® o Sam?®, (4.14)

Tram® = Sam® o Tram?®, (4.15)

qui proviennent toutes les deux de la stabilisation des composés itérés du
moule Sam® sur Tram?®.

De ces deux formules, seule la premiére fournit une relation de récurrence.
En effet, on a :

Tram““m = Z Tram!* 114" 1 Sgm™" . Sam™", (4.16)
ul. ur=w
Tram®t " = Z Sam!l A I Prgm - Tram™”. (4.17)

ul. u"=w

Si au moins un w; # 0, alors le moule Tram®“*“r est défini par

Tram®t " = Z Tram -1 Sam™ . Sam®". (4.18)

ul. u"=w; r<n—1

Par ailleurs si tous les w; sont nuls, on a par alternalité pour toute suite de
longueur > 2 :
Tram®9 = 0. (4.19)

Remarque V.91. — Le moule Tram est associé a une forme prénormale.
Il est donc nul sur toute suite w telle que || w ||# 0, i.e. sur les suites non
résonantes. Malheureusement, si || w ||= 0, alors le moule Tram* disparait
dans la seconde équation.

5. Arborification : une introduction

Un probleme important dans la normalisation des champs de vecteurs ou
difféomorphismes, est celui de la convergence/divergence de ’automorphisme
de conjugaison. Ce probleme est a la source des travaux de Siegel, Bruyno,
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Russman, Arnold, Moser et Yoccoz. La méthode d’arborification/coarborifi-
cation permet de démontrer la convergence (lorsque c’est le cas) des séries
formelles construites via le calcul moulien.

Pourquoi a-t-on besoin d’arborifier /corarborifier la série pour établir sa
convergence 7

Les séries obtenues par le calcul moulien se prettent mal a ’analyse. Une
semi-norme sur les opérateurs de C{x} étant donnée, on obtient, en général,
de trés mauvaises estimations sur la semi-norme de la série. Cet artefact
est di a la majoration directe d’opérateurs de la forme B; ... B, qui ne
sont pas homogenes. Une idée est donc de reécrire la série en faisant ap-
paraitre des opérateurs homogenes. Le codage de ce procédé est la méthode
d’arborification.

Commencons par définir une norme :

DEFINITION V.92. — Soient U etV deux voisinages compacts de 0 dans
C¥, tels que V. C U. Pour tout germe de fonction ¢ de C{x} en 0, on définit

| ¢ llu=sup | ¢(z) | . (5.1)
zeU
De méme, pour tout opérateur P de C{x} dans lui-méme, on définit

I Plluv=suwp [Py . (5.2)
ol llgllu<t

On dit que la série d’opérateurs E P, est normalement convergente si
n

la famille (|| P, ||)» est sommable pour une paire (U,V) au moins.

5.1. Convergence sans arborification : le théoréme de Poincaré

La démonstration de la convergence normale des séries mouliennes ne
nécessite pas toujours le recours a la méthode d’arborifcation. C’est le cas
des séries du théoreme de linéarisation de Poincaré. Vue la forme du moule
intervenant dans le probleme de linéarisation, cette convergence ne peut
avoir lieu que sous une contrainte sur la vitesse & laquelle les w(n) peuvent
s’approcher de 0 lorsque || n || augmente. Cette « vitesse» dépend essentielle-
ment de la disposition des valeurs propres du spectre de la partie linéaire
du champ.

DEFINITION V.93. — Soit A = (A1,...,\,) une collection de valeurs
propres dans C¥. On définit :
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— le domaine de Poincaré P comme l’ensemble des A dont ’enveloppe
conveze ne contient pas 0.

— le domaine de Siegel S, comme le complémentaire du précédent.

Une condition de controle tres forte du spectre est I'absence de petits
diviseurs.

DEFINITION V.94. — On dit que le champ X ne contient pas de petits
diviseurs s’il existe une constante C > 0, telle que

YweQ, |wl|>C.

Si le champ ne possede pas de petits diviseurs, il est nécessairement non
résonant, donc formellement linéarisable d’apres le théoreme de Poincaré
(voir théoreme V.75). La convergence de la série normalisante est assurée
par le théoreme suivant :

THEOREME V.95. — Soit X un champ de vecteur ne contenant pas de
petits diviseurs, et dont le spectre est dans le domaine de Poincaré. Alors,
Dautomorphisme de linéarisation du théoréme de Poincaré (théoréme V.75)
est analytique.

La démonstration suit la démarche usuelle, mais sur les moules. Elle va
nous permettre de dégager des majorations importantes pour la suite.

Démonstration. — La premiere étape consiste a se ramener, via un change-
ment de variables analytique (en fait, méme algébrique) & une situation ot
I’alphabet est tel que les w sont toutes de partie réelle positive. C’est finale-
ment, uniquement ce fait qui assure la convergence de la normalisation®.

En effet, comme les valeurs propres A; sont dans P, il existe un 6 € R

tel que
\i € Py ={z € C,Re(z¢") > 0}.

On peut donc, via une rotation, se ramener au cas ou toutes les valeurs
propres sont dans le demi-plan {Re(z) > 0}. Il existe donc une constante
p > 0 telle que pour tout i, Re(\;) > p. Une conséquence importante est
qu’il n’existe qu'un nombre fini de w dans € tels que Re(w) < 0. 11 existe
donc un changement de variable polynomial tel que X s’écrive

X = Xlin + Z an
neP(X)

(6) Nous allons le voir, ceci implique que les combinaisons linéaires des w € , inter-
venant dans le moule de linéarisation, ne peuvent pas étre trop petites.
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ot P(X) est le nouvel alphabet tel que
Vn € P(X), Re(w(n)) > 0.

Nous avons le lemme suivant :

LEMME V.96. — Pour toute suite n de longueur v, on a
1
-1
\Naﬁ\é W’ ‘(NO, )2|< m7 Cl>0,
N
| By o< 716" ™ || Bus luw - || Bar v, Co >0,

| Bn |uv< (Cup)I™, Cuy >0,

C(N) < (Cg)N(ﬂ), 03 > 0,

ou|n|=ni+...+n, et N(n) =|n' | +...+ | n" | est le poids de n ; ¢(N

est le nombre de mots de poids N.

La démonstration est donnée dans la prochaine section.

On démontre la convergence normale du normalisateur Na. On a

1
| NaBy | < ==t ll Bur llow - || Bur o €,
!
1
< —(Cuv)™Ned.
O{( vv) O
Par conséquent, on a
> NaB, < > | Na™B, |lvv,
l(n)=r, N(n)=N UV l(n)=r, N(n)=N
N) .
< Wopyey,
ct ’ N
(Crv)
< CaC, )N 22
Comme r < N, on a
1 < 1
cr - oY

On en déduit

C3C5CY y\ N
Y NeB.| < (M) _
n Cl

I(n)=r, N(n)=N UV
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Pour un bon choix de (U, V), on peut rendre Cy,y aussi petit que 'on veut.
La série est donc normalement convergente. (|

5.1.1. Démonstration du lemme V.96

Par hypothese, tous les w(n) sont de parties réelles strictement positives.
Par ailleurs, Pabsence de petits diviseurs impose que pour tout w, | w |>
C > 0. On a donc

Yw € P(X), Re(w) = C.

On en déduit pour tout r,

|wi+...4+w | = Re(wi+...+w),
> rC.

On a donc 1
Na2 |< —.
| Na® | rICr

5.2. Le probleme des petits diviseurs et le théoréme de Brjuno

L’existence des petits diviseurs conduit a des difficultés analytiques sérieu-
ses. Nous avons le théoreme de Siegel :

THEOREME V.97. — En présence de petits diviseurs, les séries mouli-
ennes de © et O~ sont génériquement divergentes.

Néanmoins, on imagine bien qu’'un controle de la vitesse de convergence
des w(n) vers 0 lorsque n augmente doit permettre de rétablir la convergence
de la série. C’est effectivement ce qui se passe, sous une condition, appelée
condition diophantienne de Bruyno.

On note w(k) la quantitée définie par

w(k) = inf {A.m = Z)‘imi’ | m |< 2 et Aom # 0} , (5.7)

i=1

ou les m; sont tous positifs, sauf au plus un qui peut valoir —1, de somme
v

| m |= Z m; =0
i=1

La condition diophantienne de Bruyno est :

log(1
La série S = Z og( / d est convergente. (B)

— 386 —



Calcul Moulien

Le théoreme de Bruyno s’énonce alors comme suit :

THEOREME V.98 (Bruyno). — Soit X un champ de vecteurs analytique
dont le spectre de la partie linéaire vérifie la condition (B). Alors, ce champ
est analytiguement linéarisable.

La démonstration originale de Bruyno est longue et difficile. Une présen-
tation claire et soignée de son travail est donnée par Martinet [24].

Ce que peut apporter le calcul moulien dans ce probleme, c’est un cadre
conceptuel clair qui guide les différents calculs et estimations nécessaires a
la démonstration.

En tout premier lieu, il faut comprendre pourquoi ce probléme est beau-
coup plus difficile que le théoreme de convergence sous la condition de
Poincaré.

Les majorations du lemme V.96 concernant les opérateurs B, sont les
mémes pour le théoreme de Bruyno, car elles ne dépendent pas du spec-
tre de la partie linéaire. Le seul changement est dans l’estimation de la
taille du moule de linéarisation Na®, qui dépend fortement des propriétés

arithmétiques des w.
LEMME V.99. — Pour toute suite n, on a

| Na® < QN@ . @ > 0. (5.8)

Une estimation directe de la norme de Na donne, en gardant les inégalités
(5.4), (5.5), (5.6) du lemme V.96,

N
> Na™By| < (r'QCsCChy) ™,
l(n)=r, N(n)=N UV
ce qui ne permet pas de conclure quand a la convergence de la série.

Les majorations précédentes ne peuvent pas étre améliorer. Autrement
dit, le théoreme de Bruyno est inaccessible via I’expression moulienne initiale
du normalisateur Na. Si convergence il y a, il faut affiner 'analyse de cette
série.

La méthode d’arborification donne un procédé algébrique pour étudier
la convergence de ces séries. Néanmoins, et c¢’est un point important, cette
méthode prend sa source dans un probléme d’analyse, et sa mise au point
n’est pas un probleme algébrique. Du fait de I'utilisation d’arbres et autres
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suites arborifiées, les spécialistes des algebres de Hopf y ont souvent vu un
relicat des bases de Hall. Or, I’arborification n’a strictement rien a voir avec
ce probléeme, qui lui, est purement algébrique. Bien entendu, une fois la
méthode formalisée, rien n’empéche une étude purement algébrique de ses
propriétés, comme dans [18] par exemple.

Essentiellement, la question a laquelle nous allons répondre est la sui-
vante : comment affiner notre estimation de la norme de la série moulienne
Na ?

5.3. Premier pas : homogénéité et symétrie

La construction du normalisateur Na utilise des opérateurs différentiels
homogenes en degré, B,, n € A(X). Les différentes combinaisons B,, de
ces opérateurs sont encore des opérateurs différentiels homogenes de degré
|| n||. Peut-on préciser ce point ? Il suffit de faire un calcul en longueur 2
pour avoir une idée du résultat général.

Soit By et By deux opérateurs de degré n' et n? respectivement de la
forme

Bz’ = ZBz(x])aaj, 1= 1,2
j=1
L’opérateur composé By 2) = By Ba s’écrit
B2 = Y, Bi(2:)0s, [Ba(x))0x, + Y Bi(wi)Ba(w)03 - (5.9)
4,J 4,J

De la méme maniere, on a :

By = Y Ba(:)0s,[Bi(2)]0s, + > Bi(wi)Ba(w)d;,,,.  (5.10)

i,j .3

On voit que le second terme du développement de By 1) est le méme que
celui de B(; ). Devant ce terme, le coefficient est Na2) 4+ Na2D | Comme
le moule Na® est symétral, on a Na(?) + Na(®1) = Na! Na?.

Que faut-il retenir de ce calcul 7

On peut décomposer les B,, de fagon a profiter des symétries du moule
Na® pour obtenir des majorations plus fines.

Avant de préciser la décomposition, on introduit la notion d’ordre d’un
opérateur différentiel.
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DEFINITION V.100. — Pour tout v-uplet 6 = (61, ...,0,) d’entiers posi-
tifs, on note 93 = 051 ... 0% . On dit que 83 est d’ordre | § |= 61 +...+6,.
Un opérateur différentiel est homogéne en ordre, d’ordre d, si il est de la

forme
Z b5 (.’L‘)az

5, |8]=d
Quelle-est la décomposition adéquate des opérateurs B, ? On peut im-
poser deux contraintes naturelles dans le cadre de ce probleme :

i) On isole dans les B,, des opérateurs différentiels homogenes en ordre,
ceux-ci étant déja homogenes en degré.

ii) Les coefficients de ces opérateurs sont des produits de termes dépen-
dants des B,,:.

La condition ii) est nécessaire si 'on veut facilement majorer la norme
de ces opérateurs, ce qui est essentiel pour notre propos.

5.4. Codage du procédé de décomposition
Le procédé de décomposition peut se coder via deux opérations sur les

opérateurs homogenes en ordre et en degré, et donne naissance, une fois
formalisé, a la méthode d’arborification.

DEFINITION V.101. — Soient By et By deux opérateurs différentiels ho-
mogeéenes en degré et en ordre,

Bi= Y bis(®)d), i=12,

4, |6]=d;

ot les b; 5 sont dans C[[z]]. On note
Bi2)< Zbl s\T b2,7( )17,

et
Biga = Z b (z)b3 ()0

Par récurrence sur la longueur des suites, on peut coder ’ensemble des
parties homogenes en degré d'un opérateur B,,.
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Notons B; = Zbi(x)ﬁw“ 1=1,2,3.0n a

i=1

Bi2s = B 232(3%)31]- [B3(x)]0x,, + ZBQ(mj)BS(xk)8§jmk )
ik ik
= Y Bi(®:) (0, [Ba()]0s, [Bs(wx))0u,
7,k

+B?(:Cj)a§iacj [B3(Ik)]aﬁc
+0u,[Ba(25)] B3 (21) 05 1,
+Ba(2)0y, [Bs(2£)]03

+Ba(x;)Bs(21,) 03

TiTjTp

On a deux opérateurs différentiels d’ordre 1, trois d’ordre 2 et un d’ordre 3.
Soit, en reprenant les notations de la définition V.101 :

Bi23 = B(1,2,3)< + Bag2)3)< + Be3)<e1 + Ba,2)<e3 + B1,3)<e2 + Bia2es-
La mise en forme de cette décomposition nécessite un alphabet nouveau,
dit arborifié.

DEFINITION V.102. — Une appelle suite arborescente, et on note w<,
une suite construite sur A(X) avec les symboles < et . On note Arb(X)
l’ensemble des suites arborescentes.

Sin € A(X)*, on note Arb(n) Uensemble des ¢< € Arb(X) intervenant
dans la décomposition de B,,. On a donc

By= Y By-.

a<eArb(n)

On peut donc réecrire la série moulienne de Na sous la forme

Na= Y NaB,= Y  Na® B,-.
ne€A*(X) a<eArb(x)

Les coefficients Na2”~ définissent un moule sur Arb(X), noté Na®" .

DEFINITION V.103. — Le moule Na®~ est appelé moule arborifié de
Na®.
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Le moule arborifié est bien entendu une combinaison linéaire du moule
initial. Si on note X (a<) 'ensemble des suites n de A(X)* telles que a=< €

Arb(n), on a :
Na&™ = Z Na.
neX(a<)

Il nous reste a formaliser cette construction, afin de simplifier sa présentation.

5.5. Définition formelle de 1’arborification

Les définitions précédentes sont liées au codage de la construction des
opérateurs différentiels homogenes en ordre et degré. On peut evidemment
donner une définition purement algébrique de ces objets, comme par exem-
ple les suites arborescentes.

DEFINITION V.104. — Une suite arborescente sur A(X) est une suite
n< d’éléments de A(X), avec sur les indices un ordre partiel appelé ordre
arborescent : chaque i de {1,...,r} posséde au plus un conséquent noté iy.

On note ny ®ny union disjointe de ny et ns ; dans cette suite l'ordre
partiel interne est conservé, mais les éléments de ny et ny sont incompa-
rables.

Un n~ est dit irréductible s’il ne posséde pas de décomposition non tri-
viale ny ® ny, autrement dit s’il posséde un plus grand élément.

On peut toujours représenter une suite arborescente par un arbre.

Les opérateurs arborifiés peuvent alors se définir directement par récur-
rence.

DEFINITION V.105. — Pour  une  suite  arborescente  donnée
n< = (n',...,n")<, on définit By < comme étant l'unique opérateur vérifiant
les trois propriétés suivantes :

- Bp<(99) = Z (Bﬂf (b) (Bﬂz< ¢)
ny@®ny=n<

— Si la suite n< se décompose en eaxctement d suites irréductibles non
vides :
nS=nd...6n7,

alors Byp< est un opérateur différentiel homogéne d’ordre d.
- 8in~ =ning alors

Byn< = B, < B, .
ny
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Ces trois propriétés définissent bien B,< qui se calcule par récurrence
de la maniere suivante :

v

B,< = Z(Bn(xi))ﬁmi sil(n) =1,

=1
1%
_ Co< <
B,< = E By < (Bn,(2:))0z, si n™ = nine.
i=1 )
Bp< = ——m— E B, < (xi)) ... Bp< (x3,) ) On, - 0x, ,
- d1' e dg' —j1 Lig i1 ig
7y dg <y, 1< Ja<d
olt d; est le nombre de suites arborescentes identiques n;~ qui interviennent
dans la décomposition de n< =ny @ ...nJ5.
. . /
Pour une suite arborescente a< = (a',...,a")< et une suite n = (n',...,n"),

<
on note proj ( Qn ) le nombre de bijection de {1,...,r} dans {1,...,7'}

(nul sir #r') vérifiant :
siip < i dans a=, alors o(i1) < o(iz) dans n et n/ = a’ si j = o(4).

On a alors les relations

pour tout moule S°, et

B, = Z proj (

a<eArb(x)

IS
RN

) B

5.6. Démonstration du théoréme de Bruyno

Par construction, on a

n<
| Bu< o< CQY™), Q1 >0,

pour une constante C dépendant de U et V, et

g(N) < QY9 Q, > 0.

La disparition du r! dans la majoration des opérateurs arborifié est évidente.
On devrait s’attendre a la retrouver dans la majoration des moules ar-
borifiés. Mais, et c’est la que joue & fond les symétries, on a :

- 392 -



Calcul Moulien

LEMME V.106. — Pour toute suite arborescente n<, on a
<
| Na®™ 1< QY™ Qs >0. (5.11)

La démonstration de cette inégalité n’est pas, contrairement au cas des
comoules B, <, une conséquence directe de la méthode d’arborification. Elle
résulte du fait que I'équation différentielle satisfaite par le moule (Na)~!
s’arborifie, i.e. que l'on a

<

[ANa) 1" = 1*7 x (Na™)*". (5.12)

La forme du moule (Na™)*~ est donc la méme que celle de Na™! et les esti-

mations classiques sur les petits diviseurs permettent de conclure. Je ne ferai
pas ces calculs ici, qui ne sont pas simplifiés par la méthode d’arborification
ou l'utilisation du formalisme des moules. Jean Ecalle souligne qu’il faut
utiliser les estimations obtenues par Bruyno ([3],p.207-224).

La convergence normale de la série arborifiée s’en déduit sans peine.

Remarque V.107. — A ma connaissance, il n’y a pas de théoreme général
concernant la méthode d’arborification qui permet de préciser son domaine
d’application. Le fait que la méthode restaure la convergence se fait au coup
par coup sur les exemples.

NOTATIONS
Soit K un anneau. On note :
— KJz] I’ensemble des polynémes & coefficients dans K.
— K[[z]] l'ensemble des séries formelles & coefficients dans K.
— K{z} les séries analytiques.
Soit X un alphabet.
— Ax algebre libre sur X.
— Lx Dalgebre de Lie libre construite sur X.
— Mx l'idéal de K[[z]] formé des séries formelles sans terme constant.
— ULx algebre enveloppante de 1’algebre de Lie Lx.

— X* I'ensemble des mots construits sur X.
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— X7 'ensemble des mots de longueur r > 0.

— Mg (X) l'ensemble des moules sur X & valeurs dans K.

— sh : application de battage.

— csh : application de battage contractant.

— A : coproduit sur A.

— A, : coproduit sur E.

— M* : le moule M.

— M2 : le moule M évalué sur la suite s.

— M*~ : Parborifié du moule M®.
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