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Introduction

Comme 'a dit Hecke, [H], § 55, “die genauere Kenntnis des Verhal-
tens einer analytischen Funktion in der Ndhe ihrer singuldren Stellen eine
Quelle von arithmetischen Sdtzen ist”; “la connaissance plus précise du com-
portement d’une fonction analytique au voisinage de ses singularités est une
source de théoremes arithmétiques”.

Les résultats classiques de Gauss, Cauchy et Kronecker, qu’on va présen-
ter dans cette note, peuvent servir comme un bon exemple de ce principe.
Cauchy est peut-étre le premier & avoir remarqué (cf. [C, (a)]) que la valeur
limite de la série

(*) Regu le 20/01/08, accepté le 17/04/09
(1) Institut de Mathématiques de Toulouse, Université Paul Sabatier, 31062 Toulouse
CEDEX 9 663



Vadim Schechtman

au bord de son domaine de convergence R(¢) > 0, en un point ¢t = ir,
avec r € @ (i.e. quand g = ™™ est une racine de 1'unité), est égale & ce
qu’on appelle aujourd’hui la somme de Gauss (quadratique). La propriété
fondamentale de 6(t) est sa modularité:

0t~ = t1/20(¢) (M)

Kronecker (cf. [K] (a)) a démontré que (M) entraine (en fait, Kronecker
affirme que (M) est équivalente &) la formule de réciprocité pour les sommes
de Gauss (cf. 1.7 et 4.4 ci-dessous), qui & son tour est équivalent & la loi de
réciprocité quadratique (cf. (2.5) ci-dessous).

Comment prouve-t™-on la formule (M)? Il y a plusieurs voies ; Cauchy
a découvert qu’on peut démontrer (M) (ainsi que sa généralisation, la for-
mule sommatoire de Poisson (plutét de Cauchy, comme dit André Weil)) en
appliquant la formule des résidus, cf. §3 ci-dessous.

On peut agir directement. Dans §1 on prouve, en suivant Siegel [S] et
Chandrasekharan [Ch], la formule de réciprocité pour les sommes de Gauss,
en employant la formule de résidus a l'intégrale de Kronecker. Dans §2, on
en déduit la loi de réciprocité quadratique, cf. [K (a)], [Ch].

Dans §4 on obtient, avec Kronecker, les sommes de Gauss comme valeurs
limites de 6(t) et on en déduit la formule de réciprocité.

Le dernier chapitre §5 est de nature plutot algébrique. Ici on déduit avec
Gauss [G] un développement des sommes de Gauss en produit ; et de la le
signe de cette somme. En passant a la limite, on obtient une développement
d’une fonction théta en produit infini'.

Ces notes ont fait I'objet de deux exposés a Toulouse en mai 2005. Je
suis reconnaissant au rapporteur anonyme pour ses remarques utiles.

1. L’intégrale de Kronecker
Cf. [S] et [Ch, Ch. V].

1.1. Considérons l'intégrale

f(X) = f(X,7) :/ b (u)du (1.1.1)

c

(1) On remarque que les identités utilisés par Gauss au cours des calculs peuvent étre
considérées comme les predecesseurs de célebres identités de Rogers-Ramanujan
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e7ri7'u2 +2miXu

O(u) =P(u, X) =d(u, X,7) = , (1.1.2)

eQTriu_ 1
u, X, 7 € C, Re 7> 0, C étant la droite % +re™/t 0o < 1 < 0.

Montrons que l'intégrale converge. Plus généralement, considérons une
droite

C.: u=c+re™* ¢ceR, —00 <1 <00
On a
}eﬂi7u2+27riXu’ — e—TrIm(Tu2+2Xu)
or
Tu? + 2Xu = itr? 4+ 2™/ (e + X)r + (e + 2X)e,
d’on

Im(ru? + 2Xu) > Re(7)r? — 2™/ (rc + X)||r| — (¢ + 2X)¢|

Donc

. g . 2
‘eﬂ'z‘ru +27eru’ g Ae™™" Re 7+B]|r|

D’autre part,

’eQTriu o 1| > |1 o |e2‘n’iu|| _ |1 _e—\/ﬁﬂ'r > %

pour |r| (ou |u|) assez grand. Il s’en suit que
|®(u)] < A'e~ ™" Re T+BIr] (1.1.3)

pour |r| assez grand ; d’ol la convergence.

1.2. Considérons le contour parallélogramme 74 dans le plan complexe

C = {z = x + iy}, formé par les segments L, et L_ des droites y = A et

y = —Asitués entre les droites C' = Cy 5 et Cy /2,004 >0, n € Z, n >0,

et les segments de ces droites entre L. ; ce contour est orienté positivement.
Par le théoréeme de Cauchy

n 2

(ID(u)du _ em“rk +2miXk

[, woe=3

k=1

car ®(u) n’a de poles qu’au points réels k = 1,...,n, avec les résidus corres-
pondants.
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L’estimation (1.1.3) implique que

lim O (u)du =0,
A—o0 Ly
d’ou
{/ —/} O(u)du = emiTR Xk (2 X o)
Crti/2 C k=1
Par contre,
. 2 .
<I>(u+n) — TiTn +27”Xn(I)(U,X +7_n)7
donc

/ CI)(u)du _ 67TiTn2+27riXTLf(X + Tn),
Crti/2
d’ou I’équation
e7ri7'n2+27ranf(X T Tn) _ f(X) = g(T, X; n) (121)
1.3. On a
c 627riu -1

miTu?
X+1)— f X) = € eQTri(X—i—l)u _ eQTriXu du
I )

2 . 302 . 2 52 .2
— /eﬂ'z'ru +27erudu _ e—ﬂ'lX /T /eﬂ'lT(u-'rX/T) du = e—7er /T/ ™I qu,
e} C

c 1/24X/7

_miX?2 ) 2
—¢ miX /'r/ T duy
Co

(par le théoreme de Cauchy). Or Cy est donnée par I’équation u = re
donc
oo
/ eﬂiruzdu _ eTri/4/ e—Trrrzd,r, . e7ri/4I
= =: -
Co — 00

On en conclut que

Ti/4
)

FIX 4 1) = f(X) = mW/A=Xn (1.3.1)

1.4. Il s’en suit que (m € Z, m > 0):

m—1

FX4m)— f(X)=1- ) emilt/a-(X?/r]
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Remplacons ici X par X +71n —m :

m—1
fX+mm)—f(X+mm—m)=1,- Z emill/A=(X4rn—m+v)? /7] _
v=0

=1, - Z 67ri[1/47(X+’rn7V)2/‘r] (141)

v=1
Donc, en tenant compte de (1.2.1) :
eﬂ'i‘rn2+27ranf(X +rn— m) o f(X) _

= g(T’ X; ’I’L) - I‘I'eﬂi‘rn2+27rixn Z eﬂi[1/4—(X+Tn—l/)2/7'] =

v=1

=g(r,X;n)— I, Z emi(1/4=(X=v)?/7 _

v=1

= g(7, Xsn) — Lem VA=Y g(1 /7 X [75m) (14.2)

1.5. On définit pour m,n € Z

In|
glm,n) = glm/n,m/2m) =Y ™ "F/mEmi) - (15.)
k=1

Posons dans (1.4.2) 7 =m/n, X =m/2, m,n >0 :
g(m,n) = Im/neﬂ'i(limn)/zlg(*n/ma n/27m) = m/neﬂ'i(limn)/zlg(*nam)

Remarquons que g(1,1) = g(—1,1) =1, d’ont

> 2
I :/ e "Mdr=1 (1.5.2)
—o0
il s’en suit que
I /oo g = L5 0) (1.5.3)
= e r=— (7 5.
oo VT

Donc

g(m,n) = \/n/me™ =/ 4g(_n m) (m,n > 0) (1.5.4)

1.6. Calcul d’intégrale de Poisson. Considérons la fonction

.2 . .2 .2
TiU T TiU Tiu
eTiuTt e e

V(u) =

e2miv _ ] eriv — e~miu gin(mwu)
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Par le théoreme de Cauchy,

{/03/2 /} w)du = 2mi - Resy—1 U(u) = 1

D’un autre coté,

([ - [} wone= [ owwsn - wi= [ ernse

:/ em[(u+1/2)2—1/4]du: e—m‘/4/ em‘(u+1/2)2du: e—7ri/4/ e”i“2du:
C C C1

— i iu2
—e 7rz/4/ e du
Co
2 mi/2 _

(de nouveau par Cauchy) Or, sur Cy, on a u = re™/*, donc u? = re

2 _miu?

e -

=e ,dou

.2 & 2 ’ & 2
/ T day = / e 67”/4d7’ — 67”/4/ e~ dr
Co —o0 —o0

Il s’en suit que
e 2
{/ /} u)du —/ e ™" dr,
C3/2 — o0
o0 2
/ e "dr=1

1.7. Théoréme (loi de réciprocité pour les sommes de Gauss). Si m,n €
Z, m,n # 0, alors

donc

1

_ mi(l—|mn|)sgn(mn)/4
—g(m,n) =e —g(—n,m), 1.7.1
mg( ) \/Wg( ) (1.7.1)
ou "
g(m,n) = Ze”imkz/"+”imk (1.7.2)
k=1

Pour m,n > 0 ceci est (1.5.4). Remarquons que
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Il s’en suit que (1.7.1) est vrai pour (m,n) si et seulement si il l'est pour
(=m, —n).

Sim > 0et n<0,alors —n,m > 0, donc

—1/26771'(1+mn)

m™2g(—n,m) = (~n) 9(=m,—n),

ou
()" 2g(—m, —n) = e T Y 2g ()

)

ce qui est (1.7.1) en tenant compte de (1.7.3), cqfd.

2. Calcul des sommes de Gauss

2.1. Puisque k% = k (mod 2), on peut reécrire la définition de la somme
de Gauss sous une forme

In|
g<m,n) — Z e-rrz'kzm(n—i-l)/n
k=1

Remarquons que

2.2. Supposons dorénavant que n est un nombre premier impair et
m,n) = 1. Alors n + 1 est pair, (n,n+1) =1, et
K p ) K K
n = 67Ti(n+1)/n

est une racine n-ieme de 'unité, n # 1. On a
n—1
2
glmn) =14+> ™ =1+42) ™,
k=1 14

ol p parcourt les résidus quadratiques modulo n.

D’un autre coté, si v parcourt les nonrésidus quadratiques modulo n,

n—1
1+Z nmp_i_z nmu:Z 7’]mk:0,
p v k=0
d’o

g(m,n) =" 0™ - ZV: N = nil (i)nm’“

p k=1
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Il s’en suit que

gtone) = (" )at1.n)

2.3. THEOREME. — Si n est un nombre premier impair, alors

g(l,n) _ em’(l—n)/4\/ﬁ
Donc

(@) _ n—l/267ri(n—1)/4g(m7 n)
n

En effet,

n_l/Qg(Ln) _ em‘(1—n)/4g(_n7 1) = eri(1—n)/4

2.4. THEOREME. —

En effet,

Or
n—l/QQ(_l’n) — eﬂ'i(n—l)/4g(n’ _1) _ 67ri(n—1)/47

d’ou l'assertion.

2.5. THEOREME. — Soient m,n des nombres premiers impairs distincts.

Alors
MY = (c1)m-D-n/4( 1
n m

(%) _ n—l/Qeﬂi(n—l)/4g(m,n) _

En effet,

_ em‘(n—1)/46”1(1_“1”)/4771_1/29(—n7 m) =

— mi(n—1)/4,mi(1—mn)/4 (”) emi(1—m)/4
m
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Or
B I e e L
m m m m)’
d’ou
em(1m)/4<—_”) _ em’(ml)/4<£>,
m m
donc
m :efri(n71+17mn+m71)/4 2 _
n m
_ it m=1/4 () __qyn-nomny/a (1
m m)’
cqfd.

THEOREME. — Soit p un nombre premier impair. Alors

<;) (e

1si p=+41 (mod 8)
—1si p =43 (mod 8)

En effet,

2 — mwi(p—
(§> = p~1/2em =D/ 4g(2, p)

Or
p_1/2g(2,p) _ e7ri(1—2p)/42—1/29(_p,2) _ em‘(1—2p)/42—1/2(1 + e‘n'ip/2)

Donc
2

(_) — 2—1/26—7rip/4(1 + eTrip/Z) _ 2—1/2(6—7rip/4 + eTrip/4) _
p

= V2 cos(mp/4)

Or cos(mp/4) ne dépend que du reste de p modulo 8, et cos(+7/4) = v/2/2
et cos(£31/4) = —v/2/2, d’ott le résultat.
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3. La formule sommatoire de Poisson

3.1. Considérons l'intégrale

e—7TZ2t
N

Cn

ou Cy est le rectangle avec les sommets +N + % =+ ¢ orienté positivement,
N étant un nombre entier, N > 0, ¢ une variable complexe, R(t) > 0.

[, sene= [ [ Joee-

par la formule de Cauchy

On a

3.2. D’autre part, sur la droite z = u — 1, —oco < u < 00

e—Trzzt e—frzzt

o __—2miz o
¢(Z7t) - e27'riz —1 =e 1— e—27'riz -

0o 00
.2 o 24 o
— " TZ t E e 2minz _ E e~ t—2minz _
n=1 n=1

_ i e—nt[(z+in/t)2+n2/t2]
n=1

la série convergeant uniformement. Il s’en suit

\/OO_Z Z 77rn2/t/ - 77rt(z+in/t)2dz _
oo —i oo
Z —7T"l2/t/ RLZ I P Z e~ /t/ —7t(u—1) du =
= oot n=1
— Z —wnz/t/ e~ ™ du

Supposons que ¢ soit réel, ¢ > 0. Alors (en posant v = (7t)/?u)

/ e~ gy = (71'25)71/2/ eV dv = =12,

— 00 — 00
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donc ceci est vrai pout tous ¢, Rt > 0. Donc

[ o3
n=1

—oo—1t
De méme,
co+1 0 N
/ d(z,t)dz = —t~1/2 Z e/t
—oo+i n=0

on en déduit

O(t) — 41/ Z e—m2/t _ t_1/29(t_1)

n=—oo

3.3. Plus généralement, soit f(z) une fonction entiere telle que |f(z)]
décroit suffisamment rapidement quand |R(z)| — co. Posons

¢(z) = %

o Joe g [ ot 3 s

n=—oo

Alors

par la formule de Cauchy.

D’un autre coté,

f(Z) —2miz = 727rinz
eQ‘ﬂ'iz -1 =€ 1— e—27r1z g
sur la droite C_ = {u — i, —o0 < u < oo}, d’on
co—1 o0 [e%e} ) o .
[ sea=Y [ fwerman=Y feon
—00—1 n=1 —00 n=1

ou l'on pose

:/OO f(u)e27ritudu

oco+1 s R
/ b(2)dz=—S" f(n)

—00+1

De méme,

Il s’en suit,

Zf Zf

n=—oo n=—oo
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4. Une valeur limite d’une série théta

Les résultats principaux de cette Section sont 4.1.1 et 4.5. Cf. [C (a)],
K ()]
4.1. Considérons la série

o0

o)=Y e

n=—oo
Ici ¢ est une variable complexe, avec R(t) > 0.

Posons t = w? + Xi/u, ot w >0, \,u € Z, pu # 0. Alors

e(wQ + )\Z/M) _ Z e_ﬂnz(w2+)\i/u) _

n=—oo

(en posant n = k + 2uj)

2p—1 0o

.2 2 N2
_ E 67}\7‘(‘1]{‘ /p E e~V (k+2pg)*m

k=0 j=—o00

Pour chaque k on a

o0

(oo}
hmo 2|'L“,U| Z 67W2(k+2ﬂj)27r — / e*‘ﬂ'quu — 17
w— )

j=—00 -

donc
2p—1

: 2 : _ —Amik® /.
uljl% 2| pw|0(w* + Ai/p) Z e

k=0
On désigne avec Kronecker
1 2p—1
. —Amik?
G(\i/p) = 3 Z e ATk 1
k=0

donc on arrive a :

4.1.1. THEOREME. —

lim0 |pw|0(w? + Ni/p) = G(Ni/p)
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4.2. Maintenant prenons la valeur ¢/, ¢t = 1. On a
(w? + /)" = (' + A2/p) ) (w? — Nifp) =
= (L+wp? /X)W u? /N = pifA) = (14w /2 7 (w?p? N2 + i/ Xi)

4.3. LEMME. — Sia,b € R, a > 0 et ¢(w) est une fonction réelle, c(w) =
O(w*) quand w — 0, alors

lim [0((1 + c(w))(aw? + bi)) — 0(aw? + bi)] =

w—0

Preuve. On a

o0

o)=Y *“"t_1+226*”“ 1+ 26(t)

n—=—oo

1l suffit de montrer que

lluiino[é((l + c(w))(aw? + bi)) — O(aw? + bi)] =

(1 + c(w))(aw? + bi) = aw? + bi + r(w),
ot 7(w) = O(w*). Done (on remarque que 1+ ¢(w) > 0 pour w assez petit)
0((1 + c(w))(aw? + bi)) — O(aw? + bi) =
= 0(aw? + bi + r(w)) — 0(aw? + bi) =

oo

Z —m(aw?+bit+r(w))n? Z e—ﬂ(aw +bi)n? _

3] 53]
— Z —mr(w)n? —'rr(aw +bi)n? Z (aw?+bi)n? —

N
_ Z (e—Trr(w)n2 _ ) —7m(aw?4bi)n? + Z —7r(aw2+bi+r(w))n2_

n=1 n=N+1
o0
— Y emrlewtabn® (4.3.1)
n=N-+1

(a) La premiére somme. Pour n < N, |r(w)n?| < |r(w)N?|. On a pour
chaque a réel
2 2
a a
|e*afl|:|fa+—f..|<|a|qLu

3 5 +..o=eld -1,
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donc
’e—‘nr(w)nQ _ 1| < elwr(w)nzl -1< e|7””(w)N2| —1(n<N)

Par hypothése il existe une constante C' > 0 telle que |77 (w)N?| < Cw*N?,
donc il existe C' > 0 tel que

|l @INTT 1| < CuwtN?

D’un autre coté,

| efﬂ(aw +bi)n?

Donc

N
|Z —7r w)n 1)6—7r(aw2+bi)n2 ’ g Cw4N3
n=1
Posons w = N~% (o > 0) ; alors on obtient
N
’Z (e—Trr(Nf"‘)n2 _ 1)6—7r(aN72“+bi)n2’ < CN—4a+3

Ceci tend vers 0 si 4o — 3 > 0, i.e. si a > 3/4.

(b) Maintenant considérons la troisieme somme dans (4.3.1). On a

o0 oo
’ Z e—w(aN*2‘*+bi)n2‘ < Z e—awN’z‘)‘(N-&-k:)? <
n=N+1 k=0
> —anN?2722
_(“T(N272a+2kN172a) . €
< Z € - 1— 672a7rN1*20‘ (432)
k=0

1 _
o = OV (a>1/2)
Donc (4.3.2) tend vers 0si 1/2 < o < 1.

De méme, on établit que la deuxieme somme tend vers 0 sous la méme
hypotheése 1/2 < o < 1.

Le lemme en découle.
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4.4. Revenons a 4.2. En utilisant le lemme,
lim {pw|6((w? + Xi/p)~") =

= lim [Mwp/AO(w? i /A% + p/Xi) = G (/i)
La formule de Poisson nous dit
o(t) = t=20(t71)

Donc
GNi/ ) = lim. [0l 0(w? + Ni/ ) =

= lim, |+ 00/ ) 20w+ Xi ) ) = (Vi) G/ Ni) (44.1)

Autrement dit,

(Ni/w)2G(Ni/p) = G/ i)
On a évidemment ici un abus de notation car G(Ai/u) depend de A, v. Pour
I’éviter, on peut? poser, pour r = \/u,

Alors (4.4.1) se reécrit en
4.5. THEOREME. — On a :

(i/r)/2G(ifr) = G(~ir)

C’est une forme de (1.5.4).

5. La formule de produit de Gauss

5.1. Le but de cette Section est la détermination du signe de la somme
de Gauss par la méthode de Gauss, cf. [G]. On pose

(1—a™) (1 —azm™ ). (1 —azmrt])

1—2)(1—22)-... (1—am) € Clz,z7 Y

(m7 .u) =

(“les coeflicients a-binomiaux”). Ici p € N, m € Z.

(2) en suivant une suggestion du rapporteur
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Exemples : (m,0) =1
1—a¢

T = ()T e Ol

(_LM) =

—.

Il
—

3

En général, (—m, p) € Clz™], et & la limite

(moeup) = lim (=m.j0) = sy € Clle ]
Sime N, (m,p) =0sipu>m, et
(m, ) = (m,m — p)
5.2. On a
(o) = (= 1,0) 2o = L= 1) (5.2.1)

Il s’en suit que si m € N, m > u+ 1, alors

m—p—1

(myp+1)= Z (w+i,p)x
=0

On en déduit par récurrence sur p que (m,p) est un polynéme en z si
m € N.

5.3. On pose

1 gm 1—2m)(1 — g™ 1 e}
flrm =1 = Ry P <l

Sim € N, la somme est finie :

On a f(z,0)=1, f(z,1)=0.
5.4. 11 découle de (5.2.1) :
(m,0)=1
—(m,1)=—(m—1,1) —2™!
(m,2) = (m —1,2) + 2™ %(m — 1,1), etc.,
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d’ou .
flaym) =Y (=)L —a™ ") (m - 1)
i=0
Par contre,
(1 —2™ 1) (m = 1,4) = (1 — 2™ ") (m — 2,1),
d’ou

flz,m) =1 —z™ 1 f(z,m—2) (5.4.1)

5.5. Supposons que m € N. Alors si m est pair (5.4.1) implique que

fle,m) =0 —2)1—2%) ... (1 —2™ H ¥ (5.5.1)

Par contre, si m est impair, f(z,m) =0 car f(z,1) =0.
5.6. Sim = -2k, k€ Z, k> 0, on obtient

1

-z D(1-279) ... (I—z2) © Cllz=1))

f(m> _Qk) =

En passant & la limite pour k — oo dans la topologie (z~1)-adique, on aura

1 —2k) _ =
1mf$ ; =12 —-1)-...- (2= 1) Hzo:o(l—w_%_l)
De méme,
f(x’ _1)
—2k—1)=
f(l’7 ) (1_$72)(1_x74)”.(1 _x72k)
ol
fla, ) =l+at+a 4204 . =) gt
n=0
d’ou
fla,~1)

S |

Or, les deux limites coincident :

klim flx,—2k) = klim flx,—2k —1) = lim f(xz,—n) =: f(z, —00),

n—oo
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d’ou

flx,~1) =14z ' 42342704+, = ALY

ou bien

> (1—a22)(1—a*)-...

P e W L TR v € Cffz]],
n=0

(5.6.1)
les deux cotés convergent pour |z| < 1.

On peut récrire

Z gtz _ L Z n(nt1)/2
2

n=0 n=—oo
et o0 24 oo 2412
Hi:l (1—2%) :Hi=1 (1—a2%) _
H;‘); (1 — a2t HZO; (1 -2
[, A+ -2")° 17 2 ;
= === , = (I+2")°(1 —2a"),
[[2, (1—2%) i1
donc
1 - n(n - 7 7
LS aemr [T (a2 - o),
n=—oo =1

ce qui est une formule standard de la théorie des fonctions théta, cf. Jacobi,
Fund., no. 66, (4) ; [W], p. I, ch. IV, §9, (28).

Plus généralement, pour tout m € Z, on obtient

(1—am (1 —am3). ...

f($7m> = f(.%‘, _m)(l_xm_l)(l_xm_S)" = (1 — 1.71)(1 _ x*S) .

5.7. Maintenant soit n un entier positif impair ; posons m =n — 1, et
soit r une racine primitive de ’équation ™ =1 ; posons z = r. On a
(1= (1 —rn=2) . (1 —rH)
I-r)(1=7r2)-...-(1=1rH)

(n_lvﬂ) =

Or : ' 4
1—9mt  1—r?

1—pt  1—1pt
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d’on
(n—1,1) = (—1)ty—nGr+1/2
Donc
f(r,n=1) = 14" pr 340 = D/2 — (1p)(1—1). . (1=,
(5.7.1)
par (5.5.1).

5.8. On peut remplacer dans (5.7.1) 7 par n’importe quel 7 ot (\,n) =
1 ; par exemple par r~2 :

n—1
Z ,r,i(i+1) =1+ r2 + r6 _|_7,12 +. .+ ,,,n(nfl)
=0
=(Q—r2HA—r23 . (1 =22 (5.8.1)

Soitn=2k+1;o0na
L4+34+54+... 4+ (2k—1) =k,

ie.
—1)2
1+3+...+(n—2):(”T)
Multiplions les deux cotés de (5.8.1) par
Lorr® oyt 2 = p(n=D?/4

Remarquons que

i(i+1)+ (n;l) = (n—Qi’—l) (mod n),

donc a gauche on obtient

G e R L Z ri’
=0
car i = (n —4)? (mod n). Il s’en suit que
br+rt4. . 4D = (r—r 3 —r 3 (® =75 ("R

(5.8.2)

5.9. Soit p un nombre premier impair, p = 2k+1, ( = €2/ Considérons
la somme de Gauss
1

(=2 -3 ¢

p—
a=1 pPER veN

9(¢) =
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ot R (resp. N) est I’ensemble des résidus (resp. des non-résidus) quadra-
tiques. Puisque

p—1
L+ P4 =) ¢ =0,
a=0

PER veEN

on a L
.
gQO=1+2> ¢r=3 ¢
PER n=0
Donc
g(Q) =[] ¢ =¢*) =@)* ] sin 2ns/p

sesS sesS

ou

S={1,3,5,...,2k—1}, Card(S)=k=(p—1)/2
Supposons que k est impair, k =25+ 1,i.e. p=4j+3. On a

S={1,35.... 25+ }[[{k+ 2.k +4,... .k +2j},

onk+2=p—k+1=—(k—1) (mod p), etc., d’ott

k
H sin 27s/p = (—1)7 H sin 2ma/p,
a=1

ses
donc
4 ok (r=1)/2
9(¢) = 20y (=17 [] sin 2ma/p =i2®~D72 [ sin 2ma/p
a=1 a=1

De méme, si k =25, ie. p=45+ 1,

(r—1)/2
g(¢) =2P—b/2 H sin 27a/p

a=1

Dans le produit ng:_ll)p sin 2wa/p, on a 0 < a < p/2, donc 0 <
2ra/p < w, d’ont
(p—1)/2
H sin 2ma/p >0

a=1

D’autre part il est bien connu que |g(¢)|? = p. Il s’en suit :
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[Ch]

[G]

(H]

(K]

(]

(W]
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5.10. THEOREME. —

9(¢)=+p sip=1 (mod 4)

9(¢) =iyp sip=3 (mod 4)
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