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Groupes de Ping-Pong et comptage
XAVIER THIRION()
RESUME. — Dans cet article, nous étudions les propriétés asymptotiques

d’une large classe de sous-groupe discrets du groupe linéaire réel : les
groupes de Ping-Pong. Nous décrivons leur action sur ’espace projectif
réel et le comportement & infini de leur fonction de comptage.

ABSTRACT. — In this paper, we study the asymptotic properties of a
large class of discrete subgroups of the real linear group, called the Ping-
Pong groups. We describe their action on the real projective space and
the behavior at infinity of their counting function.

1. Introduction

L’étude des sous-groupes discrets d’isométries des espaces symétriques
de type non compact est un domaine de recherche tres actif, en quéte con-
stante de nouveaux exemples explicites. Contrairement a ce qui se passe
en rang 1, on dispose en rang supérieur ou égal a 2 de peu d’exemples
de tels sous-groupes discrets, puisque seuls les réseaux ou les groupes de
Schottky ont fait 'objet d’études précises (voir par exemple [Esk-McMul],
[Duk-Rud-Sar], [Bar] et [Quil]), répondant en particulier & un critere dit de
«généricité» introduit par P. Albuquerque dans [Alb].

Il est intéressant de souligner un phénomene de rigidité en rang supérieur
ou égal & 2, qui amene une restriction de facto a 'existence de tels sous-
groupes. Dans un travail récent [Quint2], J.-F. Quint a montré que les seuls
sous-groupes discrets convexes co-compacts (en un sens qu’il précise) d’un
groupe de Lie linéaire réel simple et de rang > 2 sont les réseaux uniformes ;

(*) Recu le 23/10/08, accepté le 02/12/08
(1) LAGA, Institut Galilée, Université Paris 13, 93 430 Villetaneuse
xthirion@math.univ-paris13.fr

- 135 -



Xavier Thirion

le contraste est donc grand avec le rang 1, la classe des groupes convexes co-
compacts de I’espace hyperbolique étant par exemple tres vaste et contenant,
loin s’en faut, beaucoup plus de groupes que les seuls réseaux uniformes ou
les groupes de Schottky.

Nous considérons dans cet article une vaste classe de sous-groupes dis-
crets du groupe linéaire de R?, appelés «groupes de Ping-Pong» ; ces
groupes peuvent en particulier contenir des transformations unipotentes ce
qui les distingue de fagon significative des seuls groupes de Schottky. La
présence d’éléments unipotents apporte toute une série de difficultés dans
I’étude de 'action du groupe sur I'espace projectif, qui n’est plus orbitale-
ment équivalente & celle d'un sous-shift de type fini sur un espace symbo-
lique fini ; la mise en oeuvre des outils du formalisme thermodynamique ne
se fait plus de fagon directe comme dans le cas des groupes de Schottky
(voir [Pol-Sha] et [Quil]).

Présentons maintenant les résultats principaux de cet article.

Nous fixons un nombre entier d > 1, nous munissons R? du produit
scalaire usuel (-, -), nous notons ||-|| la norme associée et B = (e;),_;., la base
<ig

canonique de R%. Nous munissons I'espace End (]Rd) des endomorphismes

de R? de la norme ||.|| définie par :
Vf € End (RY) |If] = sup{|lf (z)[l/z € RY [|z[| = 1}.
De plus, nous notons G le groupe des automorphismes linéaires de R?.

Nous nous intéressons a ’action projective des éléments de G et mu-
nissons pour ce faire l’espace projectif P (Rd) de la distance canonique 9,
définie par la formule (2.1) de la page 140 et appelée parfois «distance de
Fubini-Study ». Pour tout vecteur z € R?\ {0}, on notera x 1’élément de
P (R?) qui lui est associé.

Rappelons qu'un automorphisme g de R? est dit proximal s’il possede
une unique valeur propre A, de module maximal et si de plus cette valeur
propre est simple. Notons alors que

e la valeur propre )\, appartient a R

e si x, un vecteur propre de g associé a Ay et X, I'unique hyperplan g-
invariant de R? tel que X, ®Rz, = R?, la suite (g" - X),cN converge
vers X, pour tout x ¢ P (X,).

Les transformations proximales de R? sont donc «contractantes », au
sens suivant :
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DEFINITION 1.1. — Un automorphisme g de R?® est dit contractant sur
P (Rd) s’il existe x € P (Rd) et un sous-espace vectoriel propre X C R? tels
que, pour tout y ¢ P (X), la suite (9" - y), ey converge vers X.

Remarquons d’emblée que I’élément x qui apparait dans cette définition
est unique : on le notera par la suite x4, et on dira que x, est la droite
attractive de g. Remarquons également qu’il existe des automorphismes
de R? qui sont contractants sur P (Rd) et non proximaux, nous dirons qu’ils
sont quasi-proximaux sur P (Rd). On peut par exemple considérer certains
automorphismes unipotents de G ; en effet, la matrice

11 (0)
1. 1
(0) 1

définie un automorphisme g de R? contractant sur P (R?) puisque, pour
tout 2 € R?\ {0}, la suite (¢ - x),,o converge vers es.

Dans cet article, nous caractérisons les éléments de G qui sont contrac-
tants sur P (]Rd). Cela nous permet d’associer a chaque automorphisme g de
R? contractant sur P (Rd) un unique hyperplan X, de R¢, appelé hyper-
plan répulsif, tels que pour tout x € R%\ Xg, on ait lim, .4 g™ - X = Xg4.

C’est essentiellement la propriété de contraction sur P (]Rd) décrite ci-
dessus des automorphismes proximaux qu’utilisent Y. Benoist [Ben] ou M.
Pollicott et R. Sharp [Pol-Sha] pour construire des groupes de Schottky.
Ainsi, a 'instar de la construction des produits Schottky de groupes discrets
kleiniens (voir par exemple [Pei]), il est possible de considérer des sous-
groupes discrets de G, de type Schottky, mais contenant des transformations
non proximales. L’étude du comportement asymptotique des fonctions de
comptage de ces groupes nécessite cependant de «quantifier» la notion de
transformation contractante ; nous proposons la

DEFINITION 1.2. — Soit g une transformation contractante sur IP (Rd).
Pour tout € €]0, 1], on pose

bS = {x € P(R?) /6 (x,%x,) <€} et Bf:={xeP(R?)/0(x,P(X,)) > e}

L’automorphisme g est dit e-contractant sur P (Rd) st, pour tout n € N*,
on a :

* 9" (Bj) C b5
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e la restriction de g" a By est lipschitzienne, de constante de lipschitz
< e

Nous disposons a présent de tous les outils nécessaires pour construire
de nouveaux sous-groupes discrets de G ; nous avons la

DEFINITION 1.3. — Soit € un réel strictement positif. Une partie symétri-
que A := {alil,...,ajj\t,l}, avec N > 2, de G formée de transformations
e-contractantes sur P (Rd) est dite en position e-Ping-Pong si :

o [l'ensemble Br := ﬂgEA Bj, est non vide.

e pour tous g,h € A tels que g # h*!

Vintérieur de By,.

, lensemble by est contenu dans

e pour tous g, h € A tels que g # h*' on a by Nbj, =0.

Le sous-groupe de G engendré par une partiec A en position e-Ping-Pong
est appelé groupe e-Ping-Pong sur P (Rd) engendré par A.

Dans ce qui suit, I' désigne un groupe e-Ping-Pong contenant des trans-
formations quasi-proximales et I'on fixe un élément x¢ de R¢\ {0} tel que
xo € Br. Nous étudions le comportement asymptotique des fonctions de
comptage

Nr (w0, R) := Card{y € /||y (o) | < R}

et
Nr (R) := Card{y € I'/[|7| < R}.

Nous donnons tout d’abord un critére simple, portant sur les générateurs
de I', qui assure que son exposant critique

<
s £ Card{y €T/ < R)
R—4oc0 R

est fini.

Nous pouvons alors préciser le comportement asymptotique de la fonc-
tion Nt (xo,-). Rappelons que, suivant la terminologie employée par
[Con-Gui], un sous-groupe discret H de G vérifie 'hypothese d’irréductible
s’il n’existe pas de sous-espace propre de R% qui soit invariant par H. Nous
avons le

THEOREME 1.4. — Soit I' un sous-groupe de G engendré par une partie
A en position e-Ping-Pong sur P (Rd) , d’exposant critique T fini et vérifiant
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Uhypothése d’irréductibilité. Si on suppose que I' contient une transforma-
tion non prozimale alors, pour tout xo € R\ {0} tel que xo € Br, il existe
C=C(I,z0) >0 tel que

Card{y € I'/[|v (z0) [| < R} ~ C R"
lorsque R — +o00.

Notons que le cas ou tous les éléments de I' sont proximaux a déja été
étudié par M. Pollicott et R. Sharp dans [Pol-Shal, sous une hypothese
technique supplémentaire, dite de non-arithmicité, portant sur les rayons
spectraux des éléments de I' ; cette hypothese n’est plus nécessaire lorsque
T" contient une transformation non proximale, nous renvoyons le lecteur au
paragraphe 5 pour plus de détails.

Quant au comportement asymptotique de la fonction Nr (-), nous démon-
trons le

THEOREME 1.5. — Soit T un sous-groupe de G engendré par une partie
A en position e-Ping-Pong sur P (Rd) d’exposant critique T fini et vérifiant
Uhypotheése d’irréductibilité. On suppose que les transformations de A sont,
soit prorimales, soit contractantes sur P (Rd) et unipotentes. Il existe alors
une constante C = C (') > 0 telle que

Card{y € T/l < R} ~ CR"
lorsque R — +00.

La principale propriété des groupes de Ping-Pong sur P (Rd) que nous
utilisons ici est que leur ensemble limite peut étre codé par un alphabet
infini dénombrable. Ceci nous permet d’introduire une famille d’opérateurs
de Ruelle, dont il est possible de décrire le spectre en restriction a certains
espaces fonctionnels adaptés ; cette description est une étape essentielle dans
I’étude de la série de Poincaré associée a ces groupes.

Il est important de souligner que les seuls générateurs non proximaux que
nous considérons dans le dernier théoréeme sont unipotents ; cette restric-
tion est nécessaire pour minorer la taille des cylindres associés au codage de
I’ensemble limite, avec une borne comparable a leur diametre ; cette pro-
priété, que nous appelons non distorsion, est établie dans le paragraphe 6.1
et intervient de fagon essentielle dans la démonstration du théoreme 1.5.
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2. Préliminaires

On identifie ’espace des matrices carrées d’ordre d avec I’espace End (Rd)
des endomorphismes de R? et on note I ’application identité sur R<.

Nous notons A°R? le carré extérieur de R muni du produit scalaire
(.,.)2 défini pour z1 A xo, y1 Aya € /\2Rd par

(T A2, g1 Ay)o = (w1, 91) (T2, y2) — (T1,y2) (T2, 1)-

Nous notons |||z la norme sur A’R¢ associée & (.,.)s et End (/\2 Rd)

Pespace des endomorphismes de A°R? muni de la norme canonique |.|
associée a ||.||2-

Pour tout ¢ € G, nous notons /\2g I’automorphisme de /\2 R? défini
par :

Vac/\yE/\ZRd (/\29> (xNy):=g(x)ANg(y).

Nous munissons enfin I’espace projectif de R?, noté P (Rd), de la distance
naturelle §, dite de « Fubini-Study » , définie par

_ Lz Ayl

P (R® 5 = Il
vy €PRY 060y = T

(2.1)

ou x et y sont respectivement des représentants de x et y. Notons pour finir
que G opere de fagon naturelle sur P (]Rd).

2.1. Décomposition de Cartan de G et transformations unipo-
tentes

Le groupe G des matrices inversibles possede des sous-groupes remar-
quables qui joueront un réle important par la suite. Nous noterons ainsi

e A le sous-groupe de G constitué des matrices diagonales a coefficients
strictement positifs.

e K le sous-groupe de G constitué des matrices orthogonales.
Ces sous-groupes permettent de décomposer G. En effet, nous avons la

DEFINITION-THEOREME 2.1. — Toute matrice g de G se décompose sous
la forme g = ka(g) | avec :

e kleK.
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e a(g) = diag (a1(g9),...,aq(g9)) €A etai(g)=... 2aq(g) > 0.
Une telle décomposition est appelée décomposition de Cartan de g.

Un automorphisme linéaire g est dit unipotent s’il se décompose sous
la forme g = I + u ol u est un endomorphisme nilpotent de R? ; Iindice
de nilpotence de u, c’est-a-dire le plus petit entier v < d tel que u” = 0, est
aussi appelé indice de g. De fagon équivalent, g est unipotent s’il existe un
endomorphisme nilpotent v de R? tel que g = exp (v). On a u = exp (v) —
I= Zi: Uk—lf et réciproquement v = In(I +u) = — Z;i # De ces
expressions, on déduit que les endomorphismes nilpotents u et v ont le
meéme indice et que ker u” = ker v™ pour tout entier n > 1. Introduisons
alors la

DEFINITION 2.2. — Soit g un endomorphisme unipotent de R? et v =
v(g) son indice ; on appelle ultime noyau de g le sous-espace vectoriel

ker (u”*l) .
2.2. Sur P’action projective des éléments de G

On consideére un endomorphisme g de R%, on note Spect(g) I’ensemble des
valeurs propres complexes de g (c’est-a-dire 'ensemble des valeurs propres
de g vu comme application linéaire de C%) et p(g) le rayon spectral de g
défini par

p (g9) = max{[A[/A € Spect (g)}.

Si A\ € Spect (g), on désigne respectivement par £y et Cy les sous-espaces
propres et caractéristiques de C? associés & la valeur propre A et définis par

Ex=ker(g— X) et Cy =ker(g— \)%
La multiplicité algébrique de A, ¢’est-a-dire la multiplicité de A comme racine

du polynoéme caractéristique de g, est notée m) ; par convention, lorsque A
n’est pas une valeur propre de g, on pose m=0.

La restriction de g — Al a l'espace Cy est un opérateur nilpotent, dont
I'indice de nilpotence sera noté vy et I'ultime noyau Uy ; remarquons que
vy est aussi la multiplicité de A en tant que racine du polynéome minimal de
g et que 'on a

Uy =ker (g — A1 et Cy =ker (g — M) .

En particulier, vy = 1 signifie que la restriction de g a &) est diagonale.
Rappelons que si A € Spect(g), il en est de méme pour X et 'on a :

&s :g)\,C; :(f)\ et Us ZZ;I)\.
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On considere alors les sous-espaces vectoriels de R¢ définis par :
Ex=(E®&)NRY | Oy = (Cr@C5)NRY et Uy = (U ©U5) NRE

Notons que Ey = E5, Cx = C5 et Uy = Us ; de plus, pour tout A € R, on
a:
E)\Zg)\ﬂRd , C)\ZC)\QRd et U, ZU)\ﬂRd.

Introduisons la

DEFINITION 2.3. — Soit g un endomorphisme de R®. On appelle indice
de g le nombre entier v (g) défini par :

v (g) = max{vy/\ € Spect(g), |A| = p(g)}

et la

Notation 2.4. — Pour tout endomorphisme g de R%, on note X, g le sous-
espace de R? défini par

X, :=< ® C,\) @ & C|e ® Uyl. (2.2)
[A<p IXl=p IXl=p
va<v(g) va=v(g)

En utilisant alors le fait que, pour tout A € Spect (g), tout k € N et tout
z €ker (g — M)\ ker (g — A)*, on a

g™ () || = [A]" 0", =
on obtient la
PROPOSITION 2.5. —
1. Il existe une constante ¢c; > 1 telle que, pour tout n > 1, on ait
1

g™ = pn¥ @1,

2. Si\ est une valeur propre de g telle que |A| < p, pour tout vecteur uni-

taire de x de Cy, la suite (H“ﬂz(ﬁl”l) N converge exponentiellement
ne

vite vers 0.

c
(1) Pour tous z1,z2 € R+ et tout ¢ > 1, nous écrivons z1 =< xg si I Lo <care

On écrit plus simplement x1 < x2 lorsque la constante ¢ n’est pas explicitée.
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3. Si X est une valeur propre de g telle que |A\| = p et vy < v(g), il
existe une constante co > 0 telle que, pour tout vecteur unitaire de
r e Cy et toutn>1, on ait :

4. Si X est une valeur propre de g telle que |\ = p et vy = v (g), il
eriste une constante cg > 0 telle que, pour tout entier n > 1 et tout
z € Uy, on ait :

g™
") || < eg—=—.
9" (@) < ea '

5. Si A est une valeur propre de g telle que |\| = p et vy = v (g), alors
pour tout x € Cy \ Uy, il existe un réel cq (x) > 0 tel que :

@)

=cq4(x).
n—too lg"||

Nous obtenons de fagon immédiate le

COROLLAIRE 2.6. — Pour toute partie compacte C' de P (R?) \ P (X,),
il existe n = n(C) > 0 tel que, pour tout n € N et tout v € R\ {0} vérifiant
x € C, on ait :
lg" @)l 2y n
lg" @)l 2 g,
[l

En particulier, cette estimation est uniforme.

La proposition qui suit décrit I'action des puissances d’une transforma-
tion g € G sur les éléments de P (Rd) .

PROPOSITION 2.7. — Soit g un endomorphisme de R? de rayon spectral
p et d’indice v et soit X4 le sous-espace de R? défini par la formule (2.2).

1. Pour tous x,y ¢ X, \ {0} tels que z e R*y + X, on a

lim 6 (¢" -x,9"-y)=0.

n—-+00

2. Soit X € R tel que X = £p. Pour tout x € C\\Uy, la suite (9" - X),,cn
converge vers un élément de P (E)).

3. Soit A € C tel que A # +p et |A| = p. Pour tout x € Cy \ Uy, la suite
(9" - X),en ne converge pas.
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Démonstration de la proposition 2.7.— La premiere assertion découle
directement de la proposition 2.5. En effet on a x = Ay + z avec, A € R*,
z,y ¢ Xy et z € Xy, si bien que ||¢" (z)| =< |l¢" (v) || < ||g"| tandis

que limy, 4o 1 =

A = |\ e et écrivons la restriction de g & C sous la forme \e” ol vy
est un endomorphisme nilpotent de C) d’indice vy. Fixons x € C) \ U,
et décomposons z en a’ + x' avec 2’ € Cy \ Uy. Pour tout n > 1, on a

g" (@) = AP mok (af), s bien qu p_ ()
k=0 &I YA ) qu’'en posant y

_|\”1(ww
obtient

0. Pour établir les deux autres assertions, posons

on

n x/ .
|| ( ) ezney/H:O;
P lg™ (') |
ainsi, en notant respectivement y; et yo les parties réelles et imaginaires de
', il vient
n
lim 9" ()

Jm [0 (cosmy +sin(06) ) || = 0.

La suite (g™ - x),, oy converge si et seulement si § € 7Z. Dot le résultat. ]

3. Transformations contractantes sur P (Rd)
Nous démontrons la

PROPOSITION 3.1. — Soit g un automorphisme de R%. Les deuzx asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. L’automorphisme g est contractant sur P (Rd).

2. L’automorphisme g posséde une unique valeur propre A de module
maximal telle que, dans [’espace caractéristique associé, l’automor-
phisme unipotent %g posséde un unique bloc de Jordan de longueur
maximale.

Démonstration de la proposition 3.1.— Nous notons X, le sous-espace
de R? défini par la formule (2.2).

Montrons que 1 = 2. L’automorphisme g étant supposé contractant sur
P (]Rd)7 nous fixons y € P (]Rd) et un hyperplan Y de R? tels que, pour tout
x ¢ P(Y), la suite (9" - x),,cy converge vers y. De plus, nous considérons
une valeur propre A € C de g telle que || = p(g) et vy = v (g).

Comme X, # R% nous avons R # X, UY. Ainsi, nous fixons z; €
Cx \ Ux et nous choisissons x5 ¢ X, UY tel que z; € R* 29 + X,. Par
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définition de Y, la suite (" - x2), cn converge vers y et, d’apres 'assertion
1 de la proposition 2.7, la suite (§ (9" - X1,9" - X2)),,cn converge vers 0. La
suite (" - X1),,cy converge donc vers y si bien que, d’apres 'assertion 3 de la
proposition 2.7, la valeur propre A est donc réelle. De plus, d’apres ’assertion
2 de la proposition 2.7, nous avons y € P (E)). Ce qui est suffisant.

Montrons que 2 = 1. Notons A 'unique valeur propre de module maximal
telle que, dans 'espace caractéristique associé, I’automorphisme unipotent
% g possede un unique bloc de Jordan de longueur maximale. Ces hypothéses
assurent que X, est un hyperplan de R

D’apres lassertion 2 de la proposition 2.7, pour tout x ¢ P (X,), la suite

" X), N converge vers un élément de P (E)). De plus, le sous-espace X,

(9
étant un hyperplan de R?, pour tous x1,x2 ¢ P (X,), on peut respective-
ment fixer deux représentants z1 et o € R%\ {0} de x; et x5 tels que
x1 € R* z9 4+ X,. Ainsi, d’apres l'assertion 1 de la proposition 2.7, pour tous
x1,X2 ¢ P(X,), nous avons 6 (¢" - x1,¢9" - x2) — 0 quand n — +o0. Ceci
démontre qu'il existe x;, € P (Rd) tel que, pour tout x € P (Rd) \P(X,), la
suite (g" - x),,cy converge vers x,. Ce qui est suffisant. |

La proposition 3.1 nous ameéne a introduire la

DEFINITION 3.2. — Soit g un automorphisme contractant sur P (Rd).
L’hyperplan X, de R défini par la formule (2.2) est appelé hyperplan
répulsif de g.

La définition 1.2 donnée dans l'introduction est une version quantifiée
de la notion de transformation contractante. Il est clair qu’elle est plus
restrictive, cependant nous avons la

PROPOSITION 3.3. — Soit g un automorphisme de R? contractant sur
P (R%). Pour tout € €]0,1[ il ewiste ne = n(e,g) > 1 tel que, pour tout
n = Ne, Uautomorphisme g" est e-contractant sur P (Rd).

Démonstration de la proposition 3.3.— Nous allons démontrer une ver-
sion uniforme de l’assertion 1 de la proposition 2.7. Pour ce faire, fixons
x € R%\ {0} orthogonal & X, et montrons qu'il existe n. = n (¢,g) € N tel
que, pour tout y € By et tout n € N avec n > n, on ait 0 (9" - x,g" - y) <
50 (%)

Nous fixons une partie compacte C' de X, telle que By C {y € P (Rd) /
y =x+2z avec z € C}. De plus, grace au corollaire 2.6, nous fixons x > 0 tel
que, pour tout y € R*\ {0} avec y € B, nous ayons [|g" (y) || = & lg"| [ly]-
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Considérons a présent z € C et posons y = = + z. Le vecteur = étant

orthogonal & z € X, nous avons ||z A z||2 = ||z|| ||2] si bien que ¢ (x,y) =
lzAylle _ lzazlle _ =izl _ Izl Ao
Tel ol = TelTwl = TelToll = Tyl - Ainsi, pour tout n € N, nous avons
2 n n Tn
A\
" % g y) = II/Q 9" (z nz) l: g n(af) I llg n(Z) [
g™ (@) I lg™ @) I~ wllg™ (@) | lg™ I |yl

g™ Nl Ng™ ()5

(x,y)-
S klg =0 Tyl = HIIg (g

D’apres la proposition 2.5, la suite (\‘Ilg: |(\z\il\‘|) Nconverge uniformément
ne

vers 0 sur C. Ce qui est suffisant ([

4. Groupes de Ping-Pong sur P (Rd)

Dans cette section, nous étudions la classe des groupes e-Ping-Pong sur
P (Rd) introduite dans la définition 2.6. L’existence de tels groupes repose
sur la proposition suivante

PROPOSITION 4.1. — Soit A= {ai!, ..., aﬁl} une famille symétrique et
finie d’éléments contractants de G. On suppose que pour tous g, h € A tels
que g # h* on ax, ¢ P(X},). Pour tout e > 0 suffisamment petit, il existe
n € N tel que la famille A™ = {ali”7 ey aﬁ”} soit en position e-Ping-Pong.

Démonstration de la proposition 4.1.— Gréace aux hypotheses, on fixe
e > 0 suffisamment petit de sorte que, pour tous g,h € A avec g # h*!,
nous ayons

e les ensembles by et by, sont disjoints.
e la partie by est contenue dans I'intérieur de Bj,.

e l'ensemble (), 4 B est non vide.

On acheve cette démonstration en appliquant la proposition 3.3. d

Dans tout le reste de ’article, on fixe € > 0, on considére une partie finie
A de G en position e-Ping-Pong et on note I" le sous-groupe e-Ping-Pong
qu’elle engendre.

Par un argument classique, reposant sur le lemme du tennis de ta-

ble de Klein, on montre que I' est libre et discret. Ainsi, ces éléments se
"k N (. s

décomposent de facon unique sous la forme af''...a;* ou (a17n1)1<i<k est
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une suite finie de A x N* telle que oy # aﬁl, pouri € {1,...,k—1}. On ob-
tient ainsi une bijection entre I' et I'ensemble des suites finies (ax, %),
d’éléments de AxN* telles que, pour tout k € {1,...,1—1}, on ait ay, # a,fil.

Nous précisons a présent un certain nombre de notations.

Notations 4.2. — Soit « une transformation de I' qui se décompose sous
la forme v = aj*...a;"" ol (a,n;),;; est une suite finie de A* := A x N*
telle que oy # aﬁll pour ¢ € {1,...,1—1}.

e La suite (aj,n;), ;. est dite A*-admissible et est appelée A*-
décomposition de 7.

e L’entier | est appelé longueur de v et est noté I (7).
e L’ensemble bf, est appelé bassin d’arrivée de v et est noté b,.

e L’ensemble Bf est appelé bassin de départ de v et est noté B,,.

4.1. Sur la norme des éléments d’un groupe e-Ping-Pong

D’apres le corollaire 2.6, si g est un automorphisme contractant sur
P (R?), pour tout z ¢ X, et tout n € N, on a

lg" @)1l _ "l
E

Lorsque I' est un groupe e-Ping-Pong, cette propriété se propage a partir
des générateurs a tout le groupe. Afin d’énoncer ce résultat, nous précisons
deux notations :

e D’apres le corollaire 2.6, on peut choisir k > 0 tel que, pour tout
g € A, tout n € N* et tout z € R?\ {0} vérifiant x € B, on ait

lg () |

el > k|lgl-

e On pose n:=min, e 6 (bg,]P’ (Rd) \ Bh).
g#h+!

Nous avons la

PROPOSITION 4.3. — Il existe une constante ¢ = ¢ (e, A) > 0 telle que,
pour tout v € T' et tout x € R\ {0} vérifiant x € B, on ait

@) e
o =l

]
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1_ 3/2
Plus précisément on peut prendre ¢ := ﬂ (1 —v1- 772) .

V2

La démonstration de cette proposition repose sur I’étude d’une classe
particuliere d’éléments de I' au travers des deux lemmes qui suivent.

DEFINITION 4.4, — Soity € T' et soit (a;, ), ;o 50 A*-décomposition.
On dit que 7y est trés réduit sil(y) > 2 et si a; # alil. Nous notons I't
l’ensemble des transformations trés réduites de T.

LEMME 4.5. — Tout élément v de T'" est prozimal et P (X,) est in-
clus dans le complémentaire de B.,. De plus, pour tout v € T, on a

6 (by, P (X)) = 1.

On déduit directement de ce lemme que les éléments de I' sont soit
proximaux soit conjugués a une puissance d’un générateur quasi-proximal.

LEMME 4.6. — Il existe une constante n; = 1 (T') telle que, pour tout
v eI, on ait :
"\7}
V=P (7))

ot p () désigne le rayon spectral de 7 ; plus précisement, on a

(1-9(1=VI=22) Il < p () < Il

Démonstration du lemme 4.5.— Commengons par expliciter une valeur
propre réelle de . On fixe v € I'" et on note (ay, Ni)i<i 52 A*-décomposi-
tion. Comme v € I't, on a oy # alﬂ, si bien que v-b, C b,. La partie A
étant en position e-Ping-Pong, la transformation  est €”-lipschitzienne sur
b, et, par le théoréme du point fixe, nous fixons y, € b, tel que vy, =y,.
Il existe donc Ay € R tel que v (y,) = Ay ¥y, Ol Y, est un représentant de
Y-

Montrons a présent que A\ est la seule valeur propre de v dont le module
est égal a p(7y) et que celle-ci est simple. Nous considérons I’action naturelle
de v sur C?. De plus, nous fixons une valeur propre A € C de v de module
p (7), nous posons A\ = e*? p (), avec 6 € R, et nous choisissons un vecteur
propre u € C¢ de v associé & A. Pour tout t € R et tout n € N, nous avons

Y () =t Ay +p ()" (€ ut e ") e R, (4.1)
ol y; :=ty, + (u+u) € RL

L’ensemble b, étant contenu dans l'intérieur de B, et y, € b,, nous
fixons tp € R tel que y;, € B,. La transformation ~ étant ¢"-lipschitzienne
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sur B, par le théoreme du point fixe, la suite (7" - yy,), cn converge vers
y~ mais, d’apres la formule (4.1), ceci n’est possible que si A = Ay = p ()
et u € Ry,. Ce qui est suffisant.

Montrons que P(X,) N B, = 0. 1l suffit de remarquer que lorbite de
tout point de B, s’accumule en x, alors que l’ensemble fermé P (X)) est
-invariant mais ne contient pas x,,. D’olt le résultat. O

Pour démontrer le lemme 4.6, nous aurons besoin du résultat suivant

Fait 4.7. — Soient P (X) et P(Y) deuz sous-ensembles de P (R?) tels
que 6 (P(X),P(Y)) > 0.

(i) Pour tout vecteur unitaire x € RY tel que x € P(X) et tout y €
R\ {0} tel quey € P(Y), on a

lz =yl =0 (P(X),P(Y)).

(ii) Pour tous v,y € R?\ {0} tels que x € P (X) ety € P(Y), on a :

Iz +yll = el + [lyll)

1-/1-0P(X),P(Y))?
5 .

avec C ‘=

Démonstration du fait 4.7.— Remarquons que, pour tous z,y € R?\ {0},
la quantité § (x,y) représente le sinus de ’angle entre z et y.

Choisissons a,b € R%\ {0} et notons p désigne la projection orthogonale
de a sur Rb. Nous avons ||a — p|| < |la — b|| et, le triangle [0,a,p] étant
rectangle, nous avons d (a,b) < |[a—p||/||a||. Ainsi, pour tous z,y € R%\ {0}
tels que x € P(z) et y € P(Y), nous avons 6 (P (X),P(Y)) < lz=yll

[E]]
Pour établir la deuxieme assertion, remarquons que, pour tous z,y €
2
R\ {0}, nous avons ||z + ylI* > [l=[|* + [[ylI* — 2lz] [yl /1 - (x,¥)".

Ainsi, pour tous z,y € R? tels que x € P(X) et y € P(Y), nous avons
Iz +yl2 = ¢ (=] + |yl)®. Do le résultat. O

Démonstration du lemme 4.6.— Fixons v € I't et considérons un vecteur
unitaire y € R? tel que ||y (v) || = ||7]]-
Comme ~ est tres réduit, il est proximal et on a x, ¢ P(X,). Fixons
un représentant unitaire x, € R? de x, et décomposons y sous la forme
ar+fx,avec a,F R, |z]|=1etxeP(X,);ona:

vl = Iy @) | < lel x Iy (@) |+ 18] x p(7) -
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Dans un premier temps, nous controlons la taille des coefficients « et .
Supposons pour fixer les idées que |a| > |f] ; on a alors

1=yl = o* + 8%+ 2a Bz, 2,) > o* + 2 = 2a By/1 - 72,

2
dou 1 > (|a| — /1 —772W|) ; en utilisant le fait que |a| = |f], il vient

la] < 1 L u ol < |8 traite de f 1 t
o —————— Le cas ou |a| < se traite de facon analogue et on
Tl 1-n2

obtient finalement 1

1—y/1—n2
Dans un second temps, nous majorons ||y(z)|| en fonction de p(vy). Puisque
2 appartient au sous-espace -y invariant X, on a

(@) % 8 (x5, P (X)) <l Ay ()2

Posons alors y. := ex + x, et remarquons que y. appartient a b, ; il vient

max(|al, |8]) < (4.2)

ey A7 @l = e A7l < (I + 2256 x,7 30

< (@l +22)d0s (x, B (x,)).

On aalors ()] < (@) + 22 aon

eln—1

1_dm p(7)- (4.3)

(@)l <
En combinant les inégalités (4.2), (4.3) et le fait que I(y) > 2, il vient

p(v)
s = oa- vy

D’ou le résultat. O

Démonstration de la proposition 4.3.— Fixons v € T et notons
(@i;ni)y ;<) sa A*-décomposition ; choisissons par ailleurs un vecteur uni-
taire 2 € R tel que x € B,.

Dans un premier temps, supposons que -y soit tres réduit. Le vecteur
x se décompose sous la forme px, + 2’ avec p € R* et 2’ € X, ; on a
x' € P(X,) et x, € b, si bien que ¢ (x,,x") > n(e) d’apres le lemme 4.5.
Par conséquent, en appliquant I’assertion ) du fait 4.7, il vient

ll = 2|l = |ul = n(n).

— 150 —



Groupes de Ping-Pong et comptage

De méme, en appliquant cette fois 1’assertion i) du fait 4.7, on obtient

@) 2\ Y (o) + 1y @) 1) 2 4 Y o ().

D’apres le lemme 4.6, il vient

e > 20 (1)

Ainsi, pour tout v € I'" et tout x € B, on a ||y(z)| = ||v| avec

¢ = 77(14\/;)(1—\/1—@

Iy (@) | =

3/2

P} N s . ’ . o ni ny—1 ny .
Lorsque « n’est pas tres réduit, on écrit v = of"'...c; 7 ;" ; la trans-
. np— N ’ .
formation aj'..o [ est trés réduite et o) - x € By, , (car x € B,). 1l

vient

ly@I = ¢ lley™...a"5 [ llaf (@)
2

¢k llaf e Tl lag" | = ¢ s ]

D’ou le résultat avec ¢ = Kk c'. O

4.2. Sur P’exposant critique des groupes de Ping-Pong

Dans ce paragraphe, nous étudions ’exposant critique associé aux grou-
pes de Ping-Pong. Plus précisément, nous énongons un critere de finitude
et nous montrons que les groupes de Ping-Pong satisfont une propriété que
nous appelons, propriété du trou critigue. On commence par rappeler la
notion d’exposant critique.

DEFINITION 4.8. — Soit H un sous-semi-groupe discret de G. L’exposant
critique 7y de H est défini par

T = inf{s > 0/ Z [|h]| =% < oo},

heH

avec la convention inf() = +oco. On dit que H est divergent si la série
Y onen IRITTH diverge ; sinon, on dit que H est convergent.

Pour tout g € G, nous notons (g) le sous-semi-groupe engendré par g.
Nous avons la
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PROPOSITION 4.9. — L’exposant critique 10 de I est fini si et seulement
si, pour tout a € A, on a T(,) < +00. De plus, pour tout y €T, on a

T > T(v)

A la lumiere de ce résultat, il nous a paru utile de caractériser les semi-
groupes monogenes de G dont l'exposant critique est fini.

LEMME 4.10. — Soit g un élément de G, de rayon spectral p et d’indice
v. L’exposant critiqgue du sous-semi-groupe {g" € G/n € N} est fini si et
seulement si l'on a, soit p > 1, soit p=1etv > 2.

Démonstration du lemme 4.10.— D’apres la proposition 2.5, il existe
¢ > 0 tel que, pour tout n € N, on ait

lg™ (| = n"~"p".
Nous en déduisons que les séries 720 n=5=1 p=s7 ot SF20 67| =5 sont
donc de méme nature. Ainsi, les deux cas (p > 1) et (p =1 et v > 2) sont
les seuls ot ensemble {s > 0/ 3% ||g"[|~* < 400} est non vide. D’oit le
résultat. g

Démonstration de la proposition 4.9.— Etape 1. Supposons que T <
400 et montrons que, pour tout a € A, nous avons T(a) < F00. Pour tout

s> 0 et tout a € A, nous avons 32 |la”||~* < > er 17[[7° si bien que,
pour tout a € A, Pensemble {s >0/ 37> [[a™||~* < 400} est non vide.

E‘tape 2. Supposons que, pour tout a € A, nous avons T(a) < +00 et mon-

trons que T < 400. A laide de la proposition 4.3, nous fixons ¢ > 0 tel que,

pour tout v € T' et tout = € R?\ {0} avec x € B, on ait ||v]| > ¢ (@)

[

De plus, nous notons P la fonction définie de RT dans R U {400} pour
s > 0 par P (s) := max{>./ |la"[|~*/a € A}.

La partie A étant en position e-Ping-Pong, grace a notre choix de ¢ > 0,
pour toute suite A*-admissible (a;,n;),;;, on a

laft..af|| = cHjat||...la |-

Ainsi, pour tout s > 0 et toute suite (a;),,., d’éléments de A telle que
a; # aﬁl pour i € {1,...,] — 1}, nous avons

Yo laftaf T < Y a7 Y laft 7 < (e P(s))

ni,...,n;=1 n>1 n>1
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Le nombre de suites d’éléments de A et de longueur ! étant majoré par
(2 N)l, pour tout [ € N, nous avons

Y Il < @eNP(s),

~yel' ()

ott I'on rappelle que I'® désigne ensemble des éléments de I' dont la A*-
décomposition est de longueur [ € N.

Notons a présent que, pour tout a € A et tout n € N*, nous avons
[la™]] > 1. En effet, s’il existait ng > 1 tel que ||a™| < 1 alors, pour tout
s> 0 et tout k € N*, nous aurions [la*™°||=* > 1 si bien que

+oo +oo
Dol > Yo ke = oo,
k=1

n=1

ce qui contradirait le fait que 74 soit fini.
Grace au théoreme de Lebesgue, nous en déduisons que lims_, o P (s) =
0. En effet, d’apres ce qui précede, pour tout a € A et tout n € N*,

nous avons lim,_, 4 [|a™]| 7% = 0 et, par définition de P, pour tout sg >
max{7(,)/a € A}, nous avons P (sg) < +00.

Ainsi, quitte a changer la valeur de sg, on peut donc supposer 2¢ N P (sq)

+oo
< 1 et on obtient Z IvI7% <1+ Z (2¢ N P(sp))" < +00. D’ot létape 2.
yel’ =1

Etape 3. Montrons que, pour tout v € I', on a 70 > 7(). Sans perdre en
généralité, on supposera que 7r est fini. Soit 79 € I'\ {/} dont la A*-
décomposition est («;, ni)léigk. Quitte a remplacer v par un conjugué, on
peut supposer que «; # 04,;1. On pose h = aj. Pour ce choix de h, on
remarque que les éléments yyth..y'h, | > 1,n1,...,n > 1, sont deux a
deux distincts ; pour tout s > 7,y on peut donc écrire :

ST = >0 > ItheAgtal

yer I>1 g2l

> > > el I IRl

>1 ny,..n;>1

l
> Z<|h||‘527€||‘8> :
>1 n>1

On utilise alors le résultat suivant que nous démontrons a la fin de ce para-
graphe.
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LEMME 4.11. — Les semi-groupes monogénes de G d’exposant critique
fini sont divergents.

Ainsi, le sous-semi-groupe (7o) ci-dessus est divergent si bien qu’on peut
choisir s > 7(,) suffisamment proche de 7, tel que

—+oo
1R Y gl > 15
n=1

il vient > [|7/[7*° = +o0, ce qui prouve que T > T(,,). O

Démonstration du lemme 4.11.— On note respectivement p > 0 et
v > 1 le rayon spectral et 'indice de g. D’apres le lemme 4.10, deux cas se
présentent : soit (p > 1), soit (p > 1 et v > 1). De plus, d’apres la propo-
sition 2.5, les séries >, yn *“"Vp7*m et 3 g™ 7* sont de méme
nature. Dans les deux cas, la série ) _[lg"||~® diverge en son exposant
critique. D’otu le résultat. O

4.3. Sur P’ensemble limite des groupes de Ping-Pong

Soit H un sous-groupe discret de G ; nous introduisons les deux hy-
potheses suivantes :

e HI)On dit que H vérifie l’hypothése d’irréductibilité s’il n’existe pas
de sous-espace vectoriel propre de R? qui soit invariant par T

e H2) On dit que H vérifie I’hypothése de prozimalité si T' contient une
transformation proximale.

Les éléments de H agissent par homéomorphisme sur P (Rd) ; d’apres
le lemme de Zorn, tout fermé invariant de P (Rd) contient donc une partie
minimale sous I’action de H. L’unicité d’une telle partie minimale n’est pas
toujours vraie et nécessite des hypotheses supplémentaires ; en effet, si g est
un automorphisme proximal, les ensembles x, et P(X,) sont des fermés,
g-invariant et disjoints de P(R).

Nous rappelons & présent comment les hypotheses d’irréductibilité et de
proximalité interviennent dans la notion d’ensemble limite d’un sous-groupe
discret de G. Nous avons la :

PROPOSITION 4.12 [Con-Guil. — Soit H un sous-groupe discret de G
vérifiant les hypotheses H1 et H2. Il existe une unique partie fermée de
P (Rd) qui soit minimale pour l'action de H. Cette partie, appelée ensem-
ble limite de H, est égale a l’adhérence de l’ensemble des droites attractives
des transformations prozimales de H. On la note A(H).
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Dans tout le reste de ce paragraphe, nous supposons que I satisfait
I’hypotheése d’irréductibilité. Puisque les élements de I't sont proximaux,
I’hypothese de proximalité est toujours satisfaite par I'. D’apres la proposi-
tion 4.12, il existe une unique partie fermée A(I') C P (Rd) qui soit minimale
pour 'action de T.

Le but de ce paragraphe est de coder les points de A(I") a ’aide de suites
formées a partir de 'alphabet A* = {(a,n) /a € A,n € N*}.

Reprenant une approche d’induction ([Dal-Pei]), on retire & A(T") Porbite
sous I' des droites attractives des éléments de A ; on note A(T")° I'ensemble
ainsi obtenu. De plus, on note ¥ I’'ensemble des suites (ax, nx),cn d’éléments
de A* telles que pour tout k£ € N on ait ax11 # afl. Une suite de ¥ sera
dite A*-admissible. Nous avons la

PROPOSITION 4.13. — Awec les notations introduites ci-dessus

i) Pour tout a = (ak, ng) ey € Y+, la suite ((ag°...ap*) - x), oy converge
vers un point w4 (a) qui appartient a4 A (I‘)O et qui ne dépend pas du choiz
de x € Br.

ii) L application 7, est bijective de X, sur A(T')°.

Démonstration de la proposition 4.13. — La partie A étant en position e-
Ping-Pong sur P (Rd), pour tout z € Br et tout v € T'\{I}, nous avons y-z €
U(a,n)eaxN=a" - Bg. Ceci montre que I'ensemble des valeurs d’adhérences de
{v-z € P(R?) /v € T} est contenu dans Utanyeaxn: @ - Ba. L'ensemble
limite A (T") étant la seule partie fermée de P (Rd) qui soit minimale pour
Iaction de T, il contient les valeurs d’adhérences de {v-z € P (R?) /v € I'}
si bien que

Amyc |J e B.c b (4.4)

(a,n)eAXN~* acA

Etape 1. Montrons que, pour tout' y € A(T) et tout a € A, il existe a €
AU{I} tel que a' -y € B,. Fixons y € A (') et a € A. Grace & (4.4), on
fixe g € A tel que y € by. En choisissant a présent a £ a*! si g = ot
et a =1 si g # a*!', par définition des parties en position de e-Ping-Pong,
nous avons a - y € B,.

E’tape 2. Fizons x € Br et montrons que, pour tout (ay,ng),cny € X,
la suite ((ag°...ag*) - x), oy converge dans P (R?) wers un élément de Ar.
Le groupe T' étant e-Ping-Pong, pour tout k € N, la transformation a,*
est e-lispchitzienne sur B,, si bien que, pour tous k1, k2 € N, nous avons
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5 ((af®..ap™) - x, (ag°..a, 1 322) -x) < €. Nous en déduisons que

((ag®...ap*) - x), oy converge dans P (RY).
Notons 74 (a) sa limite et vérifions que 7 (a) € A(T).
On fixe z € A(T") et, grace a ce qui précede, pour tout k € N, on choisit
a, € AU{I} tel que q;, -z € B,,. Le groupe I' étant e-Ping-Pong, pour
tout k € N,on ad ((ago...azk) ‘X, (ago...a’g’“aa ~Z) < ko (X,alk -z) < €k,
si bien que ((ago...azk a/k) - z)k N COnverge vers . (a). L’ensemble A (T)
€

étant I-invariant et fermé dans P (R?), nous avons 74 (a) € A (T').

E'tape 3. Montrons que, pour tout (ag, nk)keN € X, et tout x € By, la limite
de la suite ((ag...a;*) - x), .y ne dépend pas de x. Considérons (a, nk) ey €
Y. Pour tout k € Net tous x,y € Br,onad ((ag°...ar*) - x, (ag°...ap*) - y)
< €* si bien que, d’apres ce qui précede, les suites ((af°...a}*) “X) ey et
((ag®...a*) - ¥),en convergent vers la méme limite.

Etape 4. Montrons que 4 est injective. Considérons deux éléments distincts
a = (ag,np)pey et @' == (a}wno N de ¥4 et posons y = 7w (a) et
ke

y' = w4 (a’). Quitte & appliquer & y et y’ un élément de T", on peut supposer
que ajy # ay’. Par la dynamique de « Ping-Pong», onay € b,, ety € by ;

on a donc y # y’, sinon on aurait by, N b, # 0 soit af = aoﬂ.

Etape 5. Montrons que, pour tout a € X, on a my (a) € A(I)". Si tel
n’était pas le cas, il existerait v € I" et a € A tels que, pour tout n € N

(a" %) - 74 (a) = 74 (a)
Contradiction avec le fait que 7 soit injective.

Etape 6. Montrons que w4 est une surjection de ¥y dans A(F)O. Fixons
z € A(T)". Grace a un procédé de récurrence utilisant (4.4), on montre
'existence d'une suite (ag,nx),cy de ¥4 ainsi que dune suite (zg),cy
d’éléments de A(I')° telles que, pour tout k € N, on ait :

zp € By, et z=(ap°...a.%) - zp.
Le groupe I'" étant e-Ping-Pong, les transformations a € A sont e-lipschit-
ziennes sur B, si bien que, pour tout k£ € N nous avons
§ ((ag®...al) - zy, (ag°...ap*) - x) < €.
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Dot la convergence de ((ag°...ap*) - x), .y Vvers z. L’application 7 est
donc surjective. Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.13. O

5. Sur la fonction orbitale Nt (z¢, R)

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreéme 1.4. Les méthodes em-
ployées pour démontrer sont en partie inspirées des travaux de M. Pollicott
et R. Scharp dans [Pol-Sha].

Introdmsons la mesure borélienne vr 45, = nyel“ 5”7(%”, ou ¢, désigne
la mesure de Dirac en a. Pour tout R > 0, on a

Card{y € I'/[|v (o) || < R} = vr.a, ([0, R]).

Nous montrerons que cette mesure vérifie les hypothéses du théoréeme taubérien
d’Tkehara-Wiener dont nous rappelons ci-dessous 1’énoncé.

THEOREME 5.1 (Théoréme 2.10 de [E-MF]). — Soit v une mesure boré-
lienne positive sur Uintervalle [1,+00] de fonction de répartition N,. On
suppose qu’il existe T > 0 tel que, pour tout s € {z € C/Re(z) > 7}, on
ait :

/Oonsdl/ (T) = ¢ + H (s)

§—T
ot H est une fonction continue sur le demi-espace fermé {z € C/Re(z) >
T} et C une constante strictement positive. Alors

N, (R) ~ C R™ lorsque R — +0o0.

Introduisons la transformée de Laplace Pr ;, de la mesure vr ,, définie
formellement pour z € C par

+oo
Pray ()= [ T %dvra, (7).
0
Pour tout s € R, on a

Pray (8)= Y v (o) I7°

yel
si bien que le domaine de définition de Pr ,, n’est autre que le demi-
espace ouvert {z € C/Re(z) > 7}. En effet, d’aprés la proposition 4.3,
il existe ¢ > 0 tel que, pour tout v € T, on ait ||v]| = ||y (zo)||. Les
séries > p |7 (wo) [| 7% et 3° o [|7]]7* sont donc de méme nature et, par

définition de 7, la série 3 || (xo)[|~* est absolument convergente si et
seulement si Re (z) > 7. Introduisons les
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Notations 5.2. —

e On note D l’ensemble des nombres complexes de partie réelle >
max{7(,)/a € A}, ol 7(4) désigne I'exposant critique du sous-semi-
groupe engendré par a.

e On note = 'adhérence dans P (Rd) de 'orbite de xq sous I'action de
I et A(I") Pensemble limite de T'.

e On note By (E,C) le C-espace vectoriel des fonctions boréliennes,
bornées définies sur = a valeurs dans C, muni de la norme de la
convergence uniforme ||.||oo-

Expliquons a présent les méthodes employées pour prolonger la fonction
Pr ;, au demi-espace fermé {z € C/Re (z) > 7}. La premiére étape consiste
& introduire une famille (£,/z € D) d’endomorphismes de By, (Z,C) telle
que, pour tout z € D et tout n € N, on ait :

L2 (1) (xo) = Y v (o) |77, (5.1)

ryeI‘(n)

ott I'on rappelle que I'™ désigne ’ensemble des transformations de longueur
n. On peut alors écrire

400
Do lv(@o) 77 =) £ (12) (xo) .- (5:2)

Cette formule permet alors de relier I’étude de la fonction Pr ., a celle du
spectre des opérateurs L, ou, plus précisemment a celui de leur restriction
a l'espace des fonctions lipschitziennes sur =.

5.1. Opérateurs de Ruelle
5.1.1. Définition
Quelques notations seront nécessaires

Notations 5.3. — Soit v un élément de I et (a;, n;), .;; sa A*-décomposi-
tion.

e Onpose 2, =ZN <{X0} U (UgeA/g;éalﬂ bg)> .

e On considére la fonction E — R, x — p (v, x) définie pour x € E par
p(v,x) = Azl g (x), ot = est un représentant de x
’ RIS p '
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Si ¢ € By (Z,C), pour tout x € E et tout z € D, la série

400
Z sz (a", %) ¢(a” . x)

acAn=1

converge. En effet, d’apres la proposition 4.3, il existe ¢ > 0 tel que, pour
tout a € A, tout n € N et tout x € Z,, on ait p(a”,x) = [la”||"* ; on en
déduit que la série ), - 4 :z IIp* (a™,-) ||co st convergente dés que z € D.
Ainsi, par définition de D, la série ) 4 :2 |[p*(a™, )|l est absolument
convergente dés que z € D. En fait, pour tout ¢ € By, (E,C) et tout x € =,
on a

+oo
‘ Yo v (ahx) ¢ x) | < wlld]lo,

a€An=1

ol k = Y ca Z:: [lp* (@™, ) |lco- Cette derniere inégalité nous permet
d’introduire la

DEFINITION 5.4. — Pour tout z € D, on note L, 'endomorphisme de

B (2,C) défini pour ¢ € B (E,C) par

+oo
VXEE L (9)()=) D p7(a"x) ¢(a" x).

a€An=1

Les itérés de L, sont donnés par la formule suivante : Pour tout n € N,
tout z € D, tout ¢ € B (E,C) et tout x € E, nous avons

LG x) = D p(1x)é(r-x). (5.3)

~yer)

En particulier, les opérateurs (L,/z € D) vérifient la relation (5.1).

5.1.2. Continuité des opérateurs de Ruelle

Dans ce paragraphe, nous montrons que les opérateurs £, agissent con-
tiniment sur C' (Z) mais aussi sur Pespace L (£) des fonctions lipschitziennes
sur =. Nous utiliserons les

Notations 5.5. —

e On note C (E) le C-espace vectoriel des fonctions continues définies
sur Z @ valeurs dans C, muni de la norme uniforme ||| oo-
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e On note L (Z) le C-espace vectoriel constitué des fonctions lipschitzi-
ennes définies sur Z a& valeurs dans C. Si ¢ est une fonction de L (2)
on pose

- lp(x) =9 (y)| -
[¢] = Sggsup{w/&y €Ea,x#Yy}.

On munit Uespace L (Z) de la norme ||¢|| =) = |¢]loo + [¢]-

e On note End (L (2)) l'espace vectoriel complexe des endomorphismes
continus de L (Z) muni de la norme usuelle.

D’apres le théoreme d’Ascoli, 'espace L (Z), muni de la norme ||.|[1z),
est un C-espace de Banach et I'injection canonique de L (Z) dans C (Z) est
compacte.

Nous allons démontrer la

PROPOSITION 5.6. — Pour tout z € D, lopérateur L, agit continiment
sur C(2) et L(Z).

Pour démontrer cette proposition, il suffit de controler les normes dans
l|-lloc €t ||.]|z(z) des fonctions poids (p(v,-) /v € I'). Nous avons le

LEMME 5.7. — L’ensemble {||v|| x |lp (7,-) [|=z)/7v € T'} est borné.

Démonstration du lemme 5.7.— A Taide de la proposition 4.3, nous
fixons r1 > 0 tel que, pour tout v € I et tout € R4\ {0} vérifiant x € B,,,

on ait

]

De plus, nous fixons ko > 0 tel que, pour tous vecteurs unitaires z,y € RY,
on ait

inf{[lz =yl |z +yll} < K26 (x,y).

Considérons v € I'. En observant que, pour x € Z,, on a x € B, il vient
7]l x p (v,%x) < K1, si bien que

71> M2 () lloo < 1 (5.4)
De méme, pour tous x;,x2 € 2, on a :

|71 — 2|
[y (1) | % [y (22) |

v % [p (v, %1) = p (7, %2) | < [[7]?
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ou x1 et xo sont respectivement des représentants unitaires de x; et x5. Par
le choix de k1 et kg, pour tous X;,Xy € =, nous obtenons

7]l % |p (v, %1) = p (7, %2) | < K7 K26 (x1,%2),

si bien que
1711 % [p (7, )] < &7 ko (5.5)
Le lemme 5.7 résulte des inégalités (5.4) et (5.5). O

On déduit du lemme 5.7 la

PROPOSITION 5.8. — L’application
L.:D — End (L (8)) z— L,

est analytique sur D.

5.1.3. Le spectre des opérateurs de Ruelle sur L (E)

Nous décrivons ici le spectre de £, en restriction & L (Z). Aussi, pour
tout z € D, nous notons r (z) le rayon spectral de £, sur L (Z).

Dans un premier temps, nous décrivons le spectre périphérique de L,
lorsque z € D est réel. Puis, nous contrélons le rayon spectral de £, lorsque
z est un élément quelconque de D.

Nous avons les deux propositions suivantes
PROPOSITION 5.9. — Soit s un réel de D.

1. Cas ot Card(A) > 6. Il existe une unique mesure de probabilité v
sur Z, une unique fonction hy € L(Z) et un endomorphisme Qs sur
L (2), de rayon spectral < r(s), tels que

QuoLs = £30Qs Qs (hs) =0 et La(d) =r(s) hs/:¢dus+c25 (4).

De plus, le support topologique de vy contient A(T) et la fonction h
est strictement positive sur Z.

2. Cas ot Card(A) = 4. I existe une mesure de probabilité v, sur =,

deux fonctions hgl),hg) € L(2) et un endomorphisme Qs de L (Z)
de rayon spectral < p(s) tels que

QuoLs=L0Qu Qo (V) = Q. (h?) =0
et La(6) =1 () WY =1 (5) K [ odv, + Qu(0).
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De plus, le support topologique de vy contient A(T') et les fonctions

hﬁl) et h§2) ne s’annulent pas sur =.

Dans le cas ot Card (A) > 6 et avec les notations de cette proposition,
les propriétés de hs, Qs et vs assurent que, pour tout ¢ € L(Z) et tout
n € N, nous avons

£r(6) =7 (s)" hs / bdve+ Q7 ().

De plus, le rayon spectral de @, étant < p (s), pour tout ¢ € L (Z), la suite
(ﬁﬁ? (qb))neN converge uniformément vers h fE ¢ dvs.

De méme, dans le cas ot Card (A) = 4 et toujours avec les notations de
cette proposition, les propriétés de hgl), hf), Qs et v, assurent que, pour
tout ¢ € L (E) et tout n > 1, on ait :

£20) = () H + (r ) ) [ odv. + @2 (0).

De plus, le rayon spectral de @, étant < p (s), pour tout ¢ € L (Z), la suite
(p=2" (s) L2" (qb))neN converge uniformément vers (hgl) + h22)> J= P dvs.
PROPOSITION 5.10. — Pour tout z € D on a
r(z) <r(Re(z)) (5.6)
De plus, sir(Re(z)) est une valeur spectrale de L, alors z est réel.

Pour démontrer ces deux propositions, il nous faut contréler le rayon
spectral essentiel sur L (Z) des opérateurs L., avec z € D. A cet effet, nous
allons démontrer le

LEMME 5.11. — Pour tout z € D, nous avons
re (2) <er(Re(z)). (5.7)

ol e (z) désigne le rayon spectral essentiel dans L (E) de L. En particulier,
l’endomorphisme L, est quasi-compact lorsque z est réel.

Rappelons que I' est un groupe e-Ping-Pong sur P (Rd). En particulier,
pour tout a € A et tout n € N*, la restriction de a™ a B, est e-lipschitzienne.
Démonstration du lemme 5.11. 11 suffit de montrer que : pour tout n € N,
il existe R, > 0 tel que pour tout ¢ € L(Z) :

[£2 (9)] < € [0 [ LRe() (12) oo + Ball¢llL(z)- (5-8)
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En effet, cette inégalité est a la base du théoreme de lonescu-Tulcea et
Marinescu sur les opérateurs quasi-compacts, et une version améliorée de
ce théoréme, due & H. Hennion [Hen] (voir également le théoréme XIV.3 de
[Hen-Her]), précise que I'inégalité (5.7) découle de (5.8).

Grace au lemme 5.7, nous fixons k > 0 tel que, pour tout v € T', nous
ayons ||y |p (7,-) llz) < &. De plus, pour tout n € N, nous posons R, =

RRe) 2verm [y~ Re).

Fixons a € A et ¢ € L(Z) et montrons (5.8). Grace a (5.3), pour tout
n € N et tous x1,X9 € Z,, nous avons

L2 () (x1) = L2 () (x2) | < Y 07 (3 x0) [[6 (7 - x1) = & (7 x2)|

~yeT(n)

+ Y P (nx) =P (1%2) [ 6 (v xa) |

'yEF(")

Le groupe I' étant e-Ping-Pong sur P (Rd), pour tout v € '™ et tous
X1,X2 € B, nous avons 0 (77 - X1,7 - X2) < € d (X1,X2). Ainsi, en rappelant
que la fonction Z — R, x — p(7,x) est nulle en dehors de B, pour tout
n € N et tous x1,X9 € Z,, nous avons

Do (x| (v x1) = b (- x2) [ <€ [B]6 (x1,%2) D [p7 (1, %1) |

~yer(n) ~yel(n)
<€ [¢]0 (x1,%2) [[LRe(z) (12) [loo-

Par ailleurs, par le choix de k > 0, pour tout n € N et tous x;1,xs € =,
nous avons

DIt (rx1) = p7 (1 %2) [ 6 (v x0) |

ryel"(n)
<l D PR (v,x1) = pR) (7,%2) |
ver(m)
< [0lloo 674 6 (x1,%2) > V7R < Ry 19 L) 6 (%1, %2)

~yeT ()
D’ou I'inégalité (5.8). O

Démonstration de la proposition 5.9.— On note M (Z) l'espace des
mesures boréliennes complexes sur Z muni de la topologie faible * et M1+ (Z)
I’ensemble des mesures de probabilités boréliennes sur =. L’opérateur L

- 163 -



Xavier Thirion

étant continu sur C (2), on consideére lopérateur L£¥ de M (=) défini pour
tout p € M (2) et tout ¢ € C (E) par

£ (1) () = / £.(6) du.

Etape 1. Il existe x > 0 et v € MY (2) tels que L (v) = xv. De plus,
le support de v contient A (T"). Considérons l’application ¥ : M (E) —
M (E) définie pour tout p € M (Z) et tout ¢ € C(E) par ¥ (u)(p) =
1 (Ls (0)) /1 (Ls (1]2)) -

L’opérateur L4 étant positif et continu, I’application ¥ est continue et
préserve le compact M1+ (Z). Ainsi, par le théoréme de Schauder-Tychonov,

I'application ¥ admet donc un point fixe dans Mb* (Z). Nous fixons main-
tenant v € M1 (2) telle que ¥ (v) = v et nous posons x = v (L (1]z)).

Afin de vérifier que le support topologique S C E de v contient A(T),
introduisons la fonction f : E — R, x — f (x) := § (x, S). Cette fonction est
continue, positive sur = et nulle sur S et 'on a donc fE fdv = 0. L’égalité
L} (v) = x v assure que, pour tout n € N, on a [- L7 (f) dv = 0 ; la fonction
LY (f) étant continue et positive sur Z, elle est en fait nulle sur S. Ainsi,
pour tout n € N et tout x € =, on a Z’yEF<7L) p° (v,%x) f(y-x) =0, ce qui

n’est possible que si :

Vyel,¥vxeSNE, f(y-x)=0. (5.9)

Fixons a présent 7 une transformation proximale de I', notons x, sa
droite attractive et considérons x € S. Quitte & remplacer x par a’ - X, ol
a’ € A differe de la premiere lettre de la A-décomposition de 7, on peut
supposer x € =,. D’apres (5.9), pour tout n > 0, on a alors 7" - x €
S. Le sous-ensemble S étant fermé dans =, nous avons x, € S puisque
limy, oo 7" - X = x,.

Ceci est suffisant car ’ensemble des droites attractives des transforma-
tions proximales de I' est dense dans A (T").
Etape 2. Il existe une fonction strictement positive h € L (E) telle que
Ls(h) = x h. Grace au lemme 5.7, nous fixons ¢ = ¢(I') > 0 tel que,
pour tout a € A et tous x1,Xs € Z,, on ait
p(a,x2). (5.10)

cd(x1,%2)

p(a,xl) <e

De plus, nous fixons | > ei-< et notons L le sous-ensemble de L (Z)
constitué des fonctions ¢ strictement positives sur = et telles que

Va € A, Vx1,%x2 €, ¢ (x1) < l‘s(xl”‘?)(p(xQ) et / pdv =1.
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L’ensemble L est non vide, convexe et stable par Papplication L (Z) —
L(Z), f Ls(f)/x. De plus, pour tout ¢ € L on a [p] < e’ si bien que L
est une partie équicontinue de C (Z). De plus, I'ensemble L est borné car,
pour tout ¢ € L, tout a € A et tous x1,Xs € Z, ona ¢ (x1) < 19(x1,%2) (x2)
si bien qu’en intégrant cette expression, il vient

7' inf v (Z,) < o (x) <Isupv(Z,). (5.11)
acA acA

Par le théoreme d’Ascoli, L est relativement compacte dans C' (2) si bien
que, grace au théoreme de Schauder-Tychonov, nous fixons h € L tel que
Ls(h) = xh. La fonction h est strictement positive ; en effet, d’apres la
formule (5.11), toutes les fonctions de L sont strictement positives, puisque
v (Z4) > 0 pour tout a € A.

Etape 3. On suppose que Card (A) > 6. Pour tout ¢ € L (), la suite
(XL ())),en converge uniformément vers h [ ¢ dv. Nous avons besoin
de considérer Vopérateur @ : By (E,C) — Bu (E,C) défini pour ¢ €
B (E,C) par Q(¢) = ﬁﬁs (h¢). L'intérét d’introduire cet opérateur
réside essentiellement dans le fait qu’il soit markovien ; en effet, nous avons
Q(1z) =1z et que Q (¢) > 0 dés que ¢ est positive.

Fixons ¢ € L (Z) et montrons que (Q" (¢)),,cr converge dans C (Z) vers
fE ¢ hdv. Sans perdre en généralité, nous supposerons que ¢ est a valeurs
dans RT. En reprenant les arguments utilisés pour établir (5.8), on montre
qu’il existe C' > 0 tel que, pour tout n € N, on ait :

Q" (8] < € 6] + T

Cette inégalité assure que {Q" (¢) /n € N} est équicontinue. Cet en-
semble étant également borné dans C (Z), par le théoréme d’Ascoli, il est
relativement compact. Il est donc suffisant de montrer que la fonction con-
stante et égale & [_ ¢ hdv sur E est la seule valeur d’adhérence dans C (E)

de {Q" (¢) € C(E) /n € N}.

Pour cela, fixons une suite croissante (ny), .y de N telle que (Q™* (¢)) ,cn
converge dans C (E) vers ¢ € C (2). L’'opérateur @ étant markovien, la fonc-
tion ¢ est positive et

inf ¢ (x) < inf Q (¢) (x) <suPQ () (x) <supp (x)

x€e= x€E

D’autre part, la suite (ny), .y étant croissante, pour tout k£ € N, nous avons
Ni+1 = Nk + 1 si bien que

inf Q"1 (¢) (x) < Inf Q"+ (9) (%) et sup Q"+ () (x) < sup Q™ (6) ().

X€E xEZ XEE
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Ainsi, en faisant tendre k& vers 4oo et en remarquant que les suites

(Q™ () pen et (Qm T ((j)))keN convergent uniformément vers ¢ et @ (¢),
nous obtenons

inf o (x) = inf Q (¢2) (x) et supQ () (x) = sup o (x).

X€E XEE x€EE x€EE

Par compacité de Z, nous fixons x1,x2 € Z tels que ¢ (x1) = Q (¢) (x1) =
SuPxez ¢ (X) et ¢ (x2) = @ (p) (x2) = infxez ¢ (%).

Notons & présent qu'il existe a € A tel que x1,x5 € B,. En effet, puisque
= {xo} U (UaeA (Eﬂba)), on peut fixer a,a2 € A tels que x; € 2N
b,, ;i =1,2. Ainsi, par définition des parties en position e-Ping-Pong, pour
tout a € A\ {ai’, a5’} (on utilise ici le fait que Card (A) > 6), nous avons
{Xl, X2} C B,.

(1]

Fixons a € A tel que x1,x2 € B, et remarquons, pour tout n € N, nous
avons ¢ (x1) = ¢ (a™-x1) et p(x2) = ¢ (a™-x3). Lapplication a étant
contractante, pour tout x € By, la suite (a” -x), .y converge vers X, si
bien que ¢ (x1) = ¢ (X2) = ¢ (x4). La fonction ¢ est donc constante sur
E et la convergence de (Q™* (¢)),cy vers ¢ étant uniforme, on a en fait
¢ = [zh¢dv car:

cp:/hgodl/:klirf /X*”%gk (¢h) duz/gﬁhdu

Ceci termine la démonstration de 1’étape 3.

Etape 4. Conclusion dans le cas ot Card (A) > 6. D’apres Uinégalité (5.7),
Popérateur L; : L(E) — L(E) est quasi-compact. Il nous suffit donc de
montrer que 7 (s) est la seule valeur propre de module maximal de L, et
que celle-ci est simple.

Considérons une valeur spectrale p de £ de module r (s). L’opérateur
L étant quasi-compact, p est une valeur propre de L4 si bien que nous
fixons f € L (E) non nul tel que L, (f) =p f.

D’apres Pétape 3, lasuite (x ™™ p™ f),,cny converge vers h [ f dv puisque,
pour tout n € N, nous avons L? (f) = p™ f. Cela montre que x = p et que
les fonctions h et f sont proportionnelles. Nous en déduisons que r (s) est
la seule valeur spectrale de module maximal de £, et que 7 (s) est simple.

E‘tape 5. On suppose que Card (A) = 4. Les réels x et —x sont des valeurs
propres de L et, pour tout ¢ € L(E), la suite (X_Q”EE” ((b))neN converge
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uniformément vers h fE ¢dv. Le fait que x soit une valeur propre de L
découle de I'étape 2. Considérons & présent f € L(Z) définie par f =
hlz, — hlg, . Nous avons L (f) = —x f si bien que —x est une valeur
propre de Ls. On établit la deuxiéme affirmation en appliquant le méme
raisonnement que celui de I’étape 3 & I'opérateur Q2.

E’tape 6. Conclusion dans le cas ot Card (A) = 4. Il suffit d’appliquer le
raisonnement précédent & I'opérateur £2. La démonstration de la proposi-
tion 5.9 est maintenant complete. ([

Démonstration de la proposition 5.10. — Fixons z = s+it € D et posons
r =r(s). On note v 'unique mesure de probabilité sur = telle que L% (v) =
r v et h Punique fonction strictement positive de L (Z2) telle que L, (h) =rh
et fa hdv = 1. Rappelons que le support de la probabilité v contient A(T).

E’tape 1. Montrons que r (s + it) < r. Pour cela, on raisonne par I’absurde
et supposer que 7 (s + it) > r. D’aprés I'inégalité (5.7), on aurait
re (s +1t) < er(s+it)

si bien que l'opérateur L ;; posséderait une valeur propre de module r (s + it).
On pourrait donc fixer un nombre complexe A € C avec |A\| = 7 (s +it) et
une fonction non nulle ¢ € L(E) tels que L1t (¢) = A ¢. Pour tout x € =
on aurait alors

A% 6(x)| = [Lsvie (6) (x)| < Ls (9]) (x)
et en itérant cette inégalité on obtiendrait L7(|¢)(x) > |A[" x |p(x)].
Or, d’apres la proposition 5.9, la suite (ﬂ%ﬁﬁn(w)(x) y converge vers
ne
h(x) [z |¢| dv tandis que |A]*" /r*" — +o0. Contradiction.
E’tape 2. Montrons que si p (s) est une valeur spectrale de Ly alors t = 0.

Dans ce cas, on a r(s—+it) > r(s) si bien que, d’apres 'étape 1, on a
r (s 4+ it) = r (s). En utilisant alors I'inégalité (5.7), on voit que

re (s +it) < er(s+it)
et r (s) est nécessairement une valeur propre de L4 On fixe alors ¢ € L(E)

non nul tel que L1+ (¢) =7¢. On a

vy eTW vx e A(T)NE, %p”(’y,x) = % (5.12)

En effet, comme précédemment, on a r|¢| < L (|¢|) et I'égalité L% (v) =rv
implique 7|¢|(x) = L (|¢|) (x) pour v-presque tout x. Les fonctions |¢| et
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Ls (|¢]) étant continues sur A(T') et le support de v contenant A(T), cette
derniere égalité est en fait vérifiée pour tout x € A(T"). La valeur propre p
étant simple, les fonctions |¢| et h sont finalement proportionnelles. L’égalité
Lsiit (6) = r ¢ peut alors s’écrire :

1 - ¢(v-x) _ ¢(x)
P P (7, %) b (v %) ™ (7,%). =r
i 2 W) )
avec |¢| proportionnelle & h. Comme L4 (h) = r h, ceci n’est possible que si
r® AMDYNE M it — M
VW/E ,VXZE ( )r] Y h(Y'X)p (77X) h(X)

Cette derniere égalité intervient de fagon cruciale pour conclure que t est
nécessairement nul.

En effet, fixons a € A contractante et non-proximale, de rayon spectral
pa et d’indice v, > 2. D’apres la proposition 2.5, pour tout z € R?\ {0}
vérifiant x € =, il existe ¢ = c(x) > 0 tel que

a™ (x
fla” () | ||(|) ” =cpln” 11+ ¢(n)) (5.13)
x
avec €(n) — 0. En appliquant (5.12) & v = a™ et en remarquant que (a” .
X), _ Converge vers X,, la suite (p“ (am, x)) converge vers une limite

ne neN
non nulle. En particulier
it (mn
?(“77") = ¢tn(la™ @ D=m(la" @) 1 quand n — +oo,
pn(an+1,x)
ol x désigne un représentant unitaire de x. Ainsi, d’apres la formule (5.13),
on a e't™a) = 1 si bien que la suite (e”(”a_l)ln(")) , converge. Ceci

ne
n’est possible que si t = 0. Ce qui acheve la démonstration. g

5.2. Démonstration du théoréme 1.4

La démonstration de ce théoreme se décompose en quatre étapes et
repose sur un théoréme classique de la théorie des pertubations. Nous utili-
serons la

Notation 5.12. — Nous notons L* (E) le dual topologique de L (Z) muni
de la norme usuelle. De plus, pour tout z € D, nous notons L% ’endomor-

phisme de L* (2) défini pour tout v € L* (E) et tout ¢ € L(E) par
L7 (W) (¢) = v (L2 (¥)) -
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Comme pour la proposition 5.9, il nous faut distinguer les cas ou
Card (A) > 6 et Card(A) = 4. Nous envisagerons tout d’abord la situa-
tion ou Card (A) > 6 puis nous préciserons les modifications & apporter
lorsque Card (A) = 4.

Le cas ol Card (A) > 6. Nous adaptons ici & notre situation un énoncé
classique de la théorie des perturbations.

PROPOSITION 5.13. — i Card (A) > 6. Il existe un voisinage V de T,
inclus dans D, et des applications analytiques z — A(z) de V dans C,
z+> h, deV dans L (2), z+— v, de V dans L* (Z) et z — Q, de V dans
End (L (E)) telles que pour tout z € V' on ait :

e )\ (z2) est la seule valeur propre dominante de L, et elle est simple.

o v, est un élément de L* (E) tel que L (vy) = A (2) vs.

h, est une fonction de L (E) telle que L, (h,) = X(2) h, et v, (hy) =
1.

e le rayon spectral p (Q,) de Uopérateur Q, est < 1.

De plus, pour tout z € V, nous avons

Q.0L.,=L.0Q:, Qz(hz)zo et ‘Cz():/\(z) hZVZ(')+QZ(')'

En particulier, avec les notations de cette proposition, pour tout z € V'
et tout n € N, on a

L2()=A"(2) hav: () +QZ ().

Remarque.— Pour tout s € V, on a r(s) = |A(s)|. En particulier,
Uapplication D — R, s — r (s) est continue au voisinage de T.

Démonstration de la proposition 5.13.— D’apres les propositions 5.8 et
5.9, les hypotheses du théoreme II1.8 de [Hen-Her] sont satisfaites. Ce qui
est suffisant. O

Nous pouvons maintenant détailler la démonstration du théoreme 1.4.
Pour ce faire, nous utilisons les notations de la proposition 5.13.

Etape 1. Pour tout nombre réel s € D, on a r(s) < 1 si et seulement si
s > 7. En particulier, la fonction D — R, z — r(z) étant continue au
voisinage T, nous avons r (1) = 1. Fixons s € D. D’apres la proposition
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5.9, il existe Qs € End (L (Z)), de rayon spectral < er (s) tel que, pour tout
n € N, on ait :

LY (1g) (XO) =7r"(s) hs (Xo) vs (1z) + Q7 (1g) (XO).

La fonction hg étant strictement positive sur = et la mesure v, étant une
mesure de probabilité sur =, la série ;Z% L7 (1z) (xo) converge si et seule-

ment si 7 (s) < 1. Par ailleurs, on rappelle que

+oo
> Li(z) (xo) =D Iv(zo))ll=> = D Il =
n=0

yel’ yel’

Ainsi, par définition de 'exposant critique 7, on voit que (s > 7 = r(s) < 1)
et (s<7=r(s)>1). La fonction s — r(s) étant continue, on a donc
nécessairement r (1) = 1. D’on I’étape 1.

E‘tape 2. Si z € C vérifie Re(z) > 7 alors 1 est une valeur spectrale de
L. si et seulement si z = 7. D’apres 'étape 1, il suffit de montrer que
si z est un nombre complexe tel que Re(z) > 7 et pour lequel 1 est une
valeur spectrale de £, alors z = 7. Fixons un tel nombre complexe z. On
sait que 7 (z) < r(Re(z)) et que, pour tout s > 7, ona r(s) < 1; on a
donc Re(z) = 7. Puisque 1 est une valeur spectrale de £,, onar(z) > 1;
I'inégalité r (z) < r (1) = 1 permet donc d’affirmer que r (z) =1 =17 (7), et
d’apres la proposition 5.10 on conclut que z = 7. D’ou ’étape 2.

E‘tape 3. La fonction Pr admet un prolongement méromorphe au voisinage
de T et T est un pole simple. D’apres la proposition 5.9, la fonction h, est
strictement positive, ainsi, quitte a réduire I’ensemble V', on peut supposer
que, pour tout z € V| la fonction h, ne s’annule pas. Nous considérons la

fonction plﬁl) définie sur 'ouvert V par

h, (Xo)l/z (1=

P (2) = = ) ) Q) () ().

D’apres la proposition 5.13, les fonctions z — Q,, z — v,, 2 — h, et
z — A(z) sont analytiques sur V et A(7) = 1. Nous en déduisons que la

. 1 . . R
fonction Plg ) est méromorphe et admet 7 comme unique pole sur V. Le
lemme suivant précise la nature de ce pdle ; il sera démontré en fin de
section.

LEMME 5.14. — Le réel T est un pole simple de la fonction Plgl).

Montrons & présent que les fonctions Pr et plﬂl) coincident sur I’ensemble
{z € V/Re(z) > 7}. Fixons z € V tel que Re (z) > 7 ; d’apres I’étape 1, on
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ar(z) <1, et donc

= Xo) vz (1= 1 1
ZEZ (1=) (x0) = hz(li)—)\(z()l) + (- Q) (12) (x0) = PV (2).
n=0

Par ailleurs, puisque la partie réelle de z est strictement supérieure a 7 alors,
d’apres la formule (5.2), on a Pr (2) =Y, £2 (12) (x0). D’ott I'étape 3.

n=0 "~z

E’tape 4. Conclusion. Pour appliquer le théoréme taubérien d’Tkehara-Wiener,
d’apres 'étape 2, il suffit de vérifier que la fonction Pr admet un prolonge-

ment continu sur ’ensemble {z € C/Re (z) = 7} \ {7}. Pour ce faire, nous

introduisons la fonction P1£2) définie formellement par

PP (2) = (I - £.)7" (12) (x0)-

D’apres 'étape 1, on sait que 1 n’appartient pas au spectre de L, lorsque
Re(z) = T et z # 7. La fonction PF(Q) est donc bien définie sur 'ensemble
{z € C/Re(z) = 7}\{7} ; elle est de plus continue sur cet ensemble d’apres
la proposition 5.8. Par ailleurs si Re(z) > 7, on a r(z) <1 d’ou

+o0
Pr(z) =Y £ (1=) (x0) = (I — L)' (12) (x0) = B (2).

n=0
D’ou I'étape 4.

E’tape 5. Conclusion. D’apres ce qui précede la mesure Z'yGF O)v(z0)||» OU Oz
satisfait les hypotheses du théoreme taubérien d’Tkehara-Wiener 5.1. Ce qui
est suffisant. O

Démonstration du lemme 5.14.— La fonction plﬂl) admet un poéle simple
en 7 si et seulement si il en est de méme pour la fonction z — #(z) et il

nous suffit alors de montrer que X' (7) # 0. Fixons n € N et dérivons par
rapport & z la fonction z — £, (h.). Du fait que, pour tout z € V, on a

L. (h,) =X(2)hy;

en z = 7, on obtient

LE(R)+ Y 0T () (p(7,) he = X (1) hy + A (7) B

~eT(n)

D’apres étape 1 de la démonstration précédente, nous avons A (1) =
r(7) = 1 si bien qu’en intégrant les deux membres de I’égalité précédente

- 171 —



Xavier Thirion
par rapport a v,, nous obtenons

/ LEH) @+ S 0 (,w0) I (p (,0) by @) | duy ()

~yer(n)

n/\'( )hedve + | RlLdv,.

u\
(1]

Ainsi, en utilisant & present le fait que L£* (1/7—) = v,, nous obtenons

/ > (p (v, w)) hrdv- (w)znA’(T)/ h. dv,.

’)’GF("’) —

La fonction h, ayant été choisie de sorte que v, (h;) = 1, nous avons

LY (0 (1,0)) by (@) dor (0) =X (7). (5.14)

yer

Grace a la proposition 4.3, nous fixons a présent ¢ > 0 tel que, pour tout
v € T et tout z € R\ {0} avec x € B.,, on ait c|ly(z) || = ||7] ||lz]]. De
plus, ensemble {y € I'/||v| < 2¢} étant fini, nous fixons n € N tel que,
pour tout v € '™, on ait ||| > 2¢.

=l

Pour tout = € R\ {0} tel que x € , on a p(7,x) = TG SLX € Ey C
B, et 0 ailleurs. Ainsi, I’égalité (5.14) montre que A’ (7) < 0 car la fonction

X — In (p(’y, x)) est strictement négative. O

Le cas ou Card (A) = 4. Les méthodes employées sont essentiellement
les mémes que pour le cas ou Card (A) = 4. On modifie la proposition 5.13
de la facon suivante.

PROPOSITION 5.15. — Supposons que Card (A) = 4. Il existe un voisi-
nage V de 7, inclus dans D, et des applications analytiques z — \() (2) de
V dans C, z — X\ (2) de V dans C, z — hY de V dans L (8), z— h?
de V dans L (E) z v v, de V dans L* (Z) et z+— Q. de V dans End (L (E))
telles que pour tout z € V on ait :

o !V est un élément de L* (2) tel que L* (uél)) =A(2) s

o 1tV est une fonction de L (Z) telle que L, (hg)) =AM () A et

D () <1
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o % est un élément de L* (2) tel que L% (ng)) =X (z) v,

o 1P est une fonction de L (2) telle que L, (h,(f)) =22 (2) h? et
S () =1,

e le rayon spectral r (Q,) de lopérateur @, est < 1.

De plus, pour tout tout z €V, on a

Q.oL,=L,0Q,, Q. (h(l)) =Q, (h(Q)) -0
et Lo() =2 (2) hDvD () he =A@ (2) KD 1P () he +Q. ().

Une remarque. Soulignons qu’au cours de la premiére étape de la démon-
stration du théoreme 1.4, nous avons démontré le résultat suivant, qui
précise le comportement de la série de Poincaré de I' en son exposant cri-
tique.

COROLLAIRE 5.16. — Tout groupe de Ping-Pong I' d’exposant critique
fini, est divergent.

6. Sur le comportement asymptotique de la fonction orbitale
Nr (R)

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme 1.5. Les méthodes
employées sont celles développées dans la section précédente. En effet, nous
allons montrer que la mesure de Radon vp := Z'yél" d)j||, ol 0, désigne
la mesure de Dirac en a, satisfait les hypotheses du théoreme taubérien
d’'Tkehara-Wiener 5.1. Pour ce faire, on utilisera les notations suivantes

Notations 6.1. — On fixe 2o € R?\ {0} tel que xo € Br et on note
= l'adhérence de I' - xy dans P (Rd). Pour tout v € I', on note Z, le sous-
ensemble de Z défini par 2, = EN({x0}UU, e 4/g 2421 Pg), 0l @ € A désigne
la derniére lettre de la A*-décomposition de 7.

Ensuite, on introduit une famille d’opérateurs positifs Ly, s > max{7,/a €
A}, sur Uespace des fonctions continues sur Z, tels que, pour tout n € N on
ait

Ly (1=) (x0) = > I,

,Ye]_-*(n)
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reliant ainsi la transformée de Laplace de la mesure vr au potentiel des
opérateurs L. Les opérateurs L, prennent en compte la dynamique de I’
sur E et sont définis de la fagon suivante : Pour tout ¢ € B, (£, C), on pose

»Cs (d)) (X) = Z ps (an7 X) ¢ (an : X) )

(a,n)e AxN*

ou (p(v,-)/y € T') est une famille de fonctions dont on précise a présent la
valeur : Pour tous 7,7 € T, on pose

’

vl

i ! =
(7,7 - x0) = { Ty~ .Sl VX0 € 2y
0 sinon.

Nous verrons (lemme 6.6) que les fonctions poids p(7, ) se prolongent par
continuité sur = en posant

llzll

Vy e T, vx € A(T) p(7,x) := { gv(w)l\

si X €2y

sinon,

Une fois établie la régularité (proposition 6.11) des fonctions poids
(p(vy,-) /v €T), la démonstration du théoreme 1.5 est analogue a celle du
théoréme 1.4. Aussi, nous nous contenterons de donner seulement les grandes
lignes de la démonstration du théoreme 1.5, en soulignant les aspects nou-
veaux.

Nous commengons par démontrer la

PROPOSITION 6.2. — L’ensemble des transformationsy € I' pour lesquelles
il existe x € R®\ {0} tel que

Iy () |
]

=l et x¢ B,

est fini

Démonstration de la proposition 6.2.— On rappelle que, pour tout
v € T', 'ensemble X, désigne I'hyperplan répulsif de v et que, pour tout
g € G, la matrice a(g) = diag (a1 (g),...,aq (g)) désigne la composante de
Cartan de g.

E‘tape 1. Montrons que ¢ < 1 — e. Fixons aj,as € A tels que a; # azil,
considérons x1 € R%\ {0} tel que x; = x,, .

Par définition des parties en position e-Ping-Pong, ’ensemble b,, est in-
clus dans l'intérieur de B,,. Ainsi, le vecteur z1 n’appartient pas a ’hyperplan
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répulsif X5 de ay si bien que nous choisissons vy € X5\ {0} et 75 € R4\ {0}
orthogonal & vg tels que 1 = Axo+ (1 — A) ve. De plus, pour tout ¢ € [0, 1],
nous posons wy = (1 —t) xo + tvy. (Nous avons donc x1 = w)y et z2 = wy)

L’application ¢ : [0,1] x [0,1] — RT, (s,t) — ¢ (s,t) = § (ws, wy) est
continue et, pour tous s,t1,t2 € [0,1] tels que s < t; < tg, nous avons
¢ (s,t1) < ¢ (s,t2). Grace & cela, nous fixons uq, u2 € [0,1] tels que

0 (Xl’wm) (: 5(W>\7WH1)) =e€ et §(X2’WM2) (: 6(W0’WM2)) =1l-e

L’application [A\,1] — R*, ¢ — §(wy, w;) étant continue et strictement
croissante, nous avons g1 = sup{s € [0,1]/ws € b, }. De plus, le vecteur
2 étant orthogonal & X5, nous avons B,, = {y € P (R?) /§ (x2,y) < 1—¢}
si bien que pg = sup{s € [0,1]/w; € B,,}. Nous en déduisons que € = p1 <
o = 1 —e puisque b,, est inclus dans l'intérieur de B,,. D’ou I'affirmation.

Etape 2. Soient X un hyperplan de R? et 2 € R4\ {0} tel que 6 (x,P (X)) <
e. Il existe y € R?\ {0} orthogonal a x tel que 6 (y,P (X)) > e. Pour
tout hyperplan Y de R?, nous notons Y+ Iorthogonal de Y. Remarquons
que, pour tous hyperplans X1, X5 de R?, nous avons & (IP (X1),P (le)) =
§ (P(X{),P(Xy)).

Grace a cette égalité, nous fixons y € R%\ {0} tel que 6 (P (X*),y) <e.
Ainsi, nous avons § (P(X),y) =6 (P(X),P(X*)) -6 (P(X*),y) > 1-
€ > €. La dernieére inégalité résulte I’étape 1.

E’tape 3. Soit (Vn),cn une suite d’éléments de I' qui sort de tout compact.
Montrons que (az (Yn) /a1 (Yn)),en converge vers 0. D’apres I'implication
(6) = (1) du lemme 3.5 de [Ben], il suffit de montrer que les valeurs
d’adhérence de (v,/[vnll),ery dans End (R?) sont des endomorphismes de
rang 1.

Commencons par vérifier que (Diam (v - B, )), oy converge vers 0. Par
définition des parties en position e-Ping-Pong sur P (Rd), pour tout £ € N,
la transformation 7; est e (")-lispchitzienne sur B,,. Par conséquent, si
(1 (7)) gen D'est pas bornée, la suite (Diam (vy. - B, ),y converge vers 0.
D’autre part, si (I (7&)),cn est bornée, pour tout k € N, on note (ag,nx) €
AxN*, le premier élément de la A*-décomposition de ;. La suite (I (Vx))en
n’étant pas bornée, sans perdre en généralité, on peut supposer que (1), cn
ne soit pas borné et, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer qu’il
existe a € A tel que, pour tout k& € N, on ait ay = a. Par définition des
parties en position e-Ping-Pong, pour tout k& € N, nous avons 7, - B,, C
a™ - B, si bien que

Diam (v, - B,,) < Diam (a"* - B,) .
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La transformation a étant contractante sur P (R%), la suite (Diam (- B+, ))pen
converge donc vers 0.

Considérons a présent une sous-suite convergente (Yn, /|[Vn,ll)zeny de
(Yni/1nll) e+ Quitte & extraire une sous-suite, nous fixons a € A tel que,
pour tout k € N, nous ayons B, = B, . La suite (Diam (y, B, )), cn
convergeant vers 0, pour tout x € By, la suite (v, - X),cn converge. La
partie B, étant d’intérieure non vide, ceci démontre que (Vn, /||Vn ) pen
converge vers un opérateur de rang 1.

E‘tape 4. Conclusion. Nous allons raisonner par ’absurde et supposer que
I'ensemble €2 des transformations v € I' pour lesquelles il existe z € R?\ {0}
tel que x ¢ B et ||y (z) || = |7 |z|| est infini.

Grace a la proposition 4.3, nous fixons x > 0 tel que, pour tout v € T’
et tout x € R?\ {0} avec x € B, nous avons |y (z) || > & ||7|| ||z||. De plus,
pour tout v € I, nous fixons k,,l, € K tels que v = [, a(y) k, et nous
notons X' le sous-espace de R? engendré par k;l (e2) s .mey k‘,?l (eq). Il est
important de remarquer que X7 est l'othogonal de k7 L(ey).

L’ensemble €2 étant infini, nous fixons (7y),,cy une suite d’éléments de 2
qui sort de tout compact. Par définition de 2, pour tout n € N, nous avons
6 (k3!-e1,P(X,,)) < e Ainsi, grice & I'étape 2, pour tout n € N, nous
fixons z,, € R\ {0} tel que x,, € B,, NP (X7") (ici, on utilise le fait que les
sous-espaces X' et Rk;ﬂl (e1) soient orthogonaux). Comme x,, € P (X;’;),
pour tout n € N, nous avons ||y, () || < a2 (7n) ||zn]| si bien que, par le
choix de k > 0, pour tout n € N, nous avons

@ () | (el o o
arOm) ~ Tall Tl

Ce qui est absurde, d’apres I’étape 3. D’ou le résultat. (|

6.1. Non distorsion.

Lorsque I' est un groupe e-Ping-Pong engendré par des transformations
proximales, il existe un homéomorphisme bi-héldérien entre son ensemble
limite Zr et ’ensemble Ej‘ des suites A-admissibles, muni de la distance
canonique. Le caractere bi-holdérien de cet homéomorphisme est alors utilisé
pour ramener 1’étude de la dynamique de 'action de I' sur Ar a celle de
lopérateur de décalage sur Ej ; il repose en fait sur la propriété suivante,
satisfaite par tous les éléments de I :

- 176 —



Groupes de Ping-Pong et comptage

Il existe €3 €0, €[ tel que pour tous v € T' de longueur n et tout x,y € B,
on ait

0(xy) <6(y-x7y) <€0(xy).
Nous allons étendre cette inégalité au cas ou I' contient des transformations

unipotentes ; dans un premier temps, nous examinons le cas des puissances
des générateurs de I'. Nous avons la

PROPOSITION 6.3. — Soit a une transformation e-proximale ou unipo-
tente e-contractante sur P (Rd). 1l existe alors des suites strictement posi-
tives (A~ (a™)),,en €t (AT (a™)), ey et un réel B, €]0,1] ayant les propriétés
suivantes : Pour tout n € N, on a

At (&n) <A (an)ﬁa
et, pour tous x,y € B,, on a
A7 (a") §(x,y) <d(a"-x,a"-y) < AT (a")d(x,y).

De plus, lorsque a est prozimale, on peut prendre A~ (a™) = Cie? et AT (a") =
Cie” avec Cp, =21l et0<e <e<1

Démonstration de la proposition 6.3.— Nous utiliserons de facon essen-
tielle les deux inégalités suivantes : pour tous x,y € P(R%) et tout a € A
on a

5 0(x,y) <" -x,a" - y) (6.1)
A a=" [ x [la™][?

et

P Nl
XSS ) ey Y 0

oll = et y sont des vecteurs unitaires de R? représentant respectivement x
ety.

Supposons que a soit proximal. La transformation a étant proximale, on
a b, C B, si bien que, pour tous x,y € B,, on a

0(a"-x,a" - y) <€ (x,y).
D’autre part, en utilisant (6.2) et en notant que, pour tout n € N, on a
2
IA ™ > lla™|* < (lla™ "] x lla)*™,)

on obtient
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avec €1 := (|la™t|| x ||aH)_2. Dans ce cas, on pose A~ (a”) := (¢)", AT (a") :=
n ot /Ba — ln(e)

In(e’)

Supposons que a € A soit contractante sur P (Rd) et unipotent. L’auto-
morphisme a étant unipotent, il existe p; € N tel que, pour tout n € N, on
ait ||/\2a"|| = nP'. Ainsi, d’apres la proposition 4.3, pour tous X,y € B,
nous avons

la™ @) | = fla™ () || = lla”]| = 7.

De méme, les automorphismes /\2a et /\ a~! étant unipotents, il existe
p2,p3 € N tels que, pour tout n € N, on ait

2 2
I/\ a"| = n" et ||\ a | =<n*.

Ainsi, 'automorphisme a étant e-contractant sur P (Rd), grace aux inéga-
lités (6.1) et (6.2), nous fixons p,q € N et ¢, > e%/ (1 — e%> tels que, pour
tous x,y € B, et tout n € N*, on ait

1 \? c
< n., n., < 21q
<can> 6(Xay) X 5(& X, Y) =X lnf{e()a ’I'L} 5(X7Y)7

N 1
ol €y = €4,

Cam

P
Pour tout n € N, nous posons A~ (a™) := ( 1 ) et AT (a") =

inf{eo, %}q. De plus, nous notons n, la partie entiére de ¢,/€.

Comme ¢, > €9/ (1 —e€p), nous avons n, > c,. Ainsi, grace a cette
inégalité, nous choisissons 3, €]0, 1[ de sorte que

—1In (eg) 4 B, < sup In(n) —In(cq)

B < b0 2 = Blda) 4
In(ng) —In(cy) p nng.q 0 (n) +In(ca) p

Comme f, < % %, pour tout n € N tel que n < ng, nous avons

P Ba Ba
At (a") = inf{eo, }q =el < (Ca> < (C_a)p — A (a")ﬁa.
n

a n

1 In(cy
De plus, comme [, < Sup,., ., % 2,

n = ng + 1, nous avons

A% (@) = iffen, 21 = (2)" < (2 )MA (Y.

Ca M

pour tout n € N tel que
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D’ou le résultat. O

La propriété de non distorsion de l’action projective des transforma-
tions e-proximales ou unipotentes et e-contractantes sur P (Rd) s’étend aux
éléments des groupes de Ping-Pong qu’elles engendrent quand elles sont en
position e-Ping-Pong ; nous avons le

COROLLAIRE 6.4. — Il existe fr €]0, 1] tel que, pour tout v € T, il existe
des constantes A~ (), AT (v) €]0,1] ayant les propriétés suivantes : Pour
tous x,y € B4, on a

A" () 6(x,y) <o(v-x7-y) <A (1) d(xy),

avec AT (y) < A=(7)Pr. De plus, il existe Cr > 1 tel que, pour tout v € T
on ait )
A" () _ AT
< <CrA* (7).
& S P :

Démonstration du corollaire 6.4. — Pour établir la premiere assertion de
ce corollaire, il suffit d’appliquer la proposition 6.3 en posant

A7 (7)== A7 (7)) x..x A7 (a)*) et AT (y) = AT (af')x..x AT (a}*)

lorsque la A*-décomposition de v € T' est égale a aj"...ap"

Br :=inf{3,/a € A}.

Pour établir la seconde assertion du corollaire, on suppose que la derniere
lettre de v est a € A et on fixe une base B, = (xai)lgigd de R?, avec
Xal, - Xad € Ba. D’apres la proposition 4.3, il existe ¢ > 1 tel que

et en prenant

c
17 (@ai) [| = ¥l

si bien que, pour tous 1 <i# j < d, on a

AR - IA Az e 1
= = — 5 . i . .
Bk PP @ O Xein T Xag)
A7 ()
> C2 4] (Xai7 xaj) .

D’autre part, les normes de R? étant équivalentes, il existe une constante
¢!, > 0 ne dépendant que de B, telle que

IA* , IN*Y (zai Aag) |
< - . . . .
PE S TR Ca rglajxﬂv XaiyY - Xaj)

< AT () 6 (XaisXaj) -
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On choisit une telle base B, pour chaque a € A et on pose

2

Cr :=c¢ + max .
acA (5(Xai, Xaj)
ai#aj

D’ou le résultat. O

Lorsque a est proximal, son bassin d’arrivée b, est inclus dans 'intérieur
de B, ; ceci n’est plus le cas pour des transformations unipotentes et con-
tractantes sur P’ (R?). Cependant, il est possible de préciser dans certains
cas la facon dont 'orbite d’un point x € B, se rapproche de celle de certains
points de b,. En effet, nous avons la

PROPOSITION 6.5. — Il existe p € N* tel que, pour tout générateur
unipotent a de I, il existe une constante C, > 1 telle que, pour tout x € B,,
tout y € Ups1a” (B,) et tout n > 1 on ait

L <o Ca,
n

"y) < (6.3)

Démonstration de la proposition 6.5.— Rappelons que, d’apres (6.1),
pour tout n € N, nous avons

> 6(x,y) ‘
A" a="] x [la™ |2

0(a"-x,a"-y)

Remarquons que, pour tout k € N* et tout y € Ug>1a” (B,) nous avons
y € b,. Ainsi, pour tout x € B,, tout y € Ug>1a* (B,), nous avons

0(x,y) 20 (Bg,by) >0

Par ailleurs, les automorphismes a et /\2a étant unipotents, il existe ¢ > 1
tel que, pour tout n € N, nous ayons

2 (d+1)d
la*ll <ent, A @ < on
D’ou 'inégalité de gauche dans (6.3) avec p = 2d+ w et CL = %.
Pour obtenir I'inégalité de droite, notons v, 'indice de a et remarquons que,
pour tout n € N, nous avons

0(a" -x,a"-y) <d(a"-x,%x,)+6(a" -y, %x,) .
Or, par définition de §, pour tout n € N, nous avons

oy o @) Al
O(a" %) = FEw @]
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avec |la™ (z) A 24| < n*a72 et [|a™ (x) || < n¥~! uniformément en x € B,.
Il existe donc ¢, > 0 tel que 0 (a™ - x,%,) < 5, et ce, quel que soit x € B,.
Par ailleurs, il existe k > 1 et x’ € B, tels que y = a* - X si bien que

¢
§(a™-y,x,) =0 (a"F . x' x,) < —;
(a" -y, xq) =6 ( a) < ey
il vient c
§(a" -y, x,) < =
n
uniformément par rapport a 'y € Ug>1B,. D’ou le résultat. O

6.2. Régularité des fonctions poids
Nous commencons par le
LEMME 6.6. — Pour tout v € T, la fonction p (v,-) est continue sur E.

Pour démontrer ce lemme nous avons besoin d’introduire quelques no-
tations.

Notations 6.7. — Pour tout g € G de décomposition de Cartan kg a (g) lg,
on pose
xéw = l;l (e1) et yé” =ky (e1).

Notons que [|g(z}")[| = |lgll et y)' = g - x}". Pour établir le lemme 6.6,
nous aurons besoin du

Fait 6.8. — Pour tous g,h € G, on a

llg Al gl az(h)
< <1+
120 19 (w3l lg (wa") Il ax (h)

Démonstration du fait 6.8.— Décomposons h sous la forme h = kp, a (h) .
On a

lghll = lgkna®)ll, [kl = kna ()|l et ya" =Yk, agny = kn (e1)

si bien que l'on peut supposer que I, = I. Quitte alors a remplacer g par
g kn, on peut supposer que h est diagonale, égale & a = diag (ay, ..., aq) avec
a1 = ... = ag, et il nous faut montrer que

lgll a2

lg all
<1+ =2
llg (e1) [| a1

lall llg(en)ll =

- 181 —

1<



Xavier Thirion

Pour ce faire, on choisit  un vecteur unitaire de R% et on note 2’ le vecteur
orthogonal & z tel que x = (z,e1)e; + 2’ ; on a

lga(z)]l

g(el) ga(xl) ||

T = s en) +
llallflg (ex) || llg (e) | llall lg (ex)
On en déduit que
_lsete)l _ o dsa@l sl
arllg(e) | = ez llallllg (er) | llg (e1) || a1
llzll=1
D’ou le résultat. g

Nous utiliserons la

DEFINITION 6.9. — Soient f et g deuz éléments de T' et (a;,n:), ., et
(ap+i,np+i)1<i<q leurs A*-décompositions respectives. On dit que le couple

(f.9) est A*-admissible si (ai,ni) i)y, €5t A"-admissible.

De la proposition 4.3, il résulte le

COROLLAIRE 6.10. — Il existe ¢ > 0 tel que, pour tout couple A*-admissi-
ble (f,g) de T, on ait
£ gll = cllfI lgll-

Démonstration du corollaire 6.10.— Grace a la proposition 4.3, nous
fixons k > 0 telle que, pour tout v € T' et tout z € R%\ {0} vérifiant
x € By, nous ayons ||y (z) || = &[] ||

Soient f et g deux éléments de I' que nous supposons A*-admissible et
soit z € R?\ {0} tel que x € Br. Par définition des parties en position
e-Ping-Pong, nous avons g - x € By. Nous en déduisons que

1/ (g @)l [lg (@) ]
lg @)l (]l

1fgll = > 2 fl gl

Ce qui est suffisant. |

Démonstration du lemme 6.6.— On fixe v € I', x € A(T') et (vn),en
une suite d’éléments de I' tels que (7, - Xo),,cn converge vers x ; on veut
montrer que

lim p (v, -%0) =p(7,%).

n—-+00

A Tlaide de la proposition 6.2, on fixe Ry > 0 tel que, pour tout élément
proximal 7/ de T' de norme > Ry, on ait

M
X,y/ < ny/.
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Quitte & remplacer v, par v, a, avec a € A et (v, a) A*-admissible, on peut
supposer que les transformations ,, sont proximales. Pour ||v,|| = R, on a
xfx €B,, et y,% =Y 'xf‘yi € v - B,,., et donc

y% — X.
Il y a alors deux cas a distinguer :

Premier cas. Supposons que x € E.. Dans ce cas, X est en fait intérieur
a B.,. Pour n assez grand, (7, ) est A*-admissible et les points y% ap-
partiennent aussi a 'intérieur de B,,. D’apres le fait 6.8, le réel

) o Dl L 1+en)
P - x0) = {Hv(y%)l’ IIW(y%)”]
avec
[l az (n)
€(n) € {07 Iy (2] * (%)]

D’apres la proposition 4.3, on a

bl
I @y = oW

puisque y% € B,,. La proposition 2.5 entraine alors lim,, .1 ¢(n) = 0.
Comme de plus y% — x, il vient

li ( )= 1l 1
m _p(y,7n - Xo) = lm -

ou x est un réprésentant unitaire de x.

Deuziéme cas. Supposons que X ¢ Z.,. Dans ce cas, pour n assez grand,
les couples (7,7n) ne sont pas A*-admissibles et on a

p(777n 'XO) :p(77x) =0.

Ceci prouve que la fonction p(y,-) est bien continue sur A(T'). D’ou le
résultat. g

Nous décrivons a présent la régularité de la famille de fonctions poids
(p(v,.)/v € T). Pour ce faire, pour § €]0, 1], nous considérons l'espace Hg
des fonctions [-holdériennes sur = a valeurs dans C ; pour ¢ € Hg, on pose

ms (8) = supsup{ LEL=OW o v = sz,
acA 0 (x,y)
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puis ||¢]|g := |¢|eo +ms (¢). On rappelle que (Hg, ||.||3) est un R-espace de
Banach dont la boule unité est relativement compacte dans (C (2), |.|co)-

La régularité de la famille de fonctions poids est donnée par la

PROPOSITION 6.11. — Il emiste [r €]0,1[ tel que [ensemble
{0 = Nl (v, ) | gr /v € T} soit borné.

Pour démontrer cette proposition nous aurons besoin du fait suivant :

Fait 6.12. — ] existe une constante C' > 0 telle que, pour tout v € T" et
tous x ety de B, on ait :

@I _y, (@] .
'hl( ] > 1 ( Iyl )'“5( ¥, (6.4)

ou x ety sont des représentants de x et'y.

Démonstration du fait 6.12.— Nous posons

supt 1! N

et

= sup (Il = ol = 1. x £ )

Remarquons que, d’apres la proposition 4.3, nous avons x < co.

Fixons & présent un élément v de T' et z,y € R4\ {0} tels que ||z| =
lul = 1, x,y € By avec x # y ; on peut supposer [1(@)]] > [(w)l], et l'on

obtient
Iy @) I =llv W) |l
i (” Kol )’
’ Iy () || - ||’Y )|l
| (v
< kKO (x, y) .

[ (lly (@) 1) = ([ly (W) 1D |

/A

||’Y||
< Iz = yli
’ Iy @)

D’ou le résultat. O

Démonstration de la proposition 6.11.— Comme dans la démonstration
précédente, on pose

vl s
Sup{” ( )H/76F7”‘TH_1 GB’Y}
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et on fixe Ry > tel que l'on ait x% € B, pour tout v € I' de norme

[I7]l = Ro. D’apres la proposition 4.3, nous avons k < 0.

Etape 1. L’ensemble {||’y|| X lp(, ) lleo/7 € I‘} est borné. Fixons v un

élément de I' et x € =.

Quand x ¢ =, on a
17l p (7.x) = 0. (6.5)

I~

Supposons que x € =, NA(I'). On a p(y,x) := [|[v(z)||”", ol = est un

représentant unitaire de x. Puisque x € 2, C B, on a

7] P (7,%x) < K. (6.6)

Enfin, lorsque x € =, et x = g - Xg, on a

lg(zo)|
Ivg(o)ll

lgll
Yl p(v, %) = [l < sl
lvgll =

Puisque g - x¢ € b, C B, il vient ||vg (zo) || = £~ ||| [lg (zo) || et donc
Il p (v, %) < 2. (6.7)

Ainsi, I'étape 1 résulte des inégalités (6.5), (6.6) et (6.7).

E’tape 2. Montrons lexistence d’un nombre Br > 0 tel que l’ensemble

{Inllmes: (0 (3,9) e T}

soit borné. Fixons v € T' et appliquons I'inégalité des accroissement finis a
la fonction = +— e® ; pour tous x,y € =, nous avons :

(%) =p(ry)| < max(p(:%).p (1Y) (P (.%) — I (b (,3))|
si bien que, par (6.6) et (6.7), il vient

IV [p (v, %) —p (1. y)] < ﬁQ‘ln(p(%X))—ln(p(%.Y))‘-

Ainsi, il nous suffit de majorer la quantité

{Iln (p(v,x)) —In(p(y,y))

| _
sup /X7y€:v7x7éY}
5 (x,y)"

par une constante indépendante de ~.
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Pour ce faire, fixons g et h deux éléments de T tels que (v,9) et (v, h)
soient A*-admissibles ; sans perdre en généralité, quitte a supposer que la
norme des transformations g et h est suffisamment grande, on peut imposer
que les points xé” et x}]:/[ appartiennent respectivement a B, et Bj. Ceci
implique en particulier que les points yg/[ et yiy appartiennent a 2, C B,.
Ainsi, en appliquant le fait 6.8, nous obtenons :

[0 (p (7,9 %0)) = In (p (7, h - x0)) | = |In <w> o <|th||>

< |In(|ly (yé”) 1) —In (|ly (y}ly) e IVl az2(9) i VIl a2 (R)

Iy () lax (9) Iy (wp") | a1 (h)
az(g) _*_Kaz(h)
ai(g) ai(h)

D’apres le fait 6.12, il existe une constante C' > 0 (indépendante de ) telle
que

o (v (wa) 1) = (Ily () D 1< Co(y)yn') <Co(g-x)  h-xp').

Pour obtenir le résultat escompté, il nous suffit de majorer, a une con-
stante multiplicative pres, les quantités ¢ (g . xéw, h- x}ly), as (g9) /a1 (g) et

< ([l waH)ID) = (v (w "IN + =

as (h) /a1 (h) par 6 (g - %o, h - o). Pour cela, nous allons comparer les A*-
décompositions des transformations g et h.

Dans un premier temps, supposons que ¢ = aa’ et h = aa”, que (a,d’
9 b b

et (a,a”) sont A*-admissibles et que les éléments a’ et a” different par

leurs premicres lettres. Posons x’ := a’ - xéw, x" =" xM x( = d - xo,

x4 = a’ - X et remarquons que § (x',x") et § (x(,x() sont > nr. On a

5(g-%0,h-%0) = d(a-xp,a-x7)
> A7 (a)d(xp,x5) = A7 (a) nr.

Par ailleurs

§(g-xyh-xyt) = 0(a-x,a-x")

< AT (a)d(x,x") < AT (a)

et, le corollaire 6.4 nous donne alors
5(g~x94,h-th)<%5(9~x0,h~x0)ﬁ. (6.8)
De méme, d’apres le corollaire 6.10, on a
gl = cllall x [la’l],
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si bien que, en utilisant de nouveau le corollaire 6.4, on obtient

az(9) _ [Nl _ Nl IA] _ Cr

— < < (a),
ai(g)  llgll* ~ el fo’f2 T e
d’ou
az (g) Cr B
< 0(g-x0,h-x0)" . 6.9
ay (g) 02 (’I]F)B ( 0 0) ( )
De méme

a9 (h) CF
ax (h) s c? (np)ﬁ

Les majorations (6.8), (6.9) et (6.10) donnent bien le résultat annoncé.

(5(g-x0,h-x0)5. (6.10)

Dans un second temps, supposons que g = aa™a’ et h = aa"t™a”,
avec a € A, n,m > 1 et (a, a",a’), (a,a™™™ a”) qui sont A*-admissibles.
Nous détaillons d’abord la démonstration lorsque a est une transformation
unipotente. Une légere adaptation permettra de considérer le cas ou a est
proximale.

! 1"
Posons de nouveau x’ := o’ - x), x” ;= a” - x}! et x5 := 0’ - xq, X =
a” - xg. D’apres le corollaire 6.4 et la proposition 6.5, il existe p € N* tel

que, pour tous y',y” € B, on a

A~ (a)

C,np

C
<6 (aa™ -y’ aa™™ - y") < AT (a) =2
n

Si on prend y' = xé) et y” = xg, il vient

6(g-xo0,h-x0) >

et d’autre part, en prenant y’ = x’ et y” =x_ on obtient
5(g- %M h-xM) < A* (a) L2

(9-x)" h-x") < (a)n.

Ainsi
§(g-xé‘/[7h-th) <C’;+Bnﬁp_15(g-xo,h-xo)’6, (6.11)

puisque AT (a) < A~ (a)ﬁ. Par ailleurs,

2
az (9) _ I\ aa”|
< :
ai(g) ~ aan|?
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Par le corollaire 6.4, pour y # y il vient

o2(s) _ Or (30 y a0 y7)s
a1 (g) 2 5(y'.y")

d’oit )

as(9) _ Cr Co*P

B =85 (g x0,h-x0)" 6.12
< n X0, h - Xg)" . i
ay (g) 26 (XI, X//)ﬁ (g 0 0) ( )

La méme majoration est valable pour as(h)/a;(h). Les majorations (6.11)
et (6.12) donnent bien le résultat annoncé, si ’on choisit 5 := OBr pour que
Bp—1<0.

Dans le cas ol a est une transformation proximale, on modifie la démon-
stration ci-dessus en utilisant la proposition 6.3. En effet, cette derniere
assure qu'il existe deux réels € > 0 et ¢ > 0 tels que (e/)ﬁ“ < € et, pour tous
points y',y” de B, on a

A~ (a)
Cq

(6/)n5(y/7am . y//) < 5 ((aan) _y/7 (aan-i-m) _y//) < A+ (a) Ca 6n
Le reste de la preuve est inchangée. Ce qui est suffisant. g

6.3. Démonstration du théoréme 1.5

Le schéma de la preuve est celui du théoréme 1.4. Nous fixons 5 €]0, 1]
comme dans la proposition 6.11 et nous posons D = {z € C/Re(z) > 7}.

E'tape 1. Pour tout nombre complexe z € D, nous considérons 'opérateur
L., dit de Ruelle, défini pour ¢ € C (Z) par

VXEE  Lp(x)i= D p(1x) b(y-x).

»yel"(l)

En utilisant les résultats du paragraphe précédent, nous pouvons montrer
la

PROPOSITION 6.13. — Pour tout z € D, l'opérateur L, agit continiment
sur Hpg.

De plus, Uapplication
L,:D — End(Hp) z— L,
est analytique sur D.
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Le spectre des opérateurs de Ruelle en restriction a Hg est décrit dans
la

PROPOSITION 6.14. — (1) Soit s un réel de D. On a

o si Card (A) > 6 alors p(s) est la seule valeur propre de L5 de module
maximal et elle est simple.

o si Card (A) = 4 alors p(s) et —p(s) sont les seules valeurs propres
de L4 de module maximal et elles sont simples.

(2) Si z est un nombre complexe de D on a
p(z) < p(Re(z)), (6.13)
et p(Re(z)) est une valeur spectrale de L, si et seulement si z € R.

E’tape 2. On considere la fonction 1 définie formellement par

n(z) = I~

yel’

Cette fonction est définie dés que Re(z) > 7, par définition de 1’exposant
critique 7. A T'aide des propositions 6.13 et 6.14, on établit 'existence de
C > 0 tel que la fonction

C

T—Z

D—C zn(z) —

se prolonge par continuité sur le demi-espace fermé {z € C/Re(z) > 7}. La

mesure
2D BEINE
yel’

dont la fonction de répartition n’est autre que la fonction comptage RT™ — R,
R — Card{y € T'/||v|| < R} de T, vérifie donc les hypotheses du théoreme
taubérien d’Tkehara-Wiener. Par conséquent, nous avons

Card{y € T/|5| < R} ~ CR"

lorsque R — +4o00. Ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.5. O
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