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Compétition Réaction-Diffusion et comportement
asymptotique d’un problème d’obstacle doublement

non linéaire

Fahd Karami
(1)

RÉSUMÉ. — Le but de cet article est l’étude de la compétition Réaction-

Diffusion pour un problème de type β(w)t−dε div a(x, Dw)+rεg
(
x, β(w)

)
= f, où a est un opérateur de Lerray-Lions, β est une fonction con-
tinue croissante et la réaction g est une fonction croissante qui dépend de
l’espace x. On suppose que les coefficients de diffusion dε et de Réaction rε

dépendent du paramètre ε avec dε et/ou rε tends vers +∞ lorsque ε → 0.
Dans le cas où, le coefficient de réaction est très rapide, nous étudions le
comportement asymptotique lorsque t → ∞ de la solution du problème
d’obstacle afin de caractériser la donnée initiale du problème limite.

ABSTRACT. — In this paper, we study the competition between the
diffusion and the reaction for the problem of type β(w)t−dε div a(x, Dw)+

rεg
(
x, β(w)

)
= f, where a is a Lerray-Lions operator, β is a nondecreasing

continuous function and the reaction g is a nondecreasing function that
depend on the space x. Assume that, the coefficient of diffusion dε and
the reaction rε depend on the parameter ε with dε and/or rε tends to
+∞ as ε → 0. In the case when, the reaction coefficient is very fast, we
study the asymptotic behavior as t → ∞ of the solution of the obstacle
problem to characterize the initial data for the limit problem.

1. Introduction

Cet article est consacré à l’étude du comportement de la solution d’un
problème de Réaction-Diffusion lorsque la réaction et/ou la diffusion devi-
ennent très grands. On considère l’EDP suivante :

(∗) Reçu le 31/12/2008, accepté le 26/06/2009
(1) École Supérieure de Technologie d’Essaouira, Université Cadi Ayyad, B.P 383 Es-

saouira El Jadida, Essaouira, Maroc
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P d,r(u0, f)




ut − d div a(x, Dw) + r g(x, u) = f, sur Q := (0, T ) × Ω
u = β(w)

a(x,Dw).�n = 0 sur Σ := (0, T ) × Γ

u(0) = u0 sur Ω,

où Ω ⊆ R
N est un domaine borné de frontière lipschitzienne Γ, �n est le

vecteur normale unitaire extérieur à Ω, u0 ∈ L∞(Ω), f ∈ L∞(Q) et β : R →
R est une fonction continue croissante avec β(0) = 0 et

(Hβ) Im(β) = R,

(Hg)
pour p.p. x ∈ Ω, s → g(x, s) est une fonction continue,
croissante et pour tout s ∈ R, g(., s) ∈ L1(Ω) avec g(., 0) ≡ 0.

a : Ω × R
N → R

N est un champ Caratheodory (i.e. mesurable en x ∈ Ω
pour tout ξ ∈ R

N et continue en ξ ∈ R
N pour p.p. x ∈ Ω) avec a(., 0) = 0

vérifiant les hypothèses du type Leray-Lions (cf. [3], [16]) suivantes :

(H1) il existe α > 0 tel que pour tout ξ ∈ R
N a(x, ξ).ξ � α|ξ|p

pour p.p. x ∈ Ω

(H2) pour tout ξ, η ∈ R
N tel que ξ �= η

(
a(x, ξ) − a(x, η)

)
.(ξ − η) > 0

p.p. x ∈ Ω

(H3) ils existent σ > 0 et k ∈ Lp′
(Ω) tels que |a(x, ξ)| � σ(k(x) + |ξ|p−1)

p.p. x ∈ Ω et pour tout ξ ∈ R
N , où p′ =

p

p− 1
.

L’existence et l’unicité de la solution faible du problème P d, r(u0, f) a
fait l’objet de nombreuses recherches nous renvoyons à [19] et aux références
qui s’y trouvent. On s’intéresse au comportement asymptotique de la solu-
tion lorsque les coefficients d et/ou r deviennent très grands (cf. [6], [7],
[10], [11], [12], [13], [14], [15], [22]). Le cas où la fonction g est indépendante
de l’espace et le champ a(x, ξ) = ξ a été étudié dans [18]. Dans ce tra-
vail, nous généraliserons ces résultats dans le cas ou l’opérateur de diffu-
sion et de réaction dépendent de l’espace. Ce genre de dépendance apparait
dans la modélisation des (matériaux composites, dynamique de populations,
réactions chimiques) lorsque dans des sous régions soit une espèce se diffuse
plus rapidement que l’autre, ou bien les deux espèces sont en grande inter-
action (cf. [2], [20], [23]).
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Lorsque la réaction est très rapide, plus précisément lorsque d est fixé et
r → ∞, la solution du problème P d,r(u0, f) converge formellement vers la
solution du problème

P d, ∞(., f)




ut − d div a(x, Dw) + ∂I[m(x),M(x)](u) 
 f, sur Q
u = β(w)

a(x, Dw).�n = 0 sur Σ

(1.1)

où m et M sont données par g(x, .)−1{0} = [m(x), M(x)] p.p. x ∈ Ω. Le
problème P d, ∞ s’écrit encore sous la forme suivante :



m � u �M, u = β(w)

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
(u−m)(u−M) = 0

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
� 0 sur [u = m]

(
ut − d div a(x, Dw) − f

)
� 0 sur [u =M ]




sur Q

a(x, Dw).�n = 0 dans Σ

est appelé problème d’ obstacle. Il vient de [19] que si m(x) � u0(x) �
M(x) p.p. x ∈ Ω. Alors, le problème P d, ∞ admet une unique solution
u ∈ C

(
[0, T ), L1(Ω)

)
et il existe w ∈ Lp

(
0, T ; W 1,p(Ω)

)
, u = β(w) p.p. Q

telle que ∀ l > 0

d

dt

∫
Ω

∫ w

0

Tl(r − ξ)dβ(r) + d
∫

Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) �
∫

Ω

fTl(w − ξ)
dansD′(0, T )

(1.2)

pour tout ξ ∈ C1(Ω) ∩ K, où Tl est la fonction de troncation au niveau l
donnée par Tl(s) := max

{
− l, min{l, s}

}
, s ∈ R et K est défini par :

K =
{
w ∈ L∞(Ω) telle que m(x) � β(w) �M(x) p.p. x ∈ Ω

}
.

Si r > 0 et d → ∞, alors le problème limite est l’équation différentielle
ordinaire suivante :

ct + r
∫
−
Ω

g(x, c) dx =
∫
−
Ω

f sur (0, T ) (1.3)

Finalement, on suppose que d → ∞ et r → ∞, ce qui correspond à la
compétition entre la réaction et la diffusion. Alors, le problème limite est
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l’équation différentielle ordinaire suivante :

ct + ∂I[m0,M0](c) 

∫
−
Ω

f sur (0, T ) (1.4)

où

m0 = min
( ⋂

x∈Ω

[m(x), M(x)]
)

et M0 = max
( ⋂

x∈Ω

[m(x), M(x)]
)
.

Il est clair, que la donnée initiale u0 est incompatible avec les problèmes
limites (1.1), (1.3) et (1.4). Ainsi, un phénomène de couche limite apparâıt
au voisinage de t = 0 (Cf. [5], [4], [9]) . Pour l’identification des données
initiales correspondantes aux problèmes limites nous utiliserons les résultats
obtenus dans [18], et en ce qui concerne le problème (1.4) nous aurons be-

soin de distinguer entre le cas où
d

r
→ ∞ et

d

r
→ 0.

2. Résultats principaux

Théorème 2.1. — Soient f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) et ud,r la solution
du problème P d ,r(u0, f).

1. Grande diffusion : Pour tout r > 0, lorsque d → ∞, on a ud,r → c

dans C
(
(0, T ), L1(Ω)

)
, avec c ∈ C1

(
[0, T )

)
est l’unique solution de

l’EDO, 


ct + r
∫
−
Ω

g(x, c) =
∫
−
Ω

f sur (0, T )

c(0) =
∫
−
Ω

u0.

(2.5)

2. Réaction rapide : Pour d > 0 et lorsque r → ∞, on a ud,r → u dans

C
(
(0, T ), L1(Ω)

)
, avec u est l’unique solution entropique du problème

d’obstacle (1.1) et u(0) = m∨(u0∧M) p.p. dans Ω.

3. Compétition Réaction-Diffusion : Si d→ ∞ et r → ∞, alors

ud,r → c dans C
(
(0, T ), L1(Ω)

)

où c ∈ C1([0, T )) est la solution de l’EDO

ct + ∂I[m0,M0](c) 

∫
−
Ω

f dans (0, T ),
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avec

(a) Si
d

r
→ 0, alors c(0) = m0∨

(
M0∧

∫
−
Ω

u0
)
.

(b) Si
d

r
→ ∞, alors c(0) = lim

t→∞
z(t) avec z est la solution du

problème d’obstacle P d, ∞(z0, 0) où z0 = m∨(u0∧M), p.p. Ω.

Théorème 2.2. — Soient u0 ∈ L∞(Ω), u0(x) := m(x)∨
(
u0(x)∧M(x)

)
p.p. dans Ω et u(t) est la solution du problème P d, ∞(u0, 0). Alors, il existe
une unique constante v ∈ [m0, M0] telle que

u(t) → v dans L1(Ω), lorsque t→ ∞.

3. Preuve des Théorèmes

Il vient de [19] que la solution faible du problème P d, r(u0, f) n’est autre
que la bonne solution du problème de Cauchy suivant

CP d, r(u0, f)



ut + Ad,ru = f sur [0, T )

u(0) = u0.

avec, Ad,r est un opérateur m-T-accrétif et Ad,r défini dans L1(Ω) par

f = Ad,rv ⇔



v, f ∈ Lp′

(Ω), g(., v) ∈ Lp′
(Ω), ∃w ∈W 1,p(Ω), v = β(w) p.p. Ω et

d

∫
Ω

a(., Dw)Dξ + r
∫

Ω

g(x, v)ξ =
∫

Ω

fξ, pour tout ξ ∈W 1,p(Ω).

De plus, D(Ad,r) = L1(Ω) voir le Lemme 3.1(cf. [19]).

Examinons maintenant le comportement lorsque d et/ou r tends vers ∞
de la solution du problème stationnaire associé a P d,r(u0, f) défini par

Sd,r(f)



v − d div a(x, Dw) + r g(x, v) = f, v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).�n = 0 sur Γ.
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Proposition 3.1. — Soit f ∈ L∞(Ω) et vd,r la solution du problème
Sd ,r(f).

1. Si d = dε et lim
ε→0
dε = ∞, alors

vd,r −→
(
IR + r

∫
−
Ω

g(x, .) dx
)−1(

∫
−
Ω

f) dans L1(Ω).

2. Si r = rε et lim
ε→0
rε = ∞, alors vd, r → v dans L1(Ω) et v est l’unique

solution du problème elliptique


v − d div a(x, Dw) + ∂I[m(x),M(x)](v) 
 f, v = β(w) sur Ω

a(x, Dw).�n = 0, sur Γ

3. Si d = dε et r = rε, avec lim
ε → 0

dε = lim
ε → 0

rε = ∞, alors

vd,r −→ (IR + ∂I[m0,M0])
−1(

∫
−
Ω

f) dans L1(Ω).

Remarque 3.2. — (IIR + ∂I[m0,M0])
−1(

∫
−
Ω

f) = m0∨
(∫
−
Ω

f∧M0

)
.

Preuve de la Proposition 3.1. — Puisque d et/ou r dépendent de ε, alors
on note par vε (respectivement wε) la suite vd,r (respectivement wd,r).
D’après la Proposition 2.1 (cf. [19]) on a vε et wε sont bornées dans L∞(Ω)
de plus wε est bornée dans W 1,p(Ω). Alors, wε est faiblement relativement
compact dans W 1,p(Ω) et puisque β est continue alors vε est relativement
compact dans L1(Ω). Donc, il existe une sous suite notée encore par ε, telle
que vε → v dans L1(Ω), wε → w fortement dans L1(Ω) et faiblement dans
W 1,p(Ω) et v = β(w) p.p. Ω. Nous allons traiter séparément les différents
cas du théorème pour pouvoir caractériser u et w.

1. D’après la Proposition 2.1 (cf. [19]), on a

dε

∫
Ω

|Dwε|p �
C1

(
Ω, p,N, ||f ||∞

)
α

,

alors, lorsque ε −→ 0, on obtient
∫

Ω

|Dw|p � lim inf
ε→0

∫
Ω

|Dwε|p = 0,
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d’où les fonctions v et w sont constantes. Prenons ξ ≡ 1 comme fonc-

tion test et passons à la limite il vient que v vérifie v+r
∫
−
Ω

g(x, v)dx =∫
−
Ω

f . ce qui termine la preuve de la première partie du théorème.

2. Conséquence immédiate du Corollaire 2.5 (cf. [19]).

3. Puisque

dε

∫
Ω

|Dwε|p �
C1

(
Ω, p,N, ||f ||∞

)
α

,

alors v et w sont constantes. De plus, g(., 0) = β(0) = 0 alors la
Proposition 2.1 (cf. [19]) nous donne

| vε |L1(Ω) + rε| g(., vε) |L1(Ω) � | f |L1(Ω)

donc lorsque ε −→ 0 on a g(., vε) −→ 0 dans L1(Ω), par suite,
g(., v) = 0 et v ∈ [m(x), M(x)] p.p. Ω, or v est constant donc v ∈⋂
x∈Ω

[m(x),M(x)]. Soit ξ ∈W 1,p(Ω), prenons (wε−ξ) comme fonction

test dans la définition de la solution du problème Sd,r(f) alors on a∫
Ω

vε(wε−ξ)+dε
∫

Ω

a(x, Dwε)D(wε − ξ)+rε
∫

Ω

g(., vε)(wε−ξ) =
∫

Ω

f(wε−ξ).

D’autre part, on prend ξ constante telle que ξ ∈ K, alors β(ξ) ∈
[m0, M0], d’où g

(
x, β(ξ)

)
= a(x, 0) = 0 p.p. x ∈ Ω et il vient de la

monotonie de a, β, g que∫
Ω

g(., vε)
(
wε − ξ

)
� 0 et

∫
Ω

a(., Dwε)D
(
wε − ξ

)
� 0,

on obtient que ∫
Ω

vε(wε − ξ) �
∫

Ω

f(wε − ξ),

on passe à la limite lorsque ε→ 0, on trouve que

(w − ξ)(v −
∫
−
Ω

f) � 0.

• Si ξ ∈ β−1(m0) alors on a

(v −m0)(v −
∫
−
Ω

f) � 0.

Puisque v ∈ [m0, M0], alors soit v = m0 ou bien v > m0 et dans

ce cas v −
∫
−
Ω

f � 0.
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• Si ξ ∈ β−1(M0) alors on a

(v −M0)(v −
∫
−
Ω

f) � 0.

Soit v =M0 ou bien v < M0 et dans ce cas v −
∫
−
Ω

f � 0.

Finalement, on obtient que

v + ∂I[m0,M0](v) 

∫
−
Ω

f.

Ce qui termine la preuve du Théorème. �

Conséquence immédiate de ce théorème est le Corollaire suivant :

Corollaire 3.3. —

1. Pour tout r > 0, lorsque d→ ∞, alors l’opérateur Ad ,r converge vers
l’opérateur T-accrétif A∞,r défini, dans L1(Ω), par

f ∈ A∞,rv ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R et r
∫

Ω

g(x, c)d x =
∫

Ω

f.

2. Pour tout d > 0, lorsque r → ∞, alors on a Ad ,r converge dans
L1(Ω)vers l’opérateur T-accrétif Ad,∞ défini, par

f ∈ Ad,∞v ⇔




v, f ∈ Lp′
(Ω),∃ w ∈W 1,p(Ω), v = β(w) p.p.Ω et

d

∫
Ω

a(., Dw)DTl(w − ξ) �
∫

Ω

fTl(w − ξ) ∀l > 0,

pour tout ξ ∈W 1,p(Ω) ∩K.

3. Lorsque d → ∞ et r → ∞, alors Ad ,r converge vers l’opérateur T-
accrétif A∞, défini par

f ∈ A∞v ⇔ f ∈ L1(Ω), v ≡ c, c ∈ R et
∫
−
Ω

f ∈ ∂I[m0,M0](c).

Il est bien claire que l’opérateur Ad,r peut s’écrire sous la forme

Ad,r = dA+ rB (3.6)
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avec A = A1,0 et B : L1(Ω) → L1(Ω) est défini par B u(x) = g(x, u(x))
p.p. Ω où

D(B) =
{

u ∈ L1(Ω); g(., u) ∈ L1(Ω)
}

.

De plus, on a D(A) ⊆ D(B).

Lemme 3.4. — Lorsque ε → 0, on a ε A + B → B, au sens de la
résolvante.

Preuve. — Pour f ∈ L∞(Ω), on considère uε la solution du problème



uε − ε div a(x, Dwε) + g(x, uε) = f, uε = β(wε) sur Ω

a(x, Dwε).�n = 0 sur Γ .
(3.7)

Nous utilisons les mêmes arguments dans [19] et nous montrons que
∫

Ω

|Dwε|p � C(||f ||∞, β)
εα

=:
C4

ε
et

(∫
Ω

|εa(., Dw)|p′) 1
p′ �σ

(
ε||k||Lp′ (Ω)+ε

1
p C

1
p′
4

)
.

Alors, lorsque ε → 0 on a εa(., Dwε) converge faiblement vers 0 dans
[Lp′

(Ω)]N . Passons à la limite dans la formulation faible du problème (3.7),
on trouve

lim
ε → 0

∫
Ω

(
uε + g(., uε)

)
ξ =

∫
Ω

f ξ pour tout ξ ∈ W 1,p(Ω).

Nous réutiliserons la Proposition 2.1 (cf. [19]), alors

||uε + g(., uε)||Lp′ (Ω) � ||f ||Lp′ (Ω),

d’où uε +g(., uε) converge fortement vers f dans Lp′
(Ω) et par suite L1(Ω).

D’autre part, soit u ∈ L1(Ω) tel que u + g(., u) = f , on a

uε − u = uε + g(., uε) − f −
(
g(., uε) − g(., u)

)
,

donc
||uε − u||L1(Ω) � ||uε + g(., uε) − f ||L1(Ω).

Nous passons à la limite lorsque ε → 0, nous obtenons uε converge vers
u := (I + B)−1 f dans L1(Ω). Ce qui termine la preuve. �

Lemme 3.5. — Lorsque ε → 0, on a A + ε B → A, au sens de la
résolvante.
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Preuve. — La fonction r → g(., r) est continue croissante, alors l’opéra-
teur B est strictement accrétif et d’après la remarque 2.4 (cf. [18]), il vient
que A + ε B → A, au sens de la résolvante. �

Proposition 3.6. —

1. D(Ad ,∞) =
{
z ∈ L1(Ω) ; m(x) � z(x) �M(x) p.p. Ω

}
.

2. D(A∞ ,r) = R.

3. D(A∞) = [m0,M0].

Preuve. —

1. conséquence du corollaire 2.5 (cf. [19]).

2. Il vient de (Hg), pour tout c ∈ R, r
∫

Ω

g(x, c)d x est bien défini et il

existe f ∈ L1(Ω), telle que
∫

Ω

f = r
∫

Ω

g(x, c)d x, alors f ∈ A∞,r(c)

et A∞,r(c) �= ∅.

3. Il est claire que D(A∞) ⊆ [m0,M0]. Maintenant, pour c ∈ [m0,M0],
∂I[m0,M0](c) est non vide et pour tout e ∈ ∂I[m0,M0](c), il existe f ∈

L1(Ω), telle que
∫
−
Ω

f = e, alors f ∈ A∞(c) et on déduit que A∞(c) �=
∅, et c ∈ D(A∞). �

Afin d’établir le résultat du théorème 2.1 lorsque la réaction devient
est trés rapide, nous aurions besoin étudier le comportement asymptotique
lorsque t → ∞ de la solution du problème d’ obstacle P d,∞. Nous rap-
pelons que, [m0, M0] est inclu dans l’ensemble des solutions stationnaires
du problème P d,∞, c’est-à-dire que pour tout z tel que m0 � z � M0 et
∀ t � 0 on a e−t Ad, ∞

z = z. En effet, puisque m0 � z �M0 alors on vérifie
facilement que (I + λAd, ∞)−1z = z, pour tout λ > 0, alors

e−t Ad, ∞
z = L1 − lim

n→∞

(
I +

t

n
Ad,∞

)−n

z = z.

Pour montrer le Théorème 2.2, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.7. —

1. Pour tout sous ensemble borné B de L∞(Ω) on a(
I + λAd,∞)−1(B) est relativement compact dans L1(Ω).
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2. Pour tout z0 ∈ L∞(Ω) tel que m(x) � z0(x) � M(x) p.p. x ∈ Ω,
l’orbite γ(z0) =

{
e−t Ad, ∞

z0 : t � 0
}

est relativement compact dans

L1(Ω).

Preuve. —

1. Prenons (fn) ⊂ B et soit vn =
(
I + λAd,∞)−1

fn. La fonction vn est
obtenue en passant à la limite dans Sd,r(fn) lorsque r → ∞ donc
||vn||L∞(Ω) � ||fn||L∞(Ω). Puisque fn est bornée dans L∞(Ω) alors
vn l’est aussi et en utilisant le fait que Im(β) = R nous déduisons
que wn est bornée dans L∞(Ω). D’autre part prenons ξ = 0 comme
fonction test dans la définition de la solution du problème Sd, ∞(fn)
et d’après la monotonie de a, g, β, la proprièté (H1) et (H2) nous
obtenons

α

∫
Ω

|Dwn|pd x �
∫

Ω

wnfn � ||wn||L∞(Ω)||fn||L1(Ω)

d’où wn est bornée dans W 1,p(Ω) par suite wn converge vers w dans
Lp(Ω) alors vn = β(wn) converge vers v = β(w) dans L1(Ω). Par
conséquent, pour tout λ > 0 fixé on a

(
I + λAd,∞)−1(B) est rela-

tivement compact dans L1(Ω).

2. Il vient que

||e−t Ad, ∞
z0||L∞(Ω) � lim

r→∞
||e−t Ad, r

z0||L∞(Ω) � || z0||L∞(Ω)

pour tout t � 0.

D’après 1) on a
(
I+λAd,∞)−1(

γ(z0)
)

est relativement compact dans
L1(Ω). D’autre part, on a

||e−t Ad, ∞
z0 −

(
I + λAd,∞

)−1(
e−t Ad, ∞

z0
)
||L1(Ω)

� λ inf
{
||v||L1(Ω) : v ∈ Ad,∞ z0

}
.

On déduit que γ( z0) est relativement compact dans L1(Ω). Ce qui
nous donne le résultat désiré. �

Pour tout z0 ∈ L1(Ω) tel que m(x) � z0(x) � M(x) p.p. x ∈ Ω, on
défini l’ensemble ω- limite de z0 :

ω(z0) =
{
v ∈ L1(Ω); v = L1− lim

tn→∞
e−tn Ad, ∞

z0 pour les suites tn → ∞
}
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Remarque 3.8. — Il est possible que cette ensemble soit vide et il est
bien connu que si γ( z0 ) est relativement compact alors ω( z0 ) est un sous
ensemble compact et non vide de L1(Ω), alors il vient du Lemme 3.7 que
pour tout z0 ∈ L∞(Ω) on a ω( z0 ) �= ∅. De plus, ω( z0 ) ⊆ [m0, M0].

Preuve du Théorème 2.2. — Soit u0 ∈ L∞(Ω) alors ils existent u ∈
L∞(Q), w ∈ Lp

(
0, T, W 1,p(Ω)

)
∩ L∞(Q) telles que u = β(w) p.p. Ω et

u(t) = e−t Ad, ∞
u0. Puisque u, w sont obtenus en passant à la limite dans le

problème P d,r(u0, 0) lorsque r → ∞, d’après la proposition 3.2 (cf. [19]) on
a ∫ ∞

0

∫
Ω

|Dw|p � lim inf
r→∞

∫ ∞

0

∫
Ω

|Dwd,r|p � C(α, u0, Ω).

Alors, il existe une suite tn → ∞ telle que
∫

Ω

|Dw(tn)|p → 0 et w(tn) est

bornée dans W 1,p(Ω), lorsque tn → ∞. D’après le Lemme 3.7, il existe
une sous suite (tnp

) telle que, lorsque tnp
→ ∞, on a u(tn) → v dans

L1(Ω), w(tn) → w := c faiblement dans W 1,p(Ω), fortement dans Lp(Ω) et
v = β(w) p.p. dans Ω, d’ou v est constant et v ∈ [m0, M0]. D’autre part,
pour tout t � tnp , on a

||e−t Ad,∞
u0 − v||L1(Ω) = ||e−(t−tnp ) Ad,∞

e−tnp Ad,∞
u0 − v||L1(Ω)

= ||e−(t−tnp )Ad,∞
e−tnpAd,∞

u0−e−(t−tnp ) Ad,∞
v||L1(Ω)

� ||e−tnp Ad,∞
u0 − v||L1(Ω)

alors, lorsque tnp
tend vers ∞, on obtient

lim
t→∞

||e−t Ad, ∞
u0 − v||L1(Ω) = 0.

Ce qui achève la preuve de la Proposition. �

Maintenant, on est en mesure de donner la preuve du Théorème 2.1 et
nous allons commencer par étudier le cas d’une grande diffusion.

3.1. Grande diffusion

Dans ce paragraphe, on fixe r et on fait tendre d vers ∞. D’après le
Théorème 2.3 (cf. [18]), la caractérisation de la donnée initiale du problème
limite est liée au comportement asymptotique du problème :
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ut − div a(x, Dw) = 0 u = β(w) sur Q

a(x, Dw).�n = 0 sur Σ

u(0) = u0 sur Ω.

(3.8)

Le comportement asymptotique lorsque t→ ∞ de la solution du problème
(3.8) est donnée par la moyenne de u0. Plus précisement, si u est la solution
du problème (3.8). Alors,

lim
t→∞

u(t) =
∫
−
Ω

u0.

La preuve de ce résultat est bien connue dans le cas de l’opérateur Laplacian
(cf. [17], [21]) et aussi pour l’opérateur de Lerray-Lions avec β = IR (cf. [1]).
Dans le cas où β est une fonction continue croissante telle que Im(β) = R,
la preuve se fait de la même manière que pour le problème d’obstacle (cf.
Théorème 2.2).

Nous appliquons le Théorème 2.3 (cf. [18]) et nous montrons la Propo-
sition suivante :

Proposition 3.9. — Soit ud,r la solution du problème P d, r(u0, f). Alors,
lorsque d→ ∞,

ud,r → c dans C
(
(0, T ), L1(Ω)

)
où c ∈ C1

(
[0, T )

)
est l’unique solution de l’EDO




ct + r
∫
−
Ω

g(x, c) dx =
∫
−
Ω

f sur (0, T )

c(0) =
∫
−
Ω

u0.

(3.9)

De plus, si f = 0 alors

lim
t→∞

c(t) = m0 ∨
(
M0 ∧

∫
−
Ω

u0
)
.

Preuve. — Nous rappelons que ud,r est aussi bonne solution du problème
CP d,r(u0, f). D’après le Lemme 3.5 l’opérateur A +

r

d
B converge vers A

lorsque d → ∞. Puisque lim
t→∞

e−tAu0 =
∫
−
Ω

u0 et
∫
−
Ω

u0 ∈ D(A∞, r), alors
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nous appliquons le Théorème 2.3 (cf. [18]), nous déduisons que ud,r → u
dans C

(
(0, T ); L1(Ω)

)
, avec u est la bonne solution du problème


ut + A∞,ru 
 f sur (0, T )

u(0) =
∫
−
Ω

u0.
(3.10)

or, pour tout f ∈ L∞(Ω), on a

(I+λA∞,r)−1(f) = (I+λA∞,r)−1(
∫
−

Ω

f) =
(
I+λ

∫
Ω

g(x, .)dx
)−1(

∫
−

Ω

f),

alors la bonne solution de (3.10) est solution de


ct + r
∫
−
Ω

g(x, c)d x =
∫
−
Ω

f sur (0, T )

c(0) =
∫
−
Ω

u0.

(3.11)

Ce qui termine la première partie de la preuve.

Maintenant, pour démontrer la deuxième partie de la proposition nous
supposons que f ≡ 0, alors d’après la théorie des opérateurs maximaux
monotones (Cf. [8]) il existe une fonction mesurable c∞ ∈ R, telle que,

lorsque t → ∞, c(t) → c∞, et
∫

Ω

g(x, c∞)d x = 0. Il reste à prouver que

c∞ = m0∨(
∫
−
Ω

u0∧M0). Si m0 �
∫
−
Ω

u0 � M0, alors, c(t) = c(0) :=
∫
−
Ω

u0,

pour tout t � 0 et c∞ =
∫
−
Ω

u0. Maintenant, si
∫
−
Ω

u0 � M0, alors c(t) �

M0, par suite c∞ � M0 � 0, d’autre part on a
∫

Ω

g(x, c∞)d x = 0 donc

g(x, c∞) = 0 p.p. Ω, et c∞ � M0, par conséquent c∞ = M0. De la même

manière, on montre que si
∫
−
Ω

u0 � m0, alors c∞ = m0 et la preuve de la

Proposition est terminée. �

3.2. Réaction rapide

Maintenant, nous fixerons d > 0 et nous allons traiter le problème
P d,r(u0, f) lorsque le coefficient de réaction devient très grand, pour cela
nous considèrons d’abord le problème sans diffusion suivant :

(Eg)
{
ψt + g(., ψ) = 0 sur (0, T )
ψ(0) = ψ0.
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Il est clair que l’étude du comportement asymptotique de (Eg) lorsque
t→ ∞ est relié à l’ensemble de ses points d’équilibre. Pour p.p. x ∈ Ω on a
g(x, .) est continue croissante, alors d’après la théorie des opérateurs maxi-
maux monotones (cf. [8]) pour tout u0 ∈ L∞(Ω), il existe C

(
(0,∞), L2(Ω)

)
solution de (Eg) au sens suivant : pour tout t > 0 et p.p. x ∈ Ω,

∂

∂t
u(t, x)+

g(x, u(t, x)) = 0. De plus, u ∈W 1,∞(
(0,∞), L1(Ω)

)
et de la même manière

que Lemme 3.7 (cf. [18]) nous montrons que

lim
t→∞

u(t, x) = m(x) ∨
(
u0(x) ∧ M(x)

)
p.p. x ∈ Ω.

Proposition 3.10. — Soient f ∈ L∞(Q), u0 ∈ L∞(Ω) et ud,r la so-
lution du problème P d, r(u0, f). Alors, lorsque r → ∞, ud, r → u dans
C((0, T ), L1(Ω)) et u est l’unique solution du problème P d, ∞(u0, f) au sens
(1.2), avec u0(x) = m(x) ∨

(
u0(x) ∧M(x)) p.p. Ω.

Preuve. — D’abord, nous rappelons que

lim
t → ∞

e−tBu0 = m(x) ∨ (u0(x) ∧M(x)) =: u0(x) p.p. x ∈ Ω.

D’autre part, on a Ad,r → Ad,∞ et u0 ∈ D(Ad, ∞), donc nous utilisons le
Théorème 2.3 (cf. [18]) et nous montrons que lorsque r → ∞ on a ud,r → u
dans C

(
(0, T ); L1(Ω)

)
, et u est la bonne solution du problème



ut + Ad, ∞u 
 f sur (0, T )

u(0) = u0.

Or, d’après [18] on a u est aussi solution du problème P d,∞(u0, f) au sens
(1.2). Ce qui termine la preuve de la Proposition. �

3.3. Compétition Réaction-Diffusion

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le cas où le coefficient de réaction
et de diffusion sont très grands. Dans ce cas, on distingue entre le cas où
l’un des coefficients est plus important que l’autre. On suppose que d = dε
et r = rε, avec lim

ε→0
dε = lim

ε→0
rε = ∞. Et, on considère d’abord le cas où

lim
ε→0

dε
rε

= 0, (3.12)

alors, on a :
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Lemme 3.11. — Sous la condition (3.12), ud,r → c dans C
(
(0, T );L1(Ω)

)
,

avec c est la solution de l’EDO

ct + ∂I[m0,M0](c) 


∫
−
Ω

f sur (0, T )

c(0) = u
0

où, u
0

=: v est donnée par le Théorème 2.2.

Preuve. — Nous rappelons que dεA + rεB → A∞, lim
ε→0

rε
dε

= ∞,

lim
t→∞

e−tBu0 = m∨(u0∧M) et u
0

= lim
t→∞

e−tA1,∞(
m∨(u0∧M)

)
∈ D(A∞).

Alors, le résultat du lemme est une conséquence directe du Théorème 2.3
(cf. [18]). �

Afin de terminer la preuve du théorème 2.1, nous considérons le cas où

lim
ε→0

dε
rε

= ∞ (3.13)

c’est-à-dire que la diffusion est plus importante que la réaction, alors

Lemme 3.12. — Sous l’hypothèse (3.13), ud,r → c dans C((0, T );L1(Ω)),
avec c est la solution de l’ EDO




ct + ∂I[m0,M0](c) 

∫
−
Ω

f dans (0, T )

c(0) = m0∨(
∫
−
Ω

u0∧M0).

(3.14)

Preuve. — D’après le Lemme 3.5 on a A + ε B → A, au sens de la

résolvante lorsque ε→ 0. D’ autre part, rappelons que lim
t→∞

e−tAu0 =
∫
−
Ω

u0

et
∫
−
Ω

u0 /∈ D(A∞). Alors, nous considérons l’opérateur défini par :

Hε :=
dε
rε
A+B.

Puisque
dε
rε

→ ∞, alors le Corollaire 3.3 nous donne

Hε → A∞,1.
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Nous utilisons le Théorème 2.3 (cf. [18]) et nous considérons le problème de
Cauchy suivant :



ut + A∞,1u 
 0 sur (0,∞)

u(0) =
∫
−
Ω

u0.
(3.15)

Puisque la bonne solution de (3.15) est une solution de l’ EDO suivante :



ct +
∫
−
Ω

g(x, c)d x = 0 sur (0,∞)

c(0) =
∫
−
Ω

u0

alors d’après la proposition 3.9 on a lim
t→∞

c(t) = m0∨(
∫
−
Ω

u0∧M0) ∈ D(A∞),

ce qui achève la démonstration du lemme. �
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