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Matrices de Stokes-Ramis et constantes de connexion
pour les systèmes différentiels linéaires

de niveau unique

Pascal Remy(1)

RÉSUMÉ. — Etant donné un système différentiel linéaire de niveau unique
quelconque, nous explicitons des formules donnant les multiplicateurs de
Stokes en fonction de constantes de connexion dans le plan de Borel,
généralisant ainsi les formules obtenues dans l’article Resurgence, Stokes
phenomenon and alien derivatives for level-one linear differential sys-
tems (M. Loday-Richaud, P. Remy). Pour ce faire, nous nous ramenons
à un système de niveaux � 1 par la méthode classique de réduction du
rang ; puis, nous montrons que les solutions de ce nouveau système sont
résurgentes-sommables et nous décrivons leurs singularités dans le plan
de Borel. Nous illustrons l’ensemble des résultats sur trois exemples. Nous
ne faisons aucune hypothèse de généricité sur le système de départ.

ABSTRACT. — Given a linear differential system with a single arbitrary
level, we state formulæ to express all the Stokes multipliers in terms of
connection constants in the Borel plane generalizing thus the calculations
made in the article Resurgence, Stokes phenomenon and alien derivatives
for level-one linear differential systems (M. Loday-Richaud, P. Remy).
To this end, we first reduce the level to levels 1 and smaller by the clas-
sical method of rank reduction; next, we prove that the solutions of the
new system are summable-resurgent and we give a description of singu-
larities in the Borel plane. We end with three examples. No assumption
of genericity is made.
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Introduction

Dans tout l’article, nous nous donnons un système différentiel linéaire
(en abrégé système)

xr+1 dY

dx
= A(x)Y , A(x) ∈ Mn(C{x}), A(0) �= 0 (0.1)

de dimension n � 2 à coefficients méromorphes d’ordre r + 1 � 2 à l’origine
0 ∈ C. Un tel système admet une solution fondamentale formelle de la forme

Ỹ (x) = F̃ (x)xLeQ(1/x)

où F̃ (x) ∈ Mn(C[[x]]) est une série entière en x, la matrice L ∈ Mn(C) des
exposants de monodromie formelle est une matrice constante et la partie
irrégulière Q(1/x) = diag(q1(1/x), ..., qn(1/x)) est une matrice diagonale
dont les termes qj(1/x) ∈ x−1/νC[x−1/ν ], ν ∈ {1, ..., n!}, sont des polynômes
en une puissance fractionnaire de 1/x ([1, 7] ).

L’extension algébrique finie x �→ xν de la variable x et une transfor-
mation de jauge méromorphe de la forme Y �−→ T (x)Y , où T (x) est une
matrice à coefficients polynomiaux en x et 1/x, permettent de normaliser

Ỹ (x) comme suit ([1]) :

− F̃ (x) ∈ Mn(C[[x]]) est une série entière en x vérifiant F̃ (0) = In, où
In est la matrice identité de dimension n,

− la matrice des exposants de monodromie formelle L est sous forme
de Jordan

L =

J⊕

j=1

(λjInj + Jnj )

avec J � 2, les valeurs propres λj satisfaisant à Re(λj) ∈ [0, 1[ et

Jnj =





0 si nj = 1




0 1 · · · 0
...

. . .
. . .

...
...

. . . 1
0 · · · · · · 0


 si nj � 2

− Q(1/x) est une matrice diagonale à coefficients polynomiaux en 1/x
de la forme

Q

(
1

x

)
=

J⊕

j=1

qj

(
1

x

)
Inj
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avec

qj

(
1

x

)
= −aj,r

xr
− aj,r−1

xr−1
− ...− aj,1

x
∈ x−1C[x−1]

− Nous supposons de plus que

λ1 = 0 et q1 ≡ 0 (0.2)

conditions qui peuvent toujours être réalisées au moyen du change-
ment de vecteur inconnu Y = xλ1eq1(1/x)Z.

L’hypothèse « le système (0.1) est de niveau unique r » est équivalente
aux deux conditions

1. qj − q
 ≡ 0 ou de degré r pour tout j, �

2. il existe j tel que aj,r �= 0
(0.3)

Sous cette hypothèse, nous nous intéressons aux formules donnant les
multiplicateurs de Stokes de F̃ en fonction de constantes de connexion dans
le plan de Borel. Lorsque r = 1, ces constantes sont données par les singu-
larités de la transformée de Borel F̂ de F̃ . Plusieurs démonstrations de ce
résultat existent sous des hypothèses suffisamment génériques (voir [9] par
exemple). Une démonstration sans hypothèse de généricité a récemment été
donnée par M. Loday-Richaud et l’auteur ([8]). Dans cette démonstration,

nous avons établi la résurgence-sommable de F̃ en suivant la méthode per-
turbative d’Écalle ([5]) et nous en avons déduit une description précise des

singularités de F̂ dans le plan de Borel ; les formules explicitant les multipli-
cateurs de Stokes en fonction des constantes de connexion ont été obtenues
en interprétant les matrices de Stokes-Ramis comme intégrales de Laplace
de ces singularités.

Le but de cet article est de généraliser les résultats établis dans [8] au cas
r � 2. A cette fin, nous remplaçons le système initial (0.1) par un système
de niveaux � 1 grâce à la technique classique de réduction du rang (§ 1.1).
On sait en effet parfaitement relier les matrices de Stokes-Ramis du système
initial et les matrices de Stokes-Ramis du système r-réduit ([7, Prop. 4.2]).
Ce nouveau système n’étant pas, en général, de niveau unique égal à 1,
mais de plusieurs niveaux � 1, nous ne pouvons lui appliquer directement
les résultats de [8]. Toutefois, nous montrons que ses solutions formelles
restent résurgentes-sommables (§ 1.2, thm. 1.2). Nous en esquissons une
démonstration basée sur les théorèmes d’indices de Ramis.
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Le paragraphe 2 est consacré à l’étude des singularités dans le plan
de Borel. Leur forme générale, donnée au théorème 2.13, est obtenue en
réduisant le système r-réduit en une équation différentielle à coefficients
polynomiaux et en appliquant à cette dernière le théorème d’Écalle sur les
micro-solutions.

Au paragraphe 3, nous reprenons les études effectuées aux paragraphes
1 et 2 en suivant à présent la méthode perturbative d’Écalle. Nous donnons
une démonstration complète du théorème de résurgence-sommable énoncé
au théorème 1.2 et nous précisons la structure des singularités de front
monomial (théorème 3.4).

Au paragraphe 4, nous explicitons les multiplicateurs de Stokes de F̃
(système initial (0.1)) à l’aide des constantes de connexion dans le plan de
Borel obtenues pour le système r-réduit (théorème 4.4). Une application
numérique de ces formules est donnée au paragraphe 5 dans le cadre de
trois exemples.

Remerciements. — J’adresse mes plus vifs remerciements à Michèle
Loday-Richaud pour toutes ses remarques et conseils sans lesquels cet article
n’aurait jamais vu le jour. Je remercie également Jacques-Arthur Weil pour
son aide dans l’étude de l’exemple du paragraphe A.2.

1. Réduction du rang et résurgence-sommable

Chacun des J blocs de colonnes de F̃ (x) associés à la structure de Jordan
de L pouvant être positionné à la première place à l’aide d’une permuta-
tion P sur les colonnes de Ỹ (x), nous nous limitons désormais au premier

bloc f̃(x) formé par les n1 (= dimension du premier bloc de Jordan de

L) premières colonnes de F̃ (x). Rappelons, qu’avec une telle permutation,

la nouvelle solution fondamentale formelle Ỹ (x)P du système (0.1) s’écrit

Ỹ (x)P = F̃ (x)PxP
−1LP eP

−1Q(1/x)P .

1.1. Système r-réduit

Le système r-réduit du système (0.1) est l’unique système de la variable
t = xr à coefficients méromorphes en 0 ∈ C admettant les solutions




Ỹ (x)

x−1Ỹ (x)
...

x−(r−1)Ỹ (x)



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pour un choix donné x = t1/r d’une racine rème de t ([7]). Fixons une fois
pour toute l’une de ces racines et notons1

ρ := exp

(
−2iπ

r

)

Posons

A(x) =
∑

m�0

Amxm et A[k](t) =
∑

m�0

Ak+mrt
m

pour k = 0, ..., r − 1. Le système r-réduit du système (0.1) s’écrit

rt2
dY

dt
= A(t)Y (1.1)

où A(t) est la matrice par blocs de dimension rn× rn définie par

A(t) :=




A[0](t) tA[r−1](t) · · · · · · tA[1](t)

A[1](t) A[0](t)
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . A[0](t) tA[r−1](t)

A[r−1](t) · · · · · · A[1](t) A[0](t)



−

r−1⊕

k=0

ktIn

Une solution fondamentale formelle Ỹ(t) de ce système est donnée par




Ỹ (t1/r) Ỹ (ρt1/r) · · · Ỹ (ρr−1t1/r)

(t1/r)−1Ỹ (t1/r) (ρt1/r)−1Ỹ (ρt1/r) · · · (ρr−1t1/r)−1Ỹ (ρr−1t1/r)
...

...
...

(t1/r)−(r−1)Ỹ (t1/r) (ρt1/r)−(r−1)Ỹ (ρt1/r) · · · (ρr−1t1/r)−(r−1)Ỹ (ρr−1t1/r)




Elle s’écrit sous la forme Ỹ(t) = F̃(t)Ỹ0(t) où

Ỹ0(t) :=

r−1⊕

k=0

t
L−kIn
r




In ρL · · · ρ(r−1)L

In ρL−In · · · ρ(r−1)(L−In)

...
...

. . .
...

In ρL−(r−1)In · · · ρ(r−1)(L−(r−1)In)




r−1⊕

k=0

eQk(t)

(1) Le choix du signe −, qui peut parâıtre surprenant, correspond en fait au choix que
nous faisons par la suite de parcourir le cercle trigonométrique de 0 à −2π dans le sens
des aiguilles d’une montre (cf. § 4, note 6).
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avec Qk (t) := Q
(
ρkt−1/r

)
pour tout k = 0, ..., r − 1 2 et où F̃(t) ∈

Mrn(C[[t]]) est la série entière en t définie par

F̃(t) =




F̃ [0](t) tF̃ [r−1](t) · · · · · · tF̃ [1](t)

F̃ [1](t) F̃ [0](t)
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . F̃ [0](t) tF̃ [r−1](t)

F̃ [r−1](t) · · · · · · F̃ [1](t) F̃ [0](t)




(1.2)

Les séries F̃ [k](t) ∈ Mn(C[[t]]) sont définies à partir de F̃ (x) de manière
analogue aux séries A[k](t) : pour tout k = 0, ..., r − 1,

F̃ [k](t) =
∑

m�0

Fk+mrt
m lorsque F̃ (x) =

∑

m�0

Fmxm

En particulier, la réduction du rang permet de ramener l’étude des n1

premières colonnes f̃(x) de F̃ (x) à celle des n1 premières colonnes f̃(t) de

F̃(t) (cf. (1.2)).

Notre principal but, dans cet article, est d’expliciter les multiplicateurs
de Stokes du système initial (0.1) associés à f̃(x) en fonction des constantes

de connexion dans le plan de Borel associées à la transformée de Borel f̂(τ)

de f̃(t).

1.2. Théorème de résurgence-sommable

Rappelons qu’une fonction résurgente est une fonction analytique à l’ori-
gine 0 ∈ C qui peut être prolongée analytiquement sur une surface de
Riemann RΩ associée à un ensemble Ω ⊂ C appelé support singulier. Pour
une définition précise, nous renvoyons à [17] et [8, déf. 2.1 et 2.2]. Dans le
cadre linéaire, le support singulier Ω est un ensemble fini contenant 0. Dans
un cadre plus général, l’utilisation d’algèbres de convolution et de convolu-
tions de singularités nécessitent de prendre pour Ω un réseau, éventuellement
dense dans C (voir [5, 11, 17] par exemple).

(2) On a alors Ỹ0(t) =


t
L
r eQ0(t) t

L
r ρLeQ1(t) · · · t

L
r ρ(r−1)LeQr−1(t)

t
L−In
r eQ0(t) t

L−In
r ρL−IneQ1(t) · · · t

L−In
r ρ(r−1)(L−In)eQr−1(t)

...
..
.

. . .
...

t
L−(r−1)In

r eQ0(t) t
L−(r−1)In

r ρL−(r−1)IneQ1(t) · · · t
L−(r−1)In

r ρ(r−1)(L−(r−1)In)eQr−1(t)



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Pour définir la résurgence-sommable, il est nécessaire d’étendre la défini-
tion classique de région sectorielle de C utilisée en théorie de la sommabilité
en celle de région sectorielle de RΩ appelée région ν-sectorielle (cf. [8, déf.
2.3]) et définie pour tout ν > 0 assez petit par les données

− d’un disque ouvert Dν centré en 0 ∈ C,

− d’un secteur ouvert de l’infini Σν d’ouverture bornée,

− d’un voisinage tubulaire Nν d’un chemin de classe C1 par morceaux
reliant Dν à Σν en tournant autour des points de Ω un nombre fini
de fois

telles que la distance de Dν à Ω∗ et la distance de Nν ∪Σν à Ω soient � ν.

Une région ν-sectorielle.

Définition 1.1 (Résurgence-sommable). —

− Une fonction résurgente définie sur RΩ est dite résurgente-sommable
à support singulier Ω lorsqu’elle est à croissance au plus exponentielle
à l’infini sur toute région ν-sectorielle de RΩ.

Nous notons R̂es
som

Ω l’ensemble de ces fonctions. Il est muni d’une
structure deO�1(C)-module de convolution (O�1(C) désigne l’algèbre
de convolution des fonctions entières sur C à croissance au plus ex-
ponentielle à l’infini).

− Une série formelle est dite série résurgente-sommable à support sin-

gulier Ω si sa transformée de Borel formelle appartient à R̂es
som

Ω .

L’ensemble de ces séries est noté R̃es
som

Ω et est muni d’une structure
de C{t}[t−1]-module.
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Une série h̃(t) ∈ R̃es
som

Ω est sommable dans toutes les directions θ ne
rencontrant aucun point de Ω∗ ; sa 1-somme, ou somme de Borel-Laplace,
est notée sθ(h̃).

Rappelons que la transformée de Borel formelle B̃ est un isomorphisme
entre les C-algèbres différentielles (C[[t]],+, •, t2 d

dt ) et (Cδ⊕C[[τ ]],+, ∗, τ•)
qui échange produit ordinaire et produit de convolution, dérivation t2 d

dt et
multiplication par τ . Il échange également multiplication par 1

t et dérivation
d
dτ permettant ainsi d’étendre B̃ en un isomorphisme entre les espaces

C[[t]][t−1] et C[δ(k), k ∈ N]⊕ C[[τ ]].

Sous notre hypothèse de niveau unique égal à r, nous avons le résultat
suivant :

Théorème 1.2 (Résurgence-sommable). — Soit Ω = {aj,r, j = 1, ..., J}
l’ensemble des valeurs de Stokes du système initial (0.1). Alors,

f̃(t) ∈ R̃es
som

Ω

Remarque 1.3. — Lorsque tous les polynômes qj sont des monômes, i.e.,
qj(1/x) = −aj,r/x

r, le système r-réduit (1.1) est de niveau pur 1. Dans ce
cas, le théorème 1.2 est une conséquence directe du théorème de résurgence-
sommable établi dans [8]. Dans le cas général, i.e., lorsqu’au moins l’un des
polynôme qj n’est pas un monôme, le théorème 1.2 montre que la résurgence-

sommable de f̃ n’est pas affectée par la présence des niveaux < 1 dans le
système r-réduit (1.1).

Le théorème 1.2 s’obtient de façon analogue à [8] en utilisant l’une ou
l’autre des méthodes suivantes :

− réduction du système (1.1) à une équation différentielle Dy(t) = 0 à
coefficients polynomiaux via le théorème du vecteur cyclique ([3]) et
le théorème d’algébrisation de Birkhoff ([18, thm. 3.3.1]),

− méthode d’Écalle par perturbation régulière et série majorante ([5]).

La première méthode est basée sur le polygone de Newton et les théorèmes
d’indices de Ramis ([14]). L’hypothèse de niveau unique du système initial
(0.1) y joue un rôle essentiel ; elle intervient dans le fait que le polygone de
Newton de D à l’origine admet une pente nulle et une unique pente > 0, qui
est égale à 1 et dont les racines de l’équation caractéristique sont les valeurs
de Stokes aj,r. Pour plus de détails, nous renvoyons à [8]. Cette approche
nous permet également de donner la forme générale de toutes les singularités
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de f̂(τ) dans le plan de Borel via le théorème d’Écalle sur les micro-solutions
(cf. § 2.4 ci-dessous).

La seconde approche via la méthode perturbative d’Écalle sera traitée
en détail au paragraphe 3 ci-après. Nous en déduirons en particulier une
description précise des singularités de front monomial de f̂(τ).

2. Forme générale des singularités

D’après le théorème 1.2, la fonction f̂(τ) est analytique sur la surface
de Riemann RΩ et ses points singuliers sont les valeurs de Stokes aj,r,
j = 1, ..., J , y compris a1,r = 0 sauf dans le premier feuillet.

Avant de débuter l’étude générale des singularités de f̂(τ), commençons
par quelques remarques.

2.1. Remarques et exemple

Rappelons que, dans le cas des systèmes de niveau unique 1, les singu-
larités dans le plan de Borel sont toutes régulières, i.e., de la classe de Nilsson
(cf. [2] par exemple). Pour une description plus précise, nous renvoyons à
[8, thm. 3.7].

Dans le cas des systèmes de niveau � 2, la situation peut être plus
compliquée et la nature des singularités y est entièrement déterminée par
les polynômes

q̇j

(
1

x

)
:= −aj,r−1

xr−1
− ...− aj,1

x

(
= qj

(
1

x

)
+

aj,r
xr

)

apparaissant dans la partie irrégulière Q(1/x) de Ỹ (x). Lorsque tous ces
polynômes sont nuls, le système (1.1) est de niveau pur 1 ; les singularités

de f̂(τ) sont alors toutes de la classe de Nilsson. En revanche, lorsque l’un de
ces polynômes est non nul, celui-ci induit après réduction du rang des expo-
nentielles de degré < 1 ; exponentielles qui engendrent, après transformation
de Borel, des singularités irrégulières.

Exemple 2.1. — Considérons le système

x3 dY

dx
=

[
0 0
−x

3 1 + x

]
Y (2.1)

et sa solution fondamentale formelle Ỹ (x) = F̃ (x)eQ(1/x) où
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− Q
(

1
x

)
= diag

(
0,− 1

2x2 − 1
x

)
,

− F̃ (x) =

[
1 0

f̃2(x) 1

]
est une série entière telle que F̃ (x) = I2 +O(x).

Plus précisément,

f̃2(x) =
x

3
− x2

3
+

2x3

3
− 4x4

3
+

10x5

3
+ O(x6)

Ce système est, au changement d’inconnue Y �→ e−1/(2x2)Y près, le système
étudié par M. Loday-Richaud dans [6, ex. V.2]. Nous le « revisitons » ici du
point de vue de la réduction du rang en étudiant la structure des singularités
dans le plan de Borel de son système réduit. Nous reprendrons son étude
au paragraphe 5.3 en calculant explicitement ses multiplicateurs de Stokes.

Le système (2.1) est de niveau unique 2 et, d’après (1.2), la série formelle

f̃(t) correspondant à la première colonne de F̃ (x) s’écrit sous la forme

f̃(t) =




1
f̃2(t)

0
f̃4(t)


 avec





f̃2(t) = − t

3
− 4t2

3
+ O(t3)

f̃4(t) =
1

3
+

2t

3
+

10t2

3
+ O(t3)

Le terme nul apparaissant à la troisième ligne de f̃(t) est dû au fait que

le premier coefficient de la première colonne de F̃ (x) n’admet aucun terme

en x2m+1, m � 0. Compte-tenu du théorème 1.2, la série formelle f̃(t) est
résurgente-sommable de support singulier Ω = {0, 1/2}. Nous étudions ci-

dessous le comportement de sa transformée de Borel f̂(τ) au voisinage du
point singulier τ = 1/2.

Le système 2-réduit du système (2.1) étant donné par

2t2
dY

dt
=




0 0 0 0
0 1 − t

3 t
0 0 −t 0
− 1

3 1 0 1− t


Y

on peut vérifier que f̃(t) est entièrement déterminée par le système

2t2
df

dt
=




0 0 0 0
0 1 − t

3 t
0 0 −t 0
− 1

3 1 0 1− t


 f (2.2)
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et la condition initiale f̃(0) =
[
1, 0, 0, 1

3

]
. Les séries formelles f̃j(t) sont alors

les uniques solutions du système





2t2
df̃2
dt

= f̃2 + t̃f4

2t2
df̃4
dt

= −1

3
+ f̃2 + (1− t)̃f4

Notons g̃4 = f̃4 − 1
3 . Les transformées de Borel f̂2 et ĝ4 satisfont aux

équations de convolutions

(2τ − 1)̂f2 = 1 ∗ ĝ4 +
1

3
et (2τ − 1)ĝ4 = f̂2 − 1 ∗ ĝ4 −

1

3

que nous pouvons réécrire sous la forme

1 ∗ ĝ4 = (2τ − 1)̂f2 −
1

3
et (2τ − 1)ĝ4 = 2(1− τ )̂f2

En dérivant alors la première égalité et en la reportant dans la seconde, nous
en déduisons que f̂2 est l’unique solution analytique à l’origine de l’équation
différentielle

(2τ − 1)2
df2
dτ

+ 2 (3τ − 2) f2 = 0 , f2(0) = −1

3

D’où, en choisissant une détermination de ln τ telle que ln τ soit réel lorsque
τ > 0, nous obtenons, pour Re(τ) < 1/2,

f̂2(τ) = − 1

3
√
e
(1− 2τ)−3/2 exp

(
− 1

2(2τ − 1)

)

Noter par ailleurs que la transformée de Borel f̂4 est donnée par

f̂4(τ) =
1

3
δ + ĝ4(τ) =

1

3
δ +

2(1− τ)

2τ − 1
f̂2(τ)

Par suite, le prolongement analytique de f̂(τ) admet une singularité

irrégulière en τ = 1/2 de partie irrégulière l’exponentielle e−
1

2(2τ−1) . Cette

exponentielle est liée aux exponentielles ramifiées e±t
−1/2

obtenues à partir
de l’exponentielle e−1/x après réduction du rang (cf. § A.1).
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2.2. Quelques rappels sur les singularités

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons divers résultats qui nous
sont utiles dans la suite de ce paragraphe. Pour plus de détails, nous ren-
voyons à [5, 11, 12, 17].

2.2.1. L’espace C des singularités

Notons O l’espace des germes de fonctions analytiques en 0 ∈ C et Õ
l’espace des germes de fonctions analytiques en 0 sur la surface de Riemann
C̃ du logarithme. On appelle singularité en 0 tout élément de l’espace quo-
tient C := Õ/O 3. Une singularité est généralement noté avec un nabla. Un

représentant d’une singularité
∇
ϕ dans Õ est appelé un majeur de

∇
ϕ est en

noté ϕ.

Le quotient C est muni de deux applications naturelles :

can : Õ −→ C = Õ/O la projection canonique

et var : C −→ Õ la variation,

définie par var
∇
ϕ(τ) = ϕ̌(τ)−ϕ̌(τe−2iπ). Le germe var

∇
ϕ est souvent noté ϕ̂.

Les éléments de C ne se multiplient pas entre eux ; la seule multiplication
définie va de O×C dans C et s’obtient par passage au quotient à partir de la
multiplication usuelle O × Õ −→ Õ. En revanche, l’espace C est muni d’un
produit de convolution � qui en fait une algèbre commutative et associative.

Ce produit de convolution est défini pour
∇
ϕ,
∇
ψ ∈ C par

∇
ϕ�

∇
ψ := can(ϕ̌ ∗u ψ̌) (2.3)

où ϕ̌ ∗u ψ̌ est le produit de convolution tronqué

(ϕ̌ ∗u ψ̌)(τ) :=

∫ τ−u

u

ϕ̌(τ − η)ψ̌(η)dη ∈ Õ

de ϕ̌ et ψ̌ avec u arbitrairement proche de 0 ∈ C̃ vérifiant τ ∈]0, u[ et
arg(τ −u) = arg(τ)−π. Noter que la relation (2.3) a un sens puisqu’elle ne
dépend ni de u ni du choix des représentants ϕ̌ et ψ̌. Outre la commutativité
et l’associativité, le produit de convolution � vérifient les deux propriétés
suivantes :

(3) Les éléments de C sont également appelés micro-fonctions par B. Malgrange ([11])
par analogie avec les hyper- et micro-fonctions définies par Sato, Kawai et Kashiwara en
dimensions supérieures.
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(P1)
d

dτ

(
∇
ϕ�

∇
ψ

)
=


d

∇
ϕ

dτ


�

∇
ψ

(P2) τ

(
∇
ϕ�

∇
ψ

)
=

(
τ
∇
ϕ

)
�
∇
ψ +

∇
ϕ�

(
τ
∇
ψ

)

Pour ω �= 0 dans C, l’espace Cω des singularités en ω est l’espace C
translaté de 0 à ω. Ainsi, une fonction ϕ̌ est un représentant de

∇
ϕ ω ∈ Cω si

ϕ̌(ω + τ) est un représentant d’une singularité
∇
ϕ ∈ C.

2.2.2. Transformation de Borel et singularités

Rappelons qu’étant données une direction θ ∈ R/2πZ et une fonction h
définie près de 0, la transformée de Borel Bθ(h) de h dans la direction θ est
donnée, pour arg(τ) = θ, par

Bθ(h)(τ) :=
1

2iπ

∫

Γθ

h(t)eτ/t
dt

t2
(2.4)

lorsque l’intégrale a un sens (voir [12] pour les conditions suffisantes).

Notons Õ�exp l’ensemble des fonctions à croissance sous-exponentielle à
l’origine 0 ∈ C̃, i.e., l’ensemble des fonctions h(t) ∈ Õ telles que

lim
|t|→0

(|t| ln |h(t)|) = 0 uniformément sur tout secteur

{
θ1 < arg(t) < θ2

|t| < ρ

Par exemple, les fonctions puissances tλ, λ ∈ C, le logarithme ln t et les
exponentielles exp(P (t−1/r)), P (t) polynôme en t sans terme constant et de

degré � r − 1, sont des éléments de Õ�exp.

Notons également C�1 l’ensemble des singularités
∇
h ∈ C admettant un

représentant ϕ̌ analytique sur C̃ et à croissance au plus exponentielle à
l’infini uniformément sur tout secteur θ′1 < arg(τ) < θ′2, |τ | > ρ′.
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Proposition 2.2 ([5, pp. 46-48]). — La transformation de Borel Bθ

peut être étendue en un isomorphisme de C-algèbres différentielles, encore
noté Bθ, de (Õ�exp,+, •, t2 d

dt ) vers (C�1,+,�, τ•).

Son inverse est la transformation de Laplace Lθ dans la direction θ
définie par

Lθ(
∇
h)(t) :=

∫

γθ

ȟ(τ)e−
τ
t dτ (2.5)

où ȟ est un représentant de
∇
h dans Õ comme ci-dessus et où γθ est un

contour de Hankel autour de la direction θ, l’argument variant de θ − 2π
à θ.

Etant donnée une suite (Hm(t))m�0 d’éléments de Õ�exp, on étend la

transformation de Borel formelle B̃ à l’élément H(t) =
∑

m�0 Hm(t) en

posant B̃(H) :=
∑

m�0 B(Hm), où B := Bθ pour une direction θ quelconque.

Nous considérons ci-dessous le cas particulier où Hm(t) = hmtm+λ(ln t)p

avec λ ∈ C et p ∈ N, i.e.,

H(t) = h(t)tλ(ln t)p avec h(t) =
∑

m�0

hmtm ∈ C[[t]]

est une fonction de la classe de Nilsson formelle.

2.2.3. Singularités de la classe de Nilsson

Rappelons qu’une singularité de la classe de Nilsson est une singu-

larité
∇
ϕ ∈ C provenant d’un ϕ̌ ∈ Õ somme finie de fonctions de la forme

hλ,p(t)t
λ(ln t)p avec λ ∈ C, p ∈ N et hλ,p(t) ∈ O. Rappelons également que

l’espace des singularités de la classe de Nilsson est une�-algèbre différentielle
de convolution ([11]).

Ces singularités jouent un rôle essentiel dans la structure des singularités
que l’on rencontre dans le cas des systèmes de niveau unique.

Donnons à présent les notations et résultats utilisés dans la suite. Notons

• Ñ il RS
Ω :=

{ ∑
finie

h̃λ,p(t)t
λ(ln t)p , λ ∈ C, p ∈ N, h̃λ,p(t) ∈ R̃es

som

Ω

}

l’ensemble des fonctions résurgentes-sommables de la classe de Nils-
son formelle à support singulier Ω,
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• N̂ il RS
Ω :=

{ ∑
finie

hλ,p(t)t
λ(ln t)p , λ ∈ C, p ∈ N, hλ,p(t) ∈ R̂es

som

Ω

}

l’ensemble des fonctions résurgentes-sommables de la classe de Nils-
son à support singulier Ω.

Définition 2.3 (Singularité résurgente-sommable de la classe de

Nilsson). — Une singularité
∇
ϕ ∈ C est dite résurgente-sommable de la classe

Nilsson à support singulier Ω si elle admet un représentant ϕ̌ appartenant

à N̂ ilRS
Ω .

L’ensemble de ces singularités est noté
∇
N ilRS

Ω .

Notons C[tλ ln t]λ∈C ⊂ Õ�exp l’espace des polynômes en tλ ln t, λ ∈ C,

et
∇
C[tλ ln t]λ∈C ⊂ C son image par la transformation de Borel.

L’espace
∇
N ilRS

Ω est un
∇
C[tλ ln t]λ∈C-module différentiel de convolution (cf.

[11] par exemple).

Nous avons de plus le résultat suivant :

Proposition 2.4 ([8, 11, 17]). —

1. Soit h̃ ∈ Ñ ilRS
Ω . Alors,

B̃(h̃) ∈
∇
N ilRS

Ω

2. Réciproquement, soient
∇
ϕ ∈

∇
N ilRS

Ω et ϕ̌ ∈N̂ il RS
Ω un représentant

de
∇
ϕ de la forme ϕ̌(τ) = hλ,p(τ)τλ(ln τ)p avec λ ∈ C et p ∈ N.

Soit θ ∈ R/2πZ une direction telle que Ω∗ ∩ dθ = ∅.
Alors,

Lθ(
∇
ϕ)(t) =

p∑

k=0

(
p
k

)
sθ(h̃λ,p−k)(t)tλ+1(ln t)k

où, pour tout � = 0, ..., p,

h̃λ,
(t) = 2iπ
∑

m�0

d


dz


(
e−iπz

Γ(1− z)

)

|z=m+1+λ

hλ,p;mtm ∈ R̃es
som

Ω

lorsque

hλ,p(t) =
∑

m�0

hλ,p;mtm
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2.3. Front d’un point singulier

Comme dit précédemment, les singularités de f̂(τ) sont génériquement
irrégulières et non plus régulières comme dans le cas des systèmes de niveau
unique 1. Toutefois, le type « d’irrégularité » de chaque singularité ne dépend
que des polynômes qj . Il peut donc être directement lu sur la solution fon-

damentale formelle initiale Ỹ (x).

Définition 2.5 (Front d’un point singulier). — On appelle front de ω ∈
Ω l’ensemble Fr(ω) := {qj ; aj,r = ω} des polynômes qj(1/x) de terme
dominant −ω/xr.

Sous notre hypothèse de niveau unique (cf. conditions (0.3)), le front de
chaque point singulier ω ∈ Ω est un singleton :

Fr(ω) =

{
− ω

xr
+ q̇ω

(
1

x

)}

avec q̇ω ≡ 0 ou q̇ω(1/x) polynôme en 1/x sans terme constant et de degré
plus petit que r − 1.

Définition 2.6 (Point singulier de front monomial). — Un point singu-
lier ω ∈ Ω est dit de front monomial si q̇ω ≡ 0. La singularité correspondante
est appelée singularité de front monomial.

La théorie des singularités exposée par B. Malgrange dans [10] permet

de donner la forme générale des singularités de f̂(τ) en tout point de Ω∗.
Précisément, le théorème 2.13 ci-dessous montre que ces singularités, trans-
latées à l’origine, s’écrivent sous la forme d’une somme de produits de con-
volution entre des singularités de la classe de Nilsson et les singularités
∇
e q̇ω(ρkt−1/r), k = 0, ..., r − 1. En particulier, les singularités de front mono-
mial sont des singularités de la classe de Nilsson.

2.4. Description des singularités

Le système (1.1) est méromorphiquement équivalent à une équation diffé-
rentielle d’ordre rn, à coefficients polynomiaux et de rang � 1 à l’origine.
Quitte à multiplier les solutions formelles de cette équation par une puis-
sance convenable de t, nous pouvons toujours supposer que son système
compagnon admet une solution fondamentale formelle de la forme Z̃(t) =

G̃(t)Ỹ0(t) où G̃(t) = M−1(t)F̃(t) ∈ Mrn(C[[t]]) est une série entière en t et
où M(t) ∈ GLrn(C{t}[t−1]) est méromorphe à l’origine. En particulier, les
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blocs de colonnes qui se correspondent dans G̃ et F̃ ont les mêmes propriétés
de résurgence-sommable. Notons Dy(t) = 0 une telle équation.

Notons également D̂ŷ(τ) = 0 son équation transformée de Borel. Cette
équation est encore une équation différentielle à coefficients polynomiaux
(quitte à multiplier D par une puissance convenable de t−1) et elle est de
rang � 1 à l’infini ([10, thm. 1.4]).

L’étude des singularités de f̂ que nous proposons ci-dessous repose sur
les deux points suivants :

1. La matrice f̃ étant reliée aux n1 premières colonnes g̃ de G̃ par la
relation f̃ = Mg̃, les points singuliers de f̂ sont ceux de ĝ.

2. L’opérateur D étant de rang � 1 à l’origine, on peut décrire les sin-
gularités de ĝ en tout point ω ∈ Ω\{0} en s’appuyant sur le théorème

d’Écalle sur les micro-solutions de D̂.

Rappelons qu’une micro-solution de D̂ en ω est une singularité
∇
ϕ ω ∈ Cω

vérifiant D̂
∇
ϕ ω = 0 dans Cω.

2.4.1. Théorème d’Écalle

Le théorème d’Écalle, tel qu’énoncé et démontré par B. Malgrange dans

([10, thm. 2.2]), établit que l’espace des solutions formelles S̃ol(D) de D et

l’espace des micro-solutions de D̂ sont isomorphes4. Explicitons dans notre
cas ce théorème en exhibant une base de micro-solutions de D̂.

Par construction, une base de solutions formelles de D est constituée par
les éléments de la première ligne de Z̃. Découpons alors G̃ = [G̃•;1 · · · G̃•;r]
en r blocs de colonnes de dimension rn × n suivant la structure par blocs
de Ỹ0 (cf. page 97), puis chaque bloc G̃•;v = [G̃•;v,1 · · · G̃•;v,J ] en J blocs

de colonnes suivant la structure de Jordan de L (la matrice G̃•;v,
 est de
dimension rn × n
 pour tout v). Notons enfin g̃v,
,q le premier terme de

la qème colonne de G̃•;v,
. Rappelons (cf. thm. 1.2) que g̃v,
,q appartient à

R̃es
som

Ω−a�,r pour tout v, �, q.

Lemme 2.7 (Base de S̃ol(D)). — Pour tout v = 1, ..., r, � = 1, ..., J et
q = 1, ..., n
, notons

h̃v,
,q(t) = g̃1,
,q(t) + (ρv−1t1/r)−1g̃2,
,q(t) + ... + (ρv−1t1/r)−(r−1)g̃r,
,q(t)

(4) Noter que B. Malgrange énonce ce théorème, non pas en terme de transformation
de Borel, mais en terme de transformation de Fourier, i.e., de transformation de Laplace.
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Une base de S̃ol(D) est donnée par la famille (z̃v,
,q) où

z̃v,
,q(t) =

q∑

p=1

h̃v,
,p(t)t
λ�/rρ(v−1)λ�

(
ln(ρv−1t1/r)

)q−p

(q − p)!
eq�(ρ

v−1t−1/r)

Compte-tenu de la proposition 2.4, point 1, le théorème d’Écalle s’énonce
dans notre cas sous la forme suivante :

Proposition 2.8 (Écalle). —

1. Pour tout v, � et q, la transformée de Borel formelle
∇
z v,
,q := B̃(z̃v,
,q)

de z̃v,
,q est une micro-solution de D̂ en a
,r. De plus,

∇
z v,
,q ∈

( ∇
N il RS

Ω−a�,r �
∇
e q̇�(ρ

v−1t−1/r)
)
a�,r

i.e.,
∇
z v,
,q admet un représentant žv,
,q tel que žv,
,q(a
,r + τ) est un

représentant d’une singularité
∇
Φ�

∇
eq̇�(ρ

v−1t−1/r) avec
∇
Φ ∈

∇
N ilRS

Ω−a�,r .

2. Etant donné ω ∈ Ω, l’ensemble

(
∇
z v,
,q ; v = 1, ..., r , q = 1, ..., n
)
;a�,r=ω

est une base de micro-solutions de D̂ en ω.

En particulier, si
∇
ϕ ω ∈ Cω est une micro-solution de D̂ en ω, alors

∇
ϕ ω ∈

r−1∑

k=0

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

i.e.,

∇
ϕ ω =

r−1∑

k=0

∇
ϕ ω,k avec

∇
ϕ ω,k ∈

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

2.4.2. Forme générale des singularités de ĝ

Le comportement de ĝ(τ) en un point singulier ω ∈ Ω∗ dépend du feuillet
de la surface de Riemann RΩ sur lequel nous nous plaçons, i.e., du chemin
tracé sur C\Ω de 0 (premier feuillet) à un voisinage de ω le long duquel
nous effectuons le prolongement analytique de ĝ. Pour un tel chemin γ,

nous notons contγ,ωĝ son prolongement analytique et
∇
g γ
ω la singularité en

ω qu’il définit.
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Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant :

Proposition 2.9 (Description de la singularité
∇
gγ
ω). — Soit ω ∈ Ω\{0}.

Pour tout chemin γ tracé sur C\Ω de 0 à un voisinage de ω,

∇
g γ

ω := can(contγ,ωĝ) ∈
r−1∑

k=0

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

Ce résultat est démontré, en restriction à la première colonne ĝ•;(1) de
ĝ, dans les deux lemmes suivants. Rappelons que, par construction,

g̃•;(1) =




g̃1,1,1

dg̃1,1,1

dt
...

drng̃1,1,1

dtrn




où g̃1,1,1 est le premier terme de la première colonne de G̃.

Lemme 2.10 (Premier coefficient ĝ1,1,1 de ĝ•;(1)). — Soient ω ∈ Ω\{0}
et γ un chemin comme dans la proposition 2.9. Alors,

(
∇
g 1,1,1)

γ
ω := can(contγ,ωĝ1,1,1) ∈

r−1∑

k=0

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

Démonstration. — Pour tout v = 1, ..., r,
∇
z v,1,1 est une micro-solution

de D̂ en 0. Sa variation

ẑv,1,1 = ĝ1,1,1 + ρv−1 ̂t−1/rg̃2,1,1 + ... + ρ(r−1)(v−1) ̂t−(r−1)/rg̃r,1,1

est alors une solution de D̂ dans Õ et, par la proposition 2.8, son prolonge-
ment analytique contγ,ω ẑu,1,1 définit une micro-solution

(
∇
z v,1,1)

γ
ω ∈

r−1∑

k=0

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

de D̂ en ω. D’autre part, g̃u,1,1 ∈ R̃es
som

Ω pour tout u = 1, ..., r. Ainsi, cha-

cun des prolongements analytiques contγ,ω
̂t−(u−1)/rg̃v,1,1 définit une singu-

larité
∇

(t−(u−1)/rg̃u,1,1)
γ
ω := can

(
contγ,ω

̂t−(u−1)/rg̃u,1,1

)
∈ Cω
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de telle sorte que

(
∇
z v,1,1)

γ
ω =

r∑

u=1

ρ(u−1)(v−1)
∇

(t−(u−1)/rg̃u,1,1)
γ
ω

D’où le système




1 1 · · · 1
1 ρ · · · ρr−1

...
...

...
1 ρr−1 · · · ρ(r−1)2







(
∇
g 1,1,1)

γ
ω

∇
(t−1/rg̃2,1,1)

γ
ω

...
∇

(t−(r−1)/rg̃r,1,1)
γ
ω



∈
r−1∑

k=0

( ∇
N il RS

Ω−ω�
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

et par suite le lemme 2.10 puisque la matrice de gauche est inversible. �

Lemme 2.11 (Autres coefficients de ĝ •;(1)). — Notons g̃
•;(1)

 le �ème

coefficient de g̃•;(1), � = 2, ..., rn.

Le lemme 2.10 reste vrai pour tout � : pour ω et γ comme précédemment,

(
∇
g
•;(1)

 )γω := can(contγ,ωĝ

•;(1)

 ) ∈

r−1∑

k=0

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

Démonstration. — Pour tout � = 2, ..., rn, les coefficients g̃
•;(1)

 appar-

tiennent à R̃es
som

Ω et sont reliés par la relation g̃
•;(1)

 =

dg̃•;(1)
�−1

dt (nous avons

posé g̃
•;(1)
1 = g̃1,1,1). Il suffit donc de démontrer le lemme 2.11 pour � = 2.

Dans Cω, l’égalité

ĝ
•;(1)
2 = B̃

(
dg̃1,1,1

dt

)
=

d2

dτ2

(
τ ĝ1,1,1

)

devient

(
∇
g
•;(1)
2 )γω := can(contγ,ωĝ

•;(1)
2 ) = τ

d2

dτ2
(
∇
g 1,1,1)

γ
ω + 2

d

dτ
(
∇
g 1,1,1)

γ
ω

Ainsi, compte-tenu du lemme 2.10 et de la propriété (P1) (cf. page 104), la

singularité (
∇
g
•;(1)
2 )γω admet un majeur ǧ

•;(1)
2 (ω + τ) qui est un représentant

d’une singularité
∇
ϕ de la forme

∇
ϕ = (τ + ω)

r−1∑

k=0

d2
∇
Φ k

dτ2
� ∇e q̇ω(ρkt−1/r) +

r−1∑

k=0

d
∇
Φ k

dτ
� ∇e q̇ω(ρkt−1/r)
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avec
∇
Φ k ∈

∇
N il RS

Ω−ω pour tout k = 0, ..., r − 1. En fait, cette singularité
s’écrit également sous la forme

∇
ϕ = τ

r−1∑

k=0

∇
Φ k,1 �

∇
e q̇ω(ρkt−1/r) +

r−1∑

k=0

∇
Φ k,2 �

∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

avec
∇
Φ k,1,

∇
Φ k,2 ∈

∇
N il RS

Ω−ω pour tout k = 0, ..., r − 1 grâce à la structure

différentielle de
∇
N il RS

Ω−ω. Il suffit donc, pour établir le lemme 2.11, de mon-
trer que

τ
∇
Φ k,1 �

∇
e q̇ω(ρkt−1/r) ∈

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

pour tout k = 0, ..., r − 1. Rappelons (cf. propriété (P2), page 104) que

τ

(
∇
Φ k,1 �

∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
=

(
τ
∇
Φ k,1

)
�∇e q̇ω(ρkt−1/r)+

∇
Φ k,1�

(
τ
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)

La fonction eq̇ω(ρkt−1/r) étant à croissance sous-exponentielle à l’origine, il
résulte de la proposition 2.2 que

τ
∇
e q̇ω(ρkt−1/r) =

(
t2

d

dt
eq̇ω(ρkt−1/r)

)∇
=
∇
P k �

∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

où

Pk(t) = −ρk

r
t1−1/r q̇′ω(ρkt−1/r) = t

r−1∑

u=1

αut
−u/r , αu ∈ C

est un polynôme de tC[t−1/r]. Ainsi, pour tout k = 0, ..., r − 1,

τ

(
∇
Φ k,1 �

∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
=

(
τ
∇
Φ k,1 +

∇
Φ k,1 �

∇
P k

)
� ∇e q̇ω(ρkt−1/r)

où

• τ
∇
Φ k,1 =

∇
(τΦk,1) ∈

∇
N il RS

Ω−ω (multiplication d’une singularité de la
classe de Nilsson par un élément de O),

•
∇
Φ k,1 �

∇
P k ∈

∇
N il RS

Ω−ω (structure de
∇
C[tλ ln t]λ∈C-module de convolu-

tion).

Ceci termine la démonstration du lemme 2.11 et donc de la proposition 2.9
pour la première colonne de ĝ. �
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Des calculs analogues à ceux des lemmes 2.10 et 2.11 permettent d’étendre,
par récurrence, les résultats ci-dessus aux autres colonnes de ĝ.

2.4.3. Forme générale des singularités de f̂

Nous pouvons à présent expliciter la forme générale des singularités
∇
f γ
ω

en tout point ω de Ω∗. Celle-ci, donnée au théorème 2.13 ci-dessous, résulte

de la description des singularités
∇
g γ

ω et de l’égalité

f̃ = M(t)g̃ , M(t) ∈ GLrn(C{t}[t−1]) (2.6)

reliant les deux matrices f̃ et g̃ (cf. page 109). En effet, notant M(t) sous la
forme

M(t) =
v∑


=0

m


t

+ e(t)

avec mk ∈ Mrn(C) et e(t) ∈ Mrn(O), l’égalité (2.6) devient, après transfor-
mation de Borel,

f̂ =

v∑


=0

m

d
ĝ

dτ 

+ ê ∗ ĝ

avec ê(τ) ∈ Mrn(O�1(C)). Rappelons que O�1(C) désigne l’algèbre de con-
volution des fonctions entières sur C à croissance au plus exponentielle à
l’infini. Par conséquent, le prolongement analytique contγ,ω f̂ de f̂ le long
d’un chemin γ tracé sur C\Ω de 0 à un voisinage de ω s’écrit

contγ,ω f̂ =

v∑


=0

m

d
(contγ,ωĝ)

dτ 

+ ê ∗ (contγ,ωĝ) (2.7)

où contγ,ωĝ est donné par la proposition 2.9. En effet, contγ,ωĝ est un majeur

de la singularité
∇
g γ

ω. Ainsi, compte-tenu du fait que l’espace N̂ il RS
Ω est

stable par dérivation et par convolution avec un élément de O�1(C), nous
déduisons de l’égalité (2.7) le résultat suivant :
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Lemme 2.12. — Soit ω ∈ Ω\{0} un point singulier de f̂.

Pour tout chemin γ tracé sur C\Ω de 0 à un voisinage de ω,

∇
f γ
ω := can(contγ,ω f̂) ∈

r−1∑

k=0

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

Lorsque q̇ω �≡ 0, nous écrivons q̇ω(1/x) sous la forme

q̇ω

(
1

x

)
:= −αω,r−1

xr−1
− ...− αω,1

x

et nous définissons par

supp(q̇ω) := {j ∈ {1, ..., r − 1} tel que αω,j �= 0}

l’ensemble des degrés des termes non nuls de q̇ω(1/x). Notant alors

r′ =

{
1 si q̇ω ≡ 0

r

pgcd(j ∈ supp(q̇ω), r)
si q̇ω �≡ 0

les polynômes (q̇ω(ρkt−1/r))k=0,...,r′−1 forment une partition de l’ensemble
des polynômes (q̇ω(ρkt−1/r))k=0,...,r−1. Il en résulte le théorème suivant :

Théorème 2.13 (Description de la singularité
∇
f γ
ω). — Soit ω ∈ Ω\{0}

un point singulier de f̂.

Alors, pour tout chemin γ tracé sur C\Ω de 0 à un voisinage de ω,

∇
f γ
ω := can(contγ,ω f̂) ∈

r′−1∑

k=0

( ∇
N il RS

Ω−ω �
∇
e q̇ω(ρkt−1/r)

)
ω

En particulier, si ω est un point singulier de front monomial,

∇
f γ
ω ∈

( ∇
N il RS

Ω−ω
)
ω

Lorsque q̇ω �≡ 0, la singularité
∇
e q̇ω(ρkt−1/r) induit une singularité irréguliè-

re. Une étude plus précise de celle-ci nécessite d’en connâıtre avec précision
les majeurs. Bien que ceci ne soit pas utile dans cet article pour établir
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les formules entre multiplicateurs de Stokes et constantes de connexion, il
nous semble tout de même intéressant de montrer comment déterminer de
façon effective ces majeurs et de faire quelques remarques quant à leur forme
générale. Pour toutes ces questions, nous renvoyons à l’annexe A située en
fin d’article.

Lorsque q̇ω ≡ 0, i.e., lorsque ω est de front monomial, il est possible de

préciser la structure de la singularité
∇
f γ
ω donnée ci-dessus. Ceci fait l’objet

du paragraphe suivant.

3. Méthode perturbative d’Écalle
et singularités de front monomial

Nous donnons dans ce paragraphe une démonstration du théorème de
résurgence-sommable (théorème 1.2) en suivant la méthode d’Écalle par
perturbation régulière et séries majorantes citée dans [5]. Nous en déduisons

en particulier une description des singularités de front monomial de f̂(τ)
beaucoup plus précise que celle donnée au théorème 2.13.

Bien que systèmes et équations soient méromorphiquement équivalents,
nous choisissons ici de travailler, contrairement au paragraphe 2, directe-
ment avec un système définissant la série formelle f̃(t). Grâce à nos nor-
malisations initiales, il est bien connu (cf. [1]) qu’un tel système est donné
par les n1 premières colonnes du système homologique du système r-réduit
(1.1).

Pour simplifier les calculs qui vont suivre, nous supposons désormais que
la série F̃ (x) est normalisée à F̃ (x) = In +O(xr) de telle sorte que F̃(t) soit

une série entière en t vérifiant F̃(t) = Irn + O(t). Rappelons qu’une telle
normalisation n’affecte pas les matrices de Stokes-Ramis du système (0.1).

3.1. Système homologique

Rappelons que la solution fondamentale formelle Ỹ(t) du système (1.1)

(système r-réduit du système initial (0.1)) s’écrit Ỹ(t) = F̃(t)Ỹ0(t) où Ỹ0(t)
est la matrice donnée page 97. Cette dernière est une solution fondamentale
formelle du système

rt2
dY

dt
= A0(t)Y
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où A0(t) est la matrice par blocs de dimension rn× rn définie par




ar + tL ta1 · · · · · · tar−1

ar−1 ar + tL− tIn
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . ar + tL− (r − 2)tIn ta1

a1 · · · · · · ar−1 ar + tL− (r − 1)tIn




avec

ak =

J⊕

j=1

kaj,kInj pour tout k = 1, ..., r.

Rappelons que les aj,k sont les coefficients des termes de degré k des polynômes
qj .

Grâce à nos normalisations initiales (cf. page 94), la série formelle F̃(t)
est entièrement déterminée par le système homologique

rt2
dF

dt
= A(t)F− FA0(t)

et la condition initiale F̃(0) = Irn ([1]). Ainsi, en restriction à ses n1

premières colonnes, la série formelle f̃(t) est entièrement déterminée par
le système

rt2
df

dt
= A(t)f− tfJn1

(3.1)

et la condition initiale f̃(0) = Irn,n1 (les n1 premières colonnes de la matrice
identité Irn). Rappelons (cf. condition (0.2)) que λ1 = 0 et a1,k = 0 pour
tout k = 1, ..., r.

3.2. Perturbation régulière et série majorante

3.2.1. Système homologique préparé

Compte-tenu de la normalisation F̃ (x) = In + O(xr), la matrice A(x)
du système initial (0.1) est de la forme

A(x) =

r∑

k=1

akx
r−k + xrL + B(x) (3.2)
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avec B(x) ∈ Mn(xrC{x}). Plus précisément, en découpant B(x) = [Bj;k(x)]
en blocs suivant la structure de Jordan de L, l’hypothèse de niveau unique
(cf. conditions (0.3)) entrâıne que, pour tout j, k ∈ {1, ..., J},

Bj;k(x) =





O(xr) si aj,r �= ak,r

O(x2r) si aj,r = ak,r

(3.3)

Après réduction du rang, l’égalité (3.2) permet d’écrire la matrice A(t)
du système r-réduit (1.1) (cf. page 97) sous la forme

A(t) = A0(t) + B(t) avec B(t) ∈ Mrn(tC{t})
Le système (3.1) devient alors

rt2
df

dt
−A0(t)f + tfJn1 = B(t)f (3.4)

Plus précisément, en découpant successivement la matrice B(t) = [Bu;v(t)]
en r2 blocs Bu;v(t) de dimension n × n suivant la structure par blocs de
A0, puis chaque Bu;v(t) = [Bj;k

u;v(t)] suivant la structure de Jordan de L, les
normalisations (3.3) impliquent que, pour tout j, k ∈ {1, ..., J},

Bj;k
u;v(t) =





O(t) si 1 � v � u � r et aj,r �= ak,r

O(t3) si 1 � u < v � r et aj,r = ak,r

O(t2) sinon

(3.5)

Notation 3.1. — Dans la suite de l’article, toute matrice M à rn lignes,
disons de dimension rn × p, p ∈ N∗, est découpée successivement en blocs
de lignes de la façon suivante :

− M est découpée en r blocs de lignes Mu;•, u = 1, ..., r, suivant la
structure par blocs de A0 (la matrice Mu;• est de dimension n× p),

− chaque matrice Mu;• est découpée en J blocs de lignes Mu,j;•, j =
1, ..., J , suivant la structure de Jordan de L (la matrice Mu,j;• est de
dimension nj × p).

3.2.2. Méthode perturbative

La méthode suggérée par J. Écalle dans [5] permet d’établir la résurgence-

sommable de f̃(t) en considérant, non pas le système (3.4), mais le système
régulièrement perturbé

rt2
df

dt
−A0(t)f + tfJn1 = αBf (3.6)
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obtenu en substituant αB à B ; puis en utilisant une technique de série
majorante satisfaisant à un système convenable.

La démonstration du théorème de résurgence-sommable (cf. thm. 1.2)
que nous détaillons ci-dessous est analogue à celle donnée dans [8, § 2.5] pour
les systèmes de niveau unique 1. Toutefois, si la philosophie générale reste
identique, de nombreuses modifications et difficultés calculatoires apparais-
sent dans notre cas. Comme pour ce qui a déjà été observé au paragraphe 2
pour l’étude des singularités dans le plan de Borel, toutes ces complications
sont entièrement dues aux polynômes

q̇j

(
1

x

)
= −aj,r−1

xr−1
− ...− aj,1

x

qui peuvent être non nuls. Rappelons en effet que ce sont ces polynômes qui
modifient la structure régulière des singularités rencontrées dans le cadre
des systèmes de niveau unique 1 en structure irrégulière.

Etude du sytème perturbé (3.6)

En identifiant les termes en αm, m � 0, on vérifie que le système (3.6)
admet une unique solution série formelle de la forme

f̃(t, α) =
∑

m�0

f̃m(t)αm

où f̃0(t) = Irn,n1 et où les f̃m(t), m � 1, sont des éléments de Mrn,n1(C[[t]])
entièrement déterminés par les relations

r

(
t2

d

dt
− aj,r

)
f̃
u,j;•
m − t(λj − u + 1)̃f

u,j;•
m

−
u−1∑

v=1

(r + v − u)aj,r+v−uf̃
v,j;•
m − t

r∑

v=u+1

(v − u)aj,v−uf̃
v,j;•
m (3.7)

−tJnj f̃
u,j;•
m + t̃f

u,j;•
m Jn1 = Bu,j;•f̃m−1

pour tout u = 1, ..., r et j = 1, ..., J .

Compte-tenu des normalisations (3.5) et des relations (3.7), les séries

formelles f̃m(t) ∈ Mrn(C[[t]]) vérifient

f̃
u,j;•
2m−1(t) = O(tm) et f̃

u,j;•
2m (t) =

{
O(tm) si aj,r = 0
O(tm+1) si aj,r �= 0

pour tout j et m � 1. La série f̃(t, α) peut donc être réécrite comme une

série en t à coefficients polynomiaux en α. Ainsi, f̃(t) = f̃(t, 1) par unicité
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et, pour tout α, la série f̃(t, α) admet une transformée de Borel formelle
ϕ(τ, α) par rapport à t de la forme

ϕ(τ, α) = δIrn,n1 +
∑

m�1

ϕm(τ)αm

Les séries ϕm =
[
ϕu,j;•
m

]
étant les transformées de Borel des f̃m pour tout

m � 1, il résulte de (3.7) qu’elles sont déterminées itérativement, pour tout
m, u et j, comme solutions des systèmes

r(τ − aj,r)
dϕu,j;•

m

dτ
− (λj − u + 1− r)ϕu,j;•

m

−
u−1∑

v=1

(r + v − u)aj,r+v−u
dϕv,j;•

m

dτ
−

r∑

v=u+1

(v − u)aj,v−uϕ
v,j;•
m (3.8)

−Jnjϕ
u,j;•
m +ϕu,j;•

m Jn1
=

d

dτ

(
B̂

u,j;• ∗ϕm−1

)

vérifiant des conditions initiales convenables (ϕ0 = δIrn,n1
, ϕm(0) = 0

pour m � 3, ϕu,j;•
2 (0) = 0 lorsque aj,r �= 0 et une constante convenable non

nécessairement nulle sinon). En particulier, l’égalité f̂(τ) = ϕ(τ, 1) permet
d’établir le résultat suivant :

Lemme 3.2. — La transformée de Borel f̂(τ) de f̃(t) s’écrit sous la forme

f̂(τ) =
∑

m�1

ϕm(τ) (3.9)

où les ϕm =
[
ϕu,j;•
m

]
sont déterminés itérativement, pour tout m, u et j, à

partir de ϕ0 = δIrn,n1 comme solutions des systèmes suivants :

• Cas q̇j ≡ 0 Pour tout m � 1 et tout u = 1, ..., r,

r(τ − aj,r)
dϕu,j;•

m

dτ
− (λj − (r + u− 1))ϕu,j;•

m = (3.10)

Jnjϕ
u,j;•
m +

d

dτ

(
B̂

u,j;• ∗ϕm−1

)
−ϕu,j;•

m Jn1

• Cas q̇j �≡ 0 Notons Zm,j la matrice de dimension rnj × n1 définie
par

Zm,j :=



ϕ1,j;•
m
...

ϕr,j;•
m



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Alors, pour tout m � 1,

Rj
dZm,j

dτ
= SjZm,j + Tm,j − Zm,jJn1

(3.11)

où Tm,j est la matrice de dimension rnj × n1 définie par

Tm,j :=




d

dτ

(
B̂

1,j;• ∗ϕm−1

)

...
d

dτ

(
B̂

r,j;• ∗ϕm−1

)




et où Rj et Sj sont les matrices carrées de dimension rnj définies par

Rj :=




r(τ − aj,r) 0 · · · · · · 0

−(r − 1)aj,r−1 r(τ − aj,r)
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . r(τ − aj,r) 0

−aj,1 · · · · · · −(r − 1)aj,r−1 r(τ − aj,r)



⊗Inj

et

Sj := Ir⊗Jnj+




λj − r −aj,1 · · · · · · −(r − 1)aj,r−1

0 λj − (r + 1)
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . λj − (2r − 2) −aj,1

0 · · · · · · 0 λj − (2r − 1)



⊗Inj

En particulier, les ϕm(τ) sont des fonctions résurgentes définies sur RΩ

pour tout m � 1.

Les conditions initiales associées aux systèmes (3.10) et (3.11) sont celles
données précédemment avec les relations (3.8).

Remarque 3.3. — Pour le moment, l’écriture (3.9) est simplement formel-
le. Nous montrons ci-dessous, grâce à un argument de série majorante, que
celle-ci définit en fait une « vraie » égalité sur toutRΩ. Elle nous permettra à
la fois d’établir la résurgence-sommable de f̃(t) (cf. lemme 3.4) et de décrire

avec précision les singularités de front monomial de f̂(τ) (cf. paragraphe
3.3).
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Fixons à présent ν > 0 et une région ν-sectorielle ∆ν de RΩ (cf. page
99). Il s’agit de prouver que

1. la série f̂(τ) est convergente à l’origine et peut être prolongée analy-

tiquement à RΩ (nous notons encore f̂(τ) son prolongement analy-
tique),

2. f̂(τ) crôıt au plus exponentiellement à l’infini sur ∆ν .

Ces deux propriétés s’établissent comme dans [8, § 2.5] par un argument de
série majorante. Rappelons que, par définition de ∆ν , il existe une constante
K > 0 telle que, pour tout τ ∈ ∆ν , il existe un chemin γτ de classe C1 par
morceaux contenu dans ∆ν et paramétré par la longueur de courbe de 0 à
τ de telle sorte que la longueur sη de l’arc satisfait pour tout η ∈ γτ aux
inégalités

|η| � sη � K |η|

où |η| est le module de la projection de η dans C ([8, lem. 2.4]).

Construction d’une série majorante de f̂(τ)

Considérons le système (S) défini par

• si aj,r = 0 :

1

CK

(
1− Re

(
λj
r
− u− 1

r

))
gu,j;• = Jnjg

u,j;• + gu,j;•Jn1 +

1

CK
Iu,j;•rn,n1

− 2Iu,j;•rn,n1
Jn1

+ α
|B|u,j;•

t
g

• si aj,r �= 0 :

(
ν −

∣∣∣∣
λj
r
− u− 1

r
− 1

∣∣∣∣ t
)

gu,j;• −
u−1∑

v=1

|aj,r+v−u| gv,j;• =

t

r∑

v=u+1

|aj,v−u| gv,j;• + Jnj tg
u,j;• + tgu,j;•Jn1 + α |B|u,j;• g

où

− l’inconnue g est, comme f̃, une matrice de dimension rn×n1 découpée
en blocs de lignes gu,j;• (cf. notation 3.1),
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− C est la constante C := max
1�j�J

exp (2a |Im(λj)|) ∈ R∗+ avec a > 0 tel

que |arg(τ)| � a pour tout τ ∈ ∆ν (un tel a existe puisque ∆ν est
d’ouverture bornée à l’infini),

− |B| désigne la série B dans laquelle les coefficients des puissances de
t ont été remplacés par leur module.

Comme le système perturbé (3.6), le système (S) admet une unique
solution série formelle de la forme

g̃(t, α) =
∑

m�0

g̃m(t)αm

où g̃0(t) = Irn,n1 et où les g̃m(t), m � 1, sont des éléments de Mrn,n1(C[[t]])
vérifiant

g̃u,j;•2m−1(t) = O(tm) et g̃u,j;•2m (t) =

{
O(tm) si aj,r = 0
O(tm+1) si aj,r �= 0

pour tout u, j et m. Outre ces relations qui permettent de justifier comme
précédemment l’existence de la transformée de Borel formelle Φ(τ, α) de
g̃(t, α) par rapport à t, la série g̃(t, α) satisfait également aux deux propriétés
suivantes :

− elle est convergente en (t, α) dans un domaine contenant (t, α) =
(0, 1),

− les matrices g̃m(t) sont des éléments de Mrn,n1
(R+{t}), i.e., les ter-

mes des g̃m(t) sont des séries convergentes à l’origine et à coefficients
positifs.

Ces deux points se démontrent de façon analogue à [8, § 2.5.4] et nous
renvoyons à cette référence pour plus de détails.

En particulier, pour α = 1, la série formelle g̃(t) = g̃(t, 1) est conver-
gente. Sa transformée de Borel

ĝ(τ) =Φ(τ, 1) =
∑

m�1

Φm(τ)

est donc une fonction entière sur C à croissance au plus exponentielle à
l’infini : ĝ(τ) ∈ O�1(C). Les fonctions Φm = [Φu,j;•

m ] étant les transformées
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de Borel des séries convergentes g̃m, elles sont également des éléments de
O�1(C). De plus, comme pour les fonctions ϕm (cf. lemme 3.2), on peut
montrer qu’elles sont déterminées itérativement, pour tout m, u et j, comme
solutions de systèmes différentiels. Précisément :

• Cas aj,r = 0 Pour tout m � 1 et tout u = 1, ..., r,

1

CK

(
1− Re

(
λj
r
− u− 1

r

))
Φu,j;•

m = (3.12)

JnjΦ
u,j;•
m +Φu,j;•

m Jn1 +
d

dτ

(
|̂B|

u,j;•
∗Φm−1

)

• Cas aj,r �= 0 et q̇j ≡ 0 Pour tout m � 1 et tout u = 1, ..., r,

ν
dΦu,j;•

m

dτ
−

∣∣∣∣
λj
r
− u− 1

r
− 1

∣∣∣∣Φ
u,j;•
m = (3.13)

+JnjΦ
u,j;•
m +Φu,j;•

m Jn1
+

d

dτ

(
|̂B|

u,j;•
∗Φm−1

)

• Cas aj,r �= 0 et q̇j �≡ 0 Notons Zm,j la matrice de dimension rnj×n1

définie par

Zm,j :=



Φ1,j;•

m
...

Φr,j;•
m




Alors, pour tout m � 1,

Rj
dZm,j

dτ
= SjZm,j + Tm,j −Zm,jJn1 (3.14)

où Tm,j est la matrice de dimension rnj × n1 définie par

Tm,j :=




d

dτ

(
|̂B|

1,j;•
∗Φm−1

)

...
d

dτ

(
|̂B|

r,j;•
∗Φm−1

)




et où Rj et Sj sont les matrices carrées de dimension rnj définies par

Rj :=




ν 0 · · · · · · 0

− |aj,r−1| ν
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . ν 0

− |aj,1| · · · · · · − |aj,r−1| ν



⊗ Inj
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et

Sj := Ir ⊗Jnj +




∣∣λj
r − 1

∣∣ |aj,1| · · · · · · |aj,r−1|

0
∣∣λj
r − 1

r − 1
∣∣ . . .

.

.

.

.

.

.
. . .

. . .
. . .

.

.

.
.
.
.

. . .
∣∣λj
r −

r−2
r − 1

∣∣ |aj,1|
0 · · · · · · 0

∣∣λj
r −

r−1
r − 1

∣∣




⊗ Inj

Noter que R−1
j ∈ Mrnj (R+[ν−1]) et

∣∣R−1
j

∣∣ � R−1
j . De plus, par construc-

tion, les conditions initiales associées à chacun de ces systèmes sont telles
que Φm(0) � |ϕm(0)| pour tout m � 1.

En procédant alors de façon analogue à [8, lem. 2.9], nous pouvons
établir, grâce au lemme de Grönwall, le résultat suivant :

Lemme 3.4 (Série majorante). —

1. Soit K > 0 associé à la région ν-sectorielle ∆ν (cf. page 122).
La série

ĝ(K |τ |) =
∑

m�1

Φm(K |τ |)

est une série majorante de f̂(τ) =
∑

m�1ϕm(τ) sur ∆ν :

|ϕm(τ)| �Φm(K |τ |) pour tout m � 1 et τ ∈ ∆ν

2. En particulier, la série
∑

m�1ϕm(τ) converge uniformément sur tout
compact de RΩ.

Ainsi, puisque ĝ est analytique sur ∆ν et à croissance exponentielle à
l’infini, il en est de même pour f̂(τ). Par suite, f̂(τ) est résurgente-sommable
sur RΩ, ce qui termine la démonstration du théorème 1.2.

3.3. Description des singularités de front monomial

Nous avons vu au paragraphe 2 que les singularités de front monomial de
f̂(τ) sont des singularités de la classe de Nilsson. Leur étude via la méthode
perturbative d’Écalle que nous proposons ci-dessous permet d’en donner une
description plus précise. Nous procédons de façon analogue à [8, § 3] en nous
basant sur les résultats des lemmes 3.2 et 3.4 qui permettent d’interpréter
la transformée de Borel f̂(τ) comme une série

∑
m�1ϕm(τ) de fonctions

résurgentes sur RΩ qui converge uniformément sur tout compact de RΩ.
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Comme précédemment, étant donné un chemin γ tracé sur C\Ω de 0 à
un voisinage de ω ∈ Ω∗, nous notons contγ,ωϕm le prolongement analytique

de ϕm le long de γ et (
∇
ϕm)γω la singularité en ω définie par ce prolongement.

Rappelons que les fonctions ϕu,j;•
m , u = 1, ..., r, sont entièrement détermi-

nées par l’un des systèmes (3.10) ou (3.11) suivant que le polynôme q̇j est
nul ou non (cf. lemme 3.2). L’étude de ces systèmes permet d’obtenir, par

récurrence sur m � 1, la structure des singularités (
∇
ϕm)γω en tout point

ω ∈ Ω∗ de front monomial. Cette étude est basée sur les deux remarques
suivantes :

− lorsque aj,r �= ω, les systèmes homogènes des systèmes (3.10) et (3.11)

n’étant pas singulier en ω et les fonctions B̂
u,j;•

étant entières sur C
(en effet, Bu,j;• est analytique à l’origine), les fonctions ϕu,j;•

1 sont
analytiques en ω pour tout u = 1, ..., r et, pour m � 2, seul le produit
de convolution B̂ u,j;•∗ϕm−1 apporte une contribution à la singularité

(
∇
ϕ u,j;•

m )γω.

− lorsque aj,r = ω, l’hypothèse de front monomial entrâınant q̇j ≡ q̇ω ≡
0, les fonctions ϕu,j;•

m , u = 1, ..., r, sont entièrement déterminées par
les systèmes (3.10), systèmes qui sont identiques à ceux étudiés dans
[8, § 3].

En particulier, tous les calculs détaillés dans [8, § 3] pour l’étude des
singularités des systèmes de niveau unique 1 restent valables dans notre
cas5. On peut alors montrer que

1. pour tout m � 1, les singularités (
∇
ϕm)γω ont toutes la même structure,

structure qui est identique à celle des singularités rencontrées dans le
cadre des systèmes de niveau unique 1,

2. cette structure commune « se transmet » à
∇
f γ
ω grâce à la convergence

uniforme de la série
∑

m�1ϕm sur tout compact de RΩ ([8, thm.
3.7]).

Plus précisément, nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 3.5 (Singularités de f̂ de front monomial). — Soit ω ∈ Ω\{0}
un point singulier de f̂ de front monomial.

(5) Le produit de convolution B̂u,j;• ∗ ϕm−1 apparaissant à chacune des étapes de la

récurrence pour m � 2 est étudié dans [8, lem. 3.2] et les systèmes (3.10) pour aj,r = ω
sont étudiés dans [8, prop. 3.5].
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Pour tout chemin γ tracé sur C\Ω de 0 à un voisinage de ω, la singularité
∇
f γ
ω admet un majeur f̌γω de de la forme

f̌ γ u,j;•
ω (ω + τ) = τ

λj−u+1

r
−1τ

Jnj
r ku,j;•ω τ−

Jn1
r +

∑

λ�;a�,r=ω

r∑

v=1

τ
λ�−v+1

r Ru,j;•
λ�,v;ω

(ln τ)

pour tout u = 1, ..., r et j = 1, ..., J , où

− ku,j;•ω est une matrice constante de dimension nj×n1 vérifiant ku,j;•ω =
0 lorsque aj,r �= ω

− Ru,j;•
λ�,v;ω

(X) est une matrice à coefficients polynomiaux dans R̂es
som

Ω−ω[X].

De plus, les colonnes de Ru,j;•
λ�,v;ω

(X) sont de degré

N [�] =

{
(n
 − 1)(n
 − 1) + 1 · · · (n
 − 1) + (n1 − 1) si λ
 �= 0
n
n
 + 1 · · ·n
 + (n1 − 1) si λ
 = 0

Remarque 3.6. — Dans la pratique, la matrice constante ku,j;•ω peut être

obtenue comme coefficient du monôme τ
λj−u+1

r −1.

Les cas où la matrice L des exposants de monodromie formelle est dia-
gonale, voire triviale, sont deux cas particuliers intéressants. Dans ces deux

cas, f̌
γ u,j;•
ω ne comporte plus qu’un seul coefficient que nous notons f̌

γ u,j

ω .

Corollaire 3.7. — (L diagonale : L =
⊕n

j=1 λj). — Soit ω ∈ Ω\{0}
un point singulier de f̂ de front monomial.

Pour tout chemin γ tracé sur C\Ω de 0 à un voisinage de ω, la singularité
∇
f γ
ω admet un majeur f̌γω de de la forme

f̌γ u,j
ω (ω + τ) =

ku,jω

τ
+ hu,j

ω (τ) ln τ +
∑

λ∈Λω

τλ−1hu,j
λ;ω(τ)

où ku,jω est une constante, hu,j
ω et hu,j

λ;ω sont des fonctions résurgentes-som-

mables de R̂es
som

Ω−ω et où

Λω =

{
λ
 − v + 1

r
; a
,r = ω,v = 1, ..., r et (λ
 �= 0 ou v �= 1)

}

De plus,
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− ku,jω = 0 lorsque aj,r �= ω ou λj �= 0 ou u �= 1

− hu,j
ω = 0 lorsqu’il n’existe aucun � tel que a
,r = ω et λ
 = 0

− pour λ =
λ
 − v + 1

r
∈ Λω, hu,j

λ;ω(0) = 0 lorsque (�, v) �= (j, u).

Corollaire 3.8 (L triviale : L = On). — Soit ω ∈ Ω\{0} un point

singulier de f̂ de front monomial.

Pour tout chemin γ tracé sur C\Ω de 0 à un voisinage de ω, la singularité
∇
f γ
ω admet un majeur f̌γω de de la forme

f̌γ u,j
ω (ω + τ) =

ku,jω

τ
+ hu,j

ω (τ) ln τ +

r∑

v=2

τ
1−v
r −1hu,j

v;ω(τ)

où ku,jω est une constante et où hu,j
ω et hu,j

v;ω sont des fonctions résurgentes-

sommables de R̂es
som

Ω−ω. De plus,

− ku,jω = 0 lorsque aj,r �= ω ou u �= 1

− hu,j
ω = 0 lorsque il n’existe aucun � tel que a
,r = ω

− hu,j
v;ω(0) = 0 lorsque v �= u.

Remarquer que, contrairement aux systèmes de niveau unique 1 ([8,
thm. 3.7 et conséquences]), il existe en général des puissances ramifiées de
τ , y compris lorsque la matrice L des exposants de monodromie formelle est
triviale.

4. Matrices de Stokes-Ramis et constantes de connexion

4.1. Matrices de Stokes-Ramis et réduction du rang

4.1.1. Automorphismes de Stokes-Ramis

Etant donnée une direction non anti-Stokes θ ∈ R/2πZ du système initial
(0.1) et le choix de sa détermination principale, disons θ& ∈]−2π, 0] 6 , nous

considérons la somme de Ỹ dans la direction θ définie par

Yθ(x) = sr;θ(F̃ )(x)Y0,θ�(x)

(6) Tout choix convient. Toutefois, pour être compatible, sur la sphère de Riemann,
avec le choix usuel 0 � arg(z = 1/x) < 2π de la détermination principale à l’infini, nous
suggérons de choisir −2π < arg(x) � 0 comme détermination principale en 0.
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pour arg(x) proche de θ& (noté dans la suite arg(x) � θ&), où sr;θ(F̃ )(x)

est l’unique r-somme de F̃ dans la direction θ et où Y0,θ�(x) est la solu-
tion Y0,θ�(x) := xLeQ(1/x) définie par le choix arg(x) � θ&. Rappelons que

sr;θ(F̃ ) est une fonction analytique définie et asymptotique Gevrey d’ordre
1
r à F̃ sur un secteur bissecté par θ et d’ouverture > π

r .

Pour une direction anti-Stokes θ ∈ R/2πZ du système (0.1) et le choix de
sa détermination principale θ& ∈]− 2π, 0], nous considérons, pour arg(x) �
θ&, les deux sommes latérales Yθ−(x) et Yθ+(x) obtenues respectivement
comme prolongement analytique de Yθ−ε et Yθ+ε à un secteur de sommet
0, bissecté par θ et d’ouverture π

r . Noter que de tels prolongements existent
sans aucune ambigüıté lorsque ε > 0 est suffisamment petit.

En général, les deux sommes latérales sr;θ−(F̃ ) et sr;θ+(F̃ ) (et donc Yθ−
et Yθ+) ne sont pas des prolongements analytiques l’une de l’autre. Ceci
constitue le phénomène de Stokes du système (0.1). Celui-ci est caractérisé
par la collection des automorphismes

Stθ� : Yθ+ �−→ Yθ− (4.1)

pour toute les directions anti-Stokes θ ∈ R/2πZ du système (0.1). Ces au-

tomorphismes sont appelés automorphismes de Stokes-Ramis relatifs à Ỹ .

Définition 4.1 (Matrices de Stokes-Ramis). — On appelle matrice de

Stokes-Ramis associée à Ỹ dans la direction θ la matrice de Stθ� dans la
base Yθ+

7. Nous la notons In + Cθ� .

La matrice In + Cθ� est entièrement déterminée par la relation

Yθ−(x) = Yθ+(x)(In + Cθ�) pour arg(x) � θ&

4.1.2. Action de la réduction du rang

Les directions anti-Stokes du système initial (0.1) associées au premier

bloc de colonnes f̃(x) de F̃ (x) sont les directions de décroissance maximale
des exponentielles eqj(1/x), qj �≡ 0. Ainsi, à chaque polynôme non nul qj cor-
respondent r directions anti-Stokes θ0, θ1, ..., θr−1 ∈ R/2πZ régulièrement

(7) Dans la littérature, une matrice de Stokes a un sens plus général où l’on peut com-
parer deux solutions asymptotiques dont les domaines de définitions ont une intersection
non vide. Suivant l’usage initié par J.-P. Ramis ([13]) dans l’esprit des travaux de Stokes,
nous excluons ici ce cas en ne considérant que les matrices de transition entre les sommes
situées de part et d’autre d’une même direction anti-Stokes.
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distribuées autour de l’origine x = 0. Pour fixer les idées, nous choisissons
arg(aj,r) ∈]− 2π, 0] et nous supposons que ces directions vérifient

θ&k :=
arg(aj,r)

r
− 2kπ

r
∈

]
−2(k + 1)π

r
,−2kπ

r

]

pour tout k = 0, ..., r− 1 de telle sorte que −2π < θ&r−1 < ... < θ&1 < θ&0 � 0.

Une telle collection étant fixée, nous considérons, pour tout k = 0, ..., r−
1, les matrices de Stokes-Ramis In + Cθ�

k
de Ỹ dans la direction θk.

Notons cθ�
k

les n1 premières colonnes de Cθ�
k

et découpons cθ�
k

en J

blocs de colonnes cj;•θ�
k

, j = 1, ..., J , suivant la structure de Jordan de L.

Les coefficients de cj;•θ�
k

sont nuls dès que eqj(1/x) n’est pas plate dans la

direction θk. Les autres coefficients de cθ�
k

sont appelés multiplicateurs de

Stokes associés à f̃ dans la direction θk.

Rappelons (cf. notation 3.1) que toute matrice M de dimension rn × p
est découpée en r blocs de lignes Mu;•, u = 1, ..., r, de dimension n × p
suivant la structure par blocs de la matrice A0 (cf. page 117), puis que
chaque matrice Mu;• est découpée en J blocs de lignes Mu,j;•, j = 1, ..., J ,
de dimension nj × p suivant la structure de Jordan de L.

La réduction du rang permet de « rassembler » les r directions θk en
une seule direction θ = rθ0 qui est une direction anti-Stokes du système
(1.1) associée à f̃. Noter que θ& = rθ&0 . Suivant les notations précédentes,

la matrice de Stokes-Ramis Irn + Cθ� associée à Ỹ dans la direction θ est
caractérisée, pour arg(t) � θ&, par la relation

Yθ− = Yθ+(Irn + Cθ�) avec Cθ� =

r−1⊕

k=0

Cθ�
k

(cf. [7, Prop. 4.2]). Celle-ci s’écrit également sous la forme

sθ−(F̃)− sθ+(F̃) = sθ+(F̃)Y0,θ�Cθ�Y
−1
0,θ� pour arg(t) � θ&

où sθ−(F̃) et sθ+(F̃) sont respectivement les 1-sommes de F̃ à droite et à
gauche de θ. En particulier, en ne considérant que les n1 premières colonnes :

sθ− (̃f)(t)− sθ+ (̃f)(t) =
1

r
sθ+(F̃)

∑

ω∈Ωθ

Mω�(t)e
−ω/t

pour arg(t) � θ&
(4.2)
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où, pour tout u = 1, ..., r et j = 1, ..., J ,

Mu,j;•
ω�

=





0nj×n1
si aj,r 
= ω

r−1∑

k=0

(ρkt1/r)
Lj−(u−1)Inj cj;•

θ�
k

(ρkt1/r)−Jn1 eq̇ω(ρkt−1/r) si aj,r = ω

La matrice 0nj×n1 est la matrice de dimension nj ×n1 dont tous les termes
sont nuls.

4.2. Singularité principale et constantes de connexion pour les
singularités de front monomial

Etant donnée θ ∈ R/2πZ, notons dθ la demi-droite issue de l’origine
d’argument θ et Ωθ = Ω∗ ∩ dθ. La direction θ est une direction anti-Stokes
associée à f̃ lorsque Ωθ �= ∅.

Pour une telle direction θ et le choix d’un point ω ∈ Ωθ, la singularité
∇
f γ
ω dépend du chemin γ et également du choix de la détermination de

l’argument autour de ω. Désormais,

− nous considérons un chemin γ+ le long du segment [0, ω] joignant
l’origine 0 à un point τ proche de ω en évitant tous les points singuliers
intermédiaires ω′ ∈ Ωθ ∩ [0, ω] par la droite.

− nous choisissons la détermination principale de la variable τ autour
de ω, i.e., arg(τ) ∈]− 2π, 0] avec notre précédent choix.

Définition 4.2 (Singularité principale). — Etant donnée une direction

anti-Stokes θ de f̃, nous appelons singularité principale de f̂ en ω ∈ Ωθ la

singularité
∇
f +
ω� := contγ+,ω (̂f) où nous avons choisi la détermination prin-

cipale de la variable τ . Un majeur f̌+ω� de
∇
f +
ω� est appelé majeur principal.
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Lorsque ω ∈ Ωθ est de front monomial, le théorème 3.4 donne une forme

explicite d’un majeur principal f̌+ω� de
∇
f +
ω� :

f̌+ u,j;•
ω� (ω + τ) = τ

λj−u+1

r −1τ
Jnj
r k+ u,j;•

ω� τ−
Jn1
r +

∑

λ�;a�,r=ω

r∑

v=1

τ
λ�−v+1

r R+ u,j;•
λ�,v;ω�

(ln τ)

(4.3)

pour tout u = 1, ..., r et j = 1, ..., J .

Définition 4.3 (Constantes de connexion). — Etant donnés une direc-

tion anti-Stokes θ de f̃ et ω ∈ Ωθ de front monomial, nous appelons con-
stantes de connexion de f̂ en ω les coefficients a priori non triviaux de la
matrice k+

ω� .

4.3. Relations entre les matrices de Stokes-Ramis et les constantes
de connexion

Dans ce paragraphe, nous explicitons les multiplicateurs de Stokes as-
sociés à f̃ en fonction de constantes de connexion dans le plan de Borel.
Les formules obtenues généralisent celles données dans [8, § 4.3, thm. 4.3]
pour les systèmes de niveau unique 1. Elles s’établissent de façon analogue,
tout du moins pour les multiplicateurs de Stokes correspondant à des sin-
gularités de front monomial. Pour ceux correspondant à des singularités de
front non monomial, nous nous appuyons sur une méthode par changement
de variable due à M. Loday-Richaud (cf. § 4.3.2 ci-dessous).

Suivant [8, § 4.3], le membre de gauche de l’égalité (4.2) peut être vu
comme une intégrale de Laplace le long d’un contour de Hankel autour de
la demi-droite dθ, l’argument variant de θ − 2π à θ, et évitant les points
singuliers ω ∈ Ωθ par la droite dans les deux sens. La résurgence-sommable
de f̃ permet alors d’écrire l’égalité (4.2) sous la forme

∑

ω∈Ωθ

e−
ω
t

∫

γ+

θ

f̌+ω�(ω + τ)e−
τ
t dτ =

1

r
sθ+(F̃)

∑

ω∈Ωθ

Mω�(t)e
−ωt (4.4)

où γ+
θ est un contour Hankel comme ci-dessous :
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Ainsi, compte-tenu de la structure des singularités
∇
f+
ω� (thm. 2.13), la propo-

sition 2.4, point 2, et le lemme de Watson montrent que l’égalité (4.4) se
sépare terme à terme en les égalités

∫

γ+

θ

f̌+ω�(ω + τ)e−τ/tdτ =
1

r
sθ+(F̃)(t)Mω�(t)

pour tout ω ∈ Ωθ et arg(t) � θ&
(4.5)

4.3.1. Cas des singularités de front monomial

Le majeur principal f̌+ω� en un point singulier ω ∈ Ωθ de front monomial
est donné par (4.3). Ainsi, en procédant de façon analogue à [8, thm. 4.3]

et en identifiant les termes en t
λj−u+1

r dans les deux membres de (4.5) pour
j tel que aj,r = ω et u = 1, ..., r, nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 4.4 (Matrices de Stokes-Ramis et constantes de
connexion). — Soit (θk)k=0,...,r−1 une collection de directions anti-Stokes

de f̃ et θ = rθ0.

Pour tout ω ∈ Ωθ de front monomial et tout j ∈ {1, ..., J} tel que aj,r =

ω, les données de (cj;•θ�
k

)k=0,...,r−1 et de (k+ u,j;•
ω� )u=1,...,r sont équivalentes

et sont reliées par la formule

cj;•θ�
k

=

r∑

u=1

ρk((u−1)Inj−Lj)Iu,j;•ω� ρkJn1 (4.6)

où

Iu,j;•ω� :=

∫

γ0

τ
λj−u+1

r −1τ
Jnj
r k+ u,j;•

ω� τ−
Jn1
r e−τdτ

et où γ0 est un contour de Hankel autour du demi-axe R+ (on rappelle que,
par convention, l’argument le long de γ0 varie de −2π à 0).

Lorsque la matrice de monodromie formelle est diagonale : L =
⊕n

j=1 λj ,
tous les blocs de Jordan Jnj sont nuls. Ainsi,

Iu,jω� =

∫

γ0

τ
λj−u+1

r −1k+ u,j
ω� e−τdτ = 2iπ

e−iπ
λj−u+1

r

Γ
(
1− λj−u+1

r

)k+ u,j
ω�
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Corollaire 4.5 (Matrice L diagonale). — Soit (θk)k=0,...,r−1 une col-

lection de directions anti-Stokes de f̃ et θ = rθ0.

Pour tout ω ∈ Ωθ de front monomial et tout j ∈ {1, ..., J} tel que aj,r =

ω, les données de (cjθ�
k
)k=0,...,r−1 et de (k+ u,j

ω� )u=1,...,r sont équivalentes et

sont reliées par les formules suivantes :

1. pour tout k = 0, ..., r − 1,

cjθ�
k

= 2iπ

r∑

u=1

ρk(u−1−λj) e−iπ
λj−u+1

r

Γ
(
1− λj−u+1

r

)k+ u,j
ω�

2. pour tout u = 1, ..., r,

k+ u,j
ω� =

eiπ
λj−u+1

r Γ
(
1− λj−u+1

r

)

2iπr

r−1∑

k=0

ρk(λj−u+1)cjθ�
k

Il peut être également utile, notamment pour le calcul effectif des mul-
tiplicateurs de Stokes, de donner une formule pour chaque coefficient de

la formule générale (4.6). Notons respectivement M(u,j,
);(q) et c
(j,
);(q)
θ�
k

le

coefficient situé à la �ème ligne et qème colonne de Mu,j;• et cj;•θ�
k

.

Corollaire 4.6. —

1. Pour tout � = 1, ..., nj et q = 1, ..., n1,

I
(u,j,
);(q)
ω� =

nj−
+q−1∑

p=0

1

rp
κp

(
λj − u + 1

r

)
H

(u,j,
);(q)
p,ω�

avec

κp

(
λj − u + 1

r

)
:= 2iπ

dp

dzp

(
e−iπz

Γ(1− z)

)

|z=λj−u+1

r

et

H
(u,j,
);(q)
p,ω� :=

∑


′−q′=p−q+1

(−1)q−1−q′ k
+ (u,j,
+
′);(q′+1)
ω�

(q − 1− q′)!�′!

2. Les différents coefficients de la formule (4.6) s’écrivent, pour tout
k = 0, ..., r − 1, � = 1, ..., nj et q = 1, ..., n1,

c
(j,
);(q)
θ�
k

=

r∑

u=1

ρk(u−1−λj)




nj−
+q−1∑

p=0

(
2ikπ

r

)p

K
(u,j,
);(q)
p,ω�



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avec

K
(u,j,
);(q)
p,ω� :=

∑


′−q′=p−q+1

(−1)q−1−q′ I
(u,j,
+
′);(q′+1)
ω�

(q − 1− q′)!�′!

La valeur des κp(λ) résulte de la proposition 2.4, point 2. Les différentes
formules établies dans ce paragraphe sont illustrées aux paragraphes 5.1 et
5.2 par deux exemples traités en détails.

4.3.2. Cas général

Le théorème 4.4 permet d’écrire les multiplicateurs de Stokes de f̃
correspondant aux singularités de front monomial de f̂ en fonction des con-
stantes de connexion de f̂ en ces différents points singuliers.

Pour les multiplicateurs de Stokes de f̃ correspondant aux singularités
de front non monomial de f̂, le manque de précision sur le majeur principal
f̌+ω� ne permet pas d’obtenir directement de formules analogues en suivant la
même démarche que précédemment. Pour contourner cette difficulté, nous
nous appuyons sur le résultat suivant dû à M. Loday-Richaud :

Lemme 4.7 (M. Loday-Richaud, [6]). —

1. Soit ω ∈ Ω\{0} un point singulier de f̂ de front non monomial : le
polynôme qω définissant Fr(ω) est de la forme

qω

(
1

x

)
= − ω

xr
+ q̇ω

(
1

x

)
avec q̇ω �≡ 0

Il existe un changement de la variable x de la forme

x =
y

1 + α1y + ... + αr−1yr−1
, α1, ..., αr−1 ∈ C (4.7)

tel que la partie polaire pω(1/y) de qω(1/x(y)) vérifie

pω

(
1

y

)
= − ω

yr

2. Les matrices de Stokes-Ramis du système (0.1) sont préservées par
le changement de variable (4.7).

En effet, à transformation de jauge méromorphe près, le lemme 4.7 nous
permet de construire un nouveau système différentiel linéaire de niveau
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unique r, normalisé comme le système initial (0.1) (cf. page 94), admet-
tant les mêmes matrices de Stokes-Ramis que le système initial (0.1) et
dans lequel le point singulier ω est de front monomial. Nous pouvons alors
lui appliquer le théorème 4.4 et ainsi expliciter également les multiplicateurs
de Stokes de f̃ correspondant à ω en fonction de constantes de connexion
dans le plan de Borel. Noter toutefois que ces constantes ne sont pas en
général directement lisibles sur le majeur principal initial f̌+ω� , y compris
lorsque celui-ci est calculable explicitement.

Cette méthode est illustrée au paragraphe 5.3 par un exemple détaillé.

4.3.2. Calcul effectif des multiplicateurs de Stokes

Moyennant le changement de variable (4.7) donné au lemme 4.7 et la

permutation des blocs de colonnes de F̃ (x), le théorème 4.4 permet de
ramener le calcul des multiplicateurs de Stokes du système initial (0.1) à
la détermination de constantes de connexion via l’étude des prolongements
analytiques des transformées de Borel des solutions formelles du système
r-réduit (1.1) en leurs points singuliers.

Dans un article ultérieur, nous montrerons comment évaluer l’erreur
commise avec cette méthode de calcul. Nous renvoyons à [15, § 3 et 5] pour
une première approche.

5. Exemples

Pour terminer l’article, nous illustrons par trois exemples les résultats
précédents. Si les systèmes proposés peuvent parâıtre un peu compliqués
au premier abord (points singuliers alignés, résonance, singularité de front
non monomial), ils sont suffisamment simples pour permettrent des calculs
exacts. Cette « simplicité » est due au fait que les systèmes considérés ont
tous des matrices triangulaires. Bien sûr, pour des systèmes plus généraux,
de tels calculs exacts ne sont, en général, pas faisables.

Pour chaque exemple, nous déterminons avec précision les constantes
de connexion dans le plan de Borel en explicitant le majeur principal de
chaque singularité (après avoir bien sûr effectué si nécessaire un changement
de la variable x du type (4.7) et normalisé le système obtenu). Nous en
déduisons alors les multiplicateurs de Stokes à l’aide des formules établies
au paragraphe 4 (thm. 4.4 et ses corollaires).
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5.1. Un exemple avec plusieurs points singuliers alignés

Nous considérons ici le système de niveau unique 2

x3 dY

dx
=




0 0 0
x4 − x5 2 0
x4 + x5 0 4 + x2

2


Y (5.1)

et sa solution fondamentale formelle Ỹ (x) = F̃ (x)xLeQ(1/x) où

− Q
(

1
x

)
= diag

(
0,− 1

x2 ,− 2
x2

)
,

− L = diag
(
0, 0, 1

2

)
,

− F̃ (x) =




1 0 0
f̃2(x) 1 0

f̃3(x) 0 1


 est une série entière telle que F̃ (x) = I3 +

O(x4).

Puisque seule la première colonne f̃(x) de F̃ (x) est divergente, il suffit de

s’intéresser aux directions anti-Stokes de Ỹ (x) associées à f̃(x), i.e., θ0 = 0
et θ1 = −π (les directions de décroissance maximale des exponentielles

e−1/x2

et e−2/x2

). Leurs matrices de Stokes-Ramis respectives sont définies
par I3 + C0 et I3 + C−π avec

C0 =




0 0 0
c20 0 0
c30 0 0


 et C−π =




0 0 0
c2−π 0 0
c3−π 0 0




Compte-tenu du corollaire 4.5, les multiplicateurs de Stokes c20 et c2−π d’une
part et c30 et c3−π d’autre part peuvent être calculés respectivement à partir

des constantes de connexion de f̂ en 1 et 2. En effet, ces deux points singuliers
sont de front monomial et la matrice des exposants de monodromie formelle
L est diagonale.

Le système 2-réduit du système (5.1) s’écrit

2t2
dY

dt
=




0 0 0 0 0 0
t2 2 0 −t3 0 0
t2 0 4 + t

2 t3 0 0
0 0 0 −t 0 0
−t2 0 0 t2 2− t 0
t2 0 0 t2 0 4− t

2




Y

– 137 –



Pascal Remy

et, compte-tenu de (1.2), la série formelle f̃ est de la forme

f̃(t) =




1
f̃2(t)

f̃3(t)
0

f̃5(t)

f̃6(t)




avec f̃j(t) ∈ t2C[[t]]

Le terme nul apparaissant à la quatrième ligne est dû au fait que le premier
coefficient de f̃(x) n’admet pas de terme en x2m+1, m � 0. D’après (3.1),

la série f̃(t) satisfait au système

2t2
df

dt
=




0 0 0 0 0 0
t2 2 0 −t3 0 0
t2 0 4 + t

2 t3 0 0
0 0 0 −t 0 0
−t2 0 0 t2 2− t 0
t2 0 0 t2 0 4− t

2




f

Les séries formelles f̃j sont donc les uniques solutions des équations

2t2
df̃2
dt

− 2̃f2 = t2 2t2
df̃5
dt

− (2− t) f̃5 = −t2

2t2
df̃3
dt

−
(

4 +
t

2

)
f̃3 = t2 2t2

df̃6
dt

−
(

4− t

2

)
f̃6 = t2

vérifiant les conditions f̃j(t) = O(t2). Par conséquent, leurs transformées de

Borel f̂
+

j sont définies par

f̂
+

2 (1 + τ) =
τ + 1

2τ
f̂
+

5 (1 + τ) =
i

3
τ−3/2 − 1

3

f̂
+

3 (2 + τ) = −27/4e−
3iπ
4

3
τ−3/4 +

2

3
f̂
+

6 (2 + τ) = −29/4e−
5iπ
4

5
τ−5/4 +

2

5

et les matrices de connexion k+
1 et k+

2 par

k+
1 =




0
k1,2 = 1

2
0
0

k1,5 = i
3

0




et k+
2 =




0
0

k2,3 = −27/4

3
e−3iπ/4

0
0

k2,6 = −29/4

5
e−5iπ/4



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Ainsi, les multiplicateurs de Stokes c20, c30, c2−π et c3−π étant reliés à ces
constantes par les relations





c20 = 2iπk1,2 + 2iπ
e
iπ
2

Γ
(

3
2

)k1,5

c30 = 2iπ
e−

iπ
4

Γ
(

3
4

)k2,3 + 2iπ
e
iπ
4

Γ
(

5
4

)k2,6

c2−π = 2iπk1,2 + 2iπe−iπ
e
iπ
2

Γ
(

3
2

)k1,5

c3−π = 2iπe
iπ
2

e−
iπ
4

Γ
(

3
4

)k2,3 + 2iπe−
iπ
2

e
iπ
4

Γ
(

5
4

)k2,6

(cf. corollaire 4.5 avec ρ = e−iπ), nous obtenons finalement

c20 =

(
π − 4

√
π

3

)
i c30 = 23/4

(
4π

3Γ( 3
4 )

+
16

5
Γ( 3

4 )

)
i

c2−π =

(
π +

4
√
π

3

)
i c3−π = −23/4

(
4π

3Γ( 3
4 )
− 16

5
Γ( 3

4 )

)

5.2. Un exemple avec résonance

Nous considérons à présent le système de niveau unique 2

x3 dY

dx
=




0 0 0
x4 + x5 2 x2

x4 + 2x5 0 2


Y (5.2)

et sa solution fondamentale formelle Ỹ (x) = F̃ (x)xLeQ(1/x) où

− Q
(

1
x

)
= diag

(
0,− 1

x2 ,− 1
x2

)
,

− L =




0 0 0
0 0 1
0 0 0


 (L n’est pas diagonale, d’où la résonance),

− F̃ (x) =




1 0 0
f̃2(x) 1 0

f̃3(x) 0 1


 est une série entière telle que F̃ (x) = I3 +

O(x4).
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Comme précédemment, nous nous intéressons uniquement aux directions
anti-Stokes de Ỹ (x) associées à la première colonne f̃(x) de F̃ (x). Ce sont
encore les directions θ0 = 0 et θ1 = −π et leurs matrices de Stokes-Ramis
respectives sont données par I3 + C0 et I3 + C−π avec

C0 =




0 0 0
c2,10 0 0
c2,20 0 0


 et C−π =




0 0 0
c2,1−π 0 0

c2,2−π 0 0




Ici, le point τ = 1 est de front monomial et les quatre multiplicateurs de
Stokes c2,10 , c2,20 , c2,1−π et c2,2−π peuvent tous être calculés à partir des constantes

de connexion de f̂ en 1.

Le système 2-réduit du système (5.2) est donné par

2t2
dY

dt
=




0 0 0 0 0 0
t2 2 t t3 0 0
t2 0 2 2t3 0 0
0 0 0 −t 0 0
t2 0 0 t2 2− t t
2t2 0 0 t2 0 2− t




Y

Ainsi, en adaptant les calculs de l’exemple précédent, on vérifie que la série
formelle f̃(t) est de la forme

f̃(t) =




1
f̃2(t)

f̃3(t)
0

f̃5(t)

f̃6(t)




avec f̃j(t) ∈ t2C[[t]]

et que les transformées de Borel f̂
+

j sont définies par





f̂
+

2 (1 + τ) =
3τ + 3 + iπ

4τ
+

ln τ

4τ

f̂
+

3 (1 + τ) =
τ + 1

2τ

f̂
+

5 (1 + τ) =
3π − 5i

9
τ−3/2 − i

3
τ−3/2 ln τ +

5

9

f̂
+

6 (1 + τ) = −2i

3
τ−3/2 +

2

3
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En particulier, la matrice de connexion k+
1 est donnée par

k+
1 =




0
k2 = 3+iπ

4
k3 = 1

2
0

k5 = 3π−5i
9

k6 = − 2i
3




D’après le corollaire 4.6, les multiplicateurs de Stokes c2,10 , c2,20 , c2,1−π et c2,2−π
sont reliés aux constantes kj par les formules





c2,10 = κ0(0)k2 + (κ0(0) + 1
2κ1(0)) k3 + κ0 (− 1

2 ) k5

+
(
κ0

(
− 1

2

)
+ 1

2κ1 (− 1
2 )

)
k6

c2,20 = κ0(0)k3 + κ0 (− 1
2 ) k6

c2,1−π = κ0(0)k2 +
(
iπκ0(0) + 1

2κ1(0)
)
k3 − κ0

(
− 1

2

)
k5

−
(
iπκ0

(
− 1

2

)
+ 1

2κ1

(
− 1

2

))
k6

c2,2−π = κ0(0)k3 − κ0

(
− 1

2

)
k6

Rappelons que κp(λ) = 2iπ dp

dzp

(
e−iπz

Γ(1−z)

)
|z=λ

et donc

κ0(0) = 2iπ κ1(0) = 2π2 − 2iπγ

κ0

(
− 1

2

)
= −4

√
π κ1

(
− 1

2

)
=
√
π(4γ − 8 + 8 ln 2 + 4iπ)

où γ = 0.5772... est la constante d’Euler. Ainsi,

c2,10 =
i
√
π

18
(136− 24γ − 48 ln 2 + 45

√
π − 9γ

√
π)

c2,20 =
i
√
π

3
(8 + 3

√
π)

c2,1−π =
8π
√
π

3
− π2 − i

√
π

18
(88− 24γ − 48 ln 2− 27

√
π + 9γ

√
π)

c2,2−π = − i
√
π

3
(8− 3

√
π)
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5.3. Un exemple avec un point singulier de front non monomial

Nous reprenons ici le système

x3 dY

dx
=

[
0 0
−x

3 1 + x

]
(2.1)

de l’exemple 2.1 (cf. page 101) et sa solution fondamentale formelle Ỹ (x) =

F̃ (x)eQ(1/x) où

− Q
(

1
x

)
= diag

(
0,− 1

2x2 − 1
x

)
,

− F̃ (x) =

[
1 0

x
3 + O(x2) 1

]
= I2 + O(x) ∈ M2(C[[x]])

Les multiplicateurs de Stokes de ce système ont déjà été calculés dans
[6, ex. V.2]. Ceux-ci ont été obtenus comme limites de suites récurrentes
suivant une méthode due à M. Loday-Richaud et basée sur la cohomologie
et l’intégrale de Cauchy-Heine. Nous proposons ici une autre méthode de
calcul de ces multiplicateurs basée sur l’étude des singularités dans le plan
de Borel et sur les résultats du paragraphe 4.

Afin d’entrer dans le cadre que nous nous sommes fixés depuis le para-
graphe 3, commençons par normaliser la série formelle F̃ (x) à F̃ (x) =
I2 + O(x2) à l’aide de la transformation de jauge

Y �−→
[

1 0
−x

3 1

]
Y

Rappelons qu’une telle transformation n’affecte pas les matrices de Stokes-
Ramis. Le système (2.1) devient alors

x3 dY

dx
=

[
0 0

x2−x3

3 1 + x

]
Y (5.3)

et nous notons encore Ỹ (x) = F̃ (x)eQ(1/x) la solution fondamentale formelle
correspondante. Rappelons que

Q

(
1

x

)
= diag

(
0,− 1

2x2
− 1

x

)

et que F̃ (x) est maintenant une série entière telle que F̃ (x) = I2 + O(x2).
Plus précisément,

F̃ (x) =

[
1 0

f̃2(x) 1

]
avec f̃2(x) ∈ x2C[[x]]
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Comme dans les deux exemples précédents (§ 5.1 et 5.2), seule la première

colonne f̃(x) de F̃ (x) est divergente. Nous nous intéressons donc uniquement

aux directions anti-Stokes de Ỹ (x) associées à f̃(x). A nouveau, il s’agit des
directions θ0 = 0 et θ1 = −π (les directions de décroissance maximale de

e−1/(2x2)−1/x) et leurs matrices de Stokes-Ramis respectives sont données
par I2 + C0 et I2 + C−π avec

C0 =

[
0 0
c20 0

]
et C−π =

[
0 0

c2−π 0

]

Ici, le point singulier τ = 1
2 engendrant la collection de directions (0,−π)

est de front non monomial. Comme dans [6, ex. V.2], nous effectuons le
changement de variable

x =
y

1− y

afin d’éliminer la partie polaire −1/x présente dans l’exponentielle. Ce
faisant, le système (5.3) devient

y3 dY
dy

=

[
0 0

y2(1−2y)
3(y−1)2 1

]
Y (5.4)

et sa solution fondamentale formelle Ỹ(y) := Ỹ (x(y)) s’écrit sous la forme

Ỹ(y) = G̃(y)eP (1/y) avec

− P
(

1
y

)
= diag

(
0,− 1

2y2

)
,

− G̃(y) = F̃ (x(y))

[
1 0
0

√
e

]
=

[
1 0

f̃2(x(y))
√
e

]
∈ M2(C[[y]]).

Rappelons que les systèmes (5.3) et (5.4) ont les mêmes matrices de Stokes-

Ramis (cf. lemme 4.7). La normalisation de G̃(y) à I2 + O(y2) s’effectue à
l’aide de la transformation de jauge constante

Z =

[
1 0
0 e−1/2

]
Y

Ainsi, le système (5.4) devient

y3 dZ

dy
=

[
0 0

y2(1−2y)
3
√
e(y−1)2

1

]
Z (5.5)

et nous considérons sa solution fondamentale formelle Z̃(y) = H̃(y)eP (1/y)

où

H̃(y) =

[
1 0
0 e−1/2

]
G̃(y) =

[
1 0

h̃2(y) 1

]
∈ M2(C[[y]])
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est une série entière satisfaisant à H̃(y) = I2 + O(y2). Plus précisément,

h̃2(y) = e−1/2f̃2(x(y)) = − y2

3
√
e
− y4

3
√
e

+ O(y5) ∈ y2C[[y]]

Le système (5.5) a encore les mêmes matrices de Stokes-Ramis que le système
(5.3) et les multiplicateurs de Stokes c20 et c2−π peuvent être à présent cal-
culés à l’aide du corollaire 4.5. En effet, le point singulier τ = 1

2 qui engendre
la collection de directions anti-Stokes (0,−π) est maintenant de front mono-
mial et la matrice des exposants de monodromie formelle L est triviale.

Notons h̃(y) la première colonne de H̃(y) et h̃(t) le vecteur colonne

correspondant à h̃(y) après réduction du rang. D’après (1.2),

h̃(t) =




1
h̃2(t)

0
h̃4(t)


 avec





h̃2(t) = − t

3
√
e

+ O(t2)

h̃4(t) = O(t2)

Le terme nul apparaissant à la troisième ligne est dû au fait que le premier
coefficient de h̃(y) n’admet pas de termes en y2m+1, m � 0.

Le système 2-réduit du système (5.5) est défini par

2t2
dY

dt
=




0 0 0 0
T1(t) 1 tT2(t) 0

0 0 −t 0
T2(t) 0 T1(t) 1− t


Y

avec 



T1(t) = − t(3t− 1)

3
√
e(t− 1)2

= − 1

3
√
e

∑

m�1

(2m− 3)tm

T2(t) = − 2t2

3
√
e(t− 1)2

= − 2

3
√
e

∑

m�2

(m− 1)tm

Ainsi, d’après (3.1), les séries formelles h̃j(t) sont entièrement déterminées
par les relations

2t2
dh̃2

dt
− h̃2 = T1(t) 2t2

dh̃4

dt
− (1− t)h̃4 = T2(t)

et les conditions initiales h̃j(0) = 0. Leurs transformées de Borel ĥj sont
donc entièrement déterminées par les équations





(2τ − 1)ĥ2 = T̂1

(2τ − 1)
dĥ4

dτ
+ 3ĥ4 =

dT̂2

dτ
, ĥ4(0) = 0
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où les transformées de Borel T̂j des Tj sont données par





T̂1(τ) = − 1

3
√
e

∑

m�0

2m− 1

m!
τm = −2τ − 1

3
eτ−1/2

T̂2(τ) = − 2

3
√
e

∑

m�1

τm

(m− 1)!
= −2τ

3
eτ−1/2

Par conséquent,

ĥ
+

2

(
1

2
+ τ

)
= −eτ

3
ĥ

+

4

(
1

2
+ τ

)
=

i
√

2

12
√
e
τ−3/2 − eτ

3

Noter que seul le prolongement analytique ĥ
+

4 est singulier en τ = 1
2 . La

matrice de connexion k+
1/2 s’écrit alors

k+
1/2 =




0
k2 = 0

0
k4 = i

√
2

12
√
e




Les multiplicateurs de Stokes c20 et c2−π étant reliés à ces constantes par les
formules

c20 = 2iπk2 + 2iπ
e
iπ
2

Γ
(

3
2

)k4 c2−π = 2iπk2 + 2iπe−iπ
e
iπ
2

Γ
(

3
2

)k4

(cf. corollaire 4.5 avec ρ = e−iπ), nous obtenons finalement

c20 = − i

3

√
2π

e
c2−π =

i

3

√
2π

e

Noter que ces valeurs ne sont pas exactement celles que l’on obtient dans
[6, ex. V.2], mais leurs opposées. Ceci est simplement dû au fait que le sens
de parcours choisi sur le cercle trigonométrique n’est pas le même.
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A. Annexe :
Quelques remarques sur les majeurs d’exponentielles

Nous donnons dans cette annexe quelques remarques sur les majeurs

des singularités
∇
e q̇ω(ρkt−1/r) intervenant dans la structure des singularités

de f̂ (théorème 2.13). Lorsque q̇ω �≡ 0, cette singularité induit une singu-
larité irrégulière dont une description précise peut être obtenue à l’aide du
théorème d’Écalle.

En effet, l’exponentielle exp(q̇ω(ρkt−1/r)) étant solution d’une équation
différentielle linéaire Dy(t) = 0 à coefficients polynomiaux et de rang �
1 à l’origine, elle engendre une micro-solution à l’origine de son équation

transformée de Borel D̂ŷ(τ) = 0. La forme des majeurs de la singularité
∇
e

q̇ω(ρkt−1/r) résulte alors de la caractérisation de ces micro-solutions à partir
des « vraies » solutions de D̂ŷ(τ) = 0 (cf. B. Malgrange, [10, p. 40]).

Nous détaillons ci-dessous deux exemples typiques.

A.1. Cas d’un monôme

Dans le cas où q̇(1/x) est un monôme de la forme α/x
 avec α �= 0 et
� ∈ {1, ..., r − 1}, la méthode citée ci-dessus permet de déterminer la forme

générale des majeurs des singularités
∇
eq̇(t

−1/r) =
∇
eαt
−�/r

. A titre d’exemple,
nous démontrons le résultat suivant :

Proposition A.1 (Cas r = 2). — Soient α ∈ C∗, q̇(1/x) = α/x et
φ(x) = exp (q̇(1/x)) = exp(α/x). Notons

φ1(t) = φ(t1/2) = exp(αt−1/2) φ2(t) = φ(−t1/2) = exp(−αt−1/2)

les deux fonctions obtenues à partir de φ(x) par une ramification d’ordre 2.

Pour � = 1, 2, les majeurs des singularités
∇
φ 
 s’écrivent, modulo les fonc-

tions analytiques à l’origine, sous la forme

λ1,
τ
−3/2e−

α2

4τ + λ2,


1F1

(
− 1

2 ; 1
2 ; α2

4τ

)

τ
e−

α2

4τ (A.1)

avec λ1,
, λ2,
 ∈ C convenables.

La fonction 1F1(a, b, τ) est la fonction hypergéométrique confluente de
paramètres a et b. Elle est entière sur C et, par conséquent, la fonction
définie en (A.1) est entière sur C̃.
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Démonstration. — Les fonctions φ1 et φ2 forment une base de l’espace
des solutions de l’équation

4t3y′′ + 6t2y′ − α2y = 0

Cette équation étant de rang < 1 à l’origine, le théorème d’Écalle entrâıne

que les singularités
∇
φ 1 et

∇
φ 2 forment une base de l’espace M0 des micro-

solutions à l’origine de l’équation transformée de Borel

4τ2ŷ′ + (6τ − α2)ŷ = 0 (A.2)

Noter que M0 est un espace vectoriel de dimension 2 alors que l’équation
(A.2) est d’ordre 1. Ainsi, suivant [10, p. 40], nous considérons

(
ŷ1(τ) = τ−3/2 exp

(
−α2

4τ

))

une base de l’équation (A.2) et

ŷ2(τ) =
1F1

(
− 1

2 ; 1
2 ; α2

4τ

)

2τ
e−

α2

4τ

la solution de l’équation

4τ2ŷ′ + (6τ − α2)ŷ = 1

obtenue par la méthode de variation de la constante. Les fonctions ŷ1 et ŷ2

appartenant à Õ\O, l’espace M0 est également engendré par les singularités
∇
y 1 et

∇
y 2. En particulier, il existe des constantes λj,
 ∈ C convenables telles

que
∇
φ 
 = λ1,


∇
y 1 + λ2,


∇
y 2, ce qui termine la démonstration. �

Noter que pour α = ±1, la proposition A.1 montre en particulier qu’un

majeur de la singularité
∇
e±t

−1/2

est de la forme

λ±1τ
−3/2e−

1
4τ + λ±2

1F1

(
− 1

2 ; 1
2 ; 1

4τ

)

τ
e−

1
4τ

Nous retrouvons ici l’exponentielle e−1/(4τ) intervenant dans la structure
des singularités donnée dans l’exemple 2.1 (attention, il faut effectuer le

changement de variable τ �−→ τ + 1
2 dans les formules obtenues pour f̂2 et

f̂4 pour translater le point 1
2 en 0). Noter que la fonction hypergéométrique

confluente 1F1

(
− 1

2 ; 1
2 ; 1

4τ

)
n’intervient en revanche pas dans cette structure,

ceci du fait de la grande simplicité du système (2.1).
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Remarque A.2. — Des calculs analogues à ceux de la proposition A.1
permettent de traiter également le cas r � 3. En particulier, on peut montrer
que, pour � ∈ {1, ..., r − 1} premier avec r, les majeurs des singularités
∇
e αt−�/r s’expriment, modulo les fonctions analytiques à l’origine, à l’aide
de fonctions hypergéométriques confluentes généralisées ([15]).

A.2. Cas général

Lorsque q̇ω n’est plus un monôme, la situation devient plus compliquée.

En particulier, il ne semble pas que les majeurs des singularités
∇
eq̇ω(ρkt−1/r)

s’expriment à l’aide de fonctions liouvilliennes8 ou hypergéométriques.

Par exemple, considérons le polynôme q̇(1/x) = −2/x2 + 2/x et notons

ϕ1(t) = ϕ(t1/3) ϕ2(t) = ϕ(jt1/3) ϕ3(t) = ϕ(j2t1/3)

les trois fonctions obtenues à partir de ϕ(x) = exp(q̇(1/x)) par une ramifica-
tion d’ordre 3 (nous notons j le nombre complexe e2iπ/3). Ces trois fonctions
formant une base de l’espace des solutions de l’équation

27t5y′′′ + 135t4y′′ + (96t3 + 72t2)y′ + (32t− 64)y = 0

de rang < 1 à l’origine, le théorème d’Écalle entrâıne que les singularités
∇
ϕ 1,

∇
ϕ 2 et

∇
ϕ 3 forment une base de l’espace M0 des micro-solutions à l’origine

de l’équation transformée de Borel

27τ3ŷ′′ + (135τ2 + 72τ − 64)ŷ′ + (96τ + 104)ŷ = 0 (A.3)

Comme dans la proposition A.1, nous pouvons expliciter une base (
∇
y 1,

∇
y 2,

∇
y 3)

de M0 directement à partir des solutions de l’équation (A.3) de telle sorte

que
∇
ϕ 
 = λ1,


∇
y 1 + λ2,


∇
y 2 + λ3,


∇
y 3 avec λj,
 ∈ C convenables.

Commençons par étudier plus précisément les solutions de l’équation

(A.3). En effectuant successivement le changement de variable τ = 4
√

6
9ζ et

le changement d’inconnue

ŷ(ζ) = ζ8/3 exp
(
−ζ2 + ζ

√
6
)
ẑ(ζ)

l’équation (A.3) devient

ẑ′′ +

(
7

3ζ
− 2ζ +

√
6

)
ẑ′ +

(
−4

3
+

10
√

6

9ζ

)
ẑ = 0 (A.4)

(8) Rappelons qu’une solution d’une équation est dite liouvillienne si elle est obtenue à
partir du corps des coefficients (ici le corps des fractions rationnelles C(τ)) par une tour
d’extensions à l’aide de fonctions algébriques, exponentielles et primitives.
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Cette équation est une équation de Heun bi-confluente de paramètres α = 4
3 ,

β = −
√

6, γ = 2 et δ =
√

6
9

9. Puisque α /∈ Z, elle admet pour base de solu-

tions la fonction de Heun bi-confluente N( 4
3 ,−

√
6, 2,

√
6

9 ; ζ) qui est entière

sur C et la fonction ζ−4/3N(− 4
3 ,−

√
6, 2,

√
6

9 ; ζ) qui est entière sur C̃. Noter
que, compte-tenu des valeurs des quatre paramètres de l’équation (A.4)
et de [4, p. 239, prop. 13], ces deux fonctions ne sont pas liouvilliennes
(nous sommes ici dans le cas α �= ±1 et ±α ± γ /∈ 2Z∗). En particulier,
ceci montre que l’équation (A.4) est irréductible. En outre, ces deux fonc-
tions ne sont pas, non plus, hypergéométriques. En effet, aucune équation
hypergéométrique n’est de rang de Katz égal à 2 comme c’est le cas de
l’équation (A.4) à l’infini.

Suivant [10, p. 40], une base (
∇
y 1,

∇
y 2,

∇
y 3) de M0 peut être obtenue en

considérant les singularités
∇
y k = can(ŷk) où

ŷ1(τ) = τ−8/3 exp
(
− 32

27τ2
+

8

3τ

)
N

(4

3
,−
√

6, 2,

√
6

9
;
4
√

6

9τ

)

ŷ2(τ) = τ−4/3 exp
(
− 32

27τ2
+

8

3τ

)
N

(
− 4

3
,−
√

6, 2,

√
6

9
;
4
√

6

9τ

)

est une base de l’espace des solutions de l’équation (A.3) et où ŷ3(τ) est la
solution de l’équation

27τ3ŷ′′ + (135τ2 + 72τ − 64)ŷ′ + (96τ + 104)ŷ = 1

obtenue par la méthode de variation des constantes. Ainsi, compte-tenu des

résultats précédents, les majeurs des singularités
∇
ϕ 
 s’écrivant, à fonctions

analytiques à l’origine près, comme combinaison linéaire des fonctions ŷ1,
ŷ2 et ŷ3, ils ne s’expriment pas à l’aide de fonctions liouvilliennes ou hy-
pergéométriques10.

(9) Rappelons (cf. [16, p. 194]) que l’équation de Heun bi-confluente de paramètres
α, β, γ, δ ∈ C est l’équation d’ordre 2 définie par

z′′ +
(
α+ 1

ζ
− 2ζ − β

)
z′ +

(
γ − α− 2− (α+ 1)β + δ

2ζ

)
z = 0

Lorsque α /∈ Z, cette équation admet pour base de solutions la fonction de Heun bi-
confluente N(α, β, γ, δ; ζ) de paramètres α, β, γ, δ qui est entière sur C et la fonction
ζ−αN(−α, β, γ, δ; ζ) ([16, p. 204, prop. 3.1.1]).
(10) Je remercie ici tout spécialement J.-A. Weil pour m’avoir signalé les solutions de

Heun dans l’équation (A.3).
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deux, Funkcialaj Ekvacioj, 33, p. 161-225, (1990).

[7] Loday-Richaud (M.). — Rank reduction, normal forms and Stokes matrices, Ex-
positiones Mathematicae, 19, p. 229-250, (2001).

[8] Loday-Richaud (M.), Remy (P.). — Resurgence, Stokes phenomenon and alien
derivatives for level-one linear differential systems, Journal of Differential Equa-
tions, 250, p. 1591-1630, (2011).
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