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Semi-contractions des espaces localement compacts
et cas des variétés complexes

Jean-Jacques Loeb(1) et Jean-Pierre Vigué(2)

RÉSUMÉ. — En nous inspirant d’articles de Beardon, nous donnons des
résultats concernant les points fixes et les orbites d’auto-applications con-
tractantes et semi-contractantes des espaces connexes localement com-
pacts. Des résultats plus précis sont obtenus dans le cas des variétés com-
plexes Kobayashi hyperboliques.

ABSTRACT. — Inspired by papers of Beardon, we give results for fixed
points and orbits of contractions and semi-contractions of locally compact
connected spaces. More precise results are obtained for the case of complex
Kobayashi hyperbolic manifolds.

1. Introduction

Etant donnée une application d’un ensemble dans lui-même, une des
premières études est souvent celle de ses points fixes. Le théorème le plus
classique ici est peut-être le théorème du point fixe de Picard. Il suppose
un espace métrique complet et une application k-lipschitzienne avec k < 1.
Les conclusions sont alors les suivantes :

a) Il existe un point fixe unique.
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86962 Futuroscope
vigue@math.univ-poitiers.fr
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b) La suite des itérées de l’application en un point converge vers le point
fixe.

Ces conclusions restent vraies si on prend un espace (X, d) compact et
l’auto-application f contractante (ce qui signifie d(f(x), f(y)) < d(x, y) pour
x différent de y).

Que se passe-t-il alors pour une application contractante dans le cas
général d’un espace localement compact ? (non nécessairement compact ni
même complet). Un théorème de Beardon affirme que si (X, d) est propre
(toute boule fermée de rayon fini est compacte), alors on a l’alternative
suivante :

1. Les itérés de f tendent uniformément vers l’infini sur tout compact.

2. Les conclusions a. et b. sont vérifiées.

Nous donnons dans cet article un exemple d’espace localement compact
pour lequel l’alternative n’est pas vérifiée.

Edelstein et Beardon ont montré que a. est vérifiée dès qu’on prend
une contraction f d’un espace métrique (X, d) quelconque pourvu que l’on
suppose qu’il existe une sous-suite des itérées de f qui converge en un point
(ce qui est une autre manière d’exprimer dans le cas localement compact
que le premier terme de l’alternative n’est pas satisait). C’est donc b. qui
pose problème.

En s’inspirant des méthodes de Beardon [2][3], nous montrons que l’alter-
native est vérifiée dans le cas d’une contraction sur un espace localement
compact connexe. Un exemple simple est celui du disque unité ouvert de C
muni de la métrique de Poincaré et pour lequel les auto-applications holo-
morphes sont des contractions, dès qu’elles ne sont pas des automorphismes.
On récupère alors dans ce cas une partie du théorème de Denjoy-Wolf.

Une motivation principale de notre travail concerne les variétés com-
plexes Kobayashi hyperboliques. Ces variétés sont naturellement munies
d’une métrique (de Kobayashi) d qui fait des applications holomorphes des
semi-contractions (ce qui signifie d(f(x), f(y)) � d(x, y) pour tout x et y)
et qui généralisent ainsi la métrique de Poincaré. Les domaines bornés de
Cn sont des exemples de telles variétés. Beaucoup de ces métriques ne sont
pas complètes et il est souvent difficile de vérifier qu’elles le sont.

Revenant au cas général métrique localement compact (qu’on supposera
union dénombrable d’ouverts relativement compacts), des exemples simples
montrent qu’on ne peut espérer une telle alternative pour les semi-contrac-

– 560 –



Semi-contractions des espaces localement compacts et cas des variétés complexes

tions comme dans le cas des contractions, même sous des hypothèses fortes
de complétude ou de connexité.

L’alternative que nous considérons est alors la suivante :

1. La suite des itérées tend vers l’infini.

2. Les f -orbites sont relativement compactes (une f -orbite est l’ensemble
des itérés de f prises en un point x).

Une des motivations pour poser une telle alternative est que dans le
cas 2, une sous-suite des itérés de f tend vers une rétraction ρ, le cas ρ
constant correspondant à un point fixe. Voir [4] où la preuve faite dans le
cas complexe s’adapte à la situation générale.

On pourra aussi consulter [5] pour des résultats dans le cas des isométries.

Dans le cas des variétés complexes « taut » (condition plus faible que
complet et souvent plus facile à vérifier), l’alternative avait été démontrée
par Abate [1], théorème 2.1.29. Nous retrouvons son résultat par d’autres
méthodes.

L’alternative peut être mise en défaut pour les variétés Kobayashi hy-
perboliques en général. Dans ce cas, l’alternative est vraie si on remplace le
terme 2 par : Une orbite est relativement compacte (voir théorème 4.2 pour
un énoncé précis).

Comme corollaire, nous avons aussi dans ce cas que si une sous-suite des
itérées d’une application holomorphe converge, alors la famille des itérées
est normale.

Une grande partie de la preuve est faite dans le cas localement compact
général et nous pensons que certains des résultats intermédiaires obtenus
peuvent être intéressants en eux-mêmes. Le point essentiel que nous uti-
lisons dans notre cas est que les automorphismes holomorphes d’une variété
Kobayashi-hyperbolique forment un groupe de Lie. Il est possible que nos
résultats puissent s’étendre à des cas plus généraux que le cas complexe.
Notons qu’une propriété importante de la métrique de Kobayashi est d’être
une métrique intégrée, ce qui permet par exemple de montrer que dans
ce cas, une propriété de contraction locale introduite par Edelstein est
équivalente à la propriété classique de contraction.
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2. Le cas d’une contraction

Afin d’énoncer un théorème dû à A.F. Beardon concernant les espaces
métriques (X, d) , on a besoin des deux définitions suivantes :

Définition 2.1. — Une contraction de (X, d) est une application f de
(X, d) dans lui-même telle que : d(f(x), f(y)) < d(x, y) pour tout x différent
de y.

Définition 2.2. — Un espace métrique (X, d) est propre si toute boule
fermée de rayon fini est compacte. (La terminologie n’est pas celle de Bear-
don).

On a alors le résultat suivant, dont on donne un énoncé un peu différent
de la version originale ([2], p 143). La première partie de l’énoncé a été
d’abord démontré par Edelstein [6] avec une méthode différente.

Définition 2.3. — Etant donnés un espace métrique (X, d) et f une
contraction, on dira que f satisfait l’hypothèse (Hx) pour un certain x de
X si il existe une suite fnj (x) qui converge.

Théorème 2.4. — Soit (X, d) un espace métrique et f une contraction.

1. On suppose que f satisfait l’hypothèse (Hx) et on note p la limite d’une
suite fnj (x). Alors f admet p comme point fixe unique. De plus fn(x) tend
vers p.

2. Si de plus, (X, d) est propre, alors sous l’hypothèse (Hx), la suite des
itérées fn converge (localement uniformément) vers le point fixe p. Sinon
cette suite tend (localement uniformément) vers l’infini.

Voici la preuve en quelques mots :

1. L’unicité est claire, car si on avait deux points fixes distincts x et y
alors : d(f(x), f(y)) = d(x, y) < d(x, y), ce qui est absurde.

Beardon montre l’existence de la manière suivante :

On considère la suite un = d(fn(x), fn+1(x)). Elle est décroissante et
positive, donc a une limite l positive ou nulle. En considérant la sous-suite
unj , on voit que l = d(p, f(p)) où p est la limite de la suite fnj (x). On a
alors p = f(p). En effet, la suite unj+1 = d(fnj+1(x), fnj+2(x)) a comme
limite l mais a aussi comme limite d(f(p), f2(p)) strictement inférieur à
d(p, f(p)) sauf si p = f(p), ce qui reste donc la seule possibilité. On utilise
la décroissance de la suite d(fn(x), p) pour conclure.
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2. Voir [2]

On va donner un résultat similaire à celui de Beardon si on suppose X
connexe et localement compact (Nous n’avons pas trouvé ce résultat dans la
littérature, bien qu’il soit simple à démontrer à partir des idées de Beardon).

Proposition 2.5. — Le théorème précédent est vrai sous l’hypothèse X
connexe et localement compact (au lieu de propre).

Preuve. — On note x un point pour lequel l’hypothèse (Hx) est satisfaite
et p la limite d’une sous-suite des itérés en x. Montrons la convergence de
tous les fn(y) vers le point fixe p .

a) Notons E l’ensemble des y pour lesquels la suite fn(y) converge vers
p. Remarquons d’abord que d’après le théorème 1, on a : x ∈ E. Choisis-
sons une boule compacte B(p, r). L’inégalité triangulaire et la propriété de
contraction de f montrent que si y ∈ E et d(z, y) < r, alors pour n assez
grand, on a : fn(z) ∈ B(p, r). Par compacité de B(p, r), on en déduit qu’une
sous-suite extraite converge. En reprenant le même raisonnement que pour
x, on voit que fn(z) tend vers p, donc z ∈ E. Ceci implique que E qui con-
tient x est ouvert et fermé dans X. La connexité de X implique E = X. De
plus, la convergence des fn est uniforme sur tout compact (ou localement)
par Dini, la suite des d(fn(y), p) étant décroissante.

Plaçons nous dans la situation où l’hypothèse du 1. n’est satisfaite pour
aucun x. Dans, ce cas, on voit que fn(y) doit tendre vers l’infini (sortir de
tout compact) pour tout y. On a aussi l’uniformité sur tout compact. Car
sinon, il existerait un compact K et une suite yj de K telle qu’une suite
fnj (yj) aurait une limite. Quitte à extraire, on peut supposer que yj a une
limite y. En utilisant la propriété de contraction de f , on voit que la suite
fnj (y) aurait une limite, ce qui est absurde.

Remarque. — La généralisation suivante de la proposition 2.5 a été suggé-
rée par le rapporteur : dans le cas d’un espace (X, d) localement compact et
d’une contraction f , étant donnée une composante connexe C de X, alors
soit tous les itérés tendent vers l’infini en tout point de C , soit ils tendent
vers un point p (nécessairement unique et qui sera le point fixe) en tout
point de C . Ceci se montre en remarquant que dans la preuve de la propo-
sition précédente, l’ensemble E est ouvert et fermé, indépendamment de la
connexité de X.

On va donner deux exemples qui montrent à la fois la nécessité de la
connexité et de la locale compacité dans les hypothèses de la proposition
2.5. On remarquera que si f a un point fixe p, alors f satisfait (Hp).
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Exemple localement compact et non connexe

X est le sous-ensemble de R2 formé de la demi-droite ]0,+∞[ union le
point p = (0, 1). L’application (x, y)→ (x/2, y) est une application contrac-
tante pour la métrique euclidienne de X dans lui-même. Le point fixe est p
mais fn(x, 0) sort de tout compact pour x > 0.

Exemple connexe complet et non localement compact

On note en la suite de nombres dont le n-ième vaut 1 et les autres 0.
On se donne une suite de réels bk strictement compris entre 0 et 1 et tels
que le produit des bk converge vers un nombre strictement positif. On note
c0 l’espace de Banach des suites numériques qui tendent vers 0, muni de
la norme du max. Il existe alors un unique endomorphisme continu T tel
que T (en) = bnen+1, et T est en fait une contraction. D’autre part, on a :
Tn(e0) = b0b1 · · · bnen+1. Clairement, la suite des Tne0 ne tend pas vers la
suite nulle car sa norme ne tend pas vers 0. Cette application est donc le
contre-exemple voulu.

Le cas d’une contraction locale

On a le résultat suivant dû à Edelstein.

Théorème 2.6. — Soit f une application d’un espace métrique (X, d)
dans lui-même, vérifiant la propriété suivante : il existe ε > 0 tel que pour
tout x, y de X différents, on ait : d(x, y) < ε implique d(f(x), f(y)) <
d(x, y). On suppose que f satisfait l’hypothèse (Hx) pour un certain x et
on note p la limite d’une sous-suite d’itérés en x. Alors f admet p comme
point périodique.

Suivant Edelstein ([6]), on appelle ε-contraction une telle application.

On peut se poser la question de la signification de cette notion pour
certains exemples, comme le cas Kobayashi-hyperbolique. La réponse est
donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.7. — Soit (X, d) une variété munie d’une distance inté-
grée (Pour la définition, voir [10]). Une ε-contraction f est alors une con-
traction. Cette conclusion est vraie en particulier pour le cas Kobayashi-
hyperbolique.

Preuve. — Supposons que f ne soit pas une contraction. Il existe alors
deux points distincts p et q de X tels que d(f(p), f(q)) = d(p, q). Choisis-
sons r > 0 plus petit que ε tel que la sphère de centre p et de rayon r soit
compacte. Par la propriété d’ε-contraction de f , il existe δ > 0 tel que :

– 564 –



Semi-contractions des espaces localement compacts et cas des variétés complexes

d(f(x), f(p)) < d(x, p) − δ pour tout x sur cette sphère. On utilise main-
tenant le fait que f est une distance intégrée. Pour chaque entier n > 0, on
choisit une courbe γn qui est C1 par morceaux joignant p et q et dont la
longueur soit plus petite que d(p, q) + 1/n. On choisit sur cette courbe un
point an à la distance r de p. Il vient : d(p, an) + d(an, q) � l(αn) + l(βn) =
l(γn) � d(p, q) + 1/n.

On a noté par l la longueur d’une courbe et αn (resp. βn) sont les sous-
courbes joignant p à an et an à q.

Il vient ensuite :

d(p, q) = d(f(p), f(q)) � d(f(p), f(an)) + d(f(an), f(q))

� d(p, an)− δ + d(an, q)

� d(p, q) + 1/n− δ

On obtient alors une contradiction si on prend n assez grand.

Remarque 1. — La démonstration montre que la proposition reste vraie
sous l’hypothèse plus faible suivante : pour tout x ∈ X, il existe ε(x) > 0
tel que d(f(x), f(y)) < d(x, y) lorsque 0 < d(x, y) < ε(x).

Remarque 2. — Dans la situation générale, on ne peut espérer mieux que
la périodicité, comme le montre l’exemple d’une application de N dans N
qui à 0 associe 1 et à 1 associe 0 et qui vaut 0 ailleurs. Cette application
sans point fixe et avec deux points périodiques est une ε-contraction pour
la métrique triviale, lorsque on prend ε < 1, et vérifie bien sûr l’hypothèse
(H0).

3. Semi-contractions

Définition 3.1. — Une semi-contraction est une application f d’un es-
pace métrique (X, d) dans lui-même et vérifiant :

d(f(x), f(y)) � d(x, y) pour tout x, y dans X.

On suppose dans la suite que f est une semi-contraction vérifiant l’hypothèse
(Hx) pour un certain x (i.e. il existe une sous-suite d’itérés fni(x) qui con-
verge vers un point p de X).

Il est clair qu’en général, on n’a pas de point fixe sous l’hypothèse Hx.
Prendre une rotation sur le cercle ou une couronne.

Question : Que peut-on déduire sous l’hypothèse Hx?
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Q1 Est-ce que la f -orbite de x est relativement compacte. Il existe des
contre exemples mais dans une situation non localement compacte (Edel-
stein [7]). On donnera un autre contre-exemple à la fin de l’article.

Q2 Si on suppose l’hypothèse plus forte : fni a une limite, peut-on en
déduire que la famille fn est normale ?

On donnera une réponse à ces questions dans la dernière partie qui
concerne le cas complexe.

Pour une semi-contraction vérifiant Hx, on a la proposition suivante :

Proposition 3.2. — Il existe z dans X telle qu’une suite extraite fmi(z)
tende vers z.

On va montrer le résultat en prenant pour z le point p limite des fni(x).

Preuve de la proposition. —

1. Pour un entier k fixé positif, on considère la suite : wn = d(fn(x),
fn+k(x)). Cette suite est positive, décroissante car f est une semi-contraction.
Elle a donc une limite. Si on considère la sous-suite wni , on voit que cette
limite vaut d(p, fk(p)). Si on considère, wni+1, on voit que cette limite vaut
aussi d(f(p), fk+1(p)). De manière générale, on aura : d(f l(p), f l+k(p)) =
d(p, fk(p)) pour tout l et k positifs.

2. Montrons que la suite d(fni(p), fni+1(p)) tend vers 0. On remarque
que si on pose xk = fnk(x), alors : xk tend vers p. De plus pour k fixé,
la suite fni(xk) tend vers fnk(p) lorsque i tend vers l’infini (Utiliser le fait
que fni et fnk commutent). En particulier, d(fni(xk), f

ni+1(xk)) tend vers
0 pour tout k.

L’inégalité triangulaire donne pour tout k :

d(fni(p), fni+1(p)) � d(fni(p), fni(xk))+d(f
ni(xk), f

ni+1(xk))+d(f
ni+1(xk),

fni+1(p)), et comme f est une semi-contraction, ce terme est plus petit ou
égal à : 2d(xk, p) + d(fni(xk), f

ni+1(xk)).

On fixe alors xk pour que 2d(xk, p) soit plus petit que ε/2 et pour i assez
grand, on aura : d(fni(xk), f

ni+1(xk)) plus petit que ε/2.

3. On a : d(fni(p), fni+1(p)) = d(fni+1−ni(p), p) d’après le 1. et cette
suite tend vers 0 d’après le 2. La proposition 3.2 est donc démontrée en
posant mi = ni+1 − ni.
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On utilisera aussi le lemme suivant :

Lemme 3.3. — Soient (fk) une suite de semi-contractions d’un espace
métrique localement compact (X, d). Pour y ∈ X, on note Oy l’ensemble des
(fk(y)). Le sous-ensemble E des y tels que Oy soit relativement compact est
un ouvert de X.

Preuve du lemme. — Soit y dans E. Un argument de compacité montre
qu’il existe r > 0 tel que le sous ensemble {z ∈ X|d(z,Oy) < r} soit un
ouvert relativement compact dans X. On en déduit à l’aide de la propriété
de semi-contraction des fk que la boule B(y, r) est dans E, donc E est
ouvert.

On applique maintenant le lemme 3.3 à la suite fmi . Dans ce cas, l’ouvert
E associé est non vide. De plus f envoie E dans lui-même. La définition de
E nous permet alors d’utiliser le théorème d’Ascoli.

Ainsi quitte à extraire, on peut supposer :

fmi a une limite g sur tout E. Notons Z le sous-ensemble des points fixes
de g. Comme f et g commutent, f envoie Z dans lui-même. On identifie
par un abus d’écriture f et sa restriction à Z.

On remarque que dans le cas général d’une semi-contraction f , si X est
localement compact, alors Z l’est aussi comme fermé dans un ouvert de X.
On donne ici un résultat général pour cette situation, qu’on va appliquer au
cas W = Z.

Proposition 3.4. — Soit (W,d) un espace localement compact, et f une
semi-contraction. On suppose que fmi tend vers l’identité pour une suite mi

d’entiers positifs qui tend vers l’infini. Alors f est une isométrie surjective
de (W,d).

Remarque. — On peut trouver une preuve de ce résultat pour le cas
holomorphe dans [12]

Preuve. — On a pour tout x, y dans W et pour tout mi :

d(fmi(x), fmi(y)) � d(f(x), f(y)) � d(x, y). En faisant tendre mi vers
l’infini, on voit que d(f(x), f(y)) = d(x, y) donc f est une isométrie.

Montrons la surjectivité. L’hypothèse implique d’abord que f(W ) est
dense dans W . De manière plus générale, tous les fk(W ) sont denses car
pour tout x dans W on a fk(fmi−k(x)) tend vers x.
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Soit maintenant a dans W . On choisit r > 0 tel que B(a, r) soit compact.
Une isométrie g de W envoie B(a, r) dans B(g(a), r). De plus si un élément
x de B(g(a), r) est l’image par g de t dans W , alors t est dans B(a, r).

En particulier, si on prend g = fk, on voit en utilisant la dernière re-
marque que l’image par fk de B(a, r) est dense dans B(fk(a), r) et cette
image est de plus compacte donc fermée, donc fk est une surjection entre
les deux boules fermées.

Pour mi assez grand, la boule B(fmi(a), r) contient a. D’après ce qui
précède, c’est l’image par fmi de B(a, r). Donc a est bien dans l’image de
fmi et donc de f , ce qui termine la preuve de la surjectivité.

Comme conséquence d’une partie de la proposition, on peut donner, dans
le cas d’une semi-contraction d’un espace localement compact, une preuve
simple du théorème 2.6 d’Edelstein.

Preuve. — Par la proposition 3.2, on sait que Z est non vide. Choisissons
x dans Z. Il existe un entier strictement positif l tel que d(x, f l(x)) <
ε. Montrons que f l(x) = x. Sinon en raisonnant par l’absurde, on aurait
d’une part : d(f(x), f l+1(x)) < d(x, f l(x)) par ε-contraction, et d’autre part
d(f(x), f l+1(x)) = d(x, f l(x)), par la propriété d’isométrie de f , ce qui est
absurde.

4. Le cas complexe

On se place ici dans la situation oùX est une variété complexe Kobayashi
hyperbolique (par exemple un ouvert borné de Cn, pour la définition générale,
voir [10]), et f est une auto-application holomorphe vérifiant l’hypothèse
(Hx). Une telle application est une semi-contraction pour la métrique de
Kobayashi et on peut faire dans ce cas la construction faite à la suite du
lemme 3.3. D’après un théorème de J.P. Vigué ([14]), l’ensemble Z (qui est
l’ensemble des points fixes de g, voir suite du lemme 3.3) est une sous-variété
complexe de X, et f un automorphisme de Z. Un résultat classique de H.
Cartan (voir par exemple [13]) généralisé au cas Kobayashi hyperbolique
nous dit que le groupe des automorphismes d’une variété complexe connexe
hyperbolique est un groupe de Lie. On a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1. — Soit G un groupe de Lie abélien contenant un sous-groupe
dense engendré par un élément t. On suppose que t vérifie la propriété sui-
vante : il existe une suite d’entiers strictement positifs mi tels que tmi tende
vers l’identité. Alors G est un groupe compact.
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Preuve. — On utilise la classification des groupes de Lie connexes abé-
liens qui dit qu’ils sont topologiquement isomorphes au produit d’un tore par
un Rn. On fixe k = mi assez grand pour que tk appartienne à la composante
connexe de l’identité. La suite (tk)mj tend vers l’identité. Il est alors clair
que tk a une composante nulle sur Rn. Donc l’adhérence du sous-groupe
engendré par tk est compact, et il en va alors de même pour le sous-groupe
engendré par t.

On a alors le théorème suivant : (Pour la notion de taut, on pourra
consulter le livre de Kobayashi [10]. Cette notion est plus faible que celle de
propre).

Théorème 4.2. — Soit f une auto-application holomorphe d’une variété
Kobayashi hyperbolique X. On suppose que pour un point x, l’hypothèse Hx

est satisfaite. Alors :

1. La f-orbite de x est relativement compacte.

2. Si l’on suppose l’hypothèse plus forte, à savoir qu’une sous-suite d’itérés
fni a une limite, alors la famille des fn est normale.

3. Dans le cas taut, l’hypothèse Hx implique que la famille des itérés est
normale.

Remarques. — Le dernier résultat ne s’étend pas au cas hyperbolique.
Prendre par exemple f(x, y) = (x, y/2) dans le bidisque privé de l’origine.

Preuve. — Montrons d’abord 1. On note Z ′ la composante connexe de
p dans Z. C’est un ouvert de Z car Z est localement connexe. Comme fmi

tend vers l’identité, il existe k = mi tel que fk appartienne au groupe de
Lie des automorphismes de Z ′. La suite fkmi tend aussi vers l’identité, et
donc l’adhérence du groupe engendré par fk est compact et il en va alors
de même pour celui engendré par f . En particulier, ceci implique que la
f -orbite du point p est relativement compacte. En appliquant le lemme 1 à
la suite des itérées de f , on voit que l’ensemble des t ∈ X dont la f -orbite
est relativement compacte est un ouvert. Or fni(x) tend vers p. Donc il
existe un ni tel que la f -orbite de fni(x) soit relativement compacte, ce
qui implique immédiatement que la f -orbite de x est aussi relativement
compacte. D’où le premier résultat du théorème 4.2.

Preuve du 2. Si une sous-suite fni a une limite, le résultat précédent im-
plique que pour tout x, la famille fni(x) est relativement compacte et donc
d’après ce qui précède, toutes les f -orbites sont relativement compactes. Par
Ascoli, la famille fn est normale.
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Preuve du 3. Si X est taut, alors d’après le premier résultat, la f -orbite
de x est relativement compacte, et donc la famille fn est normale.

Remarques. — Nous donnons un contre-exemple (simple et bien connu)
au lemme 4.1 (et qui se traduit par un contre-exemple au théorème précédent)
dans le cas d’un groupe topologique G abélien non localement compact. On
considère le cercle S1 muni de sa topologie naturelle et de sa structure de
groupe. Soit l un nombre réel irrationnel et notons G le sous-groupe de S1

engendré par u = e2iπl muni de la topologie induite. On sait que ce sous-
groupe est dense dans S1. Il existe une suite d’entiers naturels nk telle que
unk tende vers 1 et d’autre part, la suite un n’est pas relativement compacte.

Déclinons ce résultat en termes de f -orbites. Si on considère l’application
f de G dans lui-même, qui à x associe ux, c’est une semi-contraction (en
fait une isométrie) de G dans lui-même lorsque on munit G de la métrique
induite par la métrique usuelle de S1. Pour x dans G, la f -orbite n’est pas
relativement compacte mais pourtant fnk(x) tend vers x (ce qui signifie que
f vérifie l’hypothèse (Hx) pour tout x). Cet exemple peut être comparé à
celui donné par Edelstein, dans le cadre d’un espace complet de dimension
infinie, mais nous ignorons quel rôle peut jouer l’hypothèse de complétude.
Dans le cas localement compact, nous n’avons pas de contre-exemple.

5. Quelques remarques sur la locale compacité du groupe

Le lemme 4.1 s’étend au cas d’un groupe métrisable localement compact.
Ceci découle d’un résultat de classification pour les groupes localement com-
pacts abéliens donné dans le livre de K.H. Hofman et S.A. Morris ([8]) dont
nous extrayons le théorème p.348.

Théorème 5.1. — Un groupe abélien localement compact est topologique-
ment isomorphe à un produit d’un Rm et d’un groupe H qui admet un sous-
groupe K compact ouvert.

On applique ceci au cas d’un groupe additif L qui est l’adhérence d’un
groupe engendré par un seul élément x. On suppose qu’une suite nkx tend
vers 0. En projetant sur Rm, on voit que x n’a pas de composante sur Rm,
donc m = 0. D’autre part le groupe H

K est discret et ceci implique que la
projection de x sur ce groupe est d’ordre fini. Ceci implique que H, et donc
L sont compacts.

Une question est alors de savoir quand les isométries bijectives d’un
espace localement compact (X, d) forment (pour la topologie compacte ou-
verte) un groupe localement compact. Ceci n’est pas toujours vrai, comme
le montre l’exemple suivant :
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On munit N de la métrique triviale d (d(x, y) = 1 si x est différent
de y). L’espace (X, d) est clairement localement compact et complet. Les
isométries bijectives sont simplement les bijections. On prend la suite de
bijections fn telle que fn(0) = n, fn(n) = 0 et qui vaut l’identité ailleurs. Il
n’y a pas de sous suite extraite qui converge et la suite fn ne tend pas vers
l’infini.

Remarque. — Dans le cas d’un espace compact, il est bien connu que le
groupe des isométries est compact.

On a toutefois le théorème suivant (qui généralise ce qui se passe dans
le cas Kobayashi hyperbolique).

Théorème 5.2. — Si (X, d) est connexe, alors le groupe des isométries
bijectives est localement compact.

Preuve. — On rappelle qu’un système fondamental de voisinages de l’iden-
tité id pour le groupe des isométries bijectives Is(X, d) d’un espace locale-
ment compact (X, d) est donné par les voisinages suivants :

V (K, ε) = {f ∈ Is(X, d)| dK(f, id) � ε}.

Ici ε est un nombre strictement positif, K un compact non vide de X et
dK la métrique d restreinte à K.

Fixons K et un point y de K. Quitte à agrandir K, on peut supposer que
K contienne une boule fermée de centre y et de rayon ε et de plus on peut
supposer cette boule compacte pourvu que ε soit choisi assez petit. Pour
de tels choix de K et ε, il est clair que l’ensemble des f(y) est relativement
compact dansX lorsque f varie dans V (K, ε). Un résultat dans [11] implique
alors que dans cette situation, une suite fn de V (K, ε) admet une sous-suite
extraite qui converge uniformément sur tout compact vers un élément f
de Is(X, d), qui est alors nécessairement dans V (K, ε). Donc V (K, ε) est
un voisinage compact de l’identité, ce qui achève la preuve de la locale
compacité du groupe des isométries.

Remarque. — En s’appuyant sur l’article [11], on peut montrer de manière
similaire (mais plus simple) que le théorème précédent est aussi vrai dans
le cas propre.
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