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Sur le systeme de Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann
résultant de ’homogénéisation par convergence
a double échelle

GERARD GAGNEUX, OLIVIER MILLET(!)

ABSTRACT. — The Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann system is used to
describe the evolution of ionic concentrations and electrocapillarity effects
in porous media. The nonlinear Poisson-Boltzmann equation defines the
electric potential and the electrical double layer coupling the equations
for the evolution charge distributions. Our main focus is to study such
nonstationary model problems in periodic microstructures when impor-
tant phenomena occur on the boundaries of the pores (transfer of chloride
ions in cementitious materials and resulting damages by corrosion, e.g.).
We apply a powerful homogenization technique (two-scale convergence)
in order to obtain an efficient modelling at a macroscopic scale. The well-
posedness of the homogenized system is proved and some qualitative prop-
erties of the global solution are shown to be satisfied (energy law, entropy
law in the weak sense of Liapounov functions, stationary states).

RESUME. — Le systéme d’évolution de Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann
modélise les transferts ioniques en milieu poreux saturé en prenant en
compte des interactions électrocapillaires au contact du substrat. Ce mode-
le présente un intérét particulier en génie civil pour étudier la dégradation
par corrosion des matériaux cimentaires, a structure micro-locale périodi-
que, sous 'effet des ions chlorures. Les techniques d’homogénéisation sont
alors un outil puissant pour élaborer un modeéle macroscopique équivalent
en vue d’optimiser les programmes coliteux de maintenance et de réhabili-
tation des constructions dégradées par corrosion. On montre que le systeme
fortement couplé obtenu est bien posé au sens d’Hadamard dans un cadre
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Gérard Gagneux, Olivier Millet

fonctionnel hilbertien et on établit diverses propriétés descriptives (loi
de conservation de ’énergie, loi d’entropie en relation avec la notion de
fonction de Liapounov, solutions stationnaires et asymptotiques, etc.).

1. Introduction et motivation de I’étude

Le systeme d’équations aux dérivées partielles d’évolution de Nernst-
Planck-Poisson-Boltzmann associé a des conditions de bord et de Cauchy
modélise les transferts ioniques en milieu poreux saturé en prenant en compte
des interactions électrocapillaires au contact du substrat (phénomenes de
double couche électrique). Introduisant une décomposition des concentra-
tions des especes ioniques en une concentration c; des cations et c_ des
anions, on obtient classiquement la formulation du systéme en transcrivant
les deux équations de transfert ionique associées a 1’équation couplée de
Poisson-Boltzmann régissant le potentiel électrique et I'effet de double couche
électrique. Ces modeles présentent un intérét particulier en génie civil pour
étudier la dégradation par corrosion des matériaux cimentaires sous 1'effet
des ions chlorures (environnements marins, effets du gaz carbonique). De
tels matériaux (béton, mortier, pate de ciment) présentent une structure
micro-locale périodique et donc, les techniques d’homogénéisation sont un
outil puissant pour élaborer un modele macroscopique en vue d’optimiser les
programmes cotiteux de maintenance et de réhabilitation des constructions
dégradées par corrosion.

L’objet de cette étude est de déduire de la connaissance des comporte-
ments dans la structure micro-locale d’un milieu poreux ’expression macro-
scopique du systeme d’évolution de Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann par
homogénéisation selon la méthode de convergence a double échelle. L’intérét
de cette approche est de disposer d’un outil rigoureux permettant de con-
sidérer des non-linéarités. L’effet de double couche électrique est modélisé
par une relation bijective non linéaire entre la densité surfacique de charges
et le potentiel de surface énoncée par I’équation de Grahame. Il donne lieu
a l’échelle macroscopique a ’apparition d’un «terme étrange» de source
ou de puits dans le milieu poreux, selon le signe du potentiel, gardant la
mémoire de la géométrie micro-locale et proportionné a l'aire de 'interface
solide-fluide dans la cellule périodique de référence. Le phénomene présente
une analogie forte avec d’autres modeles des milieu poreux en ingénierie
pétroliere lorsqu’il s’agit de prendre en compte le fait que la partie super-
ficielle intérieure de la roche-magasin joue un role de réacteur chimique ou
bien lors d’effets d’adsorption, voire de désorption, pour l'effet Soret, lorsque
le gradient géothermique est la cause de migrations différenciées des especes
chimiques ([5], [6], [7])-
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Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann homogénéisé
2. Présentation du probléme

2.1. Le cadre général

Désignant par € un ouvert connexe borné de R? & frontiere 9§ lips-
chitzienne, on introduit les espaces V = H! (Q) et H = L? (), espaces de
Hilbert munis des produits scalaires usuels, I'injection de V' dans H étant
compacte et a image dense. On identifie classiquement H 1’espace-pivot a
son dual topologique de sorte que V’, le dual de V' s’identifie & un sur-espace
de H et 'on note < .,. > le crochet de la dualité V', V. Pour des couples de
fonctions régulieres, ce crochet de dualité coincide avec le produit scalaire
usuel de L2 (Q).

On introduit en outre pour cadre des problemes d’évolution paraboliques
en formulation forte (¢f. [19], chap. 3, [20]) I'espace

{v €2 (1) A (@), 2 e 12 (.17 12 (Q))},

espace de Hilbert pour sa topologie naturelle, identifi¢ & H' (Q) en notant
Q =10,T[ x Q, et 'on sait que l'injection de H! (Q) dans C° ([0,7]; H)
est continue moyennant le choix convenable d’un représentant, l'injection
de H' (Q) dans L? ([0,T]; H), identifié & L? (Q) par le théoréme de Fubini,
étant compacte ([20], p. 57).

Comme il est usuel en homogénéisation, on désigne par Y le cube unité
de référence [0, 1]d et Y; un ouvert de Y de frontiere réguliere I' ; on note
Y; = Y \Y; et on convient de garder les notations Y, Y; et Y; pour désigner
leurs extensions & R? tout entier par Y —périodicité. Introduisant une suite
généralisée € de réels positifs convergeant vers 0, on définit le volume libre
a la circulation des fluides par

x
ng{meQ, —er}
€
et sa frontiere intérieure a €, surface (d — 1) —dimensionnelle et périodique
x
rez{er, fer}.
€
On se place dans un cadre réaliste (Y et Yy L%~ non négligeables)
avec les propriétés nécessaires de connectivité et de régularité des bords. La

L£4—mes(Yy)

porosité connectée est notée ¢ = T mes(Y) *

La constante diélectrique du milieu libre (resp. solide) est notée kj
(resp. ks) ce qui permet d’introduire la fonction d’hétérogénéité électrique
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K= KfXY; T KsXYs

avec la possibilité de prendre x; et x, dépendant de x, Ky > 0,k5 > 0,
pour des milieux tres hétérogenes.

De fagon générale, on note V. = H' (Q.), puis H' (Q.), L™ (Q.), etc.,
les expressions fonctionnelles devenues dépendantes de €.

Dans ce qui suit, le potentiel électrique total, résultant de ’action con-
juguée de I’évolution de la répartition intérieure des charges dans leurs mi-
grations, de l'effet de double couche électrique et, le cas échéant, d’un champ
extérieur, est noté W},

La relation bijective entre la densité surfacique de charges o et le poten-
tiel de surface est donnée par I’équation de Grahame issue de la théorie de
Gouy-Chapman (cf. [8], [15], [16], p. 474). En conséquence, le phénomene
d’adsorption au contact du substrat est modélisé, pour une classe tres
générale de formulations de la densité surfacique de charges o, par la con-
dition mélée de Fourier-Robin non linéaire (cf. [2], [5], [6], [7], [14], p.12-13)
avec un choix de signe qui respecte le fait que des potentiels positifs créent
des densités surfaciques négatives et vice versa, sous la forme, si ks = 0
(cas particulier d’un substrat non conducteur)

RignVi(ta) =eo(Vi(ta)) , wel., t>0,
via la loi d’état : o (WF (t,x)) = —A (%) 7(¥i(t,2), €D, t>0,

et dans le cas général en tenant compte du saut du flux, noté [[kVU? (¢, z)]] .n,
a travers ['; , le vecteur normal unitaire n étant dirigé de 2. vers le substrat,

(kYO (t,z)].n = — A (g) 7 (U (t,2)), 2 €., t >0,

ou on a introduit un coefficient A de permittivité diélectrique de 'interface
fluide-substrat supposée éventuellement hétérogene, exprimé en F/m?, puis
étendu par Y —périodicité, tel que

A€ L®(T), A= Ag >0, H4t—presque partout sur T
et 7, une fonction numérique croissante continuement dérivable, ajustée le
cas échéant par divers parametres (pH, température, teneur en eau, etc),
telle que, avec ’exemple caractéristique de référence
7(r) = Kysinh (K3 ), K1 >0, Ky > 0, d’apres [16], p. 474,
soient vérifiées les propriétés fonctionnelles essentielles :
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Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann homogénéisé
7(0)=0, 7 (r) 2 a,a>0.

Le coefficient d’échelle € qui figure dans la condition de réaction sur I'.
résulte de I'observation que la quantité ¢ H?~! —mes (I'.) admet une limite
LY — mes (Q)

m, si e tend vers O+.

finie strictement positive, H?~! —mes (I")

2.2. Rappel de résultats théoriques liminaires

Dans le cas d’une relation générale de Grahame a caractere fortement
non linéaire et si la frontiere de Q n’est pas pathologique (par exemple,
sans coin rentrant), on dispose du résultat liminaire d’existence et d’unicité
suivant obtenu par la méthode de point fixe de Schauder- Tikhonov ([3],
[11], [13], [14]) et qui va servir de point de départ & la mise en ceuvre d'un
procédé d’homogénéisation pour établir a la fois les équations régissant 1’état
limite « macroscopique équivalent » du systeme et leur résolution lorsque ¢
tend vers 07 :

PROPOSITION 1.1.— Pour toute donnée initiale (cf..) = (c% .,c" )

relative aux concentrations des cations et des anions dans L> (.)2NH? (Q.)*
vérifiant
(c?bé.) >0 L£%—p.p. dans Q.
a la température © supposée constante et de valences z; et z_, il existe une
unique fonction vectorielle (au sens d’une solution forte)
oo 1 2 1 2
(cte) = (C4,e,¢- ) dans L ([OaT] i H (QE)) N H (Qe)
et une unique fonction ¥} représentative du potentiel dans C° ([0, T); H' (Q))
dont le champ électrique VU appartient & (L (0, T[ x Q))®

telles que pour presque tout ¢, pour toute fonction v de H! (€).) , pour tout
w de H' (Q)

Dy o F
/QE Cait v dI-‘rD:I:/QEVC:t,s.VU dxr + Dy %/ﬂszi Cxe VVZ.Vv dr =0,

/Q/@(%) VU (t,2) . Vw dz + 5/F/\(:) (V) (t2) w ds. =

F | (21 cye(t,z) —z c—c(t,2))w dx,

€

c+e(0,.) = (C&QE) L% — p.p. dans Q..
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et vérifiant les propriétés de réalisme, d’équilibre et de conservation, pour
t>0,

(cte) €L (Qa)27 cte(t,.) 20 £ —p.p. dans Q.,

/ cte (t,x) dz:/ coia () dz,

x

F/ (24 cye (b)) —2_ c_ (t,x)) do = E/F A (E> T(¥Y) (t,z) dse.

En conséquence, la quantité 5/ o (V% (t,z))dse. = —6/ A(E) 7 (¥7) (t,z)dse
e

z
r €
est constante au cours du temf)s et l'on a, pour tout ¢ > 0, la propriété
d’équilibre global,

E/F o (V:(t,x)) dse =—F z+/Q

€ €

09“5 (z) de+ F z,/Q cg’e (z) dz.

3. Sur la méthode de convergence a double échelle

Cette méthode, développée en 1989 par G. Nguetseng [23], puis par
G. Allaire [1] permet de capturer par un passage a la limite les oscilla-
tions d’une fonction en résonance avec celles de fonctions de type x —
© (x7 E) . On rappelle ici les notions et les résultats pratiques essentiels a la
compr%hension de la méthode qui présente le double avantage de permettre
de s’affranchir de conjecturer a priori la forme d’un développement asymp-
totique et d’obtenir en une seule étape, pour des modeles non linéaires,
la formulation du probleme-limite équivalent et la justification des conver-
gences. On pourra se reporter a [1], [2], [6], [17], [18], [23] pour une étude
détaillée fondée sur la définition suivante :

Une suite généralisée (f.) d’éléments de L? (2) converge & double échelle
vers un élément fo : (z,y) — fo (z,y) de L? (Q x Y) si pour toute fonction

Y (x,y) > Y (x,y)de D [Q; Cye (Y)}, ensemble des fonctions indéfiniment

différentiables et a support compact dans € a valeur dans C’&X’ (Y), lindice
f indiquant la Y-périodicité,

i [ @0 (0 2) o= [ [ oo @) dody

On peut dans cette définition prendre pour fonctions-tests la classe
élargie des fonctions continues ¢ : (z,y) — ¥ (z,y) de C [Q; Cy (V)] .
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Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann homogénéisé

Cette notion de convergence trouve sa pertinence dans les deux résultats
de compacité suivants :

i) De toute suite (f.) bornée dans L? (2) on peut extraire une sous-suite
convergeant & double échelle vers une limite fo (z,y) de L? (Q x Y), [23].

On peut alors considérer des suites de fonctions (g.) de L2 (Q.) pro-
longées dans 2 par 0 hors de €. en posant (f.) = xq. (g-) pour se ramener
a un domaine fixe.

ii) Soit (uc) une suite bornée dans H' (Q) et convergeant vers u, faible-
ment dans H! () et fortement dans L? (2) par compacité.

Alors, (u.) converge & double échelle vers u et il existe
uy =uy (z,y), x €Q, y €Y, tel que uy € L? (Q,Hﬂ1 (Y) /R)
et
Vg ue converge & double échelle vers V, u (z) + V, w1 (z,y) .

Au sens de cette notion de convergence & double échelle, u. se comporte

x
alors comme u (z) + € uy (x, — ).
€

Ce résultat explique pourquoi en analyse asymptotique périodique, lors-
qu’on dispose d’une suite bornée dans H! (Q), Q étant un ouvert borné
lipschitzien, on peut choisir a priori dans le développement formel le terme
a l'ordre zéro indépendant de y.

Une généralisation de ce résultat permet de traiter les termes modélisant
Pactivité de la frontiere intérieure, [2].

iii) Soit (u.) une suite dans L? (T'¢) telle que

6/1“EUE(I)| dsc () < C

pour une constante C' indépendante de €. Alors, il existe une sous-suite
encore notée (u.) et une limite & double échelle ug (z,y) dans L? (Q; L* ("))
telles que (u.) converge & double échelle vers ug (z,y) au sens ou

3%%5“5(”” ) ds. (a //uxy (2, ) dads (y)

pour toute fonction continue ¢ : (z,y) — ¥ (z,y) de C [Q; Cy (Y)] .
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En particulier, lorsque (u.) est une suite de L2 (T'.) constituée des traces
d’une suite bornée dans H*! (£2) qui converge & double échelle vers u, élément
de H' (Q), on a plus précisément ug (z,y) = u ().

En outre, en vue de prolongements par 0 hors de (2., on rappelle que
iv) la fonction caractéristique de €., notée xq_ converge vers ®yq dans

L% () —faiblex et vers (z,y) — xv; (¥) xa (z) a double échelle.

4. Le résultat principal

Dans le cas d’une relation de Grahame d’expression trés générale, on
obtient la formulation forte unifiée mais a caractere fortement non linéaire
du probleme homogénéisé résultant du passage a la limite par convergence
a double échelle a partir de la proposition 1 :

THEOREME. — La formulation dans le cylindre Q =10, T[xQ du systéme
des trois équations de Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann résultant de I’homo-
généisation par convergence a double échelle s’écrit via deux matrices d x d
réelles symétriques définies positives A et Y a préciser :

8C:|: . F
(0] o — D4div <T Vey £ )

2y ¢y rv\p*) —0,
—div [AVT*] + </F)\ (y)ds (y)) T(U*) =F® (24 ¢y —2_c_).

Plus précisément, en tenant compte des conditions aux limites ( systéme
isolé et données de Cauchy positives dans L™ (Q)NH' (Q)) sur la frontiére
parabolique de @Q, on obtient I’énoncé complet sous la forme variationnelle :

il existe une unique fonction vectorielle, au sens des solutions fortes,
(cx) = (eq,c2) dans L ([0,T]; H' ()" N H' (Q)°

et une unique fonction U* représentative du potentiel électrique appartenant
a CO([0,T]; H* () N H*(Q), telles que pour presque tout t > 0 et pour
toute fonction v de H' (), pour tout w de H* (2),

0 F
d gex vdr + Di/TVci.Vv dx + Dy —/Z:t ce YVU* Vv dr =0,

/QAV\IJ* (t,2) Vo dz+ (/F)\(y) ds (y)) /QT () (t,2) w do =

F/<I>(z+ et (t,x) —z_ e (tx)wdr, t>0
Q

et (0,.) = (%) L — p.p. dans Q.



Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann homogénéisé
ot A est la matrice réelle symétrique définie positive d’élément générique
Ay = / K (y) (Vysk +ex) .er dy + / ks (Y) (Vysk +ex) .er dy
Yy Ys

et (si) est la famille des solutions sur le probléeme de cellule

() € H} (V)
Y —divy (k5 (y) (Vysk +ex)) =0 dans Yy
cell —divy (ks (y) (Vyse +er)) =0 dans Yy
[kr (Vysk+ex) — ks (Vysk +ex)] n=0sur T

et ou Y est la matrice réelle symétrique définie positive d’élément générique
Ty = / (Vyn + ex) - (Vo + 1) dy
Yy

et (wg) est la famille des solutions sur le probléme de cellule
(wr) € Hy (V)
—divy, (Vywi +ex) =0 dans Yy
(Vywi +ex) n =0 sur T.

E:

cell

Les propriétés de réalisme, d’équilibre et de conservation suivantes sont
vérifiées, pour t > 0,

(e) € L% Q) ex (6,0 20 L1pp. dans 2, [ s
Q

(t,x) do = /Qci (z) de,
F/be(z+ ey (o) — 2 c (b)) do = (/FA(w ds (y)) /QT (0°) (t,) da.

En conséquence, la quantité scalaire @, dépendant a priori de (A, 7,T,Q, U* t)
et définie a tout instant t de [0,T) par

=)= ([x0asw) [0 00) do

est constante au cours du temps (pour une porosité et un état initial donnés)
et l’on dispose, pour tout t > 0, de la propriété d’équilibre électrique global,

w(t):Fer(I)/ch (z) dx—FzJI)/ch (z) dz.

Lorsque la structure solide n’est pas conductrice et que k5 est constant,
on a A =rky Y et on dispose en outre de la loi générale de conservation
de ’énergie, pour tout t > 0, lorsqu’on introduit I1 la matrice symétrique
définie positive, racine carrée de Y, i.e. I =71,

-9 -
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%K_; V& (£)[72 @ T & (/)\ )ds ( )/ </‘Ij (t’x)r T’(r)dr) dx

¢
+//F<I>(D+ zy cp —D_ z_c_) (24 ¢4+ —2z_ c_)dxds
0Jo

(//\ )ds ( )// (s,2) (Dy 24 ¢4 —D_ z_ c_)dzds

F t
76 / / (Dy 2% ey + D_ 22 c) [T V" (S)|ig(ﬂ)d dxds
0oJo

S O+ ([ A<;>ds<y>) / ( / " T'<r>dr> dr

ot U* (0), le potentiel initial spontané résultant de la répartition des charges
en données de Cauchy, est l'unique solution dans H' () du probléeme el-
liptique fortement monotone :

chercher U* (0) dans H*' (Q) vérifiant pour tout w de H' (),

nf/ﬂr VI (0).Vw do + (/F)\(y)ds(y)> /QT(\I/*)(O,I) w dx =

F/Qq) (24 4 (2) —2- & (z) w da.

La loi d’entropie en relation avec la notion de fonction de Liapounov
pour le systeme et qui joue un role-clé lors de [’étude des comportements
asymptotiques prend alors l'expression générale suivante :

notant V la fonction de Wt (0,T) définie par

V(t) = /Q<I> cy (t,x) Iney (t,z) do +/Q<I> c_ (t,x) Inc_ (t,z) dx

Ll fs IIIVT* (1)) = /A()ds() / /Wm)s "(s)ds | dx
2 RO 2o \ Jr Y Y o \Jo !

on a pour presque tout t > 0, avec inégalité dans L' (0,T) et donc, presque
partout en t,
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Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann homogénéisé
d
ZV(t) +
dQ

II (QV\/ci (t,x) £ Zi]j—@w/ci (t, )V (¢, x))

/Q{ZDi 2}dx<0.

Remarques. — Le terme de source ou de puits dans €2, selon le signe
du potentiel, qui résulte de 'homogénéisation de l'effet de double couche
électrique (le point central de cette étude) a son équivalent dans les modélisa-
tions par homogénéisation des milieux poreux en ingénierie pétroliere. Il
s’agit alors de prendre en compte le fait que la partie superficielle de la
roche-magasin joue un rdle de réacteur chimique, [2], [6], [7] ou bien lors
d’effets d’adsorption avec l'isotherme d’irréversibilité de Langmuir, voire
de désorption en cas de réversibilité avec l'isotherme de Freundlich, pour
I'effet Soret, lorsque le gradient géothermique est la cause de migrations
différenciées des especes chimiques, [5], [6].

Si le coefficient A est constant, le terme /)\ (y)ds (y) s’écrit A aire (T')

en dimension d = 3, ce qui est un effet derconservation de la mémoire
de la géométrie micro-locale par le procédé d’homogénéisation. En prenant
A = 0, on obtient le systeme des trois équations de Nernst-Planck-Poisson
résultant de I’homogénéisation par convergence a double échelle, mais alors
le potentiel ¥* n’est défini qu’a une constante additive pres et 'on doit
imposer la condition de compatibilité

z+/ﬂcg (z) dz = z,/ﬂcg (z) dz (alternative de Fredholm).

Il semble que dans les considérations précédentes, la primitive nulle en
0 de la fonction » — = 7/ (r) joue un role-clé ; dans 'exemple donné pour
illustrer la loi de Grahame, il s’agit de la fonction

r — Ky rsinh (Ky r) + Ilg—; (1 —cosh (K3 r)).

Principes de la démonstration

A partir de la formulation variationnelle énoncée par la proposition 1, on
établit des estimations a priori uniformes par rapport au facteur d’échelle e.
Pour cela, on prend informellement, mais ce sera justifié, pour fonction-test
v = %ci,a dans les équations paraboliques de concentrations et w = ¥}
dans I’équation de Poisson-Boltzmann ; apres un traitement standard pour
les problémes de diffusion-transport [11], [14], [19], [20], on contréle dans un
premier temps le champ électrique V¥ et sa dérivée par rapport au temps
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a tout instant ¢ en fonction de la répartition des charges électriques et de
leurs dérivées temporelles via des topologies appropriées ; plus précisément,
il vient pour une constante C' indépendante de ¢ et de ¢, lorsqu’on se place
dans le cas général d’un substrat conducteur introduisant des conditions de
transmission a l'interface et que donc, la permittivité de 2 est minorée par
une valeur strictement positive, notée ki, par la suite :

V2 ()l 2@y < (IIC+E ol +lle—e @I

puis par dérivation par rapport au temps de I’équation de Poisson-Boltzmann,
ce qui se justifie par 'emploi de quotients différentiels (on tient compte ici
de fagon essentielle de ce que la fonction 7 introduite par la loi de Grahame
est lipschitzienne telle qu’en tout réel r on ait 7 (r) > « , a > 0), on obtient

) ,t >0,

L2(Qe) L2(Q¢)

en outre
H 0 <C<‘ desc (1) +‘ de_. (1) > -
at LQ(Q)d 6t L2(20) at L2(00)

(4.1)

. : 0 -
On prend ensuite pour fonction-test v = Eci,s dans les équations de

diffusion-transport ionique (ce choix n’est pas immédiatement licite mais

se justifie classiquement par I’emploi de quotients différentiels, I’expression
C e (t + h, ) — Ct e (t, )

étant un choix loisible pour A non nul) ; apres

intégration entre 0 et ¢, t > 0, via une intégration par parties dans le terme
de transport électrique, il vient, grace & la régularité dans L () N H! (£2)
des états initiaux,

¢ der .\’ 1 2
// (—> difds+—Di/ Ve e (8 2)|” da
o Jo. \ ot 2 “Jo.

1 F
‘b / Vel (@) de+ Da s / 22| ca (b2) [V (1 2) Vew . (t,2)] da
Qe

+C(1+// zi|{‘ Ciquz*vcﬂ }d:cds>.

On procede a la somme membre & membre des inégalités relatives aux
anions et aux cations. On tient compte du fait que la proposition 1 fournit
une estimation L°° uniforme des concentrations et du champ électrique. On
dispose deés lors, dans un deuxieme temps, en utilisant I'inégalité de Young
distribuée de fagon adéquate, I’estimation 4.1 et le lemme de Gronwall, des
estimations a priori d’énergie, uniformes en €, suivantes, pour une constante
générique C indépendante de € et de ¢, mais dépendant notamment de T
Q, (c(j[) et des diverses constantes physiques :

*

= .Vciyg

+c:|:€

ot
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t 2
e 1
/ / <3Ci, ) dxds—i——Di/ Ve (b)) de < C, t >0,
0 Ja. \ Ot 2 Q. ’

nmin/ % (t,;,;)|2dx+g/ A(g) (U (t,z) U (t,2) ds. < C, t > 0.
Q FE

Ces estimations peuvent étre résumées sous la forme synthétique :

e ell i (@ ymres o ryim uy) S ©

* T * *
||‘1/6||C0([O,T];H1(Q)) + trer[l(g)j:}’j{‘] €/F A (g) T (‘118) (t, .T) \IJE (t,x) ng < C.
(4.2)

Le fait de prendre en compte ici, de fagon originale, une structure solide
conductrice conduit a deux types d’estimations a priori : celles relatives aux
concentrations ioniques de 1’électrolyte nécessairement définies sur les cylin-
dres évolutifs (). et les estimations relatives au champ électrique définies
sur le domaine fixe (). Pour se ramener a un domaine fixe lorsque le facteur
d’échelle € sera pris convergeant vers 0, un argument technique classique de
I’homogénéisation [5], [9] est d’introduire artificiellement des opérateurs de
prolongement sur le cylindre @ tout entier, de normes indépendantes de ¢,
sous réserve que la partie libre a la circulation dans la cellule de référence
présente une interface fluide/solide suffisamment réguliere.

Introduisant des opérateurs P, de prolongement dans () hors de Q., équi-
bornés de H! (Q.) dans H' (Q), on procede & des extensions des c4 . en les
fonctions ¢+ . = P: (c+,c). De plus, on observe que la fonction 7 intervenant
dans l’expression de 'effet de double couche est lipschitzienne, nulle en 0 et
donc opere de H' (Q) dans lui-méme. 11 s’ensuit que I'on dispose en outre
des estimations a priori, pour une nouvelle constante C indépendante de ¢,

el i (@)npoe 0.1 () S €

x *
||T (\II;)”CU([O,T];Hl(Q)) + trer[l[?:};"] E/l; )\ (g) (T (\Ila) (t’ x))Z dSE S C
(4.3)

et donc a fortiori, pour une nouvelle constante C, en vue de maitriser la
convergence & double échelle du terme relatif & A () 7 (¥7) (t,2)p_ par le
rappel énoncé en section 3. 4i4), il vient

max E/I" ()\ (E) T (P7) (t,x))sta <C. (4.4)

te[0,T] £
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Les estimations 4.2, 4.3 et 4.4 vont permettre de mettre en évidence des
points d’accumulation et justifier le passage a la limite dans les équations
du systéme lorsque ¢ va tendre vers 0.

On réécrit le systeme, formulé a ¢t > 0 fixé dans (2., sous forme d’intégrales
dans @, pour des fonctions v prises dans D (]0,T[; V),

7/ XQ. Cte @dxdtJrDi/XQEVci/\;— Vv dzxdt
Q ot Q
F —
+ Dy R@/QXQE zt e+ VUIVo dzdt =0,

/n(g)v\p: (t,x) . Vw dx—i—s/ A(E) 7 (B (tx) wdse =
Q

€

F/XQE (24 a7 () — 2 s (b)) w da, £ > 0.
Q

D’apres 4.3, de la suite c¢i ., on peut extraire une sous-suite notée
encore i . qui converge vers un élément cy faiblement dans H' (62)27
faiblement—x dans L (0,7 H* (Q))2 et fortement dans L2(Q)* et
o ([O, T];L? (Q))2 et L4 —p.p. dans Q par un résultat de compacité [20] ;
a t > 0 fixé, Pexpression cy . (t) a un sens et définit un élément de H' (Q)
uniformément borné par rapport & t car ci . est scalairement continue
de [0,7] & valeurs dans H' (2) ; en outre, ct. converge donc & double
échelle dans @ vers cx et il existe un élément & identifier ¢4 1 (¢, z,y) de

L? (Q; Hﬁ1 (V) /R) telle que V ¢ ., converge & double échelle vers V,cq (¢, x)
+ vyC:i:,l (tv x, y) .

At > 0 fixé, Iexpression U* (t) a un sens et définit un élément de
H' (Q) uniformément borné par rapport a ¢ ; on peut donc extraire selon
4.2 une sous-suite \If:(t)dépendant a priori de t, telle que ‘Ilj(t) converge vers

un élément noté W* (¢) faiblement dans H! (Q) et fortement dans L? (£2)
et donc aussi & double échelle ; en outre, il existe un élément ¥, (¢, z,y) de

L? (Q; H} (Y) /R) telle que VW converge & double échelle vers V, W™ (¢)+

V¥4 (t,z,y). Par le caractere lipschitzien de 7, on sait que 7 (\P:a)) con-

verge vers 7 (U*(t)) faiblement dans H! () et fortement dans L?(Q)
et que A (Ef—t) (¥, (t)|FE( | converge a double échelle selon 4.4 vers

A(y) T (¥* (t)), d’apres le rappel énoncé en section 3. iii).
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Introduisant une fonction-test de la forme ¥ (x) + ety (a?, E) ou ¢ €
€

D (ﬁ) et Yy € D [Q; Cye (Y)], on peut passer a la limite a double échelle

dans I’équation de Poisson-Boltzmann énoncée 4.5 et il vient

| [ o) 9.9 () + 9,01 (1)) [V 0) + 00 29)] dody

[ A (006 (@) duds () =

| [ PGy ey ta) == e () (a) dady,

Par un argument de densité de D (ﬁ) dans H'! (), puis en utilisant
un résultat général sur les équations elliptiques monotones dans ’espace de

Hilbert H' (Q) x L? (Q; Hﬁ1 Y) /R) , on montre que le point d’accumulation

obtenu par ce procédé (U* (¢,.), ¥y (¢, .,.)) est unique en son genre et donc, a
posteriori, il s’ensuit qu’il n’y a pas lieu d’extraire une sous-suite dépendant
de t : toute la suite converge indépendamment de l'instant ¢ ou est faite
Pobservation ; de plus, la fonction ¢ — U* (¢,.) faiblement mesurable est en
fait mesurable d’apres le théoreme de Pettis puisque V' est séparable.

De la, on déduit au sens du «probléeme homogénéisé a double échelle »
que

—divy [k (y) [VoU* (t,2) + V¥ (¢, 2,y)]] =0 dans Q@ x YV

div, [ / k() [V 0" (1, 2) + V0, (12, y)] dy| +
Y

(U (t,2)) / A(y)ds (y) =

F(z4 et (t) —2- c—(¥)) / Xy; (y)dy dans ©Q, & t> 0 fixé.
Y

On vérifie, en introduisant les fonctions ¢ définis sur la cellule EY
lon a explicitement

cell’ que

ov* (t, R i
vy (t,x,y):z% Ci(y) a t>0 fixé.
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Notons a cet effet que 'on a effectivement

divy [I{ (y) [Vg;‘ll* (t, 1‘) + vy\I/l (t? Zz, y)”

O, (200 ¢ )

_ Z N;—g(;t,;x)divy (K (y) [ex + V4G (y)]) = 0.
k

=divy [ & (y)

Le report de ce calcul dans I'expression de I’équation de Poisson-Boltzmann
homogénéisée dans 2, donne a ¢ > 0 fixé, le résultat annoncé, a savoir

—div [AVT* (t)]+(/1“)\ (y)ds (y)) TP () =F O (24 ¢y (t) —2- c_(1)).

En effet, on remarque que le probleme introduit a ¢ > 0 fixé, 'automorphisme
de R? : VU* (t) — AVU* (¢) par le calcul suivant :

/Y k(Y) [V (t,2) + VU4 (¢, 2,y)] dy

— [ 5w |0 )+, (Z‘”—“) <k<y>>]dy

8$k
k
ov™ (t,x ov* (t,x
:/Yn-(y) Z#ekﬁ-vy (Z#Ck(y)ﬂdy
o« OV (t,7)

=>. o (i.r) ( /Y () [ex + vyckk@n dy) .

ox
- k

En vue de passer ensuite a la limite par convergence a double échelle
dans les équations de conservation ionique, on observe préalablement que

Xa. VU (t) converge & double échelle vers
Xy (y) [V ¥ (t,2) + Vy Uy (4,2, 9)],

c’est-a-dire vers

XYy (y)

ov*

ce qui revient pour les calculs a prendre dans les développements précédents
x x

K (7) = Xv; (7), d’ou lintroduction du tenseur Y.
€ €
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La procédure est alors semblable & celle suivie précédemment et permet
d’établir par passage a la limite dans 4.5 le résultat d’existence.

Pour établir 'unicité, on définit le prolongement lipschitzien a gauche et
a droite du graphe de la fonction 7 hors de son domaine de validité physique
par deux demi-droites issues de 1'origine et on observe que I’expression, de
domaine H! () x H' (Q), non linéaire en ¥*,

(T, w) = < A (T%),w> =
[ Ave Yuwdo+ (/F/\(y) ds (y)> /QT () w do

permet de définir un opérateur fortement monotone A, de H! (2) sur son
dual V' puisque

In>0,Yu Yo e H'(Q), <Ar(u)— A (v),0—u>27 [u—0vljnq-

Les résultats théoriques annoncés découlent immédiatement des méthodes
de monotonie [20], chap.2 , et du lemme de Gronwall.

L’unicité en son genre du point d’accumulation obtenu (¢4, ¥*) implique
la convergence des suites entieres ¢y . et U¥ (t) sans qu’il faille procéder a
des extractions.

Pour établir la loi de conservation de I’énergie, on remarque que l'on a
par dérivation par rapport au temps de I’équation de Poisson-Boltzmann,
en tenant compte du fait que les opérateurs de dérivation au sens des distri-
butions sur ]0, T x Q commutent et que H! (Q) est stable par 'application
lipschitzienne 7 avec un regle de dérivation a la chaine usuelle ici licite,

deq (t,.) de_ (t,.)
Ee ('Z+ Jrait I T)
ov* (t,.)

~aiv AV ([amast) ~ ) 6 P

On multiplie alors membre & membre par U* (¢) et on integre sur |0, t[x
en utilisant les équations relatives aux concentrations des cations et des
anions et de fagon essentielle ici le fait que la matrice X est symétrique.

Pour prouver l'inégalité d’entropie au sens faible des fonctions de Lia-
pounov, on observe que pour tout réel § > 0, la fonction » — In (r + 9)
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est lipschitzienne sur [0,+oo[ et puisque H!(Q) avec © borné est sta-
ble par les applications lipschitziennes, on peut prendre la fonction-test
vy = In(ex +d) dans I'équation régissant cy ; on sait que l'on dispose
dans H' (Q) de la régle de dérivation & la chaine de Marcus et Mizel [21],
[22]

Vci

Vin(cx +9) = P

L%—p.p. dans Q

et que, pour tout ¢t > 0,

Ves (t,.) =0 LI—p.p. sur I'ensemble £?—mesurable
{r e, cg(t,x) =0}.

Par une intégration licite, on peut écrire

//(I)acii In ( Ci+5)d5:/¢(0i(t,z)+5) In (¢ (¢, ) 4 6) dx —
Q

P (% (z)+96) In(cf (z)+6) da
Q
en utilisant dans le calcul une simplification par le principe de conservation
globale des charges électriques :

Jo®cs(tz) do=[,® & (x) da, t>0.

On fait la somme terme a terme des deux équations obtenues et de la
relation de conservation d’énergie via un coefficient ad hoc . Aprés diverses
transformations d’intégrales, le résultat découle alors de la semi-continuité
inférieure de la semi-norme pour la topologie faible dans L? ([0, T]; H* (Q2)) et
du théoreme de convergence dominée de Lebesgue en faisant tendre § vers
0" deés lors qu’on aura fait la convention que la fonction r — rInr est
prolongée par continuité par 0 en 0F. A titre d’illustration significative, on
vérifie que l'intégrale

YV Vey

dxd
10 xds

t t
// cx YVU*.Vin (et + §) deds éerite sous la forme/ C+
0Ja 0Ja

a pour limite par convergence dominée, lorsque ¢ tend vers 07,

t
/ YVI* Ve dxds.
Q

En effet, on dispose de la majoration uniforme, pour tout § > 0,

YV Vey

ny: <|YVI* Ver |, L —p.p. dans Q avec YVU* . Ver € L (Q)
C+

C+

~ 18 —



Nernst-Planck-Poisson-Boltzmann homogénéisé

et ciﬁ converge simplement £ —p.p. dans Q vers YV¥* Ve,
C+

puisque ces deux quantités sont L4+ —p.p. nulles sur {(t,2) € Q, cy (t,z) = 0}
et la propriété de convergence ponctuelle est triviale sur le complémentaire.

Remarque. — Le terme Yy; peut se réécrire comme suit :

1)
Yy = O + ﬂdy‘
Yy oyl

Lorsque les coefficients xf et x5 sont constants et strictement positifs,
les fonctions de base (gi) vérifient

(sk) € Hﬁl (Y)
pY s et sy constants —Ay ¢ =0 dans Yy
cell _Ay ¢ = 0 dans Y
[kf (Vysk +ex) — ks (Vys +ex)] .n=0sur I.

Pour d’autres études analytiques ou numériques en relation avec le su-
jet ou présentant des approches mathématiques voisines malgré I'apparent
éloignement des motivations physiques de départ, on pourra consulter [3],
[4], 5], [6], [7], [9], [12], [14], [24], [25]. Dans [5], on trouvera notamment un
traitement numérique des équations dans une formulation mixte pour une
méthode «volumes finis» avec des développements précis dans les espaces
de Hilbert des champs de vecteurs

H(div;Y) = {u e L2 (V)% divu € L? (Y)} ,

pour la détermination numérique des tenseurs homogénéisés.

5. Influence d’un champ électrique extérieur imposé

On prend ici en compte la donnée d’'un champ extérieur imposé de la
forme

(t,x) — E(t,z) € R, champ de vecteurs dans C° ([0, T]; L™ (€2))*
vérifiant, & t fixé, la condition div, E (t,z) = 0, L¥—p.p. dans R? qui
permet de définir, a ¢ fixé, le flux E (t,z) .n sur 92 avec en outre la propriété

d’intégrale nulle sur 0f2.
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Le théoreme principal doit alors prendre la forme modifiée suivante :

PROPOSITION 5.2.— Il existe une unique fonction vectorielle (ci) =
(ct,c—) dans L> ([0, T]; H* (Q))2ﬂ H' (Q)? et une unique fonction W*
représentative du potentiel dans C° ([0, 7]; H' (2)), telles que pour presque
tout t, pour toute fonction v de H! () , pour tout w de H* (Q)
6ci

a
® [ — vdx + Di/TVci.VU dr + Dy —/zi c+ YVU*. Vo dr =0,
q Ot Q RO Jq

/Q AV (£, 2) Vo da + ( /F A y) ds (y)) /Q (U (6 2) w do =

F/<I>(z4r ey (t,x) —z- c (t,x))w dx—!—/ AFE (t,z) .n w dz,
Q a0

c+ (0,.) = (%) L —p.p. dans Q.

6. Cas d’un champ électrique extérieur imposé de forte intensité

On suppose que le champ électrique extérieur imposé est de forte in-
tensité au sens ou, a tout instant ¢, les effets induits de la répartition
des charges sur le potentiel électrique local sont négligés ; cela, d’un point
vue formel, revient a introduire, & ¢ > 0, un principe d’électroneutralité
ponctuelle intérieure :

zy cp (t) —z_ c_(t)=0.

L’équation homogénéisée de Poisson-Boltzmann est alors découplée des
lois de conservation en les concentrations et s’énonce, pour tout w de H* (),
a tout instant ¢ > 0,

/QAV\I/* (t,z) Vw dz + (/F)\(y) ds (y)) /QT (%) (¢, 2) w da

= / AE (t,x).n w dx
oN

les équations en les concentrations restant formellement identiques, avec,
lorsque la structure solide n’est pas conductrice et que xy est constant,
A=« f .
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7. Solutions stationnaires et solutions asymptotiques

L’effet de I'homogénéisation par convergence a double échelle du modele
introduit la porosité @, la mémoire de la géométrie microscopique de 'inter-
face fluide/solide, les matrices T et A et les formes quadratiques définies
positives associées, dont on peut voir en particulier le réle joué sur les com-
portements de longue durée. A titre d’illustration, on établit le résultat
suivant :

Proposition 7.3. — Pour le systeme des trois équations de Nernst-Planck-
Poisson-Boltzmann résultant de I’homogénéisation par convergence a double
échelle, les solutions stationnaires du systeme général avec prise en compte
de la double couche électrique sont données pour un champ extérieur F
stationnaire et d’intensité a discrétion, par I’expression

F
Cy = x4 exp <—% 24 ‘l/**> , gy >0

ot (»4) sont deux constantes strictement positives et W** = WI* est
I'unique solution (stationnaire) dans L> () N H! (Q) de I'équation vari-
ationnelle non linéaire de type Liouville, pour tout w de H! (),

AV (z) Vw dz —

P /Q (zi oy e exp <—R—% o T (x)) >w do
4 (/F/\ () ds (y)) /QT () @) wir= [ AB(@) nwde

Pour que les fonctions Ct soient en outre solutions asymptotiques,
il importe de préserver le principe de conservation et donc, les constantes
s doivent étre solutions du systéme en s = (324 ) fortement non linéaire
et couplé,

F
» exp | ——== 2z Ut x) dm:/CO z) dz.
oo (< 2 vz @) [ @

Principe de la démonstration

On cherche une fonction vectorielle C' = (Cy) dans H' (2)° N L> (Q)?
telle que pour toute fonction v = (vy) de H' (Q)® et pour une fonction
scalaire représentative du potentiel U** associé a déterminer dans H* (Q2) N
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L (£2), on ait
F
YVCL Vuy de+ — [ z4 CLYVY.Vouy dr = 0.
Q RO Jq
L’équation peut se reformuler en posant 74 = — 24

RO

/ (exp (=Z1U** )X V (C,exp (Z,. V™)) .Voi dz =0
Q

et pour le choix de la fonction-test v, = C, exp (Z,¥**), loisible dans
l'algebre de Banach H! () N L™ (£2), il vient

/Q(exp(—Zi\I/**)) Y V(C,exp (Z,¥**)) .V (C, exp(Z,9*)) dx=0.

La matrice Y étant réelle symétrique définie positive, il s’ensuit que les
solutions possibles sont nécessairement de la forme, parfois appelée répartition
de Maxwell,

RO

Pour que les fonctions C'y soient de plus solutions asymptotiques, il faut
préserver le principe de conservation des charges électriques et donc, les deux
constantes sy doivent étre solutions du systeme dépendant des données de
Cauchy,

F
C, =, exp <—— z, \I'**>, x, 2 0.

F
» exp | ——== z4+ V' x) dmz/C’O x) dz.
i/ﬂ (R@i (@) Qi()

Des lors, réconsidérant 1’équation de Poisson-Boltzmann, le potentiel
U** satisfait alors de facon autonome I’équation variationnelle non linéaire
de type Liouville indiquée dans la proposition et qui admet une unique solu-
tion dans H' (Q) N L% (), d’apres les résultats généraux sur les équations
elliptiques non linéaires et fortement monotones [20]. Le point important
est d’observer ici que la fonction numérique

T —FO <zi oy s exp (}% e \p> > + (/F)\(y) ds (y)> (D)

est strictement croissante

Remerciements. — Les auteurs remercient Mme la rapporteure ou M.
le rapporteur de cet article pour ses relectures attentives qui ont permis
d’améliorer maints aspects de cette étude.
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