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Fonction de Seshadri arithmétique en géométrie
d’Arakelov

Huavi Caen®

ABSTRACT. — To any adelic invertible sheaf on a projective arithmetic
variety and any regular algebraic point of the arithmetic variety, we as-
sociate a function defined on R which measures the separation of jets on
this algebraic point by the “small” sections of the adelic invertible sheaf.
This function will be used to study the arithmetic local positivity.

RESUME. — A tout fibré inversible adélique sur une variété arithmétique
projective et tout point algébrique régulier de la variété arithmétique, on
attache une fonction définie sur R qui mesure la séparation de jets en
ce point algébrique par les sections “petites” du fibré inversible adélique.
Cette fonction sera utilisée & étudier la positivité arithmétique locale.
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1. Introduction

La positivité locale en géométrie algébrique est une notion introduite
par Demailly. Dans [8, §6], il a défini la constante de Seshadri d’un fibré
inversible sur une variété projective complexe en un point fermé et a établi
un lien entre cette constante et la séparation de jets par les sections globales
des puissances tensorielles du fibré inversible (cf. [8] théoreme 6.4). Bien
que cette notion était initialement destinée a étre utilisée dans ’étude de
la conjecture de Fujita, ses propres intéréts ont été découverts peu apres,
et ont conduit a de nombreux travaux dans la littérature (on renvoie les
lecteurs dans [1] pour un survol), souvent indépendants de la conjecture qui
est encore ouverte jusqu’au présent.

Rappelons la définition de la constante de Seshadri. Soient X une variété
projective lisse définie sur un corps algébriquement clos et L un fibré in-
versible ample sur X. Si z est un point fermé de X, la constante de Seshadri
de L en x est définie comme le nombre réel

e(L,z) := inf (L-C)

¢ mult,(C)’ (L.1)

ou C parcourt ’ensemble des courbes integres dans X passant par x. Cette
notion provient du critére de Seshadri pour 'amplitude (cf. [15] théoreme
1.7) qui prédit qu’un fibré inversible L sur X est ample si et seulement s’il
existe € > 0 tel que

(L-C) > emult, (C)

pour tout point fermé x € X et toute courbe integre dans X qui contient .

Soient v : X — X Déclatement de X le long d’un point fermé z et E
son diviseur exceptionnel. Il est connu (cf. [18] Proposition 5.1.5) que la
constante de Seshadri e(L, z) est égale a

sup{\ € Q|v*(L) — AE est un Q-diviseur ample}. (1.2)

Cette reformulation montre que la constante de Seshadri ¢(L,x) mesure
effectivement la positivité locale de L en .
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Supposons que le fibré inversible L est ample et sans point de base,
alors on a une borne inférieure e(L,x) > 1 qui est uniforme pour tout point
rationnel z (cf. [18] Exemple 5.1.18). Plus généralement, la constante de
Seshadri est liée a la séparation de jets. Soit Z, le faisceau d’idéaux quasi-
cohérent qui définit le point fermé x. Pour tout entier s > 1, on dit que L
sépare s-jets en x si 'application d’évaluation

HY(X,L) — L® (Ox/I3")

est surjective. On désigne par s(L, z) le plus grand entier s tel que L sépare
s-jets en x. Alors on a (cf. [18] Theorem 5.1.17)
s(kL,x)

) s(kL,x)
6( ’ ) 121 k k—>1+oo k

(1.3)

On étudie dans cet article un analogue arithmétique de la constante
de Seshadri dans le cadre de la géométrie d’Arakelov. Etant donnés une
variété arithmétique projective X et un fibré inversible hermitien £ sur
X, on cherche a proposer une valeur numérique qui mesure la positivité
de £ en un point algébrique de X. Un analogue immédiat de (1.1) est in-
adapté dans le cadre arithmétique car un point algébrique de X devrait
étre considéré comme une sous-variété arithmétique de dimension 1. En
outre, la traduction des définitions alternatives (1.2) et (1.3) dans le cadre
arithmétique pourrait étre difficile. Premierement, le diviseur exceptionnel
dans I’éclatement de X’ le long d’une courbe arithmétique horizontale n’est
pas un diviseur arithmétique. Sa structure arithmétique dépend d’un choix
de courant de Green, qui n’est pas intrinseque. Deuxiémement, ’analogue
des sections globales dans le cas arithmétique est la notion de sections pe-
tites. Rappelons que l'ensemble des “sections petites” d’un fibré inversible
hermitien £ est

(X, L) = {s € H(X. L) ||s]lsup < 1}-

C’est un ensemble qui n’est pas stable par ’addition en générall, ainsi la
séparation de jets par des sections petites pourrait étre délicate a étudier.

Comme expliqué plus haut, les constructions géométriques de la con-
stante de Seshadri ne sont pas adaptées dans le cadre arithmétique. Dans
cet article, on utilise le systeme linéaire gradué de E@ filtré par minima

absolus pour étudier la positivité locale de £. La méthode de filtration

(1) Cette difficulté apparait aussi dans 1’étude de la fonction volume arithmétique, qui

décrit le comportement asymptotique du cardinale de ﬁO(X,nZ) lorsque n tend vers
Iinfini.

- 563 —



Huayi Chen

a été utilisées dans [5, 6] pour étudier la capacité sectionnelle et la fonc-
tion volume arithmétique respectivement. Elle permet de surmonter les
difficultés liées a 'absence de bonne structure algébrique sur l’espace des
«sections petites» dans le cadre arithmétique. On suppose que la fibre
géométrique L = E@ est gros. Au lieu de traiter directement les ensembles

finis H 0(X,nL) qui n'ont pas de bonne structure algébrique, on considére
le systeme linéaire gradué total de la fibre générique géométrique L. Les
données arithmétiques (la structure de Ox-module et les métriques) de £
nous permettent de définir une R-filtration décroissante (V!(L£)),cgr en sous-
algebres graduées de V, (L) = @, HO(X@, E@). Il s’avere que la positivité
arithmétique de £ est encodée dans la positivité géométrique de la famille
(VI(L))ier de systemes linéaires gradués (par exemple le cas de la fone-
tion volume arithmétique a été traité dans [5, 4]). Ainsi on peut se ramener
a étudier la positivité locale d’'un systeme linéaire gradué dans le cadre
géométrique qui généralise la constante de Seshadri pour un fibré inversible
ample.

Plusieurs approches existent dans la littérature pour généraliser la con-
stante de Seshadri dans le cadre géométrique. Nakamaye [22] a proposé
une version mouvante de la constante de Seshadri pour les fibrés inversibles
gros. Il I’a utilisée comme un outil pour étudier le lieu de base augmenté
du fibré inversible (défini dans [21]). Des applications de la positivité locale
a la géométrie diophantienne ont été développées dans [24, 23]. L’approche
d’It6 [16] est basée sur la dégénérescence a une variété torique et la théorie
des corps d’Okoukov. Il s’intéresse notamment a la positivité locale d’un
systeéme linéaire en un point tres général. Dans cet article, on propose une
généralisation de la construction de Nakamaye, qui nous permet de définir,
pour tout systeme gradué V, d’un fibré inversible gros L sur une variété
projective X et tout point fermé x € X, une constante (V,, x) qui mesure
la positivité locale de V, en x (cf. la définition 2.4). Un lien entre cette
constante et la séparation des jets est établi dans le théoreme 2.6.

Etant donnés un fibré inversible hermitien £ sur une variété arithmétique
X et un point algébrique = de X, la fonction de Seshadri de £ en x est définie
comme
(t € R) — &(L,x) == e(VI(L), x).

C’est une fonction positive qui est bornée supérieurement par 5(£@, x). Des
liens entre cette fonction et le corps d’Okounkov arithmétique sont discutés
dans §4.3. Un critere d’annihilation de section globale est établi dans le
théoreme 4.7, ol on fait intervenir la multiplicité de la section en x ainsi
que la hauteur de la section. On peut espérer que cette méthode sera utile
dans I’étude de la géométrie diophantienne.
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2. Constante de Seshadri mouvante
des systémes linéaires gradués

Ce paragraphe est consacré a la généralisation de la notion de constante
de Seshadri mouvante pour un systeme linéaire gradué. Comparée a la con-
struction de la constante de Seshadri mouvante pour les fibrés inversibles
gros due a Nakamaye, la difficulté réside dans la détermination du lieu de
base augmenté ou le systéeme linéaire gradué ne possede pas de positivité
locale. On utilise un théoreme d’approximation pour les systemes linéaires
gradués établi par Lazarsfeld et Mustata (cf. [19] théoreme 3.3, voir aussi
la remarque 3.4) pour définir le lieu de base augmenté dans le cas général.

On fixe dans ce paragraphe un corps K qui est supposé étre algébrique-
ment clos.

2.1. Rappels

Soient 7 : X — Spec K un K-schéma projectif et integre, et L un fibré
inversible sur X. Rappelons que le lieu de base de L est défini comme le
sous-schéma fermé B(L) de X dont le faisceau d’idéaux quasi-cohérent est
I'image de 'application d’évaluation

m*m.(L)® LY — Ox.

Le lieu de base stable de L est Pintersection ensembliste (on ignore les fais-
ceaux d’anneaux) des lieux de base de nL pour tous les n > 1, noté comme
Bs(L). C’est un sous-espace fermé de X défini par le faisceau d’idéaux quasi-
cohérent

Im(@ﬂ*ﬂ*(nL) LV — (’)X>.

n=1

Il ’avere que, pour tout entier n > 1, on a Bs(L) = Bs(nL). Cette observa-
tion nous permet d’étendre la construction du lieu de base stable pour les
éléments dans Pic(X)q : pour tout a € Pic(X)g, on définit Bs(a) comme
Bs(na), ol n est un entier strictement positif qui est suffisamment divisible
de telle sorte que na € Pic(X). Rappelons que le lieu de base augmenté de
L est défini comme (cf. [21])

By (L) :=(\Bs(L - A),
A

ou A parcourt I'ensemble des Q-diviseurs de Cartier amples. Le lieu de base
augmenté mesure 'amplitude du fibré inversible L et est 1ié & I’approximation
de Fujita. En effet, si « est un point fermé de X en dehors de B4 (L), alors
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il existe un morphisme projectif et birationnel ¢ : X’ — X qui définit
un isomorphisme de schémas dans un voisinage ouvert de x, ainsi qu'une
décomposition p*(L) = A+ E de Q-diviseurs avec A ample et FE effectif ne
contenant pas z (cf. [9] définition 1.2 et remarque 1.3)2. Nakamaye a ainsi
défini un analogue de la constante de Seshadri (qu’il appelle constante de
Seshadri mouvante) pour un fibré inversible gros L en un point fermé x en
dehors de son lieu de base augmenté (cf. [22, définition 0.4], voir aussi [10,
56):

e(L,z):= sup €(4,x), (2.1)

e (L)=A+E

ou ¢*(L) = A+ E parcourt l'ensemble des décompositions de L sur une
modification birationnelle ¢ : X’ — X (qui définit un isomorphisme de
schémas dans un voisinage ouvert de x) en une somme d’un Q-diviseur ample
A et un Q-diviseur effectif £ ne contenant pas x. Une formule similaire &
(1.3) qui relie la constante de Seshadri mouvante et la séparation des jets
est démontrée dans [10, Proposition 6.6].

2.2. Constante de Seshadri mouvante d’un systéme linéaire gradué

On propose la notion de lieu de base augmenté et celle de constante de
Seshadri mouvante pour un systeéme linéaire gradué qui contient un diviseur
ample. Dans le cas particulier ou le systeme linéaire gradué est le systeme
linéaire gradué total d’un fibré inversible gros, on retrouve la constante de
Seshadri mouvante au sens de Nakamaye du fibré inversible.

Soient X un schéma projectif et intégre sur Spec K et L un Ox-module
inversible. On désigne par V, (L) le systeéme linéaire gradué total de L, défini
comme

V(L) =P H(X,nL),
n=0

ou le produit tensoriel de Ox-modules inversibles est noté additivement.
On appelle systéme linéaire gradué de L toute sous-K-algebre graduée de
Vo(L). On dit qu'un systéme linéaire gradué V, de L contient un diviseur
ample $’il existe un Ox-module inversible ample A, un entier ¢ > 1 et une
section globale non-nulle s de ¢L — A tels que, pour tout entier n > 1,
I'image de ’application

HO(X,nA) —" HO(X,qnL)

soit contenue dans V;,,. Rappelons que ce genre de systémes linéaires gradués
sont dits satisfaire & la condition (C) dans [19, §2.3].

(2) Le passage & une modification birationnelle n’est pas nécessaire ici, mais ce passage
est important dans la construction de la constante de Seshadri mouvante.
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Remarque 2.1. — Soit V, = @@0 V, un systeme linéaire gradué de L.
Si V, contient un diviseur ample, alors son volume, défini comme

vol(V,) := lyllgilif ndim(X) /dim(X)!”

est strictement positif. On en déduit que le volume de L (défini comme
vol(L) := vol(V,(L))) est strictement positif, c’est-a-dire que le fibré in-
versible L est gros.

DEFINITION 2.2. — Soient X un schéma intégre et projectif défini sur
un corps K, L un fibré inversible sur X, et V, un systéme linéaire gradué
de L, qui contient un diviseur ample. On dit qu’un point x de X est en
dehors du lieu de base augmenté de V, s’il existe un K-morphisme projectif
et birationnel v : X' — X, un entier ¢ > 1, un fibré inversible ample A sur
X' ainsi qu’une section globale non-nulle to de ©*(qL) — A, qui vérifient les
conditions sutvantes :

(a) ¢ définit un isomorphisme dans un voisinage ouwvert de x et to est
non-nulle en x,

(b) pour tout entier n = 1, limage de I’homomorphisme
HO(X' nd) —%s HO(X', 4 (qnL))

est contenu dans Vg, ot on a identifié H°(X,qnL) a un sous-espace
vectoriel de H°(X', ¢*(qnL)) via I’homomorphisme naturel gnL —

P (qnl).

Si x est en dehors du lieu de base augmenté de V,, on désigne par ©,
Uensemble des quadruplets (p,q, A, tg) qui vérifient les conditions (a) et (b)
comme ci-dessus. En outre, on désigne par B4 (V,) lensemble (fermé) des
points de X qui ne sont pas en dehors du lieu de base augmenté de V,, et
on appelle le lieu de base augmenté de V,.

Remarque 2.3. — Comparé au cas d’un fibré inversible gros, il est diffi-
cile de définir directement le lieu de base augmenté pour un systeme linéaire
gradué. C’est pour cette raison que ’on adopte une approche indirecte via
I’approximation de Fujita. Cette approche est basée sur un travail de Lazars-
feld et Mustata (cf. [19] théoréme 3.3, voir aussi remarque 3.4) qui prédit
que tout systeéme linéaire gradué contenant un diviseur ample est approx-
imable par les diviseurs amples, quitte a passer a une modification bira-
tionnelle. Dans le cas ou le systeéme linéaire gradué V, est total (c’est-a-dire
que V, = V,(L)), 'ensemble B (V,) s’identifie au lieu de base augmenté de
L.
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DEFINITION 2.4. — Etant donné un point fermé x en dehors de B, (V,),
on définit la constante de Seshadri mouvante de V, en x comme

e(V,,x) := sup q (A, x), (2.2)
(#,4,A,t0)€Ox

ot la borne supérieure est prise par rapport a l'ensemble ©,, défini plus haut.

Remarque 2.5. — (1) Lorsque V, est le systéme linéaire gradué total
V,(L), le nombre e(V,,z) s’identifie & la constante de Seshadri mouvante
(2.1) de L en .

(2) Si z est un point de B4 (V,), on définit ¢(V,,x) comme 0 par con-
vention.

Le résultat suivant établit un lien entre la constante de Seshadri mou-
vante et la séparation de jets lorsque le point fermé x est régulier. Pour
tout entier k& > 1 on désigne par s(Vj,z) le plus grand entier s tel que
I’homomorphisme d’évaluation

Ve — L® @ (Ox/I%,),

soit surjectif, ou Zx , est le faisceau d’idéaux de Ox définissant le point
fermé x.

THEOREME 2.6. — Soient X un schéma projectif et intégre qui est défini
sur K, L un fibré inversible gros sur X, et V, un systéeme linéaire gradué
de L qui contient un diviseur ample. Pour tout point fermé régulier x de X
en dehors de B+ (V,), on a

Vi, Ve,
e(V.,z) = limsup M = sup M
k—+oo k k>1 k
Démonstration. — La suite (s(V, z))k>1 est sur-additive, d’ott la secon-

de égalité.

Soient ¢ : X’ — X une modification birationnelle et ¢*(¢L) = A+FE une
décomposition de ¢*(¢L) en produit tensoriel d’un fibré inversible ample A
et un fibré inversible E ayant une section globale non-nulle g qui vérifient
les conditions (a) et (b) de la définition 2.2. D’apres la formule de projection
(cf. [14, 0.(5.4.8)]), on peut identifier H°(X, gnL) & un sous-espace vecto-
riel de HO(X’, ¢*(qnL)). En outre, comme ¢ est un isomorphisme dans un
voisinage ouvert de x, on obtient que ’homomorphisme canonique

0" (Ox )T — Ox/ JTEL
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est un isomorphisme pour tout entier s > 0. Si ’homomorphisme d’évaluation
HO(X',nA) — A®" @ (Ox/ /I
est surjectif, alors il en est de méme de
Im(HO(X', nd) 15 go(x, w(an))) — " (D)% © (Ox/ /T3 L)
puisque to ne s’annule pas en x. Par conséquent, I’homomorphisme d’évaluation
Von — L¥" @ (Ox /T%',)

est surjectif. Cela montre que s(Vgy,,x) > s(nd,x), ou s(nA,z) désigne le
plus grand entier s tel que I’homomorphisme d’évaluation

HO(X',nA) — A®" @ (Ox/ /I)

soit surjectif. D’apres un résultat classique sur la constante de Seshadri (cf.
[18, théoréme 5.1.17]), on obtient

$(Vi, ) _ s(nA,z) (A, )

sup — 2% > =
k>1 n>1 pn D
et donc v
s(Vi,x
sup 5V, 7) > e(V,,x).
k=1 k

Montrons l'inégalité inverse. Comme x est en dehors de B (V,), pour
tout entier n > 1 qui est suffisamment divisible, x est en dehors du lieu de
base de V,,. Soit 7, : X,, = X léclatement de X le long du lieu de base de
V,. Soient E,, le faisceau inversible associé au diviseur exceptionnel de X,
et t, la section globale de F, qui définit le diviseur exceptionnel. Il s’avere
que 7, définit un isomorphisme de schémas dans un voisinage ouvert de
x et que la section ¢, est non-nulle en z. Soit N,, := 7} (nL) — E,. Cest
le faisceau inversible universel sur X,, si on considére 7, comme le spectre
projectif associé a l’algebre graduée quasi-cohérente

o Im(symp(vn) — L®"”).

p=0

En particulier, on a un isomorphisme naturel entre V,, et H°(X,,, N,,) (vu
comme des sous-espaces vectoriels de HY(X,,,7,(nL)) via la formule de
projection et via t,, respectivement). Comme 7, est un isomorphisme dans
un voisinage ouvert de x et comme t,, ne s’annule pas en z, on obtient donc
$(Vn, ) = $(Np,x) < e(Np,x) < ne(V,,x), o la seconde inégalité provient
de la relation entre la constante de Seshadri mouvante et la séparation des
jets pour un faisceau inversible gros (cf. [10, proposition 6.6]). Le résultat
est ainsi démontré. (]
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3. Lien avec les corps d’Okounkov

On établit un lien entre la constante de Seshadri mouvante et le corps
d’Okounkov d’un systeme linéaire gradué. Bien que notre approche ressem-
ble beaucoup & celle d’'It6 [16] & premiere vue, la différence entre les deux
méthodes est significative : It s’intéresse a la positivité du systeme linéaire
gradué en un point tres général et il établit le lien avec les corps d’Okounkov
via la dégénérescence a une variété torique; tandis qu’ici on considere la pos-
itivité locale en un point fermé fixé et le lien avec les corps d’Okounkov est
obtenu via un choix spécifique d’une relation d’ordre sur les mondémes (de
toute fagon il est peu intéressant de considérer un point trés général dans
le cas arithmétique). Cela non-seulement permet de reformuler la notion
de constante de Seshadri mouvante dans un cadre plus combinatoire, mais
encore conduit a diverses variantes de cette notion qui peuvent étre utilisées
ultérieurement dans la géométrie diophantienne.

Dans ce paragraphe, on fixe un corps K supposé étre algébriquement
clos.

3.1. Corps d’Okounkov

Dans ce paragraphe, on rappelle la construction du corps d’Okounkov
d’un systeme linéaire gradué sur une variété projective. On renvoie les
lecteurs dans [3] pour un survol complet.

On appelle relation d’ordre additive sur N? toute relation d’ordre totale
< sur N? qui vérifie les conditions suivantes :

1. pour tous les éléments a, o/ et § dans N?, on a

a<d =a+p<d+5

2. pour tout @ € N¢, on a 0 < a.

On vérifie aisément que, si a, o/, B et §’ sont des éléments dans N? tels
quea<a et <P alorsonaa+ B <a+ <8+ Enoutre, comme
< est une relation d’ordre totale, pour tous les éléments «, o’ et 3 dans N¢,
sia+ <o + 3, alorsonaa<ca.

FEzemple 3.1. —

1. On désigne par <jex la relation d’ordre lexicographique de Ne. Pour
tous les éléments o = (ay,...,aq) et B = (B1,...,04) de N, a <jex B
si et seulement s’il existe un indice i € {0, ..., d} tel que a,j = B pour
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tout j < i et que a1 < Biy1 lorsque i < d. C’est une relation d’ordre
additive sur N?.

2. Soit m = (nq,...,nq) un vecteur en nombres réels strictement posi-
tifs. On définit la fonction d’indice sur R‘j_ par rapport & n comme

indp(y1,--.,%4) = y—l—l—-~-+%.

ni ng
On désigne par <, la relation binaire swivante : pour tous les éléments
a et B de NI, o <, B si et seulement si ind,(a) < ind,(B) ou si
ind,(a) = ind,(B) et a Kiex 8. On peut vérifier que c’est aussi une
relation d’ordre additive sur N¢.

Dans le reste du sous-paragraphe, on fixe une relation d’ordre additive
< sur N?, L’expression 8 > a désigne la relation o < . En outre, 3 > «
signifie “8 > a et 8 # a”.

Soient X un schéma projectif et integre de dimension d > 1 défini sur
K et L un Ox-module inversible gros. On fixe en outre un point régulier

x € X(K) et une suite réguliere z = (z1,...,24) dans l'idéal maximal
m, de 'anneau local régulier Ox , qui engendre m,. Si o = (aq,...,0q)
est un élément de N?, on désigne par 2 I'élément 2" ---25¢ de m‘al ol

la] = a1 4+ -+ + aq.

On désigne par O x,z le complété de Ox , par rapport a la topologie m,-
adique. C’est un anneau local régulier qui est complet (cf. [26] Ch. VIII, §11).
Le théoreme de Cohen pour la structure des anneaux locaux noethériens
complets (cf. [11] proposition 10.16) montre que 'lhomomorphisme de I’algébre
des séries formelles K[T1,...,Ty] vers @X@, qui envoie T; en z; pour tout
i, est un isomorphisme de K-algebres.

Le choix de la suite réguliere z et de la relation d’ordre additive < induit
une Ne-filtration décroissante F sur (’)Xm pour tout o € N, ]-'O‘(OXI)
consiste des séries formelles dont les monomes a coefficient non-nul sont de
la forme z° avec 3 > a. Comme < est une relation d’ordre additive, on
obtient que F*(Ox ) est un idéal de Ox , (qui est en fait fermé pour la
topologie m,-adique). Par la méme raison, on a

F(Ox.)F(Ox.) C FOH(Ox.0).

Il s’avere que I'algebre Né-graduée associée & cette filtration est isomorphe &
Panneau des polynémes & d indéterminés (qui sont les images des éléments
21,...,24). Cela provient du fait que @X@ est isomorphe a l'algebre des
séries formelles K[z1,...,24] munie de la filtration par les exposants des
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monomes (par rapport & la relation d’ordre additive <). En effet, le sous-
quotient d’indice o € N¢ de @Xﬂ. est un espace vectoriel de rang 1 sur K,
qui est engendré par I'image z% du monoéme z¢ dans gra(@x,z)v et on a
7o . 2P = 2018 pour o, f € N4

La filtration F induit par restriction une Ne-filtration décroissante sur
Ox 4 que I'on notera encore comme F par abus de langage. Comme Ox , est

un sous-anneau dense de Oy, les algebres Ne-graduées associées a Oy, et

a Ox , sont isomorphes. En particulier, le sous-quotient d’indice o de Ox ,
défini comme

2r*(Ox ) == F¥(Ox..) / U 7°(0x.)

B>a

est un espace vectoriel de rang 1 sur K.

Remarque 3.2. — Soit 1 le vecteur constant (1,...,1) de longueur d. On
a indy (@) = |af. Ainsi dans le cas ol la relation d’ordre < est de la forme
<1, la filtration F raffine la filtration m,-adique.

Soit L un Ox-module inversible. On désigne par L, I'image réciproque
de L par le morphisme canonique Spec(Ox ;) — X et la considére comme un
Ox z-module libre de rang 1. Comme X est projectif et integre, ’application
K-linéaire H°(X, L) — L, définie par I’évaluation des sections est injective.
Quitte & choisir une trivialisation de L en z, on peut identifier H°(X, L) (ou
chacun de ses sous-espaces vectoriels) & un sous-espace K-vectoriel de Ox .
La filtration F induit ainsi une N?-filtration décroissante sur H%(X, L). Bien
que l'inclusion de H%(X, L) dans Ox ,, dépend du choix de la trivialisation,
la filtration induite ne le dépend pas. En effet, le rapport entre deux trivi-
alisations de L en x est un élément inversible dans Ox ;. Cet élément, ainsi
que son inverse, sont tous les deux dans F°(Ox ,).

Pour toute section s € H°(X, L), on définit
ord(s) := sup{a € N¢|s € F*H(X, L)} € N? U {00}. (3.1)

La fonction ord(.) ressemble & une valuation. Pour tous éléments s et s
dans H°(X, L), on a

ord(s + ') = min(ord(s), ord(s")).

En outre, si s € HY(X, L) et si a € k*, alors ord(as) = ord(s). Si Ly et
Lo sont deux fibrés inversibles sur X et si s et sy sont respectivement des
sections globales de Lq et Ly, alors on a

ord(sys2) = ord(sy) + ord(sz). (3.2)
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En particulier, si V, = P,.(Vn est une sous-algebre graduée de
Do H 9(X, L®") dont chaque composante homogene V,, est munie de la
Ne-filtration F, alors I’algébre N x N-graduée associée

g(V):= @ am*W)

(n,a)eNd+1

est un anneau integre, ou

g (Vo) i= F(Va) [ D7 FA(Va).

B>a

On désigne par I'(V,) I'ensemble
{(n, @) | gr™<(V,) # 0}.

C’est un sous-semi-groupe de N4+, On I'appelle le semi-groupe d’Okounkov
de V,. On désigne par X(V,) le cone convexe fermé dans R4+! engendré par
T'(V,). Le corps d’Okounkov de V, est défini comme la tranche au niveau 1
du cone X(V,) :

AV, == ({1} x R N (V).

Lazarsfeld et Mustatd ont découvert un lien étroit entre les corps
d’Okounkov et la fonction volume arithmétique. Ils ont montré que (cf.
[19, théoreme 2.13]), si le systéme linéaire gradué V, contient un diviseur
ample, alors la mesure de Lebesgue de A(V,) s’identifie a vol(V,)/dim(X)!.

3.2. Constante de Seshadri mouvante via les corps d’Okounkov

Soient X un schéma projectif de dimension d défini sur K, L un faisceau
inversible gros sur X, et V, un systéme linéaire gradué de L qui contient un
diviseur ample. Soit « un point fermé régulier de X en dehors de B4 (V,).
On fixe en outre un systeme de parametres z de 'anneau local de X en z
(qui est un anneau régulier). Soient I'(V,) et A(V,) respectivement le semi-
groupe d’Okounkov et le corps d’Okounkov du systéeme linéaire gradué V,
relativement au systéme de parameétre z et & la relation d’ordre <; (cf.
§3.1). Comme la N-filtration de O x ¢ induit par le systeme de parametre z
et la relation d’ordre <; raffine la filtration m, -adique, on obtient le résultat
suivant.

PROPOSITION 3.3. — Pour tout entier k > 1, le nombre s(Vi, z) (défini
dans la page 568) s’identifie au plus grand entier naturel b tel que T'(V,)
contient tous les vecteurs (k,a) € N1 vérifiant |a| < b.

- 573 -



Huayi Chen

Pour tout élément y = (yi,...,ya) € RL, soit [y = y1 + -+ + ya.
On désigne par €™ (V,,z) la borne supérieure de I’ensemble des nombres
réels u > 0 tels que le corps d’Okounkov A(V,) contienne ’ensemble {y €
R‘i | ly| < u} Dans le cas ou le systéeme linéaire gradué V, est le systeme

total des sections V,(L), on utilise aussi 'expression e (L, x) pour désigner
(Ve x)
et(V,,x).

Comme le corps d’Okounkov contient les points de la forme {k~ ' | (k, ) €
['(V,)}, on obtient e(V,,z) < e (V,, ), compte tenu du théoréme 2.6. Cela
conduit & une preuve rapide d’une généralisation d’un résultat classique qui
donne une majoration de la constante de Seshadri.

COROLLAIRE 3.4. — On a

et (V.,z) < vol(V,) V4.

Démonstration. — Soit H le corps convexe

{(yla"'vyd) €Ri|y1+"'+yd §€+(‘/,,l‘)}.

Par définition, on a H C A(V,). Donc le volume de H pour la mesure de
Lebesgue, qui est égal a d! et (V,, )9, est majoré par celui de A(V,), qui est
égal a d!vol(V,). Le résultat est ainsi démontré. O

Il est naturel de se demander si I'égalité e(V,,x) = et (V,, z) est toujours
vérifiée. Le résultat suivant montre que cette égalité est vraie lorsque le
semi-groupe I'(V,) est engendré par un nombre fini d’éléments.

THEOREME 3.5. — Soient I' un sous-semi-groupe de R*™! engendré par
un nombre fini de vecteurs dans N~ X N‘i et A le corps convexe obtenu
comme la tranche de niveau 1 du cone ¥ engendré par T (autrement dit, on
a {1} x A= ({1} x RY)NX). On suppose que, pour tout entier n > 1 assez
positif, le semi-groupe T' contient les vecteurs (n,0), (n,e1),...,(n,eq), ot
(e;)%, estla base canonique de R%. Alors I’égalité e(T') = et (A) est vérifiée,
ot )

g(T") = sup Z sup{s € N|Va e N, |a| < s = (k,a) €T},
k>1

et(A)=sup{u e Ry [VyeRY, |y <u=ye A}

Démonstration.— Soit (x;)Y; un systéme de générateurs du semi-
groupe I'. On suppose que chaque vecteur x; est de la forme (n;, \;), ol
n; € N\ {0} et \; € R%. Pour tout i € {1,...,N}, soit y; le vecteur
n; I\ € Ri. Il s’avere que le corps convexe A coincide avec l'enveloppe
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convexe de ’ensemble {y,, ..., yy}. C’est donc un polytope dont I’ensemble
des sommets est contenu dans {y,..., yy}-

Rappelons qu’'un point z dans A est un sommet du polytope A si et
seulement si, pour toute droite L passant par z, 'intersection L N A ne
contient pas un voisinage ouvert de z dans L. Pour tout entier j € {1,...,d},
soit a; = 0 le plus grand nombre positif tel que aje; € A. Comme le
polytope A est contenu dans Ri, il s’avere que les vecteurs (a; ej)?zl sont
des sommets de A, et donc sont contenus dans ’ensemble {y,..., yy}-

Pour tout entier j € {1,...,d}, soit I'; le sous-semi-groupe de I' des
éléments dans N x Ne;. C’est un semi-groupe de type fini et engendre Z x
Zej comme un groupe. En outre, d’apres ce que 'on a obtenu comme ci-
dessus, on obtient que la tranche de niveau 1 du cone engendré par I';
est l'intervalle [0, a;]e;. D’apres [17, Proposition 3], il existe deux nombres
positifs u; et v; tels que tout vecteur de la forme (n,&e;) avec n > u; et
¢ € [vj,na;] appartienne a I';. En outre, d’apres ’hypotheése du théoréme
(pour tout entier ng > 1 assez positif, I'ensemble ({n} x N¢)NT contient les
vecteurs ((n,0), (n,e1),...,(n, eq)), on obtient qu’il existe ; > 0 tel que
I'; contienne tous les vecteurs (n,{e;) avec n assez grand et 0 < & < g;n.
Par conséquent, pour tout entier n assez positif, I'; contient tout vecteur
(n,€e;) tel que 0 < § < naj. On obtient alors

e(l) = min{ay,...,aq} = T (A).
Le résultat est ainsi démontré. O

Si on applique le théoréme au casou I' = I'(V}), alorson a e(T") = &(V,, z)
et eT(A) = et (V,,z). En outre, si n > 1 est un entier assez grand, les
sections dans V,, sépare les 1-jets en x. En particulier, les vecteurs (n,0),
(n,e1),...,(n,eq) sont tous dans I'. Par conséquent, si T'(V,) est engendré
par un nombre fini de vecteurs, alors on a &(V,,z) = e (V,, x).

Remarque 8.6. — Dans le cas ou la variété X est de dimension 1, pour
tout systeme linéaire gradué V, contenant un diviseur ample et tout point
fermé z en dehors de B, (V,), I'égalité e(V,,z) = eT(V,,x) est toujours
vérifiée, méme si le semi-groupe I'(V,) n’est pas nécessairement de type fini.
En effet, on peut approximer I'(V,) par une famille (I';);>0 de sous-semi-
groupes de type fini telle que U1>0 A; = A(V,), ou A; est le corps convexe
associé a I'; obtenu comme la tranche de niveau 1 du cone engendré par T';.
Sans perte de généralité, on peut supposer que I'; contient tous les vecteurs
de la forme (n,0) et (n, 1) avec n suffisamment grand. Ainsi le corps convexe
A; est un intervalle de la forme [0, a;] ot a; > 0. Comme A(V,) = [J;oo A
on obtient A(V,) = [0,a] avec a = sup,( a;. La démonstration du théoreme
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précédent montre que e(I';) = ¢T(A;) = a;. Par conséquent, on a
e(Vo) =e(P(V)) = e(lh) = a

pour tout i, et donc (V,) = a = e™(V,).

Remarque 3.7. — L’égalité e(V,,z) = et (V,,x) n’est pas vrai en général
des que la dimension de la variété X est supérieure ou égale a 2. Considérons
le cas ot X = P? = Proj(K [Ty, Ty, T»]) et L = O(1). On identifie ’algebre
des sections V, (L) & 'algebre de polynémes K [Ty, Ty, T5] munie de la grad-
uation usuelle. Il s’avere que le corps d’Okounkov de V, (L) par rapport a
x=(1:0:0) et au systeme de parametres usuel (z; = T1/To, 22 = To2/Tp)
n’est rien d’autre que {(u,v) € R |u+v < 1}.

On fixe un nombre réel § €]0,1[. Pour tout entier n, soit V,, l'espace
des polynémes homogenes de degré n dans K [Ty, Ty, T] qui sont des com-
binaisons linéaires de mondémes de la forme Ty “°~“*T{" T3 avec a; > 0
ou as < dn. On vérifie facilement que V, := @@0 V,, est une sous-algebre
graduée de V,(L) et que le corps d’Okounkov de V, s’identifie & {(u,v) €
R |u+v < 1}, dou et (V,, z) = 1. Cependant, le semi-groupe d’Okounkov
de V, est le sous-ensemble de N des vecteurs (n,a1,as2) tels que a; > 0 ou
az < on. On a alors (V,,z) = 4.

Quitte & passer a une modification birationnelle de X qui préserve un
voisinage ouvert de x, on peut construire un faisceau inversible ample A
(sur la modification birationnelle) tel que (4, x) < et (4, z).

Remarque 3.8. — Si x est dans le lieu de base augmenté de V,, on peut
encore définir e*(V,,2) comme la borne supérieure de ’ensemble des nom-
bres réels u > 0 tels que le corps d’Okounkov A(V,) contienne I’ensemble
{y € Ri ’ ly| < u} On peut facilement construire un exemple ot e*(V,, )
prend une valeur strictement positif dans ce cas-la. Il suffit de reprendre le
contre-exemple dans la remarque précédente en mettant 6 = 0. Le systeme
linéaire gradué V, ne sépare pas les vecteurs tangents en x. Donc x est dans
le lieu de base augmenté de V,, tandis que e*(V,,x) = 1.

3.3. Variantes

Inspiré par la relation entre la constante de Seshadri mouvante et le corps
d’Okounkov présentée plus haut, on propose un invariant qui est analogue a
et (V,, x) relativement & une relation d’ordre additive exotique. Cet invariant
mesure la séparation de jets autour d’un point fermé avec une considération
biaisée sur les directions dans ’espace cotangent. Dans la suite, on fixe un
vecteur n = (nq,...,nq) en nombres réels strictement positifs. On désigne
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par I'y(V,) et A,(V,) le semi-groupe d’Okounkov et le corps d’Okounkov de
V, relativement au systeme de parametres z et a la relation d’ordre additive
<n-

DEFINITION 3.9. — Soient V, un systéme linéaire gradué sur une variété
arithmétique projective X et x un point en dehors de B (V,). On désigne par
en(V,, ) la borne supérieure de l’ensemble des nombres réels positifs u tels
que le semi-groupe d’Okounkov T'y(V,) contienne les points (k, a1, ..., aq) €
N+ tels que

a1

(0%
L Tk
ny Nng

9

ot d est la dimension de X. On désigne par e, (V,, x) la borne supérieure de
lensemble des nombres réels positifs u tels que le corps d’Okounkov Ap(V,)
contienne la partie fermée convexe

Y Ya
{(yl,---7yd)€Ri —1+--~+—<u}.
ny nq

Par définition on a e,(V,,z) < e} (V,,z).

En utilisant le méme argument que dans la preuve du corollaire 3.4, on
obtient le résultat suivant.

PROPOSITION 3.10. — Pour tout vecteur n = (ni,...,nq) dans R%,,
o 1(V,) \1/d
vol(V,
(Vo) < (L0
nl DR nd
Démonstration. — Le corps d’Okounkov A, (V,) contient le corps con-
vexe

{0 v e R | L i, 2]
ni ng

dont le volume est égale a

ny...nq
et
d! "

d’ou le résultat. O

(V.,z)4,

Du point de vue de la géométrie diophantienne, la constante €, (V,, z)
pourrait étre un invariant intéressant a étudier. Il est naturel de se deman-
der si cet invariant peut interagir dans des résultats sous forme de lemme
de zéro. Le résultat suivant donne une majoration pour 'indice en x d’une
section non-nulle d’une puissance tensorielle de L. Pour tout entier £ > 1
et toute section non-nulle s € H°(X, kL), on désigne par ind,(s) le nom-
bre ind,(ord(s)), ou la fonction ord(.) est définie par rapport a la relation
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d’ordre <, (voir 'exemple 3.1 pour la définition de <, et (3.1) pour celle
de la fonction ord(.)).

PROPOSITION 3.11. — Pour tout élément non-nul s de Vi, on a

ind,(s) vol(V,)
< .
k ny-ngey (Vo)1

Démonstration.— Le cas ot k~tind,(s) < &, (V.,z) résulte directe-
ment de la proposition 3.10. On suppose dans la suite que k~lind,(s) >
el (V,, ). Ainsi le point k~lord(s) est situé en dehors du corps convexe
{y € RY |indn(y) < (Vi 2)}

Soit @ = ord(s). Par définition on a k~ta € A,(V,). Comme A,(V,) est
une partie fermée et convexe de R?, elle contient I’enveloppe convexe de

{y € RY |indn(y) < ef (Va,2)} U{k™"a},
qui a pour volume

ny...nyqg
e
d!

k~tind,(s) — b (VL, o) )

O N (A

Cette quantité est sans doute bornée supérieurement par le volume du corps
d’Okounkov A, (V,), qui est égal & vol(V,)/d!. On en déduit donc le résultat
souhaité. O

4. Fonction de Seshadri arithmétique

Dans ce paragraphe, on étudie la positivité locale en géométrie d’Arakelov.
Etant donné un fibré adélique continu L sur une variété arithmétique pro-
jective X, on attache a chaque point algébrique régulier x de la variété
arithmétique X une fonction décroissante (appelée la fonction de Seshadri)
définie sur R qui mesure la positivité locale arithmétique de L en z. On fixe
un corps de nombres K et un plongement de K dans Q.

4.1. Notations

Soit p une place finie du corps de nombres K. Par définition, p est un
idéal maximal de I’anneau O des entiers algébriques dans K. On désigne
par |.|, la valeur absolue sur K dans la classe p qui prolonge la valeur absolue
p-adique sur Q (normalisée de sorte que la valeur absolue de p est p~!), ot
p est la caractéristique du corps résiduel F, := Ok /p. Le complété du corps
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K par rapport & la valeur absolue |.|, est noté comme K,. On désigne par
C, le complété d’une cléture algébrique de K. La valeur absolue |.|, s’étend
de fagon unique sur C, et le corps C, est algébriquement clos et complet
par rapport & |.p.

Soit ¢ une place infinie de K qui correspond a un plongement de K
dans C. On désigne par |.|, la restriction de la valeur absolue usuelle sur
K. Le complété de K par rapport & |.|, est ou bien isomorphe & R (lorsque
o est une place réelle), ou bien isomorphe & C (lorsque o est une place
complexe). On désigne par C, la cloture algébrique de K, qui est isomorphe
a C, et lapplication d’inclusion de K dans C, s’identifie naturellement au
plongement de K dans C correspondant a o.

Par variété arithmétique projective on entend un schéma géométrique-
ment integre et projectif défini sur K. Soit X une variété arithmétique
projective. Pour toute place v de K, on désigne par X" I'espace analytique
associé au C,-schéma X¢  (au sens de Berkovich si v est une place finie).
C’est un espace localement annelé qui contient X (C,) comme un sous-espace
dense (ici ’ensemble X (C,) est muni d’une topologie plus fine que sa topolo-
gie de Zariski). En outre, on a un morphisme naturel d’espaces localement
annelés j, : X2 — X dont la restriction a X(C,) envoie chaque élément
de X (C,) en sont point correspondant de X . Si L est un fibré inversible sur
X, on désigne par L2" le tire en arriere de L par j,. C’est un fibré inversible
sur X2". Le groupe de Galois Gal(C,/K,) opeére sur Xc . Cela induit une
action de Gal(C,/K,) sur I’espace localement annelé polarisé (X3", L2").

Si X est une variété arithmétique projective et si L est un fibré inversible
sur X, un modéle de (X, L) est défini comme un Og-schéma projectif et
plat X muni d’un fibré inversible L tel que Lx = L. La donnée d’'un modele
(X, L) de (X, L) induit pour chaque place finie p de K une métrique continue
[-llcp sur Lg®. En effet, tout C,-point » de X se prolonge en un Op-point
P, de Xo,, ou Oy est 'anneau de valuation de C,. Ainsi Py L définit un O,-
réseau dans le Cy-espace vectoriel *L qui induit une ultranorme |||z, ()
sur ce dernier :

[sllzp(x) = inf{|t], : t € C), t'sePiLYy, scaL.

an
v

Ces normes s’étendent par continuité a une métrique continue sur L?", qui

est invariante par 'action du groupe de Galois.

Soit X une variété arithmétique projective. On appelle fibré inversible
adélique sur X toute donnée L d’un Ox-module inversible L muni d’une
famille (||.]|v)venmy de métriques indexées par lensemble My des places
de K, ou pour chaque v, ||.|l, est une métrique continue sur L2" qui est
invariante par Paction du groupe de Galois Gal(C,/K,). On demande en
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outre qu’il existe un modele (X, L) de (X, L) tel que |.||, = ||.]|z,» pour
tout sauf un nombre fini de v € M.

La donnée d’un fibré inversible adélique L sur une variété arithmétique
projective X permet de définir une fonction de hauteur (absolue) sur 'ensemble
des points algébrique de X. Etant donné un point algébrique x de X dont
un corps de définition est K’, la hauteur de x par rapport & L est définie
comme

he(e) = — S B @S o (o),

/.
vEMK [K Q] c€Gal(K'/K)

ol s est une section rationnelle de L qui ne s’annule pas en z. Cette définition
ne dépend pas du choix du corps de définition K’ puisque nous avons nor-
malisé la somme par le coefficient [K' : Q] 1.

On appelle fibré vectoriel adélique sur Spec K toute donnée V d’un es-
pace vectoriel de rang fini V' sur K muni d’une famille (]|.||)yens, de normes,
ol ||.||» est une norme sur V ®g C, qui est invariante par ’action du groupe
de Galois Gal(C,/K,) et ultramétrique lorsque v est une place finie. On
demande aussi qu’il existe un Og-module projectif V et une famille finie S
de places tels que Vi = V et que, pour toute place finie v en dehors de S,
on ait

VseVe,, |slle=inf{lal, :a € C)Y, a'seV®o, Oy}

On renvoie les lecteurs dans les articles de Gaudron [12, 13] pour une
présentation détaillée concernant ces objets. Soit V un fibré vectoriel adélique
sur SpecK. On désigne par P(V) 'espace projectif de V' qui classifie les
quotients de rang 1 de V' et par Oy (1) son faisceau inversible universel. La
structure de normes de V induit par passage au quotient des métriques con-
tinues (métriques de Fubini-Study) sur Oy (1)2*, ot v € Mg, qui définissent
une structure de fibré inversible adélique.

Soit V un fibré vectoriel adélique sur SpecK'. Si s est un élément non-nul
de V@, alors la Q-droite engendré par s correspond & un point algébrique

dans P(VV). On désigne par d/(%n(s) Popposé de la hauteur de ce point
algébrique relativement au fibré inversible adélique Oy v (1), appelé de degré
d’Arakelov (normalisé) de s. Par définition, si s appartient & Vi, ot K’ est
un corps de nombres contenant K, on a

Jogas) = — 3 B @l 5]

! .
vEMp (K- Q) ceGal(K'/K)
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On convient que d/e\gn(O) = —o0. La formule du produit montre que le degré
d’Arakelov reste invariant si remplace s par as avec a € Q*.

Soient X une variété arithmétique projective et L un fibré inversible
adélique sur X. Soit 7 : X — SpecK le morphisme structurel. On désigne
par 7, (L) le K-espace vectoriel H(X, L) muni des normes sup (||.||v.sup)ve i s
ot ||.|v,sup est la norme sur H(X, L) @ ¢ C, définie comme

Isllvsup = sup sl ().
reXan

La donnée 7. (V) est un fibré vectoriel adélique sur SpecK.

PROPOSITION 4.1. — Soient 7 : X — SpecK une variété arithmétique
projective, et L et M deux fibrés inversibles adéliques sur X. Si s et s’ sont
des sections globales non nulles de L@ et M@, alors on a

deg, (ss') > deg, (s) + deg, (s'),

ou les degrés d’Arakelov sont évalués par rapport auz structures de fibré
vectoriel adélique de m (L @ M), m.(L) et m.(M) respectivement, ot on a
considéré des normes sup pour ces images directes.

Démonstration.— Pour toute place v du corps de nombres K, on a

5/ losup = sup_[lss/llu(@) = sup_(llsllo(@) - ]} (x))-
zeX zEXan

On en déduit I'inégalité souhaitée. ([

4.2. Minima successifs absolus

La notion de minima absolus est une variante d’une notion classique en
géométrie des nombres : minima successifs d'un réseau euclidien. Cette no-
tion a été d’abord introduite par Roy and Thunder [25, §6] et puis reformulée
dans le cadre de la géométrie d’Arakelov par Soulé pour les fibrés vectoriels
normés (dans un exposé au colloque “Arakelov theory and its arithmetic
applications” & Regensbourg, 2010). On adopte son point de vue ici. Soient
K un corps de nombres et E un fibré vectoriel normé de rang r > 1 sur
Spec K. Soit i un entier dans {1,...,7}. Le ™ minimum absolu logarith-
mique v;(E) de E est défini comme la borne supérieure de I’ensemble des
nombres réels A tels que le sous-espace Q-vectoriel de F @k Q engendré par
les vecteurs de degré d’Arakelov > A est de rang > i. Par définition on a

n(E)>...>v.(E).
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On note Vpax(E) := v1(E) et vpin(E) := v,.(E). Autrement dit, pour tout
corps de nombres K’ contenant K, on a 14(E) = v;(E @ K’) quel que
soit i € {1,...,7}. Le premier minimum absolu v;(E) s’identifie au pre-
mier degré d’Arakelov introduit dans [2, §2.5]. Cependant les autres « degrés
d’Arakelov successifs» dans [2] sont en fait des minima successifs de hau-
teur & la Zhang et sont en général différents des minima absolus d’un fibré
vectoriel adélique.

Soit E un fibré vectoriel adélique sur SpecK. Pour tout ¢{ € R, on
désigne par F! (E@) le sous-espace Q-vectoriel engendré par tous les vecteurs

de degré d’Arakelov > ¢. Il s’avére que (ft(E@))teR est une filtration
décroissante de F= dont les points de saut (en comptant la multiplicité)

sont les minima absolus logarithmiques, appelée la filtration par minima
absolus. En outre, cette filtration est séparée (F t(E@) = 0 pour ¢ suffisam-

ment positif), exhaustive (ft(E@) = Eg pour suffisamment négatif) et
continue & gauche (la fonction ¢ — rg(F t(E@)) est localement constante &
gauche).

Soient X une variété arithmétique définie sur K et L un fibré inversible
adélique sur X tel que L soit gros. On désigne par

=P H( (Xg>nLg)
n=0

le systeme linéaire gradué total de L@. Pour tout entier n > 0, la structure

de fibré vectoriel adélique sur m,(nL) induit une R-filtration décroissante
(par minima absolus) sur VH(L@) = HO(X@, nL@). Cela nous permet de
construire une R-filtration en systémes linéaires gradués de L: pour tout
t € R, on note

VHI) = P F " (ValLg)). (4.3)

n=0

Si s et s’ sont deux sections non-nulles de H(X,nL) et H°(X,n'L) respec-
tivement, alors on a

deg,(ss") = deg,(s) + deg, (s").

Cela montre que V/(L) est une sous-Q-algebre graduée de V,(L@). Rap-
pelons que la pente mazimale asymptotique de L est définie comme (cf. [6,

§4.2)) -
~asy (z) -—  lim Vl(ﬂ*(nL)) _

Nmax - n——too n 1 n
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Par définition, les systémes linéaires gradués V(L) sont dégénérés (i.e.

VI(L) = 0 lorsque n > 1) dés que ¢ > %Y (L). En outre, lorsque ¢ <
ey (L), le systeme linéaire gradué V, (L) contient un diviseur ample (voir
§2.2 pour la définition). On revoie les lecteurs dans [4, Lemma 1.6] pour la

démonstration de cet énoncé.

4.3. Fonction de Seshadri arithmétique

Soient X une variété arithmétique projective définie sur un corps de
nombres K et L un fibré inversible adélique sur X. Etant donné un point
algébrique régulier x, on définit une fonction décroissante t — e4(L,x)
comme la suite :

ei(L,x) = e(VI(D),x), t<im (D). (4.4)
Rappelons que si x est dans le lieu de base augmenté de VI(L), alors
e¢(L,x) = 0 par convention. De fagon similaire, on définit

ef (L,z) == (VIL),z). (4.5)

On convient que ¢;(L,z) = ¢/ (L,z) = 0 si t > %Y (L). Ces fonctions

possedent des propriétés similaires a celles de la constante de Seshadri.

PROPOSITION 4.2. — Soient L et M deux fibrés inversibles adéliques sur
X. Sia etb sont deux nombres réels tels que e,(L,x) > 0 et ep(M,x) > 0,
alors on a

farv(L®M,x) > eo(L,z) + ep(M, x). (4.6)

Démonstration.— Les conditions &,(L,z) > 0 et &,(M,z) > 0 mon-
trent que z n’est ni dans By (V.*(L)) ni dans By (V?(M)). En outre, pour
tout entier n > 0, on a V,4(L)VY(M) C V(L @ M), compte tenu de la
proposition 4.1. Le lemme suivant montre alors que x est en dehors du lieu
de base de V2P (L® M) et que le semi-groupe d’Okounkov de VAP (L® M)
contient la somme de ceux de V(L) et de V2(M). SiT'(V4(L)) contient tous
les vecteurs (k, ) € N vérifiant | < kX et si T(VP(M)) contient tous
les vecteurs (k, ) € N¢+1 vérifiant |3| < ku, oit d = dim(X) et \ et p sont
des nombres réels positifs, alors I'(V2+ (L ® M)) contient les vecteurs de la
forme (k,v) € N4t avec |y| < k(A + u) — 1. Le résultat est ainsi démontré.
(]

LEMME 4.3. — Soient Y une variété projective définie sur un corps algé-
briqguement clos, L et M deux fibrés inversibles gros sur Y, U, et V, des
systémes linéaires gradués de L et M, qui contiennent des diviseurs amples.
Si W, est un systéme linéaire gradué de L @ M de tel que W, D U,V,
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pour tout entier n > 0, alors on a BL(W,) C B4 (U,) U B+(V,). En outre,
pour tout point régulier x en dehors de B1(U,) U B1(V,), le semi-groupe
d’Okoukov de W, contient la somme des semi-groupes d’Okounkov® de U,
et de'V,.

Démonstration. — Soit z un point de Y en dehors de B, (U,)U B (V).
Par définition, il existe un entier ¢ > 1, deux morphismes projectifs et
birationnels ¢; : Y; — Y (i = 1,2) définissant des isomorphismes dans
un voisinage ouvert de z et tels que qpiL et qp3M se décompose comme
qgpiL = A1 @ By et qpsM = Ay ® Ey, ou Ay et Ay sont des faisceaux
inversibles amples, F; et E5 possedent des sections globales s; et so qui
sont non-nulles en x et telles que, pour tout entier n > 1, les images des
homomorphismes naturels

HO(Yi,nA;) —*— HO(Y;,¢}(gnL))  (i=12)

soient contenues dans U,, et V,, respectivement. Quitte & passer a une
modification birationnelle qui domine les Y; en méme temps et augmenter
Pentier ¢ (il faut aussi tordre les A; par des proportions négatives convena-
bles des diviseurs exceptionnels), on peut supposer que les modifications
birationnelles ¢; sont la méme (que l'on notera ¢ : Y’ — Y). En outre,
comme les faisceaux inversibles A; et A sont amples, pour tout entier n
suffisamment grand, 'application canonique

HY(Y',nAy) @ HY(Y',nAy) — H°(Y',nA; +nAy)

est surjective. Quitte & augmenter g et remplacer A; par une puissance
tensorielle convenable on peut supposer que 'application comme ci-dessus
est surjective dés que n > 1. Ainsi 'image de ’homomorphisme naturel

HO(Y',nA; +nAs) ST HO(Y', p*(qnL + qnM))

est contenue dans W,,. Donc z n’est pas dans le lieu de base augmenté de
w,.

La deuxiéme assertion provient de la relation (3.2), concernant I’additivité
de la N%-valuation d’Okounkov. g

L’analogue de la proposition 4.2 est aussi vrai pour ¢;. La démonstration
est un peu plus simple car on n’a plus besoin de discuter les lieux de base
augmentés.

(3) Ici on considere les semi-groupes d’Okounkov par rapport & un systeme de
parametre en x et une relation d’ordre additive fixé.
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PROPOSITION 4.4. — Soient L et M deuz fibrés inversibles adéliques sur
X. Sia etb sont deux nombres réels tels que eq(L,x) > 0 et ep(M,x) > 0,

alors on a o B o
ef W(L@®M,z) > ef(L,x)+¢f (M,z). (4.7)

Démonstration.— Par définition les corps d’Okounkov A(VL"(Z)) et
A(VE(M)) contient les corps convexes {y € Ri|ly| < ef(L,2)} et
{y € Ri|_| y|_< e (M, )} respectivement. En outre, le corps d’Okounkov
A(Vatb(LeM)) contient la somme de Minkowski de A(V2(L)) et A_(V.b(M)),
et donc contient la somme de Minkowski de {y € R% ||y| < el (L,z)} et
{ye Ry ||yl <& (M,z)}, qui est égale a

{ye R ||yl < e (L) + & (M, @)}
On en déduit donc e, (L ® M,z) > ef (L, x) + e (M, z). O

Soient X — SpecK une variété arithmétique projective sur un corps de
nombres et L un fibré inversible adélique sur L. Rappelons que le volume
arithmétique de L est défini comme

—~ ) log #H°(X,nL)
(L) =1 el A2y
vollL) = meup = s+ 1)
ot HO(X,nL) est Pensemble des sections s dans HO(X,nL) telles que
|Is]|v,sup < 1 pour toute place v € Mk. Le résultat suivant donne un contrdle

de la fonction ¢ +> 5t+ par la fonction volume arithmétique, qui est analogue
au corollaire 3.4.

PROPOSITION 4.5. — Soit L un fibré inversible adélique sur une variété
arithmétique projective X. Pour tout point algébrique régulier x de X, on a

Y vol(Z)
S(Ta)tdt < 2 4.8
| e @ara< T2, (4.9
ot d est la dimension de X.
Démonstration.— D’apres le corollaire 1.13 et le théoréme 2.8 de [4],
4
ona

— Foo
vol(L) = (d+ 1) /O vol(VA(L)) dt.

(4) Le théoreme 2.8 de [4] est démontré par rapport a la filtration par minima. Cepen-
dant les minima absolus sont comparables aux minima usuels. On renvoie les lecteurs
dans [7] §1.2.3 pour la comparaison entre les minima usuels et les minima absolus, et
dans §1.4.2 du loc. cit. pour des théoreémes de limite arithmétiques pour diverses filtra-
tions.
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Compte tenu du corollaire 3.4, on a

\70\1(1) +o0 _
n 2/0 e (L,z)*dt.

—_

O

Ce résultat a une interprétation géométrique via le corps d’Okounkov
arithmétique introduit dans [4]. Rappelons que le corps d’Okounkov arithmé-
tique de L est défini comme le corps convexe

A@) :={(y,t) eRxR[t >0, y € A(VHL))} c R
On définit un sous-ensemble H, (L) de R4T! comme

H, (L) :={(y,t) € Ry xRy [t >0, |y| <& (L, 2)}.

La proposition 4.4 montre que H, (L) est un corps convexe, qui est contenu
dans A(L) par définition. On obtient alors (4.8) comme une comparaison
entre les volumes de H, (L) et A(L).

On peut également construire les variants biaisés des fonctions t — (L)
et t — &7 (L). Soit m = (ny,...,ng) un vecteur en nombres strictement

positifs. Pour ¢ < 2% (L), on note

ent(L,2) = en(VI(L),2), en,(L,2) =eq(V/(D),2).  (4.9)
L’analogue des propositions 4.2 et 4.4 reste encore vrai pour ces fonctions.
En outre, I'inégalité suivante est vraie pour la fonction t + &/ (L, z) (ana-
logue a (4.8)) :
vol(T)
d+1°

Pour montrer cette inégalité, on peut utiliser le fait que ’ensemble

Hpo(L) = {(2,t) € RY x Ry [t 2> 0, indu(2) < &5, (L, )%}

+oo
m...nd/ et (L,x)?dt < (4.10)
0

est un corps convexe contenu dans A(L).
On désigne par 6, (L, z) la borne supérieure
sup{t > 0|e,} (L, z)% > 0}.
La convexité de H,, . (L) montre qu'il contient le corps convexe

Y1 Yd t
et =<1}
nlsz’O(L,x) ndgrto(Lm) 0 (L,x)

Hn,g;(L) = {(ylv e Yd, t) eRi+1

En particulier, on obtient le résultat suivant en comparant les volumes des
corps convexes Hy, (L) et A(L).
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PROPOSITION 4.6. — Soit L un fibré inversible adélique sur une variété
arithmétique projective X. Pour tout point algébrique réqulier x de X, on a

vol(T)

eno(L, )01 (L, z) < o

(4.11)

On établit un analogue arithmétique de la proposition 3.11 comme ci-
dessous.

THEOREME 4.7. — Soit L un fibré inversible adélique sur une variété
arithmétique projective X. Pour tout point algébrique régulier x de X et
toute section non-nulle s de kL telle que deg,(s) =0, on a

ind,(s) deg, (s) _ vol(L)
ket o(L,x) k04 (L,x)  ni---nacyo(L,x) 0% (L, x)

(4.12)

Démonstration. — Soit a le point k=1 (ord,(s), d/eTgn(s)) dans R4 Crest

un point dans A(E) Sans perte de généralité, on peut supposer que

ind,(s) deg, (s)
ksio(f, z)  koi (L, x)

car sinon l'inégalité (4.12) provient directement de (4.11). Le point « est
donc en dehors du corps convexe H,,(L). La comparaison des volumes
de A(L) et de I'enveloppe convexe de Hy (L) U {a} conduit au résultat

souhaité. O

Remarque 4.8. — On peut améliorer ce résultat en remplagant d/e\gn(s)
par le nombre

sup{t e R|s € ]:th(L@)},

la démonstration reste inchangée.

4.4. Perspectives

La méthode de filtration combinée avec les corps d’Okounkov permet
d’étudier de facon numérique la positivité locale des fibrés inversibles adéli-
ques en un point algébrique d’une variété arithmétique projective. Le lien
avec la géométrie convexe est particulierement agréable car il conduit a des
démonstrations simples pour les relations explicites entre la positivité locale
est 'annihilation des sections globales a grande multiplicité. Des problemes
de recherche apparaissent naturellement avec cette approche.
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Les constructions et les résultats établis dans cet article sont valable
sans modification pour le cas des corps de fonctions, ou on considere
une fibration d’une variété projective au-dessus d’une courbe projec-
tive lisse. La fonction de Seshadri arithmétique devrait mesurer la
positivité d’un fibré inversible le long d’une courbe horizontale au-
dessus de la courbe de base. Rappelons que la constante de Seshadri
le long d’une sous-variété fermée est également définie pour les fibrés
inversibles amples. Peut-on retrouver cette constante a partir de la
fonction de Seshadri arithmétique?

Pour avoir des applications dans les problemes diophantiens, il est
souhaitable de généraliser la notion de fonction de Seshadri arithméti-
que en plusieurs points algébrique. On peut par exemple utiliser la
séparation simultanée de jets pour décrire numériquement la pos-
itivité locale arithmétique d’un fibré adélique le long de plusieurs
points algébriques. Cependant, le lien avec les corps convexes est
beaucoup moins évident et nécessite une étude soigneuse.

Dans [20], McKinnon et Roth ont étudié la généralisation du théoréme
de Roth pour les variétés arithmétiques polarisées de dimension supé-
rieure, ou les auteurs ont proposé des invariants arithmétiques pour
mesurer la qualité d’approximation d’un point algébrique par des
points rationnels et comparer ces invariants arithmétiques a la con-
stante de Seshadri géométrique du fibré inversible de la polarisation.
Leurs constructions ne dépendent pas de la structure arithmétique
sur la polarisation ni du choix d’une fonction de «distance» sur
I’ensemble des points algébriques de la variété arithmétique, bien que
la définition de ces constructions fait intervenir ces données supplé-
mentaires. Il est intéressant de comparer ces invariants a la fonction
de Seshadri arithmétique, qui mesure la positivité locale du fibré in-
versible muni de ces données arithmétiques.
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