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Les bissections expliquent le théoreme
de Reidemeister-Singer

Un retour aux sources

L.C. SiEBENMANN(D

RESUME. — Le théoréeme de Reidemeister-Singer des années 20 affirme
que deux scindements de Heegaard d’une méme variété de dimension 3
deviennent isotopes apres une suite de sommes connexes deux-a-deux dis-
jointes avec le scindement standard de la 3-sphere le long d’un tore plongé
et non-noué. Cet article en donne une preuve qui n’utilise que les idées
disponibles lorsque le théoréme fut énoncé, en particulier la notion de
bissection linéaire pour des complexes tels que ceux utilisés par J. W.
Alexander en 1930. L’histoire est rappelée, en particulier celle des diverses
démonstrations plus ou moins convaincantes du théoréeme.

ABSTRACT. — The Reidemeister-Singer theorem of the 1930s asserts that
any two Heegaard splittings of a closed 3-manifold become ambient iso-
topic after repeated pairwise connected sum with the standard splitting of
the 3-sphere by an embedded and unknotted 2-torus. This article gives a
bootstrapping proof using only ideas available when the theorem was first
asserted, notably a notion of linear bisection in complexes of a sort used
by J.W. Alexander in 1930. Much history is recounted, including various
convincing or unconvincing proofs of the theorem.

1. Introduction

Le théoréme de Reidemeister-Singer des années *30 [Rei2] [Si] — surnommé
(RST) — affirme unicité des scindements de Heegaard d’une 3-variété close
et orientable, modulo un nombre fini d’applications d’une opération appelée
stabilisation élémentaire, qui est définie au §2.

Les deux articles originaux sur (RST) en 1933 par K. Reidemeister [Rei2]
et J.Singer [Si] offrent des preuves au mieux fragmentaires ou obscures

(1) Département mathématique, Université de Paris-Sud, 91405 Orsay, France.
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(cf. 85). Depuis lors jusqu'en 1980, deux preuves plus convaincantes de
(RST) ont surgi, I'une de Robert Craggs [Cr] (1976) basée sur la collapsibilité
de toute triangulation linéaire du 3-simplexe établie par D.Chillingworth
[Ch] en 1967 (un résultat encore inconnu en dimensions > 3), et autre de
F.Bonahon [Bon] (1980 approx) (voir [Laud]) basée sur la théorie de J. Cerf
[Ce] (1970) des chemins génériques dans ’espace des fonctions réelles sur
une variété lisse et close.

Cet article propose, au §4, une preuve autonome de (RST) dont 'idée
dominante — apparue en 1930 dans un article de J.W. Alexander [Alex2]
— est Vopération de bissection linéaire d’une cellule convexe (=polytope).
Le Fait Fondamental, prouvé au §3, concerne deux cellulations de ’espece
utilisée par Alexander d’un méme espace compact de dimension quelconque
— cellulations supposées compatibles entre elles par subdivisions linéaires
quelconques. Il affirme qu’il existe toujours une troisieme cellulation sub-
divisant les deux et obtenue & partir de chacune par une suite finie de
bissections linéaires.

Cet article est basé sur ma prépublication [Sieb2] de 1980 a laquelle j’ai
apporté en 2015 bon nombre de corrections et additions. La plus importante
est 'exploitation pour tout 3-bretzel d’une cellulation dont toute 1-cellule
se trouve dans le bord.

Le Fait Fondamental reste, je crois, d’actualité car il permet d’établir
rapidement en toute dimension beaucoup d’invariances par homéomorphisme
linéaire par morceaux, et par difféfomorphisme ; par example, celles de 'homo-
logie et celles des torsions de Reidemeister et de Whitehead, voir [Rei3] [Wh]
[Mi]. Par contre, (RST) en est une conséquence rare qui soit fonciérement
géométrique. A son tour, (RST) s'est révélé assez fort pour figurer dans
plusieurs théoremes marquants au sujet des 3-variétés. Par exemple, il a
aidé F. Waldhausen [Wald] & prouver vers 1968 que tout scindement de Hee-
gaard de la 3-sphere est standard, et il a aidé A. Casson a prouver vers 1985
que l'invariant de Rokhlin est nul pour toute 3-variété close et simplement
connexe, voir [AkM][GM].

La notion de bissection a une longue histoire liée initialement a la
caractéristique d’Euler. Au §6 j’en donne une petite chronologie. (La prépu-
blication [Sieb2] de 1980 raconte plus amplement.)

Annexe (I) au §7 est dévouée & une esquisse de preuve de la variante
(RST™) de (RST) ou 'hypothese “orientable” est remplacé par “non-orienta-
ble”. (RST™) fut affirmée pour la premiere fois dans I'article [Si] (1933) de
J.Singer. Ma preuve de (RST™) reste tres proche de celle de (RST) au §4.

Annexe (IT) au §8 repere quelques sommets atteints depuis 1980 dans
I’étude des scindements de Heegaard. Un de ces sommets, atteint vers 2000,
est une nouvelle preuve (voire peut-étre plusieurs) de (RST) suite aux efforts
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de plusieurs virtuoses de la topologie trois-dimensionnelle combinatoire. Elle
contraste avec la preuve de (RST) au §4, car cette derniére utilise surtout
des méthodes valables en toute dimension (les bissections linéaires), jointes
a des constructions en dimension 2 (de cellulations de 2-variétés planaires),
et finalement ’équation 3 =2 + 1.

Je tiens a remercier chaleureusement mes collegues Michel Boileau, Alexis
Marin et Jean-Pierre Otal (et aussi l'arbitre) de m’avoir patiemment et
discrétement facilité la mise en forme finale de ma preuve de (RST).

2. Formulation du théoréme de Reidemeister-Singer (=RST)

Ce théoreme (RST) concerne la catégorie PL (= pseudo-linéaire, = linéaire
par morceaux, =semi-linéaire) dont les objets X, Y, etc. sont les “espaces
PL” localement compacts définis dans [Hu| [RS] [Zee] (et aussi au §3), et dont
les morphismes (appelés applications PL) f: X — Y sont les applications
continues qui, pour des triangulations PL convenables (cf. §3) de X et Y, sont
affine-linéaires sur chaque simplexe. Dans cet exposé, linéaire voudra dire
affine linéaire (donc, conservant convexité et parallélisme). Isomorphisme
PL est une relation d’équivalence entre espaces PL que nous noterons 2.
Sauf indication contraire, un sous-espace PL Y d’un espace PL Z est supposé
fermé dans Z; en plus, son inclusion Y < Z est PL. Une isotopie ambiante
PL d’un espace PL X est un isomorphisme PL H : X x [0,1] — X x [0,1]
de la forme H : (z,t) — (hi(z),t) ot ho(z) = = pour tout z € X. Dans la
suite, toute isotopie PL sera sous-entendue ambiante et a support compact.
L’équivalence de sous-espaces PL par une telle isotopie sera indiquée par =;
ainsi, pour un sous-espace PL Y de X on a Y ~ h(Y) (ci-dessus) pour
tout ¢ € [0,1]. On utilisera souvent un voisinage régulier d’un sous-espace PL
(fermé) Y C X; normalement il est noté N(Y; X) ou simplement N(Y').

Si X est une variété PL et Y est son bord, alors, tout voisinage régulier
N(Y; X) est un voisinage collier et N(Y; X) = 9Z x [0,1]. Par la suite, il
sera nécessaire de comprendre d’autres éléments de /a théorie des variétés
PL [Zee] [Gla] [Hu] [RS] [St], concernant en particulier leur théorie des anses
(voir surtout [RS;chap.3]). Une variété close est pour nous compacte, sans
bord, et connexe.

Dans une 3-variété M sans bord, soit donnée une 3-sous-variété P a
bord OP non-vide et connexe. On définit une modification de P appelée
stabilisation élémentaire; elle est bien définie seulement a isotopies PL pres
(& support compact) de M : on choisit dans M un 2-disque compact D dont
I'intersection DN P est un arc PL compact A dans 'intersection 9D NIP des
bords. L’adhérence de 9D — A est alors aussi un arc PL, soit A*, dont le bord
0A* = 0A est deux points de OP. Le stabilisé Ps; de P est par définition
le bord de P U N(A*) ou N(A*) est un voisinage régulier de A* dans le
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complément P* := M — IntP. Ce N(A) est une l-anse attachée & P dans
M. Par des théorémes bien connus d’unicité pour D et N(A*), on déduit
unicité de Ps a isotopie de M pres, respectant P, et a support compact.

Dans ces conditions on dit que P, C M? est un stabilisé élémentaire de
P, et on écrit P $* Ps (ou parfois Ps ~¢ P).

Voici quelques remarques qui sont logiquement inessentielles pour la
suite, mais qui aident a comprendre logiquement et visuellement :

Remarque. — Les deux images des applications m (0P) — w1 (M) et
7m1(0Ps) — 71 (M) induites par inclusion coincident — & conjugaison pres
dans 71 (M). C’est le disque D qui assure.

Remarque. — Pj est & isotopie de M pres (& support compact) le résultat
d’ajouter a P dans M un petit tore solide 7' non-noué dans M —Int P, “collé”
a P de fagon que TN P = 9T NOP est un 2-disque. Pour démontrer ceci on
peut considerer un voisinage régulier T' de 0D qui respecte D et aussi P.

Remarque. — Stabilisation de P* := M — Int P vaut stabilisation de P,
c’est-a-dire que (P*); est équivalent & (Ps)* par une isotopie de M & support
compact. En particulier leurs bords 9((P*)s) et OPs sont ainsi isotopes.
On peut visualiser cette isotopie; mais elle peut sembler miraculeuse. La
théorie des anses en dimension 3 donne une explication systématique — en
termes d’une paire d’anses d’indices 1 et 2 en position d’annulation mutuelle.
Le point essentiel est ceci: Le dual par complémentation d’une telle paire
d’anses en est une autre.

Dans une 3-variété M, un bretzel P est une 3-sous-variété compacte a
bord qui est un voisinage régulier N(K) dans M d’un sous-espace PL com-
pact et connexe K C Int M qui est de dimension 1. (Ce K n’est ni spécifié
par P, ni unique.)

P3
Ly

Un bretzel P C M? présente un scindement de Heegaard de M? si le
complément de son intérieur P* = M — Int P est également un bretzel.
M est alors forcément close (= compacte, sans bord, et connexe). P* est
appellé le dual de P.

La triade de variétés (M; P, P*) est alors un scindement de Heegaard de
M. Son genre est le rang du groupe d’homologie Hy(P;Z) = H;(P*;Z).
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La surface close H := PN P* = 0P = OP* est sa surface de Heegaard. Par
définition, la relation d’isotopie de scindements de Heegaard de M découle de
fagon évidente d’isomorphisme PL de triades réaliseé par un automorphisme
de M qui est PL isotope a l'identité.

Remarque. — Clairement, les trois inclusions dans M de H, P, et P*
induisent chacune une surjection de groupe fondamental.

Un exemple clef de scindement de Heegaard de M est un voisinage
régulier du 1-squelette d’une triangulation PL de M. En effet, M3 est alors
un corps d’anses ayant une anse d’indice k pour chaque k-cellule, et le bret-
zel P est 'union des anses d’indices 0 et 1. Son dual P* := M — IntP est
la réunion des anses d’indice 2 (= co-indice 1) et d’indice 3 (= co-indice 0),
d’olt P* est aussi un bretzel.

Voici un contexte comportant stabilisation élémentaire qu’il faut bien
retenir pour la suite. N(X) y désigne un voisinage régulier d’un sous-espace
PL X dans M.

EXEMPLE CLEF 2.1.— On a P * Ps quand P = N(K) et Ps = N(Kj),
ou K et K, sont des sous-espaces PL  dans la 3-variété M avec K C Ky, et
ot il existe un 2-disque PL. D C M tel que Ky = KUOD et DNK = 0DNK
est un arc ou un point. ([l

A _Ks~_5

Une sous-variété compacte P’ C M est un stabilisé d’une autre,
P C M, et on écrit P, P’ (ou P' N, P) ¢l existe une suite finie :
P =P, ,P,...,P, = P’ de bretzels dans M tels que P; $* P,y 1, pour
1=1,...,n—1.

Voici finalement le principal théoreme visé (RST).

(RST) THEOREME DE REIDEMEISTER-SINGER 2.2. — Dans une 3-varié-
té M3 close et orientable, soient donnés deux bretzels P et P’ présentant
chacun un scindement de Heegaard de M?3. Il existe toujours un troisiéme
bretzel P c M3 tel que P est un stabilisé et de P et de P’ ; en symboles:

PPN, P.

Ce Théoreme (RST) sera démontré au §4.

La variante (RST™) de (RST) remplace le mot orientable par le mot
non-orientable ; elle sera démontrée dans I’Annexe (I) au §7.
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3. Les cellulations d’Alexander et leurs bissections

Les cellules en question seront des polytopes; la monographie [Zieg] ex-
pose bien ce qu’il faudra savoir de ces polytopes.

Un polytope est un compact convexe (sous-entendu non-vide) dans un es-
pace vectoriel (ou affine) réel, qui n’a qu’un nombre fini de points extrémaux.

Un point & d’un polytope D appartient au bord affine de D noté bd D
si, dans 'espace affine A(D) engendré par D, il existe un point y # x dans
A(D) tel que lintervalle rectiligne compact [xy] sort immédiatement de D,
c'est-a-dire = D N [xy]. L’intérieur affine de D est intD := D — bdD.

Remarque. — Si le polytope D est un seul point, alors bd D est vide et
intD =D.

La dimension dim(D) d’un polytope D est la dimension affine (vecto-
rielle) de A(D). D est un disque (PL et topologique) de dimension dim(D)
et bdD est une sphere (PL et topologique) de dimension dim(D) — 1.

Une face F d’un polytope D est une intersection non-vide H N D dans
A(D) ou H est un hyperplan (de codimension 1) de A(D) qui est disjoint
de intD. Ce F' est un polytope. Sa codimension est dim D — dim F'. Une face
de dimension 0 d’un polytope est un point extrémal et inversement.

Les raisonnements a venir au §3 utilisent, de fagon tres essentielle, une
notion que nous appellons cellulation d’Alexander d’'un espace PL. Le célebre
topologue américain J.W. Alexander 1’a exploitée implicitement dans [Alex2]
de 1930. C’est une généralisation de la notion de complexe simplicial dont
une vertu essentielle sera d’étre stable par une opération appelée bissection.

Une cellulation d’Alexander d’un espace topologique localement compact
et métrisable X est la donnée d’un recouvrement localement fini D = {D;}
de X par des compacts D; appellés cellules de D, dont chacune est dotée
(par un homéomorphisme topologique) d’une structure de polytope. Ce re-
couvrement D = {D;} est assujetti aux deux axiomes (i) en (ii) ci-dessous:

(i) les intérieurs affines intD;, D; € D, constituent une partition de X
en ensembles disjoints.

(ii) pour chaque D; € D, le bord affine bdD; C X est I'union finie
d’autres cellules D; € D, et pour chaque D; C D; 'inclusion D; < D; est
(affine) linéaire.

it L mgaion <\ [

On dit aussi que 'espace X muni de D est un complexe d’Alexander.
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VARIANTE PL.— Nous allons rencontrer aussi la notion moins stricte
(et moins utile!) de cellulation PL. On la définit en paralléle, en substituant :
structure de polytope par structure de cellule PL, l'intérieur ou bord de
polytope par intérieur ou bord de variété PL, et finalement application affine
par application PL. Voir aussi la fin de ce paragraphe.

Convention “ad hoc” pour croquis.— Dans les deux croquis ci-dessus,
et dans chaque croquis & suivre (sauf exceptions signalées), un complexe
d’Alexander de dimension < 2 est présenté succinctement par un graphe
compact et non-vide dans le plan du papier; les arétes sont rectilignes et
les sommets sont conventionnellement marqués. Le 1-squelette du complexe
présenté est par définition ce graphe. Ses 2-cellules sont, par définition, les
adhérences des régions convexes du complément du graphe. Par exemple, le
graphe de gauche ci-dessus présente un complexe ayant deux 2-cellules — un
polytope trilatére (= 2-simplexe), et un polytope quadrilatére; et le graphe
de droite présente un complexe ayant six 2-cellules, chacune un 2-simplexe.

Ezemple.— Pour tout polytope P (de dimension > 1), la collection
des faces (de codimension > 1 et non-vides) est un complexe d’Alexander
homéomorphe a la sphere de dimension dimP — 1.

Ezemple.— La cellulation du cercle R/Z dont les 1-cellules sont [0,1/2]
et [1/2,1] est un complexe d’Alexander bien que I'intersection des deux 1-
cellules est deux cellules et pas une seule cellule. Ce complexe d’Alexander
n’admet aucun plongement dans un espace affine qui soit linéaire sur ses
deux 1-cellules.

Ezemple.— Il n’y a pas de cellulation d’Alexander de R/Z ayant une
seule 1-cellule.

Ezemple. — Cellulation d’une 2-sphere par deux 2-cellules triangulaires,
dont 'intersection est un cercle fait de six 1-cellules.

K.Reidemeister, dans son livre [Rei3] de 1938, a explicitement intro-
duit essentiellement cette notion sous le nom “randtreue Zerlegung eines
Polyeders”, et I'a traité en détail.

Un sous-complexe D' de D est une collection de cellules de D qui vérifie
les axiomes (i) et (ii); pour cela, il suffit que, pour chaque D’ € D', toute
cellule D € D vérifiant D C D’ est une cellule de D’. On écrit D’ C D.
L’intersection et 1'union de sous-complexes sont bien définies et correspon-
dent aux notions ensemblistes sous-jacentes.

On dit qu’une cellulation d’Alexander D’ de X est une subdivision d’une
autre cellulation d’Alexander D de X et on écrit D’ < D (ou parfois D = D’)
si chaque cellule D;- € D’ est contenue dans une cellule D; € D (qui dépend
de D’) et que l'inclusion D} < D; est linéaire.
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Le sous-complexe de D des cellules de D de dimension < d (ol d est un
entier > 0) est appelé le d-squelette et est notée D),

Deux cellulations d’Alexander Dq, D> d’'un méme espace X sont com-
patibles §’il existe une subdivision commune Dy, c’est-a-dire Dy > Dy < Ds.
On écrit alors D1><D>.

LEMME 3.1.— La compatibilité = est une relation d’équivalence entre
les cellulations d’Alexander d’un méme espace topologique.

Preuve. — La symétrie de =< étant évidente, on prouve la transitivité.
Etant donnés, Dy = Dy < Dy et Dy = D) < Ds, on a certainement
Dy < Dy - Dj.

Affirmation. — Il existe alors une subdivision canonique d’Alezander D <
Dy telle que Dy = D < Dj.

Soit D une cellule de Dy de dimension d. Les d-cellules de D qui ren-
contrent intD sont par définition, les intersections non-vides de la forme
DyND}, ou Dy € Dy et Dy € D} sont d-cellules telles que DyND{Nint D # ).
a

Remarque . — Ce D est alors la cellulation d’Alexander la moins fine qui
vérifie Dy = D < Dj,.

Si D et D' sont deux polytopes, le produit cartésien D x D’ est un poly-
tope. Donc, si C et C’ sont deux complexes d’Alexander, il y a un complexe
d’Alexander C x C' dont 1’espace PL sous-jacent est |C| x |C’].

Mathématiquement parlant, aucune notion de cellulation a part celle
d’Alexander n’importe pour la suite. Mais d’autres notions de cellulation
abondent dans la litérature, et méritent ainsi des remarques destinées aux
lecteurs qui les ont rencontrés. Ces lecteurs se doivent de bien distinguer
la cellulation d’Alexander de la notion banale et bien plus restrictive de
cellulation par polytopes (= “polytopal complex” de [Zieg])(=“convex linear
cell complex” de [Hu])(= “cell-complex” de [RS])(= “regular cell complex”
souvent ailleurs).

Observation. — Toute cellulation par polytopes est une cellulation
d’Alexander. Inversement une cellulation d’Alexander D est une cellulation
par polytopes si et seulement si elle vérifie cette condition: Si deux cellules
distinctes D; et Dj de D ont intersection D; N D; non-vide, alors, ou bien
leur intersection est une face de chaque, ou bien l'un est une face de l’autre.

Observation. — Tout complexe simplicial non-ordonné est une cellula-
tion par polytopes. Inversement, une cellulation par polytopes est une trian-
gulation comme complexe simplicial non-ordonné si et seulement si chaque
cellule est un simplexe linéaire.
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On dit qu’une cellulation d’Alexander D', qui est une subdivision d’une
autre D, résulte d'une bissection de D dans la cellule D € D, et on écrit:

D+ D’ ou encore D' 4D,

si on peut former D’ en remplagant D € D par trois cellules D_, D, Dy
ot Dy est linéaire de codimension 1 dans D (= une section hyperplane de D
dans l'espace affine A(D)) et découpe D en deux cellules D_, D, de méme
dimension dont 'union D_ U D est D et I'intersection D_ N Dy est Dy.
Il est a noter que (bdD) N Dy est alors forcément une réunion de cellules

de D.
SN A

L’opération inverse D’ — D s’appelle accouplement.

On écrit DHpD’, ou encore D' <} D, s'il existe une suite finie de bissections
telle que
D=D, b Db hD, =D,

et on dit que D’ se déduit de D par bissections. Evidement, D 4b D’ entraine
D » D’, mais la réciproque est loin d’étre vraie:

VAEEVANN

Un avantage de la notion de cellulation d’Alexander, par rapport aux
complexes simpliciaux par exemple, est la:

VERTU CARDINALE 3.2. — Etant donné un complexe d’Alexander D et
un sous-compleze £, toute subdivision de £ (éventuellement par bissections)
induit canoniquement une subdivision (respectivement par bissections) de
D qui laisse intacte toute cellule D de D qui n'est pas dans € (tout en

subdivisant éventuellement son bord bd D). O
D
> AN
A

Remarques. — Cette vertu n’est pas partagée par les cellulations par
polytopes car, dans ces cellulations la, chaque face d’une cellule en tant que
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polytope, doit, par hypothese, étre exactement une cellule. Par contre, notre
notion d’espace PL est orthodoxe (modulo terminologie), cf. [Hu] [RS][Zee].

Notons cette définition alternative d’espace PL : c’est un espace topologi-
que X muni d’une famille maximale de cellulations d’Alexander qui sont
compatibles entre elles. Quand il sera question d’une cellulation D d’Alexan-
der d’un espace PL, on supposera implicitement qu’elle appartient a cette
famille.

Tout complexe d’Alexander D a un espace PL sous-jacent — lequel on
va noter |D|; on accueille dans sa famille toute cellulation d’Alexander qui
est PL compatible avec D. Evidement, Pespace topologique sous-jacent & |D|
coincide avec celui sous-jacent & D; on le note ||D]|.

Tout espace Cartésien réel R™, 0 < n < oo, est naturellement un es-
pace PL.

Tout ouvert d’un espace PL |D| est canoniquement un espace PL, mais
pas de la forme || pour un sous-complexe £ < D — sauf si 'ouvert est aussi
fermé.

LEMME DES BISSECTIONS PAR UN HYPERPLAN 3.3.— Soit X un espace
PL muni d’une cellulation C d’Alexander. Soit D une cellule de C plongée
canoniquement dans Uespace affine réel A(D) qu’elle engendre. Soit D le
sous-complexe de C des cellules contenues dans D ; c’est ainsi une cellulation
d’Alexzander du polytope | D|.

Soit H un hyperplan de A(D) (affine et de codimension 1) tel que linter-
section H N intD est non-vide. Soient Ay, A_ les deux demi-espaces de

A(D) connezes et fermés tels que Ay NA_ =H, et A_ U Ay = A(D).

Alors H induit une subdivision par bissections D b D ou D est une
cellulation d’Alexander de D ayant comme cellules précisément :

(a) les cellules de D contenues dans Ay ou dans A_, et

(b) pour chagque cellule E € D ni dans Ay ni dans A_, les trois cellules
polytopes ENAy, ENA_, et EN H, les trois étant absentes de D.

Ces mémes bissections élémentaires constituent une subdivision par bis-
sections C 4 C laissant intacte toute cellule de C qui n’est pas contenue
dans D.

Preuve du lemme 3.3.— Il y a une bissection élémentaire pour chaque
cellule E € D découpée en deux par H selon le cas (b). Il suffit d’exécuter
ces bissections élémentaires en ordre de dimension croissante de E € D,
pour constater que C 4p C. O

FAIT FONDAMENTAL 3.4. — Soit K un espace PL compact. Soient D et
D’ deuz cellulations d’Alexander de K. Il existe toujours une cellulation
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d’Alexander € de K qui est une subdivision par bissections de D et de D,
i.e.ona D E D'
La preuve du Fait Fondamental occupera moins qu'une page.

Caveat. — Il semble en pratique laborieux de calculer, et difficile d’estimer
le nombre minimum de bissections élementaires nécessaires pour D4pED’.
(Méme si on utilise le corps Q & la place de R.)

Remarque. — Ce Fait Fondamental entraine facilement l'invariance par
isomorphisme PL des groupes d’homologie d’un complexe, ainsi que des tor-
sions de Reidemeister et de Whitehead ; ces torsions ne sont pas toujours
des invariants du type d’homotopie, cf. [Rei3] et [Mil].

Remarque. — Les bissections élémentaires des complexes d’Alexander
jouent, pour les espaces PL compacts, un role tout a fait analogue au role
que jouent les “Reidemeister moves” (voir Wikipedia) pour les noeuds et
entrelacs compacts dans R?. Dans les deux contextes, il s’agit de transforma-
tions simples qui engendrent, par itération finie, exactement 1’équivalence
d’isomorphie que le topologue est censé étudier.

Abordons la preuve de 3.4. Par nos hypotheses, D et D’ sont des cellu-
lations d’Alexander compatibles, c’est-a-dire qu’il existe une cellulation Dy
de K qui subdivise D et aussi D', i.e. D = Dy < D'.

AFFIRMATION. — [l existe une cellulation D1 qui subdivise D et Dy, et
telle que D 4 Dy 4 Dy.

Preuve de l'affirmation. — En fixant I'attention sur une cellule de D a
la fois, et en usant de la Vertu Cardinale, on constate qu’il suffit de traiter
le cas ou K est lui-méme une cellule D € D.

D Dy

Alors K = D est canoniquement plongé dans 1’espace affine réel A(D) qu’il
engendre et nous y appliquerons le Lemme 2.2.

Notons qu’il existe une famille finie Hy,..., H, d’hyperplans de codi-
mension 1 dans A(D) D D = K tels que :

(x) Toute cellule de Dy qui n’est pas contenue dans bdD est une inter-
section finie de demi-espaces Vi ; de A(D) associés ¢ H;,i=1,...,k.

Appliquant le lemme des bissections 3.3 successivement a Hy, ..., Hy, on
obtient une subdivision par bissections D de D et de méme une subdivi-
sion par bissections Dy de Dgy. Or, (%) assure que D = Dy et nous ap-
pelons D; cette subdivision commune par bissections. On a D 4 Dy 4 Dy
et laffirmation est prouvée. O
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Revenant & la preuve du Fait Fondamental, nous avons D 4 Dy <} Do <
D', et donc D; < D'. L’affirmation réappliquée & D; < D', a la place de
Dy < D, offre une cellulation & telle que D1 E4FD’. Alors DDy E D,
ce qui établit le Fait Fondamental 3.4. O

EXISTENCE DES CELLULATIONS D’ALEXANDER 3.5.— une moitié de
notre preuve au §4 du théoreme de Reidemeister-Singer sera basée sur
I’existence sur tout 3-bretzel d’une cellulation d’Alexander telle que le bord
contient une “quasi-dme” et aussi tout le l-squelette (voir la preuve de
Proposition 4.2 et §4.6).

Pour discuter en général de ce probleme d’existence il convient d’utiliser
la notion de cellulation PL introduite apres les cellulations d’Alexander.

QUESTION. — Donnée C, une telle cellulation PL, vient-elle d’une cellu-
lation d’Alexander par oubli de ses structures affines ?

Réponse pour dimension 1: Oui toujours. — Exercise. O

Réponse pour dimension 2: Oui toujours. — J’esquisse une preuve. Pour
commencer, nous pouvons supposer données des structures affines correcte-
ment installées sur les 1-cellules. Alors donnée une 2-cellule PL. D € C on
peut plonger son bord 0D sur un polygone convexe régulier du plan affine,
par une application f qui est affine sur chaque 1-cellule affine dans 0D; alors
I’adhérence de la région de Jordan bordée par ce polygone est un 2-polytope
D', et on peut 'identifier D PL & D’ par un isomorphisme PL F:D — D’
qui prolonge f, obtenant ainsi sur D une structure affine convenable . Con-
tinuant ainsi pour chaque 2-cellule, on construit une cellulation d’Alexander
C’ dont la cellulation PL sous-jacente est C. O

Remarque. — Les solutions en dimension 2 sont loin d’étre uniques. Par
exemple, ’espace des 2-polytopes quadrilateres, a isomorphisme affine pres
respectant un marquage des quatre arétes, est homéomorphe & R2.

CONSEQUENCE 3.6 .— Tout complexe PL qui est un produit cartésien
fini de complexes PL de dimension au plus 2 admet une structure de complexe
d’Alexander. O

Réponse pour la dimension 8: Souvent non.— Ernst Steinitz a établi
(voir [Stz2] 1922 et [Stz3] 1934) une condition, nécessaire et suffisante pour
qu'un 3-complexe PL C soit isomorphe au complexe PL sous-jacent a un
3-complexe d’Alexander. Voir [Zieg] pour un excellente présentation, une
preuve élémentaire, et des références a des preuves plus récentes par géomé-
trisations nécessitant de I’analyse.

On n’a pas encore de réponse complete en dimension 4 ou plus. Ce
probléme ouvert n’est pas un obstacle fatal a l'exploitation en grandes
dimensions des complexes d’Alexander (et donc de leurs bissections), car
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chaque complexe PL a une subdivision (par exemple simpliciale) qui admet
une structure de complexe d’Alexander.

4. Preuve du théoréme (RST) de Reidemeister-Singer

Dans ce paragraphe, sauf indication contraire: (i) tout espace (et sous-
espace) est PL, (ii) toute application et toute isotopie est PL, et (iii) tout
complexe et toute cellulation est d’Alexander.

PROPOSITION 4.1.— Soient A, et B deux cellulations d’un sous-espace
compact et connexe X dans Uintérievr Int M d’une 3-variété M3, telles que
B est une subdivision par bissections de A, c¢’est-a-dire que A 4 B. Soient
A et B D A les 1-squelettes respectivement de A et B ; soient N(A) et N(B)
voisinages réguliers dans M de A et B. Alors le bretzel N(B) est isotope
dans M fizant A C B a un stabilisé du bretzel N(A), donc N(A) ,/* N(B)
dans M.

Remarque. — Cette proposition ne suppose ni que le bretzel N(A) présente
un scindement de Heegaard de M ni que M est orientable.

Preuve 4.1.— 1l suffit de traiter le cas d’une bissection élémentaire A+
B. Si la cellule coupée en deux est de dimension # 2, on a A = B, et il n’y
a rien a démontrer. Si la bissection élémentaire bissecte une 2-cellule D de
A, en faisant deux 2-cellules D, D_, et une nouvelle 1-cellule D, N D_.
Alors I'Exemple Clef de §2.1 appliqué & D4 (ou D_) donne la conclusion
voulue. O

Il y a deux Etapes dans la preuve du théoréeme de Reidemeister-Singer
(RST). Soit donnée une 3-variété M close et orientable.

ETAPE (A). — L’énoncé (RST) est vrai pour M dans le cas ot il s’agit
de bretzels P et P’ dans M, qui sont respectivement voisinages réguliers du
1-squelette de cellulations D et D' de M.

Preuve de (A).— D’aprés le Fait Fondamental du §3.4, il existe une
cellulation & de M3 telle que D ) € <} D’; alors, deux applications de la
Proposition4.1 donnent un bretzel P tel que P ,* P~ P’ dans M. O

Remarque.— La preuve d’Etape (A) est tellement simple qu’on peut
facilement en prouver des analogues valables en toute dimension.

ETaPE(B). — Dans le contexte de (RST) soit P C M un bretzel qui
présente un scindement de Heegaard de M. Alors, il existe un bretzel P’ C
M obtenu par stabilisation de P dans M (c’est-a-dire que P ' P’ dans M),

tel que P’ est isotope au voisinage réqulier du 1-squelette d’une cellulation
de M.
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1l est évident que ces deux Etapes impliquent (RST).

Si V' est une variété compacte a bord non-vide, on peut former une
variété V* de la somme disjointe V L (OV x [0,00)) en identifiant OV a
OV x 0. Nous appelons V* la taniére de V. C’est en un sens évident la plus
petite variété sans bord qui contient V.

PROPOSITION 4.2. — Soit P un 3-bretzel orientable. Il existe une cellu-
lation d’Alexander P de P, telle que:

(a) |[PW| C 9P, c’est-a-dire, le 1-squelette de P est entiérement contenu
dans le bord OP.

(b) Pour tout plongement P — IntW ou W est une 3-variété quel-
conque, on a P/ N(PM) dans W.

COMPLEMENT 4.2*. — I suffit de démontrer 4.2 dans le cas ot W est la
taniére P* de P.

Preuve de 4.2*.— En effet, si on identifie P* & I'intérieur d’'un petit
voisinage régulier de P dans W, on constate que toute isotopie a support
compact dans P* s’étend par l'identité en une isotopie & support compact
de W. O

Puisque I’énoncé de 4.2 est tres plausible, tandis que notre preuve de 4.2
sera brutalement constructive, nous donnons immediatement :

Preuwve d’Etape (B) en supposant 4.2. — 1l s’agit de construire une cellu-
lation d’Alexander M de M telle que le bretzel N(M ™)) voisinage régulier
dans M du 1-squelette [M™)| de M est un stabilisé du bretzel donné P
présentant un scindement de Heegaard de M.

Soit P, respectivement P*, la cellulation d’Alexander offerte par 4.2 pour
le bretzel P, respectivement pour le bretzel dual P* := M — Int P.

Dans M, on a OP = 0P* = PN P*, donc ce bord commun des deux
bretzels a deux cellulations d’Alexander 0P et OP*.

Par le Fait Fondamental du §3.4, il existe une cellulation d’Alexander &
de PN P* qui subdivise par bissections 0P et P*, c’est-a-dire, IP b £ <
oP*.

Par la Vertu Cardinale du §2, £ s’étend canoniquement par P en une

cellulation d’Alexander P < P de P. De méme, & s’étend canoniquement
par P* en une cellulation d’Alexander P* < P* de P*.

Ensemble, P et P* definissent une cellulation M de tout M puisque
leurs restrictions coincident avec £ sur P N P*.

__ On a coincidence des 1-squelettes de ces six complexes d’Alexander: &,
P, OP, P*, OP*, M. Leurs 1-squelettes sont tous dans P N P*!

La propriété (b) de 4.2 assure que P,/ N(P(1)) = N(9P(M)) dans M.
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Puisque 0P 4 £, on a P 4 P, d’ott N(PM) 2 N(PM) dans M selon
I’Etape A.

Mais P = MD),

Donc, P /' N(PM) 2 N(PL) = N(M\(l)) dans M.

La preuve d’ Etape (B) est compléte modulo une preuve de 4.2. ([l

La preuve de Proposition4.2 est élémentaire, mais assez technique; elle
occupe le reste de §4. Elle part du fait que P est toujours un produit
P =@ x [0,1], et ensuite exploite des cellulations commodes de @ et de P.

Nous rencontrerons souvent la situation suivante. Donnée une d-variété
connexe V, la soustraction de V de l'intérieur d’une collection de n > 1
disques disjointes de dimension d situés dans IntV, produit une d-variété V;.
Ce Vj s’appelle souvent V' trouée n fois. Elle est bien définie par V et n a
isomorphisme pres; c’est essentiellement une conséquence de l'unicité des
voisinages réguliers appliquée a n points de IntV.

Un bretzel P de dimension d > 2 est une variété compacte et connexe,
qui admet une structure de corps d’anses constitué d’anses d’indices < 1
(voir [RS;chap.3]), soient ag anses d’indice 0 et a; anses d’indice 1.

Pour chaque d > 2, on montre classiquement, que la classification a
isomorphisme pres, des bretzels orientables se fait selon ’entier ag — a1, qui
s’avere étre la caractéristique d’Euler x(P).

Pour une 2-variété @ notons par b(Q) le nombre de composantes con-
nexes de 9Q. Soit ) un 2-bretzel orientable . En dimension d = 2, I’entier
X(Q) ne détermine pas le 2-bretzel @) & isomorphisme pres. En revanche,
il déterminera ainsi ) dorénavant — car qu’on impose dés maintenant que
Q est planaire, c’est-a-dire que @ est une 2-sphere b(Q) fois trouée. Alors,
0Q est linéairement lié & x(Q) par la relation b(Q) = 2 — x(Q). On a ainsi
démontré le:

LEMME 4.3.— Tout 3-bretzel orientable P est isomorphe d un produit
Q % [0,1] ot Q est un 2-bretzel planaire, unique & isomorphisme prés, dont
b(Q) =2 —x(P) =2 - x(Q). 0

Cherchons maintenant une cellulation d’Alexander d’un 2-bretzel orien-
table et planaire @ ayant b := b(Q) composantes de bord. La prochaine
figure (quelques pages ci-dessous) peut aider & la visualiser.

Soit D un 2-disque et soient Ny, ..., N, b > 0, de petits voisinages
réguliers disjoints dans D de b points distincts de 0D. Chaque N; est une
2-cellule tel que N; N OD est une 1-cellule . A partir de deux copies D~ de
D™ de D on forme une 2-sphére S en identifiant naturellement leurs bords.

On a une involution naturelle p de S qui échange D~ et DT fixant leur
bord commun, le cercle équateur F := D~ N Dt = 9D*. Dans S, on a b
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2-disques Dy, ..., Dy ou chaque D; est I'union des deux copies de IV;, a
savoir N;” C D™ et N;t € D*. Donc @ := S — {IntD; U --- U IntD,} est
une 2-spheére b-fois trouée.

Recensons les cellules PL dans ) apparaissant dans cette construction.
L’équateur E découpe Q en deux grandes 2-cellules Q~ et Q* échangés par
la réflection p. L’intersection @~ N Q1 est b PL 1-cellules disjointes dans
I’équateur E'; elles relient les b PL 2-disques D; pour former “un collier de b
perles” dans S. Chacune des composantes connexes du bord 9Q est le bord
d’'un D;, et E la découpe en deux 1-cellules. Au total on a b+ 2b = 3b PL
1-cellules dans Q). Finalement, on a 2b 0-cellules dans @) toutes dans 0Q).

On constate facilement que ces cellules dans @) constituent un 2-complexe
PL au sens de §3 — ayant exactement deux 2-cellules Q~ et Q*, 3b cellules
de dimension 1, et finalement 2b cellules de dimension 0 dont chacun est
dans 9Q). Appelons ce complexe Q.

Selon §3.6, nous savons introduire, sur chaque cellule de Qg une struc-
tures de polytope, de fagon a faire de ce complexe un complexe d’Alexander
Q. En plus, p peut étre affine sur chaque cellule de Q. Plus loin nous allons
visualiser ’anatomie PL de Q & ’aide d’une figure planaire.

Alternativement, on peut former @ et le complexe d’Alexander Q di-
rectement & partir de deux copies d’un 2-polytope du plan R2, dont le bord
est un 2b-gon régulier. Il suffit d’introduire certaines identifications affines
entre des faces de dimension 1.

Soit Z le 1-complexe d’Alexander dont les trois cellules sont [0, 1] et ses
deux points de bord {0}, {1}. Le 3-complexe d’Alexander P affirmé par la
Proposition 4.2 est, par définition, le complexe produit Q x Z. Le 3-bretzel
P := |P| s’identifie ainsi naturellement & @ x [0, 1].

LEMME 4.4.— Le bord OP contient tout lel-squelette |P™M)| de P.

Preuve de 4.4.— Une 1-cellule de P qui rencontre Int P = Int@ x (0,1)
sertait une 1-cellule de la forme s x [0,1] ou s est un 0-cellule de Q qui se
trouve dans Int@. Mais il n’y a pas de tel s! O

La preuve de la partie (a) de la Proposition4.2 est ainsi compléte. ]

Les structures de polytope sur des cellules de Q servent a permettre
les bissections dans la preuve, déja accomplie, que Proposition 4.2 implique
Etape (B). Elles ne serviront plus dans la preuve & venir de la partie (b) de
Proposition 4.2; en effet (b) concerne seul le complexe PL sous-jacent Qg

de Q.

Notre stratégie pour prouver la partie (b) de Proposition4.2 consiste a
prouver cet énoncé plus précis:
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PROPOSITION 4.5.— Il existe un 1-sous-compleze £1 de PY) tel que
Ly :=|L4] a ces deux atouts:

(i) N(Ly) /' N(PW) dans P*, et
(i) Ly C OP est isotope dans P* a un 1-sous-espace K de IntP dont
P est un voisinage régulier dans P*.

Preuve que 4.5 implique la Proposition 4.2(b). — Dans P* on a N(L) ~
N(K) ~ P selon (ii). Donc (i) entraine P ,* N(P(1)) dans P*. O

Il y aura plusieurs petites étapes dans la preuve de 4.5.

D’abord quelques observations générales portant sur toute variété pL V'
qui est compacte et a bord non-vide.

Une dme de V est par définition un sous-espace PL compact X C IntV
tel que V' — IntN(X; V') est isomorphe & 0V x [0, 1].

Une quasi-ame de V est un sous-espace PL compact Y C V tel que Y est
isotope dans la taniére V* de V a une &me X C IntV (la taniére V* étant
définie avant 4.2).

Le lemme suivant est rassurant, mais n’est pas utilisé pour prouver
(RST).

LEMME 4.6. — Toute quasi-adme Y de V' contenue dans IntV est une
(véritable) ame de V.

Preuve de 4.6.— Supposons que Y est isotope dans V* & une ame X de
V, ceci par une isotopie f, t € [0,1] de V*, & support compact Z C V*. On
peut alors trouver un automorphisme h de V*, & support compact dans V*
et disjoint de X UY C IntV | tel que h(Z) C IntV. Alors Y = X dans IntV
par lisotopie h o f o h™1, t € [0,1] car elle a support dans h(Z) C IntV;
donc Y est, autant que X, une ame de V. |

Nous avons choisi une identification P = @ x [0, 1]. La théorie PL des
voisinages réguliers (cas des colliers)? montre que cette identification admet
une extension & un isomorphism PL P* = Q* x [0, 1]*. Nous ['utiliserons
par la suite pour identifier P* = Q* x [0,1]*.

Visant la preuve de Proposition 4.5, cherchons des candidats pour £1 < Q
et K C IntP.

Par construction, @ = |Q| est plongé dans une 2-sphére S de sorte
qu’une réflexion p standard induit une involution du complexe Q. Dans les
trois figures qui suivent, S est le plan (du papier) plus un point & l'infini,
et p est reflection dans une évidente droite horizontale. Ainsi, le dessin

(2) La théorie plus simple des voisinages PL réguliers ouverts suffirait ici; voir [Sieb1].
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de gauche ci-dessous exhibe Q et @ := |Q| pour le cas ot 9Q = 9|9
est 4 = b(Q) cercles. Pour interpréter ce dessin de gauche, il faut réviser
quelque peu nos conventions pour les dessins de complexes. Ici le 1-squelette
|Q(1)| est le graphe dessiné en noir, et ses 0O-cellules sont ses 8 points tri-
valants. En plus, il y a deux 2-cellules de Q; leurs intérieurs sont les deux
plus grandes régions de Jordan bornées qui sont renfermées par |Q(1) |

Le dessin de droite montre, en pointillés, une dme L de @ ; c’est un 1-
sous-espace L de @ tel que Q — IntN(L; @) est un voisinage collier de 9Q).
Ce L n’est pas un sous-complexe de Q. L’ame de P pour la Proposition4.5
sera K := L X % C IntP.

Dans le dessin ci-dessous, on voit, en gras, un l-sous-espace L, de Q;
c’est seulement une quasi-ame de (), mais qui, en revanche, a ’avantage
d’étre un sous-complexe de Q; c’est-a-dire qu’il hérite de Q une structure
de complexe £; tel que Ly = |£1]. On constate qu’il y a une isotopie de Q*
a support compact qui envoie L sur Ly (cf. Lemme 4.6).

Dans les deux lemmes & suivre, il est sous-entendu que Q* s’identifie &
Q* x 0 dans la 3-variété Q* x [0,1]* qui s’identifie & P*.

LEMME 4.7.— Il y a une suite de deux stabilisations élémentaires dans
la 3-variété Q* x [0,1]* :

N(L1) & N(Lz) & N(|QW|)

Preuve de 4.7.— Dans le croquis ci-dessus on voit deux 2-disques de
stabilisation élémentaire offrant, selon ’'Exemple Clef 2.1, les deux stabili-
sations voulues. Ce sont les deux 2-cellules de Q. L’ordre de stabilisation ne
compte pas. O

LEMME 4.8. — Il y a une suite finie de stabilisations élémentaires dans
Q* x [0, 1]* :

N(|QW]) & N(K1) & N(K3) & N(K3) 7 -+ Z N(|[PW))

Preuve de 4.8.— En effet, on a une stabilisation élémentaire selon ’'Exem-
ple Clef 2.1 pour chaque 1-cellule dans Q@ := Q@ x 0 C Q X Z, c’est-a-dire, au
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total, 3b := 3bd(Q). Chaque 2-disque d’une telle stabilisation est le produit
d’une 1-cellule de Q avec I'intervalle [0, 1] C [0, 1]*. L’union des bords de ces
2-disques est \P(1)|. L’ordre de ces 3b stabilisations ne compte pas. O

Ensemble, les Lemmes 4.7 et 4.8 prouvent:
LEMME 4.9.— Dans Q* x [0,1]* = P* on a:

N(L1) / N(1@W]) o N(|PM) 0

Avec les identifications choisies, ’ame L du 2-bretzel ) s’identifie &
Lx0C@Qx0,et Qx0 C Qx][0,1]:=P C Q* x[0,1]* = P*. Ainsi
L:=L x 0 se trouve dans P*.

LEMME 4.10.— K ;=L x % est une ame de P, et L X
dans Q* x [0,1]* = P*.

Preuve de 4.10.— L’isotopie K := L x % ~ L x 0 =L est évidente dans
Q* x [0,1]*. L’ame L=L x 0 de Q x 0 est isotope dans Q* x [0, 1]* & la
quasi-ame L1 x 0 de @ x 0. |

%%LXO%Ll

Les lemmes 4.9 et 4.10 entrainent immédiatement la Proposition 4.5 qui
entraine la partie (b) de la Proposition 4.2, c’est-a-dire que P 2 N(P1))
dans P*, et dans M selon le Complément 4.2*. Ainsi la Proposition 4.2
est completement prouvé. La preuve du théoreme de Reidemeister-Singer
(RST) est compleéte. O

Commentaires paroissiaux

Vers 1980, José Montesinos [Mo] a exposé & Orsay des travaux récents
[Bi] [BGM] [BM] concernant les scindements de Heegaard. Ce faisant, il a
intéressé plusieurs topologues a la recherche d’une preuve claire du théoreme
de Reidemeister-Singer, qu’eux-mémes Reidemeister et Singer auraient pu
donner!

Dans une telle recherche, R.D. Edwards et R.T. Miller ont déterré 'article
de J.W. Alexander ([Alex2] de 1930 qui est cité dans [Si]) et m’ont raconté
son contenu, surtout le §15; parmi pas mal d’autres idées, se trouvait la
bissection linéaire.

Pendant que je rédigeais [Sieb2] vers 1980, je n’ai pas pu consulter le
livre [Rei3] de Reidemeister; je I'avais seulement répéré a travers ’excellent
sommaire de Erika Pannwitz [Pann|. Plus tard, suite & une collaboration
[BZ1][BZ2] vers 1983 entre mon collegue Michel Boileau et Heiner Zieschang
sur des questions concernant les scindements de Heegaard, j’ai eu le plaisir de
rendre visite a Zieschang a Univ. Bochum. A cette occasion, Zieschang, jadis
éleve aupres de Reidemeister, m’a fait cadeau d’une de ses copies du livre
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[Rei3]. Ce livre est épuisé et rarissime depuis les années 1970 le site Internet
http://www.worldcat.org pourrait vous aider & trouver une bibliotheque &
proximité qui possede une copie.

L’ensemble de ces circonstances a fait que mon traitement des bissections
linéaires (dans [Sieb2], et au §3) est peu influencé dans ses détails par les
expositions d’Alexander [Alex2] (1930) et/ou de Reidemeister [Rei3] (1938),
qui 'ont pourtant précédé et inspiré.

AlexisMarin, réagissant a une rédaction préliminaire de [Sieb2], m’a
suggéré en 1980 l'idée d’obtenir des cellulations commodes de 3-bretzels
en exploitant le fait que chacun est un produit PL avec [0,1]. Cela m’a
premis d’éviter dans [Sieb2] de 1980 tout argument basé sur la notion
d’effondrement (= collapsing) laquelle est ’outil principal de la preuve pro-
posée par Craggs dans [Cr] de 1976. (Je doute que effondrement ne fit pas
connu de Reidemeister et Singer en 1933 tandis que la notion de bissection
était exploitée depuis le 19ieme siecle.) Malheureusement, la rédaction dans

[Sieb2] de 1980 n’était ni claire ni compléte vers sa fin, et j’y ai émis, dans
§3 de [Sieb2], ce bémol:

Une partie de la présente preuve qui me semble encore a améliorer
est I’étape [...] qui relie une décomposition de Heegaard donnée a
une triangulation [...]; Alexis Marin m’a aidé a la remanier au point
ou elle est.

En relevant ce défi en 2015, j’ai remarqué, pour tout 3-bretzel, la cellulation
P de Proposition4.2, ce qui m’a permis de rendre tres explicite 'Etape (B)
de la preuve présente de (RST).

5. Les articles sur (RST) d’avant 1980

Dans son article de survol [Schl] de 2001 sur les scindements de Hee-
gaard, M. Scharlemann écrit concernant les arguments classiques en faveur
de (RST):

Similarly, since any two triangulations of the same 3-manifold are

PL equivalent [... references to Moise and Bing ...] it follows that

any two Heegaard splittings have a common stabilization. The clas-

sical argument, which goes back to Reidemeister and Singer, is more
complicated than one might expect. See [AkM] for details.

Je suis provisoirement d’un tout autre avis, car (voir plus loin) je n’ai pas
trouvé, dans les articles par Reidemeister et Singer de 1933, d’argument
solide en faveur de (RST). D’ailleurs, [AkM] ne fournit point de preuve non
plus.

Néanmoins, tous les outils que j’ai déployés pour prouver (RST) au §4
étaient disponibles aux topologues bien renseignés des 1930. Il me semble
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donc raisonable de chercher des motivations historiques et mathématiques
pour la parution simultanée en 1933 de deux articles affirmant (RST) sans
preuve convaincante. II me semble que lallocution pléniare [Alex3] de
J.W. Alexander devant le congres mondial & Zurich en 1932 a créé une mo-
tovation de taille. Voir §6, année 1932.

5.1. L’article de K.Reidemeister [Rei2] de 1933

A premiere lecture, on serait tenté de reprocher a Reidemeister de n’intro-
duire aucun outil suffisamment puissant pour monter une preuve de (RST).
Mais c’est peut-étre mal comprendre le langage de Reidemeister, car il parle
[Reil, p.191] du fait que

... zwei homeomorphe Zellschemata eine gemeinsame Ableitung haben...
... two homeomorphic cell schemas have a common derived...

11 est plausible qu'’il emprunte ici le langage de Dehn et Heegaard [DH] et
donc que le sens est:

Deuzx cellulations qui sont liées par une série de bissections et accouple-

ments admettent une subdivision commune qui est li€e a chacune par une
série de bissections.

Si les complexes utilisés par Reidemeister (ses Zellschemata) étaient des
complexes d’Alexander, il aurait pu citer [Alex2] de 1930 pour l’essentiel
d’une preuve de notre Fait Fondamental de §3.4, et ainsi établir rigoureuse-
ment 'Etape (A) de notre §4. Malheureusement, les cellules utilisées par
Reidemeister dans [Rei2] ne comportent pas de structure affine, seulement
une structure PL. Et selon E.Steinitz, il n’est pas toujours possible d’en
introduire une (voir [Stz2] [Stz3] [Zieg, Ch4]). Ainsi, [Rei2] a {rolé 'idée clef
de notre preuve d’Etape (A) sans en faire un argument convaincant.

D’ailleurs, quoi de notre Etape (B)?

Cinqg ans plus tard, en 1938, K.Reidemeister, dans son livre [Rei3], a
fort bien exposé notre Fait Fondamental du §3.4. Il y cite correctement
[Alex2] mais ne clarifie pas [Rei2]. Cela peut suggérer qu'en 1938 Reide-
meister n’avait pas congu de preuve adéquate de (RST). Mais ce n’est pas
une certitude, car [Rei3] est un modele de rigueur, tandis qu’en 1938, il
n’existait encore aucune des plusieurs références [Zee] [St] [Gla] [RS] nous of-
frant, depuis les années 1970, des bases larges et rigoureuses pour la topolo-
gie PL.

5.2. L’article de J.Singer [Si]

L’article de J.Singer [Si] de 1933 (basé sur sa these a Princeton Univ.)
décrit, en détail et avec soin, les diagrammes de Heegaard — qui permettent
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de spécifier exactement, et manipuler explicitement tout scindement de Hee-
gaard individuel en termes de plongements de bretzels standards. Il y affirme
en méme temps (RST), et sa variante (RST™) pour les 3-variétés closes et
non-orientables. Par contre, Reidemeister, dans [Rei3], ne considére que les
3-variétés closes et orientables. Dans [Si], (RST) et (RST™) ne resortent
pas individuellement ; ce sont des conséquences de son grand Theorem?7,
qui donne une condition compliquée que Singer affirme étre nécessaire et
suffisante pour que deux 3-variétés closes et connexes, chacune présentée
par un diagramme de Heegaard, soitent PL isomorphes. Je n’ai pas détecté
dans [Si] de preuve de (RST) ou (RST™); est-ce que Singer estimait qu'une
preuve est inhérente a sa machinerie pour diagrammes de Heegaard ? Singer
cite [Alex2] et remercie J.W.Alexander pour de nombreuses suggestions
(sans les spécifier).

5.3. L’article de R.Craggs [Cr]

Cet article de 1976 raconte que W.Haken et F.Waldhausen ont posé
le probleme de trouver une preuve détaillée de (RST); et que lui-méme et
le séminaire de topologie de U.Wisconsin a Madison y ont répondu. Ses
arguments sont tres condensés. Je ne peux pas me prononcer avec confiance
sur leur valeur, et je m’en excuse. Ils exploitent surtout la notion simpliciale
d’effondrement (= collapsing), et ce faisant, utilisent le théoréme (voir §1)
de Chillingworth [Ch] (1967), un résultat difficile qui est prouvé seulement
pour dimensions < 3. La résurgence vers 1976 de (RST), apres plus que 40
ans d’oubli, s’explique par la preuve par F.Waldhausen [Wald] (1968) que
deux surfaces de Heegaard de méme genre dans la 3-sphere S? sont toujours
isotopes sans stabilisations; en effet, la preuve dans [Wald] utilise (RST).

6. Une chronologie des bissections linéaires et de (RST)

L’opération de bissection linéaire est, vraisemblablement, la catastrophe
au sens de R.Thom, qui est a la base de la classification des espaces PL.
Cet avis est appuyé d’un coté, par le §3; et d’'un autre par le lien a la
catastrophe cubique de “Riemann-Hugoniot”, révélée par le la théorie de
Cerf mentionnée au §1. De ce fait, je crois que son histoire mérite d’étre
racontée, et d’autant plus que les bissections de polytopes ont presque dis-
paru de la littérature de la topologie PL depuis les années 1940 (une modeste
exception est le livre de J. Stallings [St]). Cette section esquisse cette his-
toire sous forme d’une chronologie. Les articles visés sans référence spécifique
s’identifient facilement dans la bibliographie de Seifert et Threlfall [SeiT].

1890. W. Dyck mentionne les bissections en discutant la caractéristique
d’Euler.
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1894. H. Poincaré exploite les bissections en montrant I'invariance de la
caractéristique d’Euler d’une variété différentiable; cette caractéristique est
définie en termes d’une cellulation différentiable, cf. [Wh].

1907. M.Dehn et P.Heegaard adoptent comme nouvelle notion de
«homéomorphisme » de cellulations de Poincaré, I’équivalence par certaines
bissections (et accouplements). Ainsi les bissections se lient aux fondations
meémes de la topologie.

1908. E.Steinitz [Stzl] demande si, pour les variétés considérées par
Poincaré, les trois équivalences dérivant des trois notions : (1) bissection,
(2) subdivisions PL plus générales (3) homéomorphisme (1-1 et bicontenu),
sont vraiment équivalentes. Réponses partielles: Si on suppose 1'utilisation
des triangulations de J.H.C. Whitehead, alors (1) = (2) par [Wh] de 1940
et les bissections linéaires d’Alexander au §3. Par contre, (2) # (3) par [KS]
de 1969.

1911. O. Veblen [Vebl] [Veb2] utilise la topologie linéaire par morceaux;
puis dans [VY,p.476] 1917, il exécute par bissections linéaires un argument
d’invariance d’un caractéristique d’Euler particulier.

1930. J.W. Alexander dans [Alex2] dégage la topologie PL en tant que
discipline  distincte = “rectilinear  analysis  situs”, tandis que
M.H.A.Newman [N1] [N2][N3] avait déja dégagé clairement une topologie
purement combinatoire des complexes simpliciaux en étudiant une équivalen-
ce par subdivisions stellaires élémentaires. Alexander démontre dans [Alex2]
que, pour certains complexes (nommés ici complexes d’Alexander) homéo-
morphisme linéaire par morceaux vaut équivalence par bissections linaires.
(Une variante de son argumentation — pour des complexes “sphériques par
morceaux” — est parue déja dans [Alex1] en 1922.) Pour les complexes simpli-
claux, [Alex2] (1930) démontre qu’homéomorphisme linéaire par morceaux
vaut équivalence par les subdivisions stellaires de Newman. Bien plus tard,
vers 1990, U.Pachner [Pachl][Pach2][Pach3] a fait nettement progresser
I’étude combinatoire des variétés.

1932. Alexander, dans une partie importante de son allocution devant le
Congres International des Mathématiciens & Zurich [Alex3], explique en ter-
mes qualitatifs la topologie PL, la topologie combinatoire, et leur équivalence
qu’il avait établi en 1930. Il estime vivre un moment propice pour entamer
une classification PL des 3-variétés closes moyennant leurs scindements de
Heegaard. Et il formule une conjecture forte:

I have a strong suspicion that if S and S’ are two canonical surfaces
[= surfaces de Heegaard] of the same genus in a manifold M then
there is always a continuous deformation [= isotopie ambiante] of
the manifold M into itself carrying the surface S into the surface S’.
It would be interesting to have a proof of this hypothetical theorem
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even for the case where the manifold M is a hypersphere [= 3-sphére
standard = S3]. The theorem for a general manifold M seems to be
reducible to this special case.

Cette conjecture affirme la conclusion de (RST) sans aucune stabilisation!
Pour le cas de S3, Waldhausen [Wald] I’a confirmé en 1968. Mais, elle est
fausse pour certains sommes connexes de deux d’espaces lenticulaires, selon
R.Engmann [Eng] (1970). Il me semble plausible que, vers 1933, Alexander
ait reconnu qu’il se trompait sérieusement dans sa derniere phrase citée, et
qu’il ait donc promptement et activement promu les deux premieres pub-
lications (en 1933) affirmant (RST), & savoir celle [Rei2] de son collegue
K.Reidemeister (élogieusement cité dans [Alex3] pour son livre [Reil] de
1932), et celle [Si] de son propre éleve J. Singer. Voila une interrogation pour
I’historien qui aura éventuellement acces a la correspondence des acteurs!

1933. Le théoreme de Reidemeister-Singer (RST) est affirmé indépen-
damment dans [Si] et [Rei2], mais sans véritable preuve. Dans [Si], J. Singer
affirme en plus la variante (RST™) pour variétés non-orientables; il remer-
cie Alexander pour de multiples suggestions et cite [Alex2]. Dans [Rei2],
K.Reidemeister suggere vaguement, en guise de preuve, d’utiliser 1'idée
de bissection. C’est en 1933 que Reidemeister fut congédié de son poste
a Konigsberg. 11 s’était opposé verbalement en 1930 & une démonstration
Nazi qui avait eu lieu pendant une célébration a Konigsberg & ’occasion de
la retraite de David Hilbert, voir [Epple; Chap 12]. Reidemeister en était un
des organisateurs de cette célébration.

1938. Le livre de Reidemeister [Rei3] expose systématiquement 1'idée
de bissection linéaire et démontre en tout détail le Fait Fondamental 3.4
que deux cellulations (convenablement définies comme au §3) admettent
toujours une subdivision commune par bissections. Il y cite [Alex2]; par
contre, (RST) n’y est pas mentioné. A cette époque, Reidemeister était
“limogé” sur un professorat & Marburg.

Attaché a la prépublication [Sieb2](1980) de cet article, se trouvait un
dernier chapitre “Supplément du dimanche a mon exposé sur le théoréme de
Reidemeister-Singer — L’Histoire des Bissections”. C’est une histoire plus
ample en ce qui concerne les bisections. En 2015, je n’ai pas eu le temps de
retrouver les multiples références pour vérifier ou amplifier mes prononce-
ments. J’ai donc exclu ce chapitre de la présente publication. Ma rédaction
de 1980 [Sieb2] reste cependant disponible sous forme électronique.

7. Annexe (I) Une preuve esquissée de (RST"™)

Il s’agit de démontrer (RST™), la variante de (RST) pour 3-variétés
non-orientables; les concepts qui interviennent sont expliqués au §2.
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(RST~) THEOREME DE REIDEMEISTER-SINGER NON-ORIENTABLE. —
Dans une 3-variété M3 close et non-orientable, soient donnés deux bretzels
P et P’ présentant chacun un scindement de Heegaard de M3. Il existe
toujours un troisieme bretzel P C M3 qui est un stabilisé dans M, et de P,
et de P’ ; en symboles: P /* P, P’ dans M.

La preuve va calquer au possible celle de (RST) au §4. Ainsi, une stratégie
raisonable pour le lecteur consiste a essayer de donner lui-méme une preuve
de (RST™) aprés une relecture de §4; et ensuite comparer sa preuve avec
I’esquisse qui suit.

OBSERVATION. — Si (M; P, P*) ot P*:= M — IntP est un scindement
de Heegaard d’une 3-variété M qui est close et non-orientable, alors les trois
variétés P, P*, et 9P = OP* = PN P* sont toutes non-orientables.

Preuve. — Non-orientabilité d’une variété connexe V est équivalente a
surjectivité de I’homomorphisme d’orientation w; : w1 (V) — Z/2Z. Par le
théoréme de Van Kampen (ou par position générale), I'inclusion de P N P*
dans M induit une surjection sur m;(M). Donc la surface P N P*
contient une courbe qui désoriente. A fortiori aussi P et P* sont non-
orientables. |

Exactement comme dans la preuve de (RST) au §4 on établit:

ETAPE (A™). — L'énoncé (RST™) est vrai pour M dans le cas o il
s’agit de bretzels P et P’ dans M, qui sont respectivement voisinages réguliers
du 1-squelette de cellulations d’Alexander D et D' de M. O

Passons ensuite a:

ETAPE (B™).— Soit P C M un 3-bretzel non-orientable qui présente un
scindement de Heegaard d’une 3-variété close et non-orientable M. Alors,
il existe un bretzel Ps C M obtenu par une suite finie de stabilisations
élémentaires de P dans M (c’est-a-dire que P Py dans M), tel que P
est PL isotope dans M au voisinage régulier du 1-squelette d’une cellulation

d’Alexander de M .

Exactement comme dans la preuve de (RST) au §4, on constate que
ETAPE (B™) est une conséquence de cette variante de la Proposition4.2:

PROPOSITION4.2~.— Dans le contexte de I’Etape (B™), on peut construi-
re, pour le bretzel non-orientable donné P C M, une cellulation d’Alexander
P, telle que:

(a) |[PY| c 0P, c’est-a-dire, le 1-squelette de P est enticrement con-
tenue dans le bord OP.

(b) P,/ N(PW) dans M.
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La preuve de 4.2™ sera une modification de celle de 4.2 pour tenir compte
de la non-orientabilité de P.

LEMME 4.3~. — Tout 3-bretzel non-orientable P est PL isomorphe a un
produit Q x [0,1] ot Q est un 2-bretzel isomorphe PL a un plan projectif réel
troué, le nombre de trous étant 1 — x(P) =1 — x(Q) = 1. Ce 2-bretzel Q
est unique a isomorphisme PL pres.

La preuve de Lemme 4.3 s’adapte sans grande difficulté. ]

Revenons maintenant dans le contexte de la Proposition4.2~. Nous es-
quissons une preuve assez concrete de 4.2~ pour seul le cas ou P := Q) x [ et
@ est un plan projectif & 3 trous, c’est-a-dire b(Q) = 3. Ce cas est typique;
il se généralise sans effort pour tout valeur de b(Q) > 2. Le cas b(Q) = 1,
c’est-a-dire, @) une bande de Moebius (sans trou), est différent mais plus
facile; je le laisse comme exercise au lecteur.

Ci-dessous on voit une figure planaire qui, aprés quelques d’explications,
va bientot nous présenter un plan projectif PL a trois trous @), muni d’une

cellulation d’Alexander.

Nous adoptons une convention classique pour commander des identifica-
tions. Dans cette figure, chaque couple de fleches similaires commande une
identification affine des deux segments droits qui les portent. Ainsi, 'objet
dessiné, qui s’obtient d’'un rectangle en 6tant un trou rond et deux “demi-
trous”, nous présente, apres les deux identifications décrites, une bande de
Moebius a deux trous, ce qui est aussi un plan projectif a trois trous. Ainsi,
WQ) =1-3=—2.

Ce @ a une cellulation PL dont on peut identifier de suite les cellules. 11
v a deuz 2-cellules; ce sont les deux grandes adhérences de région bornée de
Jordan (du complément de ’encre noir). Le bord de chacune est constituée
de huit 1-cellules. Mais I'intersection des deux 2-cellules est quatre 1-cellules;;
donc le total de 1-cellules distinctes est 8 +8 —4 = douze. On voit les huit 1-
cellules contenues dans 0Q) dessinées plus grasses que les autres. En dotant,
d’une structure affine d’octagon régulier, chacune des deux 2-cellules notées,
on éleve cette cellulation PL au statut de complex d’Alexander Q (voir §3.6).
Il y a un total de huit 0-cellules dans Q. Donc x(Q) =8 —12+2 = -2 =

X(Q)-
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Dans la moitié de gauche de la prochaine figure on voit en pointillés
une ame unidimensionelle L de @ ; elle n’est pas un sous-complexe de Q.
Dans la moitié de droite, on voit en tres gras une quasi-ame Ly de Q, qui
est sous-jacente & un 1-sous-complex £ de Q, c’est-a-dire Ly = |£4]. (Voir,
juste avant §4.6, une introduction aux notions d’dme et de quasi-dme.) On
voit une isotopie & support compact L ~ L, dans V* la taniére de V.

Comme au §4, on définit P := Q x Z et on constate que K := L X % est
une ame de P :=Q x I.

Preuve de 4.2~(a).— C’est une conséquence immédiate du fait que
toutes les 0-cellules de Q se trouvent dans le bord 0Q de Q. (Voir preuve
de 4.2.) O

Preuve de 4.2~ (b). — Ayant vérifé 4.3™, et puis défini Q, Q, P, P, L,
Ly, L1 et ayant vérifé certaines de leurs propriétés, on peut prouver 4.2~ (b)
en parallele étroite avec les preuves de 4.4, 4.5, ..., 4.10 au §4. O

Ceci termine la preuve esquissée de la variante (RST™) pour les 3-
varietés closes et non-orientables. Les deux variantes (RST) et (RST™) du
Théoreme de Reidemeister-Singer sont finalement démontrées. O

8. Annexe (II) Les scindements de Heegaard apreés 1980

Concernant les scindements de Heegaard, il existe deux articles de survol
a examiner : 'un par H. Zieschang [Zies] (1988) et I'autre par M. Scharlemann
[Sch1] (2001). Voir aussi Chap3 de Kirby [Ki2] (1997), et chapitre 6 du livre
récent [Schu] de J. Schultens. Pour des travaux plus récents je recommande,
sur Internet, le site ArXiv: <http://arxiv.org/find/ math>.

Une question difficile que (RST) a mis au devant de la scene est celle ci:

QUESTION8.1. — Dans une 3-variété close M, supposons que P et P’
présentent deux scindements de genre g. Combien de stabilisations élémen-
taires sur chacun de P et P’ suffisent pour produire deux scindements P
et P! qui sont isotopes dans M ?

Rappelons un théoréme qui a répondu zéro et ainsi semblait ouvrir une
voie pour aborder la conjecture de Poincaré:

o [Wald] (1968). — Si M est la 3-sphére S3, tout scindement de Heegaard
de genre > 1 est obtenu par stabilisations d’une 3-boule dans S*. Donc, pour
chaque genre > 0, il n’y a quun seul scindement de S? & isotopie de S? pres.
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Ce théoreme avait été explicitement conjecturé par J.W. Alexander en 1932
[Alex3].

Dans les années 1980 et 1990 d’autres cas d’unicité de scindement de
Heegaard ont été établis (voir [Schl] pour les références) pour ces 3-variétés
closes:

— M x S', ot M est close et orientable, et

— Ly 4 tout espace lenticulaire.

o [Jo] (1995) et [Lei] (2000) donnent de nouvelles preuves de (RST).

— Le livre [Jo] (1995) de K. Johannson en propose une dans un contexte
plus général au §25, pages 281-288.

— [Lei] (2000) en fournit une autre qui fait appel & une suite de travaux
entre 1991 et 1997 qui sont partiellement réexposés dans Scharlemann
[Sch] (2001). Voici un mini-sommaire. En 1991, J.-P. Otal [O], sans faire ap-
pel & (RST), a réussi & reprouver 'unicité pour S3. Il a exploité une méthode
que H.Schubert avait inventée dans les années 1950 pour sa classification
des noeuds a deux ponts. Ensuite, M. Scharlemann et A. Thompson ont fait
autant en exploitant plutét une autre méthode appellée “Thin Position”.
Puis, avec H.Rubinstein ils ont prouvé d’autres résultats similaires méme
pour variétés a bord. Dans [Lei] (2000), Fengchun Lei a astucieusement com-
biné plusieurs de ces résultats, prouvés entre 1991 et 1997, pour en déduire
(RST).

Jusqu’en 2009, tout exemple connu (cf. Sedgwick [Sed] de 1992) portait a
croire (cf. [Ki2] [Sch1;7.4]) & cette conjecture (trop!) optimiste — pour toute
3-variété close:

CONJECTURE. — Une seule stabilisation suffit toujours.

e [HTT](2009) J.Hass, A. Thompson, and W. Thurston ont preuvé que,
au contraire, pour certaines 3-variétés closes et orientables M, au moins g
stabilisations sont nécessaires. Leurs outils techniques comportent : applica-
tions harmoniques, structures hyperboliques, et itération d’automorphismes
pseudo-Anosov. Leurs deux bretzels P et P’ de grand genre g dans M for-
ment une paire duale, ¢’est-a-dire P’ = (M — IntP).

Inversement, il y a un joli petit théoreme du “folklore” dont j’avais déja
eu vent en 1980 lorsque je rédigeais [Sie2]:

e — Si P’ est le dual de P, c’est-a-dire P! = (M — IntP), alors g
stabilisations de P et de P’ suffisent. Plus explicitement, si Hy est la surface

OP trouée une fois, alors le voisinage régulier N(Hy) de Hy dans M est un
bretzel g-stabilisé et de P et de P’.
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La preuve est élémentaire et explicite. Ainsi, en 2008-2009, est née soudaine-
ment une science exacte de grands écarts entre scindements de Heegaard.

Voici deux théorémes importants qui donnent, pour certaines variétés,
une réponse intéressante a la question 8.1.

o [Jo; Theorem 31.9] (1995). Si M est close et irreductible, et contient au
moins une surface essentielle, mais aucune fibration de Stallings nontriviale
et essentielle, alors il existe une fonction polynomiale f(x), qui depend peut-
étre de M, telle que f(g) stabilisations suffisent.

e [RuS](1996) Si la 3-variété M est close et orientable, et ne contient
aucune surface essentielle (c’est-a-dire M est irreductible et non-Haken),
alors une réponse a la question 8.1 est que 13g—9 stabilisations élementaires
de P et de P’ suffisent. Il y a un énoncé plus précis si les deux scindements
ont deux genres distincts g # ¢’
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