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CONTRIBUTION

A LA

THEORIE DES ORBITES INTERMEDIAIRES,

PAR M. H. ANDOYER,

Aide-Astronome & ’Observatoire,
Maitre de conférences a la Faculté des Sciences de Toulouse.

INTRODUCTION.

La loi de la gravitation universelle, énoncée par Newton, avait donné
aux géometres le moyen de calculer & I'avance le mouvement des corps
célestes avec une approximation qui ne pouvait étre limitée que par I'im-
perfection des observations. L’absolue généralité de cette loi fut longtemps
combattue : le plus rude coup lui fut porté par Clairaut. Cet illustre géo-
métre venait d’aborder, le premier, le probléme des trois corps; il appliqua
immeédiatement sa solution a I’étude du mouvement de la Lune. Son atten-
tion se porta principalement sur le mouvement séculaire du périgée, qui,
comme l'indiquaient les observations, exécute une révolution compléte en
neuf ans environ. Le résultat du calcul de Clairaut (') fut que le périgée
de l'orbite lunaire devait, en admettant la loi de Newton, exécuter une
révolution en dix-huit ans : son mouvement théorique était donc la moitié
de celui qui résultait des observations. En méme temps que Clairaut, Euler
et d’Alembert arrivaient, par des procédés différents, aux mémes conclu-
sions (*). Disons tout de suite, sans qu'il soit nécessaire de rappeler com-
ment Clairaut avait modifié la loi de Newton, que, moins de deux ans
apres, il reconnut publiquement qu’il avait été induit en erreur par un

(1) Histowre de I’ Académaie royale des Sciences pour I’année 1745; Paris.
(2) Id.
I. — Fac. de T. M.1
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calcul trop sommaire, et qu'une étude plus approfondie démontrait, au
contraire, le parfait accord de la théorie newtonienne avec les observations.

Les immortels travaux de Lagrange et de Laplace achevérent de mettre
cette affirmation complétement hors de doute, et, s'il s’est présenté des cas
ot I'accord entre la théorie et I'observation n’a pu étre réalisé, on a, non
pas modifié la loi de I'attraction, mais supposé I'existence de nouvelles
forces qui agiraient concurremment. Et d’ailleurs, dans ces cas singuliers,
peut-étre 'hypothése d’un milicu résistant ou l'application de Ia loi de
‘Weber ne sont-elles que des moyens artificiels qui permettent de tourner
des difficultés analytiques en présence desquelles les méthodes ordinaires
de la théorie des perturbations se trouvent en défaut. Ce point de vue
nouveau serait d’autant plus acceptable que les récents travaux de M. Poin-
caré permettent de supposer, comme P'avait déja fait M. Weierstrass, qu'il
existe des cas ou la légitimité des procédés habiluels de la Mécanique cé-
leste peut étre mise en doute, du moins s'il s’agit d'intervalles de temps trés
considérables.

Si, comme nous venons d’en entrevoir la possibilité, il se présente des
difficultés que les théories actuelles sont impuissantes a résoudre, il faut,
de toute nécessité, supposer que les approximations successives, qui sont
censées conduire a la solution, ne sont pas convergentes. La premiére de
ces approximations est obtenue en négligeant complétement les forces per-
turbatrices; P'orbite correspondante est I'ellipse de Kepler. Si I'on prend
cette ellipse pour point de départ des approximations, si, en outre, comme
on le fait d’habitude, ces approximations sont ordonnées par rapport aux
puissances croissantes des masses perturbatrices, forme-t-on nécessaire-
ment une suite qui converge vers la véritable solution? en d’autres termes,
peut-on pousser la théorie assez loin pour que les différences entre les
coordonnées véritables de 'astre et celles que P'on déduit du calcul puissent
devenir et rester aussi petites qu'on le veut? Telle est la question que s’est
posée M. Gyldén, et qu'il a résolue par la négative.

C’est donc une nouvelle méthode qui devient nécessaire pour étudier le
mouvement des corps célestes. Quel en sera le principe? Clest Clairaut lui-
méme qui nous I'indique lorsqu'il dit : « Il faut donc choisir pour premiere
équation de D'orbite lunaire quelque équation qui ne s’écarte jamais consi-
dérablement de la vraie. Pour faire ce choix, je remarque que, au lieu de

l’équation%7 =1—ecosU, qui exprime l'ellipse primitive, si 'on prend
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f—,J =1 — ecosmU, on aura I'équation d’une courbe formée en faisant mou-

voir une ellipse autour de son foyer, en telle sorte que son apside décrive
un angle qui soit & celui que la planéte parcourt dans cette ellipse comme
I—mat...».

Ces lignes, quoique écrites sous l'influence de cette idée que la loi de
Newton ne suffit pas & expliquer les apparences des phénoménes célestes,
semblent contenir en germe la méthode de M. Gyldén. Voici, en effet, ce
qui caractérise cette méthode : pour servir de base aux approximations suc-
cessives, M. Gyldén choisit, et cela suivant les cas, une courbe représentant
le mouvement réel de l'astre considéré d’une facon plus approchée que
ellipse de Kepler. Cette courbe est nommée orbite intermédiaire.

Faire voir comment M. Gyldén a été conduit a rejeter 'ellipse de Kepler
comme premiére approximation; par quelles considérations peut étre mo-
tivé, dans chaque cas particulier, le choix d'une orbite intermédiaire;
comment on peut avoir égard aux termes les plus considérables de la fonc-
tion perturbatrice, et cela en évitant le développement par rapport aux
puissances de la masse perturbatrice, tel est, en quelques mots, le but de ce
travail.

Je dois ajouter que, au lieu de prendre pour point de départ les équa-
tions de M. Gyldén, qui ont la plus grande analogie avec celles de Hansen,
j'ai pris celle que Laplace établit au Chapitre 1I du second Livre de la
Mcécanique céleste.

Le premier Chapitre est consacré aux méthodes qui servent & former les
¢quations de l'orbite intermédiaire dans le cas le plus général : le dévelop-
pement de la fonction perturbatrice y trouve sa place; comme application,
je donne, a la fin de ce Chapitre, les équations de l'orbite intermédiaire de
la Lune.

Dans le deuxiéme Chapitre, je traite un cas particulier intéressant et sur
lequel M. Gyldén a fait de nombreuses recherches : c’est celui dans lequel
la fonction perturbatrice est supposée fonction du seul rayon vecteur;
comme application, les formules données depuis longtemps par M. Tisse-
rand, pour déterminer le mouvement des apsides des satellites inférieurs
de Saturne sous I'influence de I'aplatissement de la planéte et sous I'action
de I'anneau, y sont retrouvées par une voie essentiellement différente.

Le Chapitre III est consacré a P'exposition des méthodes d'intégration
propres aux ¢quations élablies dans le premier Chapitre.
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Enfin, dans un dernier Chapitre, je détermine, avec une approximation
trés rapide, 'orbite intermédiaire de la Lune; les inégalités séculaires du
mouvement du neeud et du périgée de I'orbite lunaire s’y trouvent déter-
minées avec une grande précision; quant aux grandes inégalités périodiques
de la longitude, elles se retrouvent avec une erreur relative qui ne dépasse
pas un dixieme. La comparaison des résultats obtenus avec la théorie de
Laplace fait d’ailleurs prévoir qu'une seconde approximation serait suffi-
sante pour conduire & des Tables de la Lune aussi précises que celles que
I'on trouve dans la Mécanique céleste.




-
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CHAPITRE I

1. Considérons trois corps célestes, que nous supposerons réduits a leurs
centres de gravité : 'un d’eux étant considéré comme corps central, nous
prendrons sa masse comme unité de masse, et nous supposerons qu’il serve
d’origine & un systéme d’axes de coordonnées Oz, Oy, Oz rectangulaires
deux & deux et de directions fixes. Désignons de plus par m la masse dn
corps dont nous nous proposons d’étudier le mouvement, par m’ celle du
troisicme corps; f désignant le coefficient d’attraction relatif aux unités de
masse, de longueur et de temps adoptées, nous ferons en outre

m=f(em), =

x, y, 3 ¢tant les coordonnées du corps troublé (m), =, y’, = celles du
corps troublant (m’), substituons a ces coordonnées reclangulaires des
coordonnées polaires, en posant

& =r cosy cosh,
y =rsinycos9,

5z =rsin0,

. : ’
des formules analogues ayant lieu pour (m’).
Posons

Q représentant la fonction perturbatrice, de sorte que

1z’ + yy + 25
Q=yp <Z - BB ’

en désignant par A la distance des deux corps (m) et (m'). Lapplication
des équations de Lagrange nous fournit alors immédiatement ces équations
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du mouvement de (m) sous la forme suivante :

i 2 29dv _0Q
at cos az —5;)

(1) i12.—1‘0032661—2)2—rda?——dU
e de ™ "de T dr’
—({ r‘lﬁ\ r?sinfc s@dv?—dg
dt dt) + ! 0 de — 99’

Introduisons avec Laplace, au lieu de r et de 0, deux nouvelles variables
u et s définies par les relations

L

= — s —tang¥h.
= cosh’ ang

Au lieu des équations (1), nous obtenons, par une transformation facile,
le systéme

di — dy ,
hu? 2 g—g—z—d—v—
t+ dv h2u?
512_u+u+ - <@Cl—u—~l—cosf?—()—[-I sing o2 _
(2) v Ru{i142 082 dv dv dy or 5 99) %
oy hru?
d?s s I 0Q”ds 02\
vt +< 02 do\\avdo " 95) =
RPeli+2 | — —
av /z-uz)

Dans ces équations, ot la variable indépendante est non plus le temps ¢,
mais la longitude ¢, /2 désigne une constante d’intégration choisie de facon
que le coefficient de ¢, dans I'expression finale de ¢, devienne égal a 1'in-
verse du moyen mouvement n de (m).

Remarquons que la premicre de ces équations peut se mettre sous la
forme d'une ¢quation différentielle du second ordre aussi, savoir :

3 d*t 2 du dt L0 di*
(3) T ud b T dn

La seconde des équations (2) doit étre légerement modifiée avant de se
présenter sous la forme qui nous sera commode. Posons

1

w=(1-+p) i’
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de sorte que la nouvelle inconnue p que nous introduisons a la place de u
sera une petite quantité de l'ordre de I'excentricité de la projection de

I'orbite de (m) sur le plan des xy. Si nous remplacons en outre (‘))—IIJ par
Py, 09

sa valeur — =5 + =, équation en question devient
dQ 1

d*p B cos?d de RPut dp

FZ 9@ dv ) 02 dv dv
) R wEe) ) e

1 909 sinf g2\
R 90 dv <C°S bT-“T?T@)‘O'
\ Hlu-<l+2 dv /12u2>

Avant d’aller plus loin, une remarque est encore nécessaire au sujet de la
02 dy |
av urh®’
contrerons des fonctions de cette sorte, c’est-a-dire représentées par une
intégrale indéfinie, il faudra entendre que, la quantité soumise au signe [
¢tant supposée développée en série trigonométrique procédant suivant les

fonction représentée par I'intégrale toutes les fois que nous ren-

sinus et cosinus de certains multiples de la variable indépendante, 1'inté-
gration est effectué¢e sans ajouter aucune constante au résultat.

2. Les équations du mouvement, telles que nous venons de les obtenir,
ne peuvent étre intégrées que par approximations successives. Mais, comme
nous I'avons déja indiqué dans I'Introduction, tandis qu’habituellement,
dans la premiére approximation, on fait complétement abstraction des termes
qui contiennent en facteur la masse perturbatrice, nous nous proposons, au
contraire, de tenir compte dés le début d’une importante fraction de ces
termes. Abandonnant, par suite, les équations simplifiées qui conduisent au
mouvement elliptique, nous devons tout d’abord examiner comment nous
formerons les équations qui représenteront la premiére approximation du
mouvement, c¢’est-a-dire le mouvement dans 'orbite intermédiaire.

Il est donc nécessaire avant tout de nous occuper du développement de
la fonction perturbatrice Q et de ses dérivées partielles.

Le nombre des développements possibles pour ces fonctions est trés grand,
et chaque méthode proposée pour I'étude du probléme des trois corps en
demande un qui lui soit plus particulierement approprié. Nous allons exposer
bri¢vement, en n’en conservant que les points essentiels, laméthode donnée
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par M. Gyldén pour arriver au développement qui convient le mieux 4 la
forme de I’équation de I'orbite intermédiaire.

3. En désignant par A la distance des deux corps (m) et (m’) et par I
I'angle des rayons vecteurs de ces deux corps, nous avons

,
r'?

Q=p'R avec R=_L——cosH.

Bl =~

Comme
rr'cosH = z2' + yy'+ 24/,

il vient immédiatement

cosH = cos(¢v — ¢') cosf cos& -+ sinfsinb’,

cn outre
I I

A Vri+r*—arr'cosH

Introduisons deux nouvelles constantes @ et @, satisfaisant respectivement
aux relations

2 J— ! 13 — ,,'
ntad =, n'?a'® = pi,

n' étant le moyen mouvement du corps troublant (m’) et ., représentant la
quantité f(1+ m’).

. " ' I . . .
Ceci posé, nous pouvons développer 4 suivant les cosinus des multiples

de l'angle H, par la formule suivante :

! I\ 2 N ! 3 2
%Ao—l-z(?_—,) <'&->A,cosH+z<%> (g) A,coseH+. ...

Les coefficients de ce développement sont déterminés, comme on sait, en

a
A

r a
supposant — <1, et posant — = «, par la formule

1.3.5...2n—1 I 1 r?
— g1 — — — —_—
Ap=a 2.4.6...2n F(z’ Rt AL r'2>’
la fonction F représentant la série connue sous le nom de série hypergéo-
métrique.
Si nous développons maintenant les coefficients A, nous trouvons, par la
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el

forme du développement de Q,

paa=yeh (%) (5) +ae(5) (5) -
3 r r P = -
! . I\ & W\ 3 N N
+ 2 [M.ﬁ,u<%>2<7;> -+ M‘;)(%) <IE> -}—M(Jv)(%) <Z_Z> +.. ] cosH
3 9 7 : .

Les coefficients, & 'exception toutefois de M\", sont déterminés par la for-
mule générale suivante :

1.3.5...2n+2p—1 1.3...2p—1

/

2.4.6...2n+2p 2.4...2p

My — gns2pet

Quant a la valeur de M{", c’est celle qu'on déduit de cette formule, dimi-

’ o '
nuée de o c’est donc zéro.

Dans le cas ou ; est supérieur & I'unité, les coefficients des cosinus des
multiples de H devront étre ordonnés par rapport aux puissances crois-
,./ . 1o
santes de —; il en résultera des changements dans les calculs précédents et

aussi dans ceux qui vont suivre. Il sera trop facile de les apercevoir pour
que nous insistions davantage; aussi nous contenterons-nous de développer
I'étude du cas considéré en premier lieu.

4. Dans le développement de Q figurent les cosinus des multiples de
I'angle H; ces cosinus se développeront sans aucune difficulté suivant les
cosinus des multiples de 'angle ¢ — ¢'; c’est une chose que nous suppose-
rons faite. Si nous calculons alors les dérivées partielles de (2, nous obte-
nons les expressions suivantes :

1082  aap’ /@ N\ [\ NEAWLAN 1 dcosH
w0y = it e [ (5 (5) e () () = | 250
2ap/ 20| v il_’ Br ¢ N AN r\* T dcos2H

+ cos?f | MY <,_ p + M@ = 2) ol 7o
2ap! a'\*/r\? a\e/r\' 7] dcos3H
+"hTP.00529 Mgs)<‘—;> <E> +M(23)<—,> (a‘) ... ———dv

I. — Fac. de T. M.»
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i B (€ () oo (] )+
o (3 (5 o (2 (5 e
+ z% cos36[21\1(2’<?—,> <Z—;>3—I— 4N (22)<%:>5<£>0+”'] cos2H
—|—'2i—1’ 00536[31\/ ’(?’)4(%)4*- 5M(23)<?—.:>6<§>6+'”] cos3H
e e e e e e e e ,

1 09  oap NN AN AN AT dcosH
wwos — we O <7> <5> M <7> <c‘z> +] 95
2ap’ 2 i (2) 2’ i r ¢ L9) _l_l_’ s r 6 dcosa2H

-+ 2 COSQLMo = P + M; - p —+. .. 95

2ap 20| Mo a\"(T\? w2\ (" 7 ()COSSH.

g cos QL.MO‘ )z -+ M ) e

) R _ L. 1_sing 0
Jajoute encore Uexpression de la fonction P
1

57 qui figure dans

I'équation (4),

1 sinf 0

(1 sinf 0% g ang w( 2N (Y NEAWEAY dcosH
TRV ATy cos esme[Mo ) () M) (5) ()6
! ™\ 3 2\ 3 AN N
s (3 3 o () (3 -] 5
1 :
o cos%sin“@[l\‘3 <ﬁ>k<"_'>'*+M(3(<ﬁ'>6<£ . ] dcos3H
P r a 2 A\r a ) d9

Dans ces fonctions nous remplacerons enfin, comme nous 'avons déji

P S T I . . . o
fait, r, c’est-a~dire —os7 PAT , en posant, pour simplifier, I'é¢cri-

P
cos (1 +p)
ture
h =y, ap,

de sorte que p est une constante arbitraire qui remplace /7.

Comme on le vérific immédiatement, p ne differe de I'unité que d'une
quantité de I'ordre du carré de I'excentricité de la projection de I'orbite
de (m) sur le plan des xy, tandis que p,, nous 'avons déja dit, est delordre
de cette excentricité.
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alp/
(1+p')cost’

des nouvelles quantités que nous introduisons et leur ordre de grandeur.
Si maintenant nous développons les puissances positives ou négatives

Nous ferons aussi 77’ = 'analogie suffisant a préciser le sens

r r . . “ ..
de - et de — suivant les puissances entiéres et positives de p et de p’, par la
a a

formule du bindme  si, en outre, nous remplacons sin0 et cos respective-

S T ' . .
-, en développant suivant les puissances

Vi-+ s et\/l-i—sz Vi+ s
de s (que nous supposons, comme p, une quantité du premier ordre); si nous
faisons de méme pour cos ' et sin®’, et si enfin nous développons les cosinus
des multiples de H et leurs dérivées partielles par rapport a 6 et a ¢ suivant
les cosinus ou sinus des multiples de ¢ — ¢’, nous obtiendrons finalement les
fonctions précédentes, qui sont celles mémes qui figurent dans les équations
du mouvement sous la forme de séries procédant suivant les puissances -
entiéres et positives de p, o/, s, s' (toutes quantités du premier ordre) et
aussi suivant les sinus et cosinus de I'angle ¢ — ¢': le calcul n’offre manifes-
tement aucune difficulté.

ment par

\ . 1 02 .
Nous nous bornerons & une seule remarque : la fonction —— —- contient
q 2wz 06

dcosH

55’ c’est-a-dire la fonction

en facteur la dérivée

— sinf cos§ cos(v — ¢') + cosfsinb’;

elle est donc du premier ordre par rapport a s et s’, c’est-a-dire qu’elle ne
contient pas de termes indépendants a la fois de s et s’. On pourra d’ailleurs,
dans la plupart des cas, prendre pour plan des xy le plan de 'orbite moyenne
de (m'), de sorte que s’ sera une quantité extrémement petite; la fonction
considérée pourra donc étre regardée comme contenant s en facteur, a des
termes prés d'influence négligeable, au moins dans une premiére approxi-
mation.

5. Si-nous nous rappelons maintenant que, dans les équations du mou-
vement établies ci-dessus, la variable indépendante est la longitude ¢ de (m)
comptée sur le plan fixe des zy, il en résulte que la question qui doit attirer
notre attention consiste a rechercher comment on peut exprimer, a 'aide de
cette variable, les diverses quantités qui figurent dans les dérivées partielles



M.12 . H. ANDOYER.

de la fonction perturbatrice et qui dépendent de la loi du mouvement du
corps troublant.

Notre but étant de déterminer une orbite intermédiaire et non le mouve-
ment absolu de (m), nous supposerons qu'on puisse négliger l'action
de (m) sur (m'), de sorte que nous regarderons comme parfaitement
connu le mouvement de ('); les quantités o’ qui déterminent ce mouve-
ment seront supposées exprimées en fonction de la longitude ¢/, et nous
supposerons connue la relation qui lie ¢’ au temps 2.

La question consiste donc simplement & chercher I'expression de ¢’ en
fonction de ¢. Puisque nous connaissons la relation qui lie ¢" et £, nous pou-
vons écrire

(3) e+ U=+ f(v),

[’ étant la longitude moyenne de m’ a l'origine du temps, et f(¢') une

fonction périodique connue de ¢’ ne contenant aucun terme constant.
Considérant maintenant ¢ comme fonction de ¢, nous avons, pour sa dé-

termination, I'équation différentielle

Regardons ¢ comme la somme de deux autres fonctions, I'une ¢, qui sera dé-
terminée par I'équation

ou mieux par la relation
de, 1

dv — hu?’

autre ¢,, telle que £ = ¢, + ¢, et par suite déterminée par I'équation diffé-

rentielle
d*t, "
dy?

—_— — ] = 0;
hu? dy ’

du dt, - R/ T dt,\3
dv de TG

INIRS)

1, sera d’ailleurs une petite quantité, de 'ordre de Ia masse perturbatrice.

Sil'on connait en fonction de ¢ la valeur de u, on connaitra aussi ¢, si
donc nous appelons /la longitude de () a I'origine du temps, et que nous
désignions par I, (v) une fonction connue de ¢ qui, outre des termes pério-
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diques, contiendra un terme proportionnel a ¢ dont le coefficient sera trés
voisin de 'unité, nous pourrons écrire la relation

nt+l=mnt,+ F(v)

Appelons = ce que devient ¢, quand on le diminue du terme constant et
du terme proportionnel a ¢ qui y figurent; nous pouvons alors écrire la re-
lation précédente sous la forme

(6) nt+l=nt+ ¢+ F(o),

F(v) désignant une fonction de ¢ composée uniquement de termes pério-
diques sans terme constant; quant a I'équation qui détermine <, elle est
facile a former : ce sera, en désignant par k le coefficient du terme propor-
tionnel a ¢ dans ¢,,

d27_§__2_d_‘f k+dz lzg_% R dr\*
dy? u do dy +u dy }zu2+‘+3; =0

k est d’ailleurs une fonction connue de 4, puisque, sinous désignons par ¢ (/)

y e e 1 .
le terme non périodique dans ;- nous devons avoir

1
k+o(h)y—=—
+ (k)= -
Cette constante / et aussi la constante / seront, par suite, déterminées en
écrivant que la fonction 7 fournie par I'équation précédente ne contient ni
terme constant ni terme proportionnel a ¢. En outre, les constantes arbi-

traires introduites par l'intégration de cette équation devront étre choisies
. Q
de facon que = s'annule en faisant 37 =o.
Si, entre les deux relations (5) et (6), nous éliminons maintenant le

temps 7, nous tombons sur la relatien qui lie ¢ & ¢', relation qui contient
. !
d’ailleurs la fonction < : emappelant . le rapport % des moyens mouvements,

cette relation s’écrit
V' f(¢)—=U=pv+ pnF(0) — pl+ n'z.

En remarquant que f(¢') est de 'ordre de o’ et F(¢) de I'ordre de ¢, on
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arrivera facilement, par I'application de la formule de Lagrange, au déve-
loppement de ¢’ en fonction de ¢, développement dans lequel figurera ~.
En opérant les substitutions convenables, on raménera finalement les équa-
tions du mouvement & ne contenir que les fonctions inconnuess, ectt. Toute-
fois, et ¢’est 1a une.des plus grandes difficultés du probléeme, ces fonctions ne
figureront pas seulement sous forme finie ou par leurs dérivées. Elles figure-
ront aussi sous le signe [, et cela pour deux causes différentes qu'il est néces-
saire d'indiquer : en premier lieu, par la pre’sence dans les ¢quations qui

déterminent s et p, de I'intégrale f() /l_l -5 en second lieu, par la présence

dy ) . )
de la fonction F(¢), qui est égale & fm; au terme pres proportionnel a ¢.

6. Ces considérations préliminaires succinctement indiquées, montrons
maintenant comment nous formerons les équations destinées a fournir les
éléments du mouvement en premiére approximation et comment aussi il
* faudra diriger les approximations successives.

En premier lieu, considérons I'équation qui détermine la tangente de la
latitude s; c’est

d?s 1 1 0Q ds 1 0Q
- s+ o = — 5 a7
dy? 0Q dv hru® gy de h*u® 99
142 | =—— ——
oy hu?
Supposons qu’on ait remplacé toutes les quantités qui contiennent en fac-
teur la masse perturbatrice par leurs développements, tels que nous les
avons indiqués dans les numéros précédents (les quadratures impossibles &
effectuer resteront d’ailleurs simplement indiquées); cn ayant égard a la

ey g 02 . .
remarque déja faite que 55 est du premier ordre par rapport & s ou s,
I'équation pourra s’écrire sous la forme

d*s

a0 +S +st:S,

S, S,, S, désignant des fonctions des quantités inconnues, et S, qui ne con-
tient aucun terme ol s puisse se mettre en facteur, est du premier ordre
par rapport a s et contient d’allleurs, comme S,, la masse perturbatrice en
facteur.

L’équation qui déterminera la valeur de S en premiére approximation
sera celle que 'on déduit de la précédente en y remplacant les fonctions S,
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S,, S, par leurs parties connues sans faire aucune hypothése préalable sur
la nature du mouvement (& la vérité, on en fait une, mais indispensable :
la connaissance du moyen mouvement). Pour obtenir ces nouvelles fonc-
tions, on voit qu'il suffira, dans les développements de S, S,, S,, de sup-
poser les quantités g, s et = nulles : en particulier, la supposition de p = o
nous montre immédiatement qu’il faudra aussinégliger la fonction désignée
précédemment par F(¢), de sorte que la relation ¢ et ¢ deviendra

o = f(V)—=U=pr—pl;

enfin, comme nous supposons p = o et s = o0, ceci revient a supposer 7 = @,
ct par suite & prendre pour valeur de la constante p I'unité.

En conséquence, nous nous trouvons cn présence d'une équation de la
méme forme que (7), mais ou les coefficients sont supposés des fonctions
connues de ¢; il faut d’ailleurs avoir soin de remarquer que le cocfficient
de S a 'unité pour partie indépendante de la fonction perturbatrice. Nous
montrerons dans les Chapitres suivants quelles sont les méthodes proposées
par M. Gyldén pour intégrer une telle équation. '

Remarquons sculement, et ceci s'appliquera aux paragraphes suivants,
que, une fois I'équation qui fournira cette premicre valeur de S formée, il ne
sera pas nécessaire de tenir compte de tous ses termes : il est manifeste en
effet qu’il 'y aura pas avantage a conserver des termes connus & la vérité,
mais qui seraient d’un ordre de grandecur inféricur ou méme comparable i
ceux que l'on est obligé de négliger tout d’abord.

Disons tout de suite aussi que, dans les approximations suivantes, les
équations qui détermineront successivement les valeurs de plus en plus
approchées de S se présenteront toujours dans la méme forme : pour for-
mer ces équations, il suffira en effet de remplacer dans les expressions
générales des coefficients de I'équation (7) les quantilés g, s et 7 négligées
tout d’abord par les valeurs approchées dont on scra actuellement en pos-
session; la constante p sera aussi remplacée par sa valeur approchée.

7. La formation de I'équation en g est un peu moins simple que celle de
I'équation en S. L’¢quation (4) (n°® 1) peut s'écrire, quand en y remplace
les dérivées partielles de la fonction perturbatrice par leurs développe-
ments, sous la forme

d? d|
8 p ap
(8) dp? +R, dy

+Ryp=R,
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R, Ry, R, étant des fonctions connues de ¢, de e, s et T; en outre, R ne
contient aucun terme ou ¢ puisse se metire en facteur. s sera remplacé
par sa valeur approchée en fonction de ¢; et dans la premiére approxima-
tion on fera T = o : on fera de méme ¢ = o dans les fonctions R, et R,, et
par suite, comme tout & P'heure, p sera pris égal a 'unité; comme tout a
I'heure, enfin, remarquons que le coefficient R, de ¢ devient égal & I'unité,
quand on suppose la masse perturbatrice nulle.
R, nous I'avons dit, ne contient pas de terme ou @ puisse se metire en
facteur. Cependant, et c’est la ce qui rend la difficulté plus grande, R n’est
pas indépendant de p; il suffit en effet de se reporter a ce que nous avons
dit & la fin du n® 5 pour vérifier que R renferme des termes de la forme

Sorsin(he — A)dp,

n désignant un entier positif, A et A des constantes. Pour étre plus exact,
il faudrait dire que R (et il en serait de méme de la fonction S du numéro
précédent) renferme des termes de la forme

Sons" e sin(he — A)dy;

mais 1l est trop facile de vérifier que, quel que soit d’ailleurs le degré d’ap-
proximation auquel on est déja arrivé, on pourra toujours dans ces termes
remplacer s et © par leurs valeurs approchées; on pourra aussi remplacer
de la méme fagon o par une valeur approchée (zéro, lorsqu’il s’agit de la
premiére approximation), lorsque n est supérieur & 'unité; mais il n’en va
plus ainsi lorsque n est égal a T'unité, c’est-a-dire lorsqu'il s’agit de termes
de la forme
Sosin(he —A)dey

ces termes, dont le coefficient est d’ordre zéro (abstraction faite de la masse
perturbatrice), ont une importance capitale et il est indispensable d’en tenir
compte dés la premiére approximation : I'exemple que nous traitons plus
loin mettra d’ailleurs ce fait en lumiére d’une facor. bien digne d’attirer
I'attention. '

Voici la méthode qu’emploie M. Gyldén, pour transformer ces termes et
tenir compte de leur partie la plus importante : 'équation précédente peut
étre résolue par rapport & p et fournir ainsi une valeur de p telle que

a? . 4 .
p=RZE+R, L+ R,
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Si nous portons cette valeur de p dans fpsin(Ae — A)dp, nous obtenons,
pour exprimer cette intégrale, une somme d’intégrales nouvelles rentrant
dans les formes suivantes (si toutefois on ne porte son attention que sur
celles qui seront par rapport a p d'un ordre inférieur au second, les autres,
nous I'avons déja dit, pouvant étre évaluées par approximation sans aucun
inconvénient) :

f =sin(Av —A) dy, f—~sm()\v—A)dv Spsin(hy —A)de,

Ssin(ho—A)de, fsin(Ae —A)de fpsin(dv—A’)dy.

On remarquera d’ailleurs que, dans ces intégrales, les constantes A et A
peuvent avoir des significations absolument différentes de celles qu’elles ont
dans le terme a transformer; elles servent seulement & caractériser un type
de fonctions.

En outre, il ne faudra pas oublier que les coefficients de tous ces termes
se trouveront contenir la masse perturbatrice en facteur, sauf une partie de
ceux de la forme fsin(A¢ — A)dp, qui seront d’ailleurs du second ordre
par rapport a S*, et un autre, le plus important de tous, savoir

g—;sm()v—f&)d‘”

la fonction R| ne différe, en effet, de I'unité que d’une quantité de 'ordre
de la masse perturbatrice. Comme le terme & transformer ne figure lui-
méme dans I'équation (8) que multiplié par la masse perturbatrice, il en

résulte que, a part les termes que nous venons de signaler, les autres seront

du second ordre par rapport a cette masse et pourront étre négligés, en
partie du moins.

Or I'intégration par parties conduit a la relation
d*p . dp . ) .
Zot sin(iv — A)de = 75 Sin (hv—A)—hpcos(Av—A)+Cy,—22 fpsin(he —A) do,

C, désignant une quantité constante qui, puisque les intégrales sont effec-
tuées sans Paddition d’aucune constante arbitraire, est égale au terme non

périodique dans la fonction Apcos(Ae — A) — f—i% sin(Ao — A).

1. — Fac. de T. M.3
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De méme on a
f-Z—z sin(he — A) do = psin(he — A) + Cy— 1.fp cos (ke —A) o,

C, étant une constante; et aussi
Ssin(he — A)dv fpsin(Mv—A')dv

=GCy— % cos(hv —A) fosin(Av —A')dy + %fp cos(Av — A)sin(A' ¢ —A’) dv.
C, étant encore une constante.
Par suite, le terme a transformer fpsin(h¢ — A)do peut s’écrire sous

la forme suivante :

. d daz
fpSln(XV—A)dV:AO—{-Aic—{—E +LA2EI??
+a fpsin(hv —A)dv + ZB fpsin(M v —A’) dv;

dans cette formule A,, A,, o sont des fonctions connues; le dernier sym-
bole représente une somme de termes qu’on se contentera de remplacer par
des valeurs approchées; et enfin A, est une fonction en partie connue, en
partie inconnue, puisqu’elle dépend des constantes C,, C,, C, qui sont
inconnues; ces constantes seront aussi remplacées & chaque approximation
nouvelle par leurs valeurs déterminées par Papproximation précédente.

Ces substitutions faites, 'équation précédente sera résolue par rapport
a fesin(Av — A)dp, et la valeur obtenue sera portée dans I'équation (8),
qui détermine p. Nous n’avons parlé que de la transformation des termes
tels que fosin(Ao— A)dp; il se présente aussi, provenant de la fonction
F(¢), un terme de la forme fpdp; il est clair que la méme méthode s’ap-
pliquera & sa transformation.

Le méme calcul répété a chaque approximation nouvelle, en tenant
compte des valeurs obtenues dans Papproximation précédente par les quan-
tités inconnues et les constantes indéterminées, conduira toujours manifes-
tement & des équations de la méme forme, forme qui est aussi celle des
équations qui déterminent la tangente de la latitude s,

& d
(9) LR R =R,

R, R,, R, désignant des fonctions connues de ¢, et R, devenant égal a
'unité, quand on suppose la masse perturbatrice nulle.
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8. Arrivons enfin & la détermination de I'équation en <, soit

d*t 2 du P dt L08R [ 1 '/.'+(£T— 3__.0.
(10) & ua\"w) T e\ T ) =

comme nous l'avons dit, k& est une fonction connue de /4, et 'intégration
doit étre effectuée de facon que < ne contienne ni terme constant ni terme
proportionnel & ¢.

Dans cette équation, = figure sous forme finie dans les termes de la forme
cos(A¢ + gt —A), ¢ étant un cntier; ces termes s’¢eriront

cosgrcos(he—A)—singrsin(re —A),

et singt ct cosgt seront développés en séries suivant les puissances de 73
alors, en remplacant p et s par des valeurs approchées déja déterminées,
I'équation (10) peut se mettre sous la forme

2

QU

<

d
(r1) +[T:T1+T2-:T’

>

02

Y

les fonctions T, T,, T, étant toutes trois des fonctions connues de ¢ et des

c . d
constantes [ et £, T, et T, contenant, en outre, les quantités inconnues d_z

ct 7; dans la premicre approximation, on fera ces quantités égales & zéro
dans ces fonctions; dans les approximations suivantes, on les remplacera
par leurs valeurs approchées déja connues.

On aura donc toujours affaire a des équations du type (11), les symboles
T, T,, T, représentant des fonctions connues de .

Cette équation (11) rentre, a plusieurs points de vue, dans une classe
différente du type commun a (7) et a (9); la raison en est de ce que T, le
coefficient de 7, est de Pordre de la masse perturbatrice, tandis que, dans
les équations précédentes, les fonctions correspondantes S, et T, se rédui-
saient a 'unité pour m'=o; de plus, T, est de 'ordre de p, et non pas,
comme S, et R,, de I'ordre de la fonction perturbatrice. Enfin il faut re-

marquer que, si 'on y fait partout T = o0, sans y remplacer d’ailleurs d—:

par une valeur approchée, I’équation (11) devient intégrable; en se repor-
tant aux numéros précédents, on voit en effet, immédiatement, que, dans
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cette hypothese, on a

d_ 1 ! K
dv /zuﬂ( e a4 ) "
\/I + 2 W "—‘h2 PE

A\

Il résulte de la que, dans la plupart des cas, on pourra se contenter
d’intégrer 'équation (11) de cette fagon, par approximations successives ou,
plus simplement, ce qui revient au méme, de calculer, conformément & la
théorie ordinaire, le temps par la formule

dy
hu? I+ 2 Q_S_Z ___dv ,
dv h2u?

les diverses quantités inconnues qui figurent dans cette formule étant rem-
placées par leurs valeurs de plus en plus approchées.
Toutefois il sera préférable de recourir a 'équation (11), telle que nous

(12) dt =

I'avons écrite, lorsque, dans %gf 71—15, figureront des termes de la forme

cos(Ae — A), A étant trés petit, c’est-a-dire lorsqu’on craindra I'introduc-
tion par la formule (12) de petits diviseurs d’intégration.

Cependant on pourra profiter de 'avantage offert par I'équation (11)
de s'intégrer sans difficulté lorsqu’on y néglige le terme T,7; a cet effet,

posant :
T="To+ T4+ To

nous déterminerons respectivement ces trois nouvelles quantités par les
équations
d*t,
dv*

dz
(13) E% + Tty =—1,T

d
+T1£ZT,

d’z, L dz, o
e T higy Theeo

dr
=T,

dv

La premiére de ces équations, linéaire et du premier ordre par rapport

dr
dy

d’une étude spéciale avec les équations (7) et (9); enfin, pour intégrer la -
derniére, on remarquera que 7, est une quantité trés petite, puisque I'on

a 5, s'intégre immédiatement; la seconde, I’équation (13), fera I'objet
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peut regarder 7, et T, comme représentant a trés peu prés les fractions
de = dues respectivement & l'influence des fonctions T, et T,, et qu'on a
aussi tenu compte du second membre T. On pourra donc employer les
méthodes ordinaires, dont 'usage est rendu légitime par la petitesse de 7,;
on obtiendra, par exemple, une valeur approchée de 7, en faisant abstrac-
tion du terme T,7,; en portant cette valeur dans ce méme terme et inté-
grant de nouveau, on obtiendra une nouvelle valeur plus approchée, et
ainsi de suite.

En résumé, nos efforts doivent se porter maintenant sur les méthodes
d’intégration propres aux équations (7) et (9) d'une part, a I'équation (13)
de l'autre; celle-ci ne différant des deux premiéres qu’en ce que le coeffi-
cient de la dérivée premiére de la fonction inconnue est nul et que le coef-
ficient de la fonction inconnue elle-méme se réduit & zéro et non i 'unité,
lorsque I'on suppose m’ = o.

9. Afin d’¢lucider le plus possible les développements précédents, nous
allons montrer, dés maintenant, comment on formera les équations du
mouvement de la Lune; comment, en particulier, il faudra former les
équations de I'orbite intermédiaire, c’est-a-dire de 1'orbite que nous substi-

“tuons a 'ellipse de Kepler comme base des approximations successives.

A la vérité, Laplace déja avait rejeté, dans sa Théorie de la Lune, lel-
lipse de Kepler proprement dite comme premiére approximation : il intro-
duit en effet, dés le début du calcul, les mouvements séculaires du nceud
et du périgée de l'orbite lunaire, sous forme de quantités indéterminées il
est vrai, mais que des considérations accessoires permettent cependant de
déterminer.

Ce procédé empirique était rendu nécessaire par les circonstances parti-
culiéres qui se rencontrent dans I'étude du mouvement de la Lune; la
théorie ordinaire des perturbations fournit en premiére approximation pour
le mouvement du périgée un nombre qui est moitié du véritable, et les
approximations successives basées sur ce point de départ sont loin de con-
verger rapidement. Nous verrons au contraire que, sans faire aucune autre
hypothése que la connaissance des moyens mouvements du Soleil et de la
Lune et, ce qui est le plus digne de remarque, sans faire aucune hypothése
préalable sur la forme des quantités inconnues, nous arriverons, dés la
premiére approximation, & représenter le mouvement de la Lune d’une
facon trés approchée; sans insister davantage sur ce point, qui nous occu-
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pera spécialement a la fin de ce travail, disons seulement que les princi-
pales inégalités : I'équation du centre, 'évection, la variation, 1'équation
annuelle, figureront dansl’orbite intermédiaire que nous déterminerons d’unc
facon suffisamment approchée pour nous rendre compte de leur importance
et de leur ordre de grandeur, et que, en particulier, les mouvements sécu-
laires du nceud et du périgée se trouveront déterminés avec une approxi-
mation considérable.

La question de 'orbite intermédiaire de la Lune a été déja traitée par
M. Gyldén (') et par M. A. Shdanow (?). M. Gyldén, dans une premiére
approximation, détermine le mouvement du périgée a moins de ;% de sa
valeur. M. Shdanow, dans un Mémoire remarquable, fait, en partant des
résultats de M. Gyldén, une deuxiéme approximation qui le conduit a unc
valeur du mouvement du périgée lunaire ne différant pas de la véritable
de sa 55 partie, et a une valeur du mouvement du nceud de l'orbite
qui n’est pas en erreur de sa ;5; partie.

Il nous a paru intéressant de reprendre la méme question en partant,
non plus des équations de Hansen, comme le font ces éminents astronomes,
mais des équations de Laplace. La méthode d’intégration reste la méme,
mais la direction du calcul est un peu modifiée et les nombres qui servent
de base sont changés; tandis, en effet, que par moyen mouvement de la
Lune nous entendons ici le moyen mouvement sidéral, M. Gyldén et
M. Shdanow entendent le moyen mouvement anomalistique : aussi nos ré-
sultats ne seront-ils pas directement comparables 4 ceux de Hansen, mais,

au contraire a ceux de Laplace.

10. Si nous prenonsle plan de I'écliptique moyen pour plan des xy, nous
pouvons supposer nulle la latitude du Soleil et faire, par suite, s'=o; en
outre, nous regarderons, comme on le fait d’habitude, le rapport (. des
moyens mouvements du Soleil et de la Lune comme une quantité du pre-
mier ordre, ainsi que p, p; et s; enfin, si nous négligeons la masse de la Terre
a coté de celle du Soleil, nous aurons

P =p,=n"a avec R=p,ap = na*p.

(1) Die intermediire Bahn des Mondes ( Acta mathematica, 7 : 2).
(2) Recherches sur le mouvement de la Lune autour de la Terre d’aprés la théorie
de M. Gylden; Stockholm, 1885.
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Si nous nous bornons, dans le développement des dérivées partielles de €2,

aux termes d’ordre inférieur au quatriéme, et si nous remarquons que
cosH = cosfcos(v —¢'),

ct par suite

cos2H = cos?0 cos2 (v — ¢') — sin?f,

nous obtenons immédiatement, pour les expressions de ces fonctions,

1 0 32,1a/3,,4. ,
TEE oe - al cos+91—) = 5) sin2 (v — ¢'),
ou
1 0Q 3 P )
e ov ol '[;Tgmsmz(v o),
puis
_L 0w 3 ,p (1+p) /
B 9 = Rt gy Sl osa (v — )
enfin

1 3 \3
—I——<cos@0—9 _ sin? @> S (I—t—P—)[I—h—Scosz(’v— o],

py 2 ar road9) 2" p? (1+p)
D’ailleurs on a, avec une approximation suffisante,
) PP
o' =¢ cos(c'v'—w'),

¢’ désignant Pexcentricité de D'orbite terrestre; ¢’ un coefficient trés voisin
de I'unité; @' la longitude du périgée sotaire a I'origine du temps.

Il faut encore exprimer ¢ en fonction de ¢; en confondant, pour effec-
tuer ce calcul qui ne peut se faire que par approximation, £ avec ¢,, on a

dy
. dt — TQ/;,
ou bien
3
n dt —_ __]]-"d_V‘) .
(1+p)?

La constante p, nous 'avons déja dit, ne différe de I'unité que d'une
quantité de l'ordre de ¢2. Si donc, dans le calcul qui nous occupe, nous
négligeons les quantités de cet ordre (ce qui concorde avec ce que nous
avons convenu plus haut, savoir de négliger dans les dérivées de Q les quan-
tités d’ordre supérieur au troisiéme), nous pouvons écrire

nt+1l=v—afpdy.
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De la méme facon nous aurons au méme degré d’approximation

nt+ U=y —a fp'dv;
de ces formules on tire immédiatement la suivante
2(v—9)=a(1—p)o— (2l —apl)—4 fp dv' + 4pfpdy,
ce que nous écrirons
2(v— 9 )=hv —A— 4 fp'dv'+ 4 fody,
en posant, pour abréger I'écriture,
A=o(1—p), A=2a2l—opl

On peut encore remarquer que le dernier terme, dans la formule précé-

dente, étant du second ordre, nous pouvons le négliger, d’aprés nos conven-

tions : quant a 'avant-dernier terme, — 4 fp’d¢’, il est du premier ordre, et
nous le désignerons par E, de sorte que nous aurons la formule simple

2(v —¢')=2Av — A +E.
11. Nous pouvons maintenant former avec la plus grande facilité les

équations de I'orbite intermédiaire de la Lune. Considérons d’abord I'équa-
tion qui détermine s : en ne conservant que les termes d’un ordre inférieur

. .. L 1 . . 02 dvy
au quatriéme, on voit immédiatement que le dénominateur 1 + 2 To
peut étre réduit a I'unité, de sorte que Iéquation devient

d’s 3 ,p (1+p)3(ds . : ] , L

7 TS E,—;m %sm2(c—v)——s[l—i—cosz(c.—v)] =o.

L’angle 2(¢ — ¢') peut étre réduit a Av — A; on peut négliger p et p’ et
réduire p et p’ a I'unité : finalement, au degré d’approximation imposé, il
vient

d*s 3 . ds I B
(14) d———‘}z—gpﬁsm(?\v—A) v —i—S[I—l— SHET S cos (As ——A)}__o.

Arrivons maintenant a la détermination de p : en négligeant dés mainte-
nant les termes qui sont manifestement du quatriéme ordre, I’équation peut
s'écrire, en la calquant sur I'équation (4),

d*p 56 4 o 02 dv 02 1 dp I 02  sinf dQ\
der TP CO8 + do B T op Iﬁuzc—z’;_i—p‘u‘-’ ar r 00)—
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Drailleurs 1 — cos®*0 se remplacera par s, et I'on substituera, dans ce
terme, a s sa valeur déterminée par I'équation précédente; on voit aussi que

I'on peut négliger la fonction E dans le coefficient de %: I'équation devient

donc

az 3 3
Wﬁ_—ﬂ Sm(7\"—A) +p+ ;L p,3 ((1+P))3[ 1+ 3cos(he — A+ E)]

-+ —82 ﬁll)isf(lip))a sin(Ae — A +E)dv =o;

p et p’ seront réduits & I'unité. Considérons le terme

(t+p')? ’
G p) [1+3cos(Av — A +E)].

L’approximation doit y étre poussée jusqu’au premier ordre inclusivement;
il devient, par suite,

(1—3p+3p")[1+3cos(hv —A)]— 3Esin(he —A);

il en sera de méme pour le terme (( o) sm(?w — A+ E)dv, qui de-

vient, par suite,

JI(t—4p+3p")sin(hv — A)dy + E cos(hv — A)dv].

Le seul terme que nous ayons a transformer sera, par conséquent,
Jesin(hAe — A)dp, les autres s’intégrant immédiatement : le coefficient de

ce terme dans I’équation est d’ailleurs du second ordre; or I'équation nous

’ . 1 A 1 {{2
montre précisément que, a des termes du second ordre prés, on a p = — %@ ;

nous pouvons donc nous contenter de remplacer le terme en question par

. a,’zp . , a4 s s .
_fdv2 sin(Ae — A)dp, c’est-a-dire, en se reportant a ce qui a ¢té dit plus

haut, par

— gf—j sin(Av —A)+dpcos(Ae —A)+ A2 fpsin (e — A)dv + C,,
C, étant une constante dont nous avons expliqué la signification et que nous
négligeons en premiére approximation. En égalant 'expression précédente
a fosin(Ao — A)do et résolvant par rapport a ces termes, il vient finale-
I. — Fac. de T. . 1\[4
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ment

A
fpsm()w——A)dv__w_ sm(?m—A) — 33 _[cos(lv—A)p.

L’équation devient donc définitivement
d*p 12 P2 3\ dp
?i_'—z—‘—( o— ——y)sm(kv—A)g—

A

(15) [—g ‘2—< ;ﬁ—i—)\ ML>cos(7\v—A)]
3,
2

_- H 21+ 3p")[1+3cos(hv —A)]— —;L"E sin(Av — A)
+3p2 f(1+3p")sin(Av — A)dv + 3p2 fE cos(he — A)do.
Le second membre tout entier est une fonction de ¢, que 1'on obtient sans
aucune difficulté sous forme entierement explicite.

Quant au temps, on pourra sans inconvénient faire ici usage, pour le cal-
culer, de la formule (12), savoir

dy
0Q dv

2 g=c
hu \/I ) 90 W

La constante / scra déterminée de facon que le coefficient du terme pro-

dt =

. . . . ] N
portionnel & ¢ dans I'expression de ¢ soit égal a -

CHAPITRE 1I.

12. Les équations générales établies dans le Chapitre précédent four-
nissent la solution approchée du probléme des trois corps : toutefois, en
donnant a la fonction perturbatrice Q une signification différente de celle
que nous lui avons attribuée jusqu'ici, on peut les envisager comme résol-
vant un grand nombre d’autres problémes sur I'attraction, susceptibles,
pour la plupart, de se rencontrer dans I'étude du systéme du monde; en
particulier, nous pouvons supposer que {2 soit fonction simplement du rayon
vecteur 7, et c’est ce cas particulier, dont'analyse a été faite complétement
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par M. Gyldén, que nous allons traiter maintenant, avant d’entreprendre
I'étude des méthodes d’intégration propre aux équations (7), (9) et (13).

Dans I'hypothése actuelle, le mouvement de (m) s’effectue dans un plan,
et si ce plan est pris pour plan des x, y, de sorte que 0 et s soient constam-
ment nuls, les équations du mouvement deviennent '

_dv d*u o T 0 —0
~ hut’ do? e X h2u? or —
avec la relation
w— t.
p
0Q

. 1
Si nous posons 7 =

I'unique variable 7 ou «.

Nous devons tout d’abord, avant de supposer que P soit une fonction quel-
conque de r, signaler quelques cas particuliers intéressants. Le premier,
considéré déja par Newton et rappelé par M. Thiele (Astronomische Nach-

=P, P sera, comme (), une simple fonction de

richten, n°® 2429), se présente lorsqu’on fait P = K + k', k et k' désignant
’ 5 S€ P q p y g

des constantes; le résultat auquel conduit cette hypothése est bien connu :
l'orbite correspondante est une section conique dontle foyer est a ’origine,
mais dont le grand axe tourne autour de ce foyer avec une vitesse angulaire
constante.

Si nous supposons maintenant, comme le fait M. Gyldén, que la fonc-

. . h e . ‘ .
tion P soit de la forme /r? ou -, A désignant une constante, on voit tout de

suite que. 'intégration de I'équation précédente est possible a l'aide des
fonctions elliptiques, et, plus généralement, on arrivera au méme résultat,
comme le fait remarquer M. Thiele dans I'article déja cité, en supposant a I’
I'une des formes

k
ho—+ > ard+ br,

| 2

N~

b
o4~ 4+ = e
=

.
o

Sans développer la solution donnée par M. Gyldén des deux cas que nous
venons de signaler ('), indiquons seulement comment on les rencontre en

(1) Ueber die Bahn eines materiellen Punktes der sich unter dem Einflusse einer
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Astronomie. Si nous imaginons en premier lieu qu’il s’agisse du probléeme
des trois corps proprement dit, on congoit qu’il puisse y avoir avantage, en_
supposant toujours s = o, & négliger complétement, dans une premiére ap-

. . 02 . 0Q \ 1 02
proximation, o et 5’ et & ne conserver, dans gy dque le seul terme

_2_&/ M©

r\? . L e
7 M, <Zz> ; dans cette hypothése,nous nous trouvons précisément dans le

. . . r . , . \
premier cas : ceci suppose d’ailleurs le rapport -; constamment inférieur a

I'unité. Dans le cas ou ce rapport serait, au contraire, constamment supé-
rieur & 1'unité, on verrait immédiatement qu'une hypothése analogue con-
duit au second cas. '

Le premier cas se rencontre encore dans la détermination de I'orbite
intermédiaire d'une cométe qui passe & proximité d’une planéte; c’est lui
aussi qui fournit la solution du probléme qui consiste & rechercher le mou-
vement d’un point matériel sous 'action d’une force centrale dont I'expres-

sion est de la forme %1 -+ @7, probléme important dans I'étude de la for-

mation de 'univers, comme le montrent les récents travaux de M. Faye.

Enfin, de la solution du second cas, on déduit la nature du mouvement
d’un point matériel attiré par un sphéroide suivant la loi de Newton et
mobile dans le plan de I'équateur de ce sphéroide : cette question est d'une
grande importance dans 'étude des perturbations des satellites, en particu-
lier de ceux de Jupiter et de Saturne.

13. Revenons maintenant au cas général, dans lequel P est une fonction
quelconque de 7. En posant

H1

w=(1+4p) W
'équation du numéro précédent devient

d?p . I Q_S_Z-
vt T PT T e or

Centralkraft von der Form "U—; ~+ uar bewegt (Kong. svenska Vetenskaps-Akademiens

Handlingar, Bandet 17. — Om banan af en Punkt, som rir sig, en Sferoids equators-
plan under inverkan af den Newtonska attraktionskraften (Ofversigt af Kong. Vet.
Alkad. Férhandlingar, 1880). — Ueber dic intermediire Bahnen der Cometen in der
Nithe. .. (Mémoires de I’ Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, 1881).
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développons le second membre suivant les puissances de p, qui est une petite
quantité de 'ordre de I’excentricité; nous nous trouvons alors en présence
d’une équation de la forme suivante

(1) %+P:50+@1P+5292+--~,

les coefficients 8 étant tous de I'ordre de la force perturbatrice.

Cette équation ne peut étre intégrée directement, il faut procéder par
approximations successives; le but a atteindre est donc de trouver une
premiére valeur g, de I'inconnue, fournissant une suite vraiment conver-
gente d’approximations et, par conséquent, telle que la différence entre o
et g, soit et reste toujours trés pelite par rapport & p,. Comme I’a fait re-
marquer M. Weierstrass, dans ses Lecons, il y a quelques années, 1l est tout
d’abord indispensable, pour obtenir ce résultat, d’éviter I'introduction des
termes séculaires, c’est-d-dire des termes qui contiennent 'argument ¢ a
une certaine puissance en dehors des signes des fonctions périodiques. 11
est clair, en effet, que si ces termes se présentent, ils formeront dans Iex-
pression de p une série ordonnée suivant les puissances de ¢, les coefficients
pouvant d’ailleurs étre des fonctions périodiques de ce méme argument ¢,
et tant qu’on n’aura pas prouvé la convergence de cette série pour toutes les
valeurs de cet argument, ce qui est impossible en général, la solution ainsi
obtenue devra étre rejetée.

Dans la solution habituelle du probléme, on néglige d’abord le second

membre tout entier de 1'équation (1), et I'équation qui détermine p, étant

(2) d—v?—‘—i—po:O,

il vient
po=ecos(y — ),

e et o étant deux constantes arbitraires.
Si nous posons
p="po + P

il vient, pour déterminer p,,

a2
(3) dvp; + 1= Lo+ Brpo+ Bapi ...+ p1(Br+2Bapo+ 3PBspit...) . ...
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Quoique le second membre tout entier soit du premier ordre par rapporl i
la masse perturbatrice, il n’en sera pas de méme de p, pour toutes les
valeurs de 7 ('). En effet, si en premier lieu nous négligeons le second
membre, a Pexception du seul terme 3, gy, on aper¢oit immédiatement que
I'expression de p, contiendra un terme multiplié par 'argument ¢ et sus-
ceptible, par conséquent, de devenir aussi grand qu’on voudra. Mais on
pourrait penser que cet inconvénient provient de ce que nous n’avons tenu
compte que d’un scul des termes du second membre qui sont multipliés
par B,. Sinous ne négligeons aucun de ces termes, 'équation (3) devient

a4z
(4) B (1= B =By

ctil est aisé¢ alors de se convaincre que la valeur de g, tirée de cette équa-
tion contient des termes exactement comparables a p,.

D’ailleurs, intégrer successivement les équations (2) et (4) revient &
choisir comme premiére valeur approchée de p la quantité p, fournie par
I'intégration de la nouvelle équation '

o d?
(3) “cﬁpzo"'(l_@l)@’:o'

Alors, en posant toujours
p="pot+ P

il vient, pour déterminer p,,

2
(6) ;,% + (1= B1)pr=Bo+ Bap§ + Bapd +. ..+ (2Bapo+ 3Bspl +. . )py+- . ..

De I'équation (5), en posant
A=y1— (B,

po=-ecos(iy — ®)

on tire

et I'équation (6) donne, en désignant par Z le second membre,

p1=— ; cos).va sinie dv + % sin}va coshody.

(1) GYLDEN, Vierteljahrschrift der astronomischen Gesellschaft, 16.
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Or, si pour Z nous choisissons le terme 3,3, il vient
Z=_(;e3cos?(he —®) =2 P3ecos(Av —®) +10B;etcos3(hv — ),

et il est manifeste que la substitution de cette expression dans la valeur
de p, introduira, grice a la présence du terme en cos(Av — @), des termes
qui contiendront I’argument ¢ en dehors des signes sinus et cosinus, c’est-
a-dire des termes séculaires.

Comme tout a I'heure toutefois, on aurait pu éviter I'introduction de ces
termes de la facon suivante : dans 'équation (6), ayons égard au terme
3B5p;01, ou plutdt a la partie de ce terme qui ne contient pas explicite-
ment ¢, c’est-a-dire 2B, e?p, et déterminons p, par I'équation

d? 3 3.
(7) dvp-zl +<’—51—-55362>91=ZB363005(M—65);

il n’est pas difficile alors de s’assurer que p, contiendra des termes de méme
ordre que la quantité p, : c’est un calcul trop aisé pour qu'il soit nécessaire
d’insister davantage.

14. L’équation (5) est donc insuffisante pour conduire & la vraie solution
du probléme : il faut au second membre de 1’équation (1) choisir un terme
de plus, et par suite ne plus se contenter d’avoir affaire 4 une équation
linéaire : tel est, dans ce cas particulier, le grand progrés réalisé par
M. Gyldén.

Comme la suite des calculs le montrera, il n'y a pas d’avantage réel a
tenir compte dés le début des -termes qui contiennent les puissances paires
de p. Si donc nous voulons rester en état d’effectuer 'intégration a I'aide de
fonctions transcendantes suffisamment connues, on voit que la seule équa-
tion qui pourra nous servir de point de départ sera

iid-T%) + (1—B1)po—Bspi =o.

On en tire

dpo\*_ , 1.,
<(—;§> =g —(1—B1)p + ;5896’

g® étant une constante d’intégration.

On peut écrire
dpo\*_ , 05\ [ _ 72Pi
(@)= (=8)(-~8)
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en déterminant e et k par les relations

2

O

S+ r)=1-0,
= -
et 2 Bs
Si nous faisons en outre
r= % v+ Zo,

x, étant une constante arbitraire, il vient immédiatement
po=esnz (modk).
Si d’ailleurs on pose
p=rpot+p’
on aura pour déterminer p’ I'équation

dp’ 4
Wﬁz + (1= 31)p" = Bo+ Bapd + Bupi + Bspl -+ . .+ p'(2Bapo+ 3Bsp + 4Bupd +...)

+ P2 (Ba+3Bspo+ 6Bup2i+.. )+ ...
Nous pouvons écrire encore

d2o' , ;. o
dVP? +(1—B1—3Bsp3)p' =B+ B o' + By +. ..,

les coefficients ' ne dépendant pas de ¢'.
Cela étant, continuons I'application du méme procédé; posant

P,: Pl + P//’
nous déterminerons g, par I'équation
d2 !
B (= Bi— 3Bupd) =

Il restera alors pour déterminer p” une équation de la forme

dzp” " "o " 3
d_V%+(l_(31_3ﬁ3Pg)P,/: o+ B+ B

on posera

pl/: p2+ p//l’
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et I'on déterminera p, par I'équation

az y
'dfgz -+ (I - Bl — 35393)92: 0

et ainsi de suite.
On aura ainsi exprimé p sous la forme d’une série

p=pot+pr1+pat-...,

N

et nous allons faire voir que cette série remplit les conditions nécessaires
pour faire de la solution ici proposée une bonne solution, c’est-a-dire qu’elle
est toujours convergente et rapidement convergente.

15. Considérons I'équation qui détermine p,. Si I'on y remplace p, par
sa valeur et si I'on prend pour variable indépendante I'argument x défini
précédemment, elle devient

d*p,
dx?

e?

g

e,
+ = (1—B1—3Bse?sn*x) pr= — B;
5

mais ¢S ions établies plus haut, on a
nais, d’apres les relations établ lus haut,

donc 1l vient
d*p,
dx?

2
+ (1 K — 6A2 snz)py = %ﬁ'o-

Les équations qui déterminent p,, p,, ... se présenteront d’ailleurs sous
la méme forme, le second membre seul se trouvant modifié, mais étant
toujours une fonction de quantités déja connues.

Or cette équation privée de second membre rentre dans la classe des
équations de Lamé, et I'on sait en trouver I'intégrale générale.

Une premiére solution particuliére connue est cnz dnz; en considérant
toujours I'équation sans second membre et posant p, =y cnz dnz, on
trouve facilement une seconde solution particuliere, savoir

cnz dnz dz
cnlz dnx
I. — Fac. de T. M.

($24
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Pour effectuer I'intégration indiquée par cette formule, on fera usage
des identités suivantes :

1 1 1 et 1

K2 (o) d[H(x)
e’z 0,(0) dx | W (z)]
_k» __Hi(o) d 0 ()
dn?z — H (o) dzx ®1(x)J’
H,(z) 0 (x) g ST
H(x) ~ 0,(x) = cnzdnx

La solution particuliére envisagée devient par suite

>

1 0i(o) & H(0) snx 1+ k? 0, ()
zcnx dnax [k"* 8,(0) + f, (o) e ——m——cnxdnx&(x)

et il n’est pas difficile de s’assurer que le coefficient du terme en xcnx dnz,
coefficient que nous désignerons par — - pour abréger I'écriture, est une
q sig P 77 pour abréger I'écriture,

quantité de 'ordre de A*.

Si nous revenons maintenant & la considération de I'équation compleéte,
nous en obtenons immédiatement l'intégrale générale sous la forme sui-
vante :

py=—cnzdnx

e? ,snze 1+ k2 @) () ' h ,
Cl__ggfﬁo[-@————ﬁ—@l(x)cnxdna:——k—/—;xcnxdnx dx$

snz 1+ k%0 (z) h e (o -
[—k—,;-~—~k—,b——mcnxdnw—chnxdnx]<(32+gﬁfﬁocnxdnxdx>,

C, et C, désignant deux constantes arbitraires.

16. En transformant légérement cette expression, nous écrirons

snx 1+ k2 O (x)

=G cnwdnx—l—CQ[ cnxdnx—ixcnxdnx]

T T TR 8, (@) i
2 2 4
— T;Ecnxdnxfﬁ’o [SZ? — 1_—/:*& -g—‘%z—))cnx dnx] dx
1
2 2 @
-+ ;— [—S—lr:,—‘f- — %‘k— g:((;)) enx dnx] S B, cnz dnxdx
2

- % }}%andnwfdmfﬁ'o cnz dnz dx;
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il faut d’ailleurs avoir soin de remarquer que les intégrales qui figurent dans
cette formule ne contiennent plus aucune constante arbitraire.

La quantité B se présente actuellement comme une série ordonnée sui-
vant les puissances de snx. )

Considérons d’abord la partie de 8, qui ne contient que les puissances
impaires de snx ; on peut I'écrire

bysnPx 4+ b;sn"x +. ..,

chacun des coefficients & étant par rapport a I'excentricité d’'un ordre
marqué par son indice et contenant en outre la masse perturbatrice en
facteur. Si P'on introduit cette série a la place de @ dans la valeur de p,
telle que nous venons de la calculer, et que, pour effectuer les intégrations
et les calculs définitifs, on suppose toutes les quantités qui figurent au

second membre remplacées par leurs développements en séries procédant

suivant les sinus et cosinus des multiples de I'angle ;1%, il est facile de voir

que, a part le terme C,cnzdnz, et un terme de la forme Axcnx dne,
I'expression de p, ne contiendra que des termes de la forme

. T
Qan+1 Sln<2n -+ I)-Z_l{.

Si maintenant nous tenons compte de la seconde partie de §3;, celle qui
contient les puissances paires de snx, et qui par conséquent se présente sous

la forme
by+ by sn*x + b, sn*x +. ..,

on voit de méme qu’on n’introduit dans I'expression de p, que’des termes
de la forme

CO0S2 i
Agn n
2n 2K

Pour se convaincre de l'exactitude de ces affirmations, il suffit de re-

marquer que les développements des puissances impaires de snz et de la
0 (=)

uantité
1 0, (z)

cnz dnz procédent suivant les sinus des multiples impairs

de %; que les développements des puissances paires de snx procédent

au contraire suivant les cosinus des multiples pairs de cet argument,
tandis que celui de cnz dna procéde suivant les cosinus des multiples im-
pairs du méme arc; enfin, que cnz dnz dz étant la différentielle méme de
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snz, Pintégrale [§ cnwdnwdr seffectucra immédiatement et se pré-
sentera sous la forme d'une série ordonmée suivant les puissances de snez,
sans contenir aucun terme dans lequel I'argument x figurerait en dehors
des signes des fonctions périodiques.

Si donc on suppose, ce qui est possible, comme nous le verrons tout a
heure, qu'on puisse disposer des constantes introduites par l'intégration
de facon que les deux termes C, enx dnx et Ax enx dnz s’évanouissent, on
voit que finalement p, se présentera sous la forme

. TX T . T
Pr= @+ a; Sin— + @, C0S2 —— —+ @z s8in3 — —+...;
2K 2K 2K

non seulement il ne figure pas de termes séculaires dans cette expression,
mais il est facile de voir que les coefficients sont petits par rapport a p,,
puisque la masse perturbatrice ne disparait comme facteur dans aucun
d’eux. En outre, les quantités 8}, B, ... se présentant précisément sous la
méme forme, il en sera encore de méme de ) qui est égale a
Brpi+Bapi+Bopl+-- .

La forme de I'expression de p, ne differe d’ailleurs de celle de p, donnée
ci-dessus, qu'en ce que, sous les signes [, § doit étre remplacé par ) ;
donc les seuls termes de 3 qui, par suite de la double intégration, pour-
raient introduire un terme de la forme z® cnz dnz sont ceux qui contien-
T
2K’
n’en est pas de tels dans ), : on en conclut que tout ce que nous avons dit
de p, pourra s’appliquer sans modification & p,; un choix convenable des
nouvelles constantes permettra d’exprimer g, sous la forme d’une série ana-
logue a celle qui représente p, ; partant, le méme résultat s’appliquera a ¢,
et ainsi de suite. On aura donc réalisé dans cette solution toutes les condi-
tions que nous avons imposées au début.

draient le cosinus d’un multiple impair de d’aprés ce qut précéde, il
p P P qu: p )

17. 11 nous reste a dire comment on réussira & faire disparaitre les deux
termes C, cnzdnz et Axzcenzdnz. A cet effet, reprenons I'expression ap-
prochée de p, telle que nous I'avons obtenue, et écrivons-la sous la forme

k 2(1—3))
\/I—|—/\'2 Bs

c | sne 1+ A2 @) (x)
E A O ()

snx + Cyena dnar

P=pat =

cnr dnz — %Vv cnx dnx] —+ R,
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2(1— y ey
3

Vi A2
ct en désignant par R I'ensemble des termes qui figurent dans 'expression

de p, comme contenant des intégrales non calculées.

Comme on le voit, quatre constantes arbitraires subsistent dans cette
expression; d’autre part, p dépendant d'une équation différentielle du
second ordre ne doit renfermer que deux constantes arbitraires. Il est ais¢
d’expliquer cette contradiction apparente : la quantité p, est d'un ordre de
grandeur comparable au changement que subit p,, si I'on attribue de petits
accroissements aux quantités x, et k dont dépend p,; de sorte que, regar-
dant ces accroissements comme des différentielles, Paccroissement corres-
pondant de g, peut étre négligé. Or il est facile de faire voir, et cela doil
¢tre nécessairement, d’aprés le raisonnement précédent, que I'accroissement
dp, de p,, quand k et x, recoivent les accroissements dk et dx,, est précisé-
ment de la forme

, , [snx 1+ Kk O (2) h
C1cnxdnx+Cz<W— i chxdnx k,,xcnxdnx

C et C, ¢tant des constantes.
En effet, on a

i+ d =B
+dpy—= ————— dx);
Po Po \/I—i—(/{—i—d/f)’\/ 5, sn(x —+ dx)

le module de la fonction elliptique qui figure dans cette formule étant &k + dk
et non plus %, et dr ayant la signification suivante, nous avons posé

on en tire

2?_H{x—x“_%d”v“'\/] +zl;—flcik)

. , .
Drailleurs, nous n'avons égard qu’aux termes du premier ordre par rap-
port & dx, et dk; il vient, par suite,

dpoz\/z—(l——&2 kdr cnzdnx + —iﬁ—jsnxﬂ— ,_]{_Dk sn
Bs ENE (1+ k)2 Vi1
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kdk
dr =dz,— T:F(x — &y

3

Dysna —— cnx dnx [Gl(x) ®,(o)]

Kkt | O () —x(@i(o)

alors, toutes réductions faites et remarquant que

H,(0) _ (o) .,
H, (o) 0,(0) ’

il vient immeédiatement

dpoz\/g(l}_ﬁl)( K (14 B)dwy+ @ok dk] cna dn o
153 ?(I—I—lﬂ)i
12 2 !
+_MF[SZ_/‘:?_L:.:T]ig’(x)cnxdnx——%xcnxdnw]b
(14 &2)? 1(2)

)

et c’est précisément la le résultat que nous avions annoncé. Il en résulte
que, sans nuire aucunement a la généralité de la solution, les deux con-
stantes C, et C, pourront étre choisies comme on le jugera le plus con-
venable; en particulier, comme nous I'avons supposé plus haut, on pourra
faire C, = o et déterminer C, de facon qu'il ne reste aucun terme ‘séculaire
dans I'expression de p,.

Ce choix fait, il restera dans I'expression de la valeur approchée p,+ p,
de p deux constantes arbitraires & et x,, et ces constantes devront étre dé-
terminées de facon que deux conditions données a l'avance soient véri-
fiées : ces deux constantes n'auront donc plus les mémes valeurs numé-
riques dans l'expression corrigée p,+ p, que dans la premiére valeur
approchée p, de p; car, relativement & cette valeur p,, les constantes qui y
figurent ont été déterminées de facon que ces deux mémes conditions soient
verifiées. Il en résulte que le module & des fonctions elliptiques qui figurent
dans 'expression définitive de p ne peut étre déterminé que par approxi-
mations successives, car le méme procédé devra étre appliqué quand on
passera a la considération des valeurs successives de p, po—+ p, + P25
Pot+ Pi+ P2t Psy -

Finalement, on voit que toutes les conclusions que nous avons énoncées
plus haut se trouvent parfaitement justifiées; p se présente sous la forme
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, . , . . . . Tx
d’une série ordonnée suivant les sinus et cosinus des multiples de 'angle ~

ou z_K = il ¢, k recevant sa valeur définitive, et cette série ne renferme
+

aucun terme séculaire. On voit aussi que, en posant

LI T
2K 1+ A?

—I—%,

¢ représentera le rapport du moyen mouvement des apsides au moyen mou-
vement du corps considéré, en tant toutefois :que 1'équation dont nous
sommes partis représente effectivement le mouvement de ce corps.

18. A la vérité, comme neus I'avens remarqué au début de ce Chapitre,
dans le probléme général des perturbations, ce n’est pas ’équation dont
nous venons de nous occuper-qui se présente. Il existe cependant un cas,
entre autres, ou les considérations précédentes peuvent trouver leur entiére
application : c’est celui du mouvement des satellites intérieurs de Saturne,
sous I'action de I'anneau et de I'aplatissement de la planéte. Ce probléme a
été traité complétement par M. Tisserand (Annales de U’Observatoire
de Toulouse, t. 1); nous nous proposons ici de retrouver, par une méthode
essentiellement différente, les mémes résultats.

Appelons

v

a le demi grand axe de l'orbite du satellite con51dere;

M la masse de Saturne;

m celle de 'anneau;

a' et a” les rayons intérieur et extérieur de la couronne circulaire qui sert
de base a 'anneau considéré comme un cylindre droit homogéne.

M. Tisserand a montré que le mouvement du satellite est un mouvement
elliptique (avec la masse centrale M + ) altéré par la fonction perturba-
trice

o— f< LVkM +Bym B:,m_i_Bg;n_{_.“)’
rs re r
ou k désigne un certain coefficient dépendant de I'aplatissement de la pla-
néte et ou les coefficients B sont définis par la formule suivante :

B — 1.3...an—1\2 1 a"+?_ g/in+2
T 2.4...2n n—+1 a’r— a?




M.40 E. ANDOYER.

Par suite, en gardant les notations que nous avons employées jusqu’ici,
il vient, en supprimant les indices,

123_‘_0:_!._“:.02: ,'2 0-(2

dp? m or  f(Mm) or’

et si 'on remplace £ par son expression donnée plus haut, on obtient

d*p o 1kM+Bym . Bym Bym
dv‘-’+p_M—|—m<3 72 R T T"')’

et d’ailleurs on a la relation

__ar
——I—-i—p’

en posant, comme nous l'avons déja fait,
R == p,ap.

Le second membre de I'équation précédente se mettra sous la forme
d’une série ordonnée suivant les puissances croissantes de p,

Bo+ Bip + Bapat- ..

Ce que nous nous proposons de chercher, c’est la quantité que nous avons
appelée plus haut ¢ et qui représente le rapport du moyen mouvement du
périsaturne a celui du satellite considéré.

Comme nous 'avons vu, on a

e \/ =f 7.
1+ k% 2K’
on peut remarquer, d’ailleurs, qu’il sera inutile d’effectuer une correction
du premier module obtenu, a cause de la petitesse de I'excentricité qui n’at-
teint pas 1+, méme pour Mimas.

Pour la méme raison, en remarquant que 3, est assez petit pour négliger
son carré dans Iexpression de ¢, et qu'il en est de méme a foriiori de k?,
comme

2—15 =1+ Z{j ...
7 ,
on voit immédiatement qu’au degré d’approximation que nous venons de
définir, on a
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Si d’ailleurs e désigne I’excentricité, on déterminera k en écrivant que le
maximum de p est e, ce qui donne, en ne gardant que les termes les plus

importants,
o — k \/2 (1—B1) ,
Vi &2 Bs

d’ol

Les expressions de B, et de B, sont les suivantes :

o 3.2 /1, 5.4 7.6

ﬁl— N[_jl—«;]: [a2—1)2 <'2—111\I+B1m> -+ g@p@Bgnl—!— aﬁp\;Bsm-{-. . .],
o 5.4 7.20

pg,—— m ((1/’174 B2m+ WBNIZ —+. ..).

Sil'on néglige complétement le carré de I'excentricité dans le résultat
final, il vient
S PO | 1.3 /1 2.5 3.7 .
s = 5 ﬁl— m l:_a? <5kM +Blm> -+ FBgm -~ TZ-G"B;;ITL .. .],
c’est précisément la formule & laquelle a été conduit M. Tisserand par 'ap-
plication de la méthode de la variation des constantes.

- CHAPITRE IIL.

19. Nous avons montré dans le Chapitre précédent comment, dans
certains problémes, ou méme en dirigeant les approximations du probléeme
des trois corps d'une certaine facon, on était amené a la considération d’une
forme d’équation qui demande une méthode d’intégration particuliére. Re-
venons maintenant aux équations générales du mouvement, telles que nous
les avons établies dans le Chapitre I, c’est-a-dire aux équations (7), (9),
(13). Les équations (7) et (9) se présentent toutes deux sous la forme

Ay

d
(1) a0t +Y1(7‘§—|—Y2)/:Y,

I. — Fac. de T. M6



M.42 H. ANDOYER.

les symboles Y représentant des fonctions connues de la variable indépen-
dante ¢.

Il est tout d’abord nécessaire de réduire I'équation (1) & une forme plus
simple, que l'on peut appeler canonigue, en faisant disparaitre le second
terme. M. Gyldén a indiqué plusieurs moyens pour effectuer cette réduc-
tion. Voici, sans contredit, le plus simple et en méme temps le plus avan-
tageux.

Changeons la variable y en une autre z, par la substitution

Y =95

¢ désignant une fonction actuellement indéterminée de ¢.
L’équation (1) devient

. d*z  dz( do . d*o do v
*W+%<2%'+@Yl>+~((zvz+’[%+9°Y2 =Y.

Sil’on détermine ¢ par la relation

d
2(7:)8 +9Y,=o,

I'équation sera ramenée immédiatement a la forme indiquée. On a

1
-5 | Yidv
n=—e S ,

et P'équation transformée est

A’z 1, 1dY)\ o ifva
W“" u<Y2—ZlY1—-E-[Z‘T>—Y€ ,

c’est-a-dire qu’elle rentre dans le type

d’s .
(2) ) W‘{—A:Z———Lo,

qui est le méme que celui de I'équation (13); il faut remarquer toutefois
que, dans le cas des équations (7) et (9), le coefficient Z se réduit a 'unité
lorsqu’on fait 7' = o; dans le cas, au contraire, de I'équation (13), ce coef-
ficient est de I'ordre de m'.
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20. 11 est manifeste que, dans les équations relatives a la premiére ap-
proximation et réduites a la forme (2), les coefficients Z,, Z ne contiennent
aucun terme séculaire, c’est-a-dire aucun terme ou 'argument ¢ figure en
dehors des signes des fonctions périodiques; si I'on peut réussir a intégrer
ces équations sans introduire dans les valeurs des inconnues aucun terme
séculaire, il en sera encore de méme pour les équations relatives a la seconde
approximation et aux approximations suivantes. Or I’hypothése dont nous
venons de parler se réalise effectivement, comme nous le montrerons au
cours de ce Chapitre ; nous pouvons donc supposer que, dans 'équation (2),
les fonctions Z et Z, sont des séries trigonométriques procédant suivant les
cosinus d’arguments de la forme Ao — A, A et A étant des constantes.

Mettant en évidence le terme constant dans la fonction Z, nous écrirons
I’équation (2) sous la forme

dz

g BV + L) s =1,

Z, et Z, étant définis par les formules suivantes :

Z, =B cos (A v+ biM) + B cos (Ao + b)) +. ..+ B cos (Age + BV) +. . .,
Zy =B+ B cos(Ny v -+ &)+ BY cos (N, v + b)) +...+ B cos(A; v + b)) +....

Supposons que, dans Z,, les seuls termes qui puissent avoir une influence
véritable soient les s premiers; en général, d’ailleurs, ce nombre s se réduira
a l'unité.

Considérons z comme la somme de s + 1 quantités auxiliaires

2=+ 5y+...+ 35+ 5541,

ces nouvelles quantités étant déterminées respectivement par les équations
suivantes

d*sz
dy?

a’s
P2t 1B+ B 0 (a0 + 01) ]2 = — B cos (hyo + b)) 2,

-+ [B(o“"_ B(in cos(Ay v + b\")]5, =1,

d?z
5 [BY+ BLY cos (v - )] 55

=— B cos (30 + ) (&, + 35) — BV cos (A, 0 + &) z,,



M.44 H. ANDOYER.

d? ,
o [+ B 008 (v + b1 5,

=— B cos (R0 + b)) (514 B2+ . .+ B5q)
— 551 [y €08 (Asmg 0 + By ) + B 08 (As—g v - b{Ly) ...+ B cos (A, 0 + b{V)],

et finalement, Z,; désignant le groupe de termes dont on n’a pas tenu
compte jusqu'ici dans Z,,
d?z5 4
dp?
=—Z (31 + 5+ ..+ 35)
— 5[ B cos (Ag—y v+ b)Y +BLY, oS (Agmg 0 -+ B2,) ... B cos (A, ¢ + bi)].

+ (B +Z4) 3

Disons tout de suite, en quelques mots, comment on intégrera la derniére
de ces équations, qui ne rentre pas dans la méme classe que celles qui la
précedent; puisque, comme nous 'avons supposé, les termes les plus impor-
tants dans Z sont les s premiers, dans I'équation que nous considérons, le
terme Z, z,,, est d’un ordre supérieur aI'ordre de tous les autres ; on pourra
le négliger dans une premiére approximation, et 'on obtiendra z,,, sous
la forme d’une série

S5 =G+ 8+ 5+,

les termes de cette série étant définis par les équations suivantes, sur les-
quelles il est inutile d'insister davantage,

a’%,

do? + 5(0“% - le’(zj + 23+ ..ok 3g)
- zs[@ffl—)1 COS()\s—q v+ b-};l_)1 )4+ 6(1” COS()\lV ~+ b(x“)],
d2
dvc; + B8 =— 7%,
d2
de: + @(0”{2 =—17%,

.....................

Finalement, on voit que toute la question se trouve ramenée aI'étude des
équations qui déterminent z,, ..., z;, équations qui rentrent toutes dans le

type suivant

(3) Zi‘j-l-[@o—kﬁcos()\v—(—b)]z:U,
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U désignant une fonction connue de ¢, composée uniquement de termes
périodiques.

Faisons remarquer, en passant, que ce type d’équation, au moins pour des
valeurs particuli¢res de A et en supposant nul le second membre, se ren-
contre dans plusieurs théories mathématiques ety joue un réle important,
en particulier dans I'étude des fonctions cylindriques (') et aussi dans celle
des vibrations d'une membrane tendue (*).

21. C’est en ramenant cette équation fondamentale dans sa nouvelle
théorie des perturbations, 4 I'équation de Lamé, que M. Gyldén a réussi a
lintégrer.

Désignons par k une quantité actuellement indéterminée, et que nous re-
garderons comme le module d’un systéme de fonctions elliptiques : soit K
lintégrale compléte de premiére espéce correspondante et changeons la
variable indépendante ¢, en posant

_(;v+b>-——‘”-

2K
Remarquons toutefois que le coefficient A est supposé positif, et que cette
transformation ne doit étre faite que si en outre le coefficient {3 est positif’;
dans le cas contraire, qui se raméne au premier en augmentant b de =, on
poserait
- ()\v +b)=

S R]

zls,

L’équation qui nous eccupe
N ) b S = U
oz +[Bo+Peos(he+0)]s

devient alors

d [4(3°< >+ )\E<—> cosz%]z:%(%)gu

Or les formules connues pour le développement des puissances des fonc-

(1) HeINE, Handbuch der Kugelfunctionen, t. I, p. 404 et 405.
(2) Maruievu, Journal de Liouville, 1868.
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tions elliptiques donnent

R ™ \216 x 292
coszamx:x—2sn'-x:~/o+<_> <L n q
I_

2K Z‘é‘ (/2 COS2 — -

,7T.Z‘
5K I—qk COSj —+ +.uv )y

2K

Y, désignant un terme non périodique, et, si k est suffisamment petit, cette
série converge rapidement : dans cette méme hypothése, le coefficient de

mX . .
€082 - au second membre est d’ailleurs de beaucoup le plus considérable.

Ecrivons en conséquence

7 \2 nx _ k(1—q?) k(1—q%) .
<2—°K> COSQ;‘K—-'Tq—— COS?am.Z‘——IGq—/O
(TN . 29 , T 3q° TX
< K> (I_Q)<I——-q$ COSL}E—\—'I—::? COS6-2——K +..0 ).

Soit n un entier positif quelconque, et déterminons le module % ou, ce
qui revient au méme, la quantité ¢ par 1'équation

B1—g
2 L2 .
n(n+0)k*=k ¥ g

L’équation & intégrer devient alors

d*z ‘n(n41) 4 ( m™\2 n(n+1),, 1
Eﬁ—i—[—z—k coszamx—l—)\—?(ﬁ) Bo— ——z—k Yo |3

Remplagons cos2 amx par 1 — 2 sn*z, et posons

—h= n______(n;— D k(1 —y,) -+ %(%) Bos

I'équation devient finalement

% —[n(n+1)k2 sn“-’x-i—h]z:% <2—7TK> [U—i—f}(l—qz)z <1 z_qqs 00542—;‘ +>]

22. Désignons par V le second membre de I’équation que nous venons
d’obtenir : la détermination de z est ramenée & l'intégration de

(4) e — [ kit 4 s =
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A la vérité, le second membre de cette équation dépend de z qui est la
fonction inconnue; mais le coefficient de z y est d'un ordre de grandeur
assez considérable pour qu'on puisse dans tous les cas remplacer sans in-
convénient, dans V, z par une valeur approchée, celle qu'on tirera de I'¢-
quation méme en faisant abstraction des termes dépendants de z au second
membre, par exemple, et par suite regarder V comme une fonction connue
de la variable indépendante x.

Considérons d’abord 'équation sans second membre

(3) %%—[n(lz+1)kzsn2x+]z]z:o.

On reconnait ici 'équation de Lamé sous sa forme la plus générale : on
en connait l'intégrale générale depuis les belles et importantes recherches
de M. Hermite [Sur quelques applications des fonctions elliptiques
(Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 1877 et années
suivantes, passim)].

Rappelons seulement qu’en posant

@’(m)'
Hz+o) (b-go)=
e e O »
D(z) 0 (@) e )
puis, en désignant par A, A,, ... des coefficients dont il est inutile d’écrire

les valeurs,

F(z)=D2-1®(z) — A D" P(x) + A, D3P () +. ..,

I'intégrale générale de I'équation précédente se présente sous la forme

z2=C(C, F(z)+ CF(—=x);

dans ces formules, . et © sont des quantités convenablement déterminées
en fonction des coefficients de I'équation et C,, C, sont des constantes arbi-
traires.
Occupons-nous spécialement du cas ou I'on choisit I'unité pour la valeur
de 7 : les formules sont en effet alors les plus simples.
. Dans cette hypothése particuliére, la quantité w est déterminée par la
relation
h=—1— R+ £sn’w



M.48 H. ANDOYER.

ou encore, en remplacant % par sa valeur,

2
(6) kﬁsn2w:I~—%<2—ﬂK> Bo+ A2yy;

la quantité p s’évanouit, et 'on a

0 w) LT
F(z)= WO Mz +0) ~Gge—imifg
0(w)0(z)

’

I'intégrale générale de I'équation considérée étant
CF(z)+ CF(— x),

nous pourrons écrire plus simplement, en donnant aux nouvelles constantes
(, et C, une signification différente,

23. Pour pénétrer plus profondément la nature de la solution, il devient
nécessaire, maintenant, d’étudier séparément les deux cas qui correspondent,
d’une part, aux équations (7) et (9) du Chapitre I'; d’autre part, a I'équa-
tion (13) du méme Chapitre.

Envisageons d’abord le premier cas, caractérisé par ce fait que B, ne dif-
fere de I'unité que d’une quantité de I'ordre de la masse perturbatrice. Si
'on observe que A sera toujours un coefficient numérique, qui n’aura pas de
grandes valeurs, sans quot le terme correspondant dans’équation (2) serait
sans influence sensible et ne conduirait pas par conséquent a I’équation
qui nous occupe en ce moment, on voit immédiatement que la valeur de
sn®w, déterminée par I'équation (6), sera négative; par suite, w sera imagi-
naire, sans partie réelle d’ailleurs; en conséquence, nous changerons dans
les formules précédentes w en iw, de sorte que les équations (6) et (7) de-
viennent

(8) k?sn?io —1— % <é—7—%>~ﬁ0+ k20,
. Or(i w) . Quw)
_ o H(z+iv) —Ggoor H(z —iw) G5
(9) s, TG owm .y 0, a0 o™,

Voici, d'ailleurs, comment devront étre dirigés les calculs numériques.
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On déterminera d’abord la quantité ¢ par la relation

_B ),
9= %32 (1—q%);
g ¢tant extrémement petit, il y aura avantage a résoudre cette équation par

approximations successives.
Connaissant ¢, on déterminera k& et le module complémentaire &’ par les

formules

1— gt — g%+ ¢*° 4.
RN EVEL

-

YR — 1—2g’+2gb+2q8+. ..
T 1429420+ 29 +. .. 7

et aussl 2K par la formule
s

2—7?*@1(0)—l+2q+2q +29°+.

La formule (8) s’écrit ensuite
: . 4 m\? A /2K\?
1— A?sn?io = dn*io = 5 <H{> [@0_ T <_TE_> /{z},o];

. o« 2 ) .
il faut donc calculer la quantité % <3§> k2v,. Or v, est le terme non pério-
dique du développement de 1—2sn*x suivant les cosinus des multiples

de T K’ donc

k
— —asnia
yo_Kfo (1—2sn*x)dx

ou, en employant les notations consacrées par l'usage,

o 2J
) Jo—1— K
Par suite

1(2K> r <2K/f ﬂ 2 J
4\ w =i\ Tn 2\7w ) K
4R+ 0g =169+ .
o 1—2q +2q*—2q¢°+...

=4q0+ ¢+ ¢ +q"+

développant le second membre en série ordonnée suivant les puissances
1. — Fac. de T. M.7
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de ¢, 1l vient finalement

K
%<2ﬂ > Kpp=—8¢(1+ 24"+ 4g' +...).

Connaissant

4
anio = (2) 18+ 900020+ 2 hg 5,

w
on calculera sans difficulté w, ou plutdt la quantité e**, a 'aide de laquelle
on exprimera toutes les fonctions de » dont la considération est nécessaire.
On a, en effet, '

dniw =k 0,(iw)

0(iw)
ou bien
1+ 2 coszm'(’J + 2 ’*cos'm'w +
dnie 7 oK 2TOOSALK T
O Tiw . Tiw g
Vk 1—2gC0S2 —— +3¢*CoShf—— —...

2K 2K

grace a la petitesse de ¢, cette équation se résoudra trés facilement par ap-

prox1mat10ns successives par rapport a cos 2 le plus souvent, on pourra

K ;
complétement négliger les termes ol ¢* est en facteur, et I'on aura simple-
ment

dniw
cos2nim—— 1 VK o tang(n ‘cp>
2K 7 2¢ dnie T ag )
9 —;) —+1 9 4
Vk
en posant
dnio
coly = ———-
VK
. Tiw . ' e )
sin2 —= se calculera immédiatement, et I'on aura
e’% cosa L + - ! sin2 112,
o 2K 2K’

W
on en tire** et, s'il est nécessaire, la valeur de w.
O'(im)
O(in)

Portons maintenant notre attention sur la quantité que nous dési-
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™

gnerons par - ta, a étant réel; on a
E) 2¢gsin2 mio 4q*sin/ i —+
0(in) \K/| 7 2K 7 Y S
O(iw) Tiw ?

1—2 cosaﬂi2+2 “cos4
7 2K 27 2K

a se calculera sans difficulté; en général, on aura une approximation suffi-
sante en prenant

I—2gCcos2

2K

Cette quantité o joue un role prépondérant dans cette théorie; comme
nous allons le voir, c’est elle qui fixe la forme des arguments qui figurent
dans la solution de I’équation proposée.

Développons, en effet, en série trigonométrique la valeur de z fournie par
I'équation (g); pour faire ce calcul, nous négligerons la quatriéme puissance
de ¢; il serait d’ailleurs facile de pousser 'approximation aussi loin qu’on
voudrait.

On a
R Vo . _71'_ cN e ﬁ .
H(x—|—zw)_2\/q[sm2K(x+lw) qsmzK(x—kzw)],
=14 2gcos2 ~r
O(z) 7 2K
Donc
Hxz+iw) . .m . L . W .
W._2‘/5[smﬁ(w—l-zw)—i—2qcoszz—Ksmm(x+zm)
—qzsinﬁ(z+iw)—2q3cos2z—xsiﬁ§£(x+iw) ;
2K 2K 2K ’
en outre, nous avons
_ Oy T iur

e Ouw —¢ 2K
Pour simplifier I'écriture, posons

T I
ﬁ_;()\v—kb):vo,
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on peut alors écrire la formule suivante :

oK Oliw) &~ Tw Tw
M Biw” — i_ [e_ﬁe(i—a)ivn__ e2K o—(1+a)iv,
0(x)
_Tw _ T
+ge Wels-aie, 4 ge I g—(1+a)i,
ﬂ T
— ge2K p(1—a)iv _ ge2K p—(3+a)iv,
qge?ke o geke
e 37w
— q2e_ 2K p(3—0)iv, | g2 2K g=(3+)ivg 4 |,

Dans la parenthése nous avons négligé, comme on pourra le faire sou-

vent, les termes en ¢°; la loi de formation est d’ailleurs suffisamment en
évidence.

En posant
_m T ™ it}
ay=e *K—ge?k . _; by=—=e*™ — ge M.
_Tw _ 31w T 3w
a3_qe 2K_qze 2K+ ; b3:q32"-q262 -+ ;

on peut écrire

@ (zw) 3
M O — ‘/—.—[a,e“‘“)""o— ble—(l+oz)[v0+ a38<3“°‘>i"o— bse’(3+°‘>i"o+...].
0(x) l

On a de méme, en changeant i en — i,

H(zx—iw) ’w) Vg
jun a s O — 11 [ble(l+ot)iv° — ape=(1-0)iv | pael3+0)iv, — g e—(3-%)ivg 4, ]
O(z) l -

Si maintenant nous remplacons les deux constantes C, et C, par deux
autres y et § déterminées de facon que

la formule (g) devient
s=y|bsin[(1+ a)vo— 65} + a, sin[(1— &) vy -+ 0,]
“+ bysin[(3 4+ a)oo— 6] -+ @y sin[(3 — &) 0o+ 0] +. ...
Si enfin nous posons

A
;(1+a)_g
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et que nous remplacions 0, par une constante 0 définie par I'égalité

il vient pour expression définitive de z, en remplacant ¢, par sa valeur,

s=y{b,sin(gv—0) -+ a,sin[ko + b — (gv — 6)]
+ bysin[de + b+ (gv — 0)] + azsin[2(dy + b) — (gv — 6)] +. ...

24. Sur cette formule, I'importance considérable de la quantité g, c’est-
a-dire de o, est mise en compléte évidence; dans le cas de 'orbite intermé-
diaire de la Lune par exemple, c’est elle qui détermine le mouvement sécu-
laire du nceud ou du périgée, selon qu’on détermine la latitude ou le rayon
vecteur.

Cette quantité g est voisine de I'unité, puisque, dans I’hypothése parti-
culi¢re de B = o, elle se réduit évidemment & \/B,; I'équation étant alors
en effet z—;j + Byz = o a pour intégrale générale z = ysin(yB, v — 0), yet 0
étant deux constantes arbitraires. Il en résulte que, lorsque ¢ tend vers
zéro et par suite que o augmente au dela de toute limite, la valeur limite

de g doit étre y/B,; il est facile de vérifier directement ce résultat, et en
méme temps d’en conclure une formule plus avantageuse pour le calcul
numérique de g que celle donnée précédemment.
Posant .
Bo+8Mg*(1+2¢>+4q*)+...=1+ By,

de sorte que f3, sera trés petit, on tire d’une des formules écrites précédem-
ment
—r  A2K .
Vi+By= 5 - dnio;
on a aussi
A
= - .
g§=;+0a)
Donc

g——I:V/I_:@T)—I-i—g(hi—a—%—]édniw);

TL'

V1 -+ B, — 1 se développera sans difficulté suivant les puissances de §,. Con-
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. . A
sidérons maintenant le facteur de >’

2K . .
1+a——ﬂ—dnzm;

on peut I'écrire

T i 0Ge) w V' 0(e)’
ou bien
lq‘ . 2K 1 e 2K 57 .
o(ia) [@(l&)) +— l—.@ ({w) — ?\/k @1(1(9)] ,
ou encore, en ordonnant le numérateur et le dénominateur par rapport aux
puissances de ¢,

s coszﬂ'im 1 Sinzniw g8 3c0827rio) 8 ‘Sin[;ﬂiw +
7 2K 2K 7 d 2K 77 2K 7T
1— 2 coszn—iw—t—z ‘cos’mw—f— )
7 2K 27 COSAT K e
. . T
Tiw I . miw . , - ,
le facteur <coszﬁ — sin2 ?IT) sera d’ailleurs remplacé pare *,et1on

aura finalement par le calcul de g — 1, la formule

TW . 8

—— Tio TLw
K, _, 2 3 b
e M4 +8 082 —— — —@g*sinf —— +...
1o, Tg, A hq he*+8q°c 2K 77 42](
§—1==B,— 5B+t : - .
2 8 2 - COSQTL'lm ) "cos[;T”w
hd q 2K 49 2K -+...

Si l'on suppose que, dans I'équation considérée, le coefficient § tende vers
zéro, il en sera de méme de ¢; w augmentera au dela de toute limite, mais de

Tiw .
facon que g cos2 Sk reste fini, comme le montre la formule

dniw .

Tiw 1 VK

COS2 —m == —— Y,
2K 2q dniw

—" +1

VK

dniw ayant une valeur déterminée, différente de I'unité ; de méme

! sinznm
iq 2K
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restera fini; la formule précédente nous donne donc immédiatement, comme
nous l'avions prévu, pour valeur limite de g,

T3Py — 3B+
s 1 C , .
c’est-a-dire /B, , puisqu'ici 1 + B} ne différe pas de §,.

25. Pour achever la solution du probléme, en restant toujours dans le
méme cas, le plus important d’ailleurs, il faut revenir a la considération de
I’équation avec second membre (4)

d*s
P (2k*sn?z + h)ys =1V,

V étant une fonction périodique connue de ¢ et contenant aussi des termes

T ., . .. .
de la forme z cos2 i > £ étant un entier positif; ces termes, nous I'avons dit,

seront remplacés par leurs valeurs approchées.

Si d’une facon générale deux intégrales particuliéres de I'équation sans
second membre sont désignées par z,, z,, leurs dérivées par 7z, z,, I'inté-
grale générale de I’équation complete sera, en représentant par C, et C,
deux constantes arbitraires,

2z, V , 5V
=23 <C1+f"“_,_27—,d‘1»' -+ % <(12— 7 ! 7 d[l')'
333 — 515, 2,8, — 53,

Dans le cas qui nous occupe, nous avons

. Oiw) . [CXIY
_ H(z+iw) -G _H(z—iw) Go=r,
3= 0(2) e Ouw™, zz__@We o)
par suite,
o o H(z+io)H{xr—in)—H(z—io)H(z+iw)
523 515, = o' (2) e e
Y 0'(iw) H(z +io)H(z —iw)
0(iw) 0 (z)

Or 'équation différentielle que nous envisageons manque du terme cn

’ ’ - ’ o . .
7> donc 3,3, — z,z, est indépendant de «, et, pour en calculer plus facile-
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ment la valeur, nous pouvons y faire = o il vient alors immédiatement
o A 5 H(l”l))
T 02(0)0 (iv)

o H(io)H, (i0)0,(im)
o ' 02(0)0({w) )

[H(iw)0 (in)— 0 (in)H (in)]

Par suite, pour avoir la solution compléte de I'équation, il faudra ajouter
a la solution obtenue, en partant de I'équation sans second membre, la
fonction

N . . O . B)(i
(?-(o)(-)('zm) . H(x — i») eﬁ;x H(x+lw)e_dex
2k H(im)H,(i0)0,({w) O(x) O(z)
. O'liw) . O
H(x +in) ~ i ® [ Bz —1in) o=mwe
T e ¢ fWe = ‘dl’]-

Le coefficient qui est en avant du crochet se calculera facilement en déve-
loppant chaque facteur suivant les puissances de ¢; on aura, avec une ap-
proximation suffisante, c’est-d-dire en négligeant ¢,

O(0) —=1—2g—+...,
L )
@(iw):l—g(«e"—i—e ">—|—...,
o — T
@1(im):z—|—q<e“ +e ")—l—...,

. . 3mia i ‘ .
H(iw) H,(z‘w):%q(zcos%g—i—zq?cos T )+...> <2sm%(—)——2qzsm3mm+...>

K 2K K 2K

:\/5(1-—2(12)2sinﬂTl(9 4

_ o _mo
:i\/q(x—zqi)<e" —e ")—0—....

Quant au crochet lui-méme, on le calculera de la facon suivante : chacun
des termes de la fonction V peut, 4 un coefficient constant prés que nous
laissons de coté, s'écrire sous la forme 2 cos¢), ¢, étant une fonction linéaire
de 'argument désigné précédemment par ¢,; supposons V réduit a ce seul
terme ; remplacant 2 cos¢, par e + e~ on aura

H(x—ion)
O(x)

Ouw) b . ,
e Olw) " YV — _{Z [ bleu+a)wa+wo 4+ b"‘“'w’""—“’o

. ale—'l—a)'wo—riuu . ale' ;laa)ivo—ivu 4. ] .
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Si done ¢ est de la forme X'p;— A’, X" et A’ étant des constantes, on aura

. O'(iw)
H(z — @) Giw ™ vax
. 0(z)
— i/'q’ Z_IS b: (1+0L}ivg+ivy + bl (1+aL)iv,—iv)
T L4 oa)+ ¥ (t4+oa)—%¥
. a, Ie—u—oc)wo—m; . a4 /6—(1—-001':'0-10(; +—.. .- ;
—(1— )+ A —(1—a)— 2 i
donc
. (O 0 . (OX
H(x’—i—lw)e—ﬁx H(x—tco)edex
CIE) ()
— \ﬁ 2_1_{ a, by _ Aty a, b, SO
¢ m{(1+o)+ 4 (1+a)— N
a b, — vy tiv) a, b, —2i0—iv,

—(— )+ ¥ u+—-(1—a)——7;’

. a? 4 b3 o
—(r—oa)+ A (1+a)+ 2

a3 02w )
—[—(‘_Oﬂ)———ll_}‘(l_,_a)__)\/Je '+‘...$,

. O'tiw) . O'liw)

H(x—in) - ( Hx+iv) —5.—= Cq-

Le terme Z =) Gu® [ M=+ 10) ~Gi0* v gp se déduisant de
0(x) 0 (x)

celui que nous venons de calculer en changeant le signe et remplacant /

par — 7, on voit immédiatement que la somme de ces deux termes, c’esl-

a-dire la quantité que nous avons en vue, sera, apres les réductions faites,

2 (}2]{ a, b, a, b, ' .
i [(I—I—ot)—i—?\'_i——(l—oc)—)\’:l coS(260+¢4)
a1b] alb1 '
[(1+o:)—k’+——(1—-a)+)ﬁ]cos(w°‘v°)
[ — b B T een
—(1— )+ N ——(1——0()-—7\’+(1—|—oz)+7\’+(1+oc)—7\” ot

Pour abréger, nous avons négligé dans ces formules tous les termes dé-
pendant de a; et b, : ce qui pourra d’ailleurs se faire dansla plupart des cas,

la fonction V étant, en général, petite.

26. Enfin, pour terminer ce que nous avons a dire au sujet de 1'équation

qui nous occupe, il est nécessaire de faire avec M. Gyldén deux remarques
M.8

I, — Fac. de T.

L
s
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de la plus haute importance, et quinous permettront de pousser 'exactitude
des calculs le plus loin possible.

En premier lieu, on congoit que, quand on aura affaire aux équations de
la seconde approximation et des suivantes, il pourra exister dans la fonc-
tion V, qui forme le seccond membre, des termes tels que v,sin(g,¢ — 0),
<, ¢tant une valeur approchée de la véritable valeur du coefficient g3 la
derniére formule du précédent paragraphe permet de vérifier immédiate-
ment que ces termes introduisent dans I'expression finale de z de petits
diviseurs d’intégration, affectant des termes a trés longue période; ils ont,
par suite, une influence considérable sur la détermination exacte de la solu-
tion, et il est du plus haut intérét de les éviter; c’est & quoi 'on parvient a
PPaide de Dlartifice suivant. ,

Ajoutons aux deux membres de I'équation

2

7 +z[By+ Beos(he +b)]=T

N
(3]

la méme quantité AB;z; mettant en évidence au second membre le terme
dont nous voulons éliminer I'influence, il vient

d?*z

o [1+4 Bo+ ABp—+ B eos(he + b))z =vy,sin(gev — 0) + AByz + Uy,
U, ne renfermant plus le terme en question. Au second membre, rempla-
cons 3 par ¢, sin(g,v — 0)+z,, e, ¢tant le coefficient du terme sin(g,¢ —6)
dans la série qui représente la valeur approchée connue de z; il est clair
(ue 3, sera une quantité trés petite et qu’on pourra tout d’abord négliger,
(uitte & en tenir compte ensuite par les méthodes ordinaires. Déterminons
maintenant la quantité AB, par la condition

e ABy+ 7, =0;

on voit que le terme considéré a disparu au second membre de la nouvelle
équation; cette nouvelle équation ne différe d’ailleurs de I'ancienne que par
une modification dans le coefficient §,. Lorsque les termes que nous venons
d’envisager se présenteront, il faudra donc commencer par faire subir cette
correction au coefficient §,.

En second lieu, nous avons annoncé que I'on pouvait éviter, dans U'inté-
gration des équations successives qui déterminent des valeurs de = de plus
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en plus approchées, 'introduction des termes séculaires; c’est cette asser-
tion qu’il s’agit maintenant de mettre en lumiére.

Il est manifeste tout d’abord qu'il faut distinguer dans la fonction V
deux sortes de termes : ceux qui sont connus avant I'intégration et ceux (ui
sont multipliés par z, termes qui, nous I'avons déja fait remarquer, sont de
la forme

_ 7 T X
u<a¢ cosh +ascosﬁm +>
Les premiers termes, que nous avons envisagés plus haut, n’introduisent
aucun terme séculaire dans la valeur de z; il n’en est pas de méme des
autres. Si, en effet, nous remplacons dans ceux-la z par sa valeur tirée de
I'équation sans second membre

(i )

. Ot ) .
H(z+iv) —go=r H(r —iw) Go==
BT B T T ek

G

et si nous ne conservons que les termes susceptibles de fournir dans 1'ex-
pression finale de s des termes séculaires, nous voyons que notre attention
doit se porter tout enti¢re sur I'unique groupe suivant, ou A désigne un
facteur constant,

. —®Ww)x . .
AC,H(g(:;G))e Biw) fH(x-i—zg?)(I;;x l&))(a‘cos[;:—ﬁ +...>da~,
. i w) . .
'—ACQE%;%)—)C@““’)I‘fH(x—'—l(;)ﬂ)(ggx—l(’))<0(5,0054:i§+...>d&l‘.

Or on a la formule

H(x +io)H(x —im) kO (in)

o () = & (0) (sn*z —sn?in)

22— consto— =) L (34 L LT S
sn?x = const. <2K> /<2<1—q'lcoszzK+r—q‘COS[‘é_K+"‘ .

On obtient, par suite, les termes séculaires suivants

O w)

. mz\* 0*(iv) 4sqg° , H(x+iw) —®~/'§Li’-r H(z—iv) g x
3| A“s(m) k@ﬂ(oh—qs][cﬂ e s e - Teo S
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c’est-a-dire un groupe de la forme

. i . X
(ot iv) -Gt Hlx— i) gitl)
0(z) G

Bz [C L

Nous allons faire voir maintenant que, a 'aide d'une légére modification
dans la valeur de w, on peut se dispenser de tenir compte de ces termes. Si,
en effet, dans la formule qui donne z, on augmente » de dw, la valeur de z,
prend un certain accroissement dz, dont la partie séculaire, il est facile de
0'(iw)
B(iw)
partie de z qui est fournie par I'équation sans second membre. Sil'on n’a

le vérifier, provient uniquement de la variation du coefficient dans la

égard qu’'a cette partie séculaire, on a

. Ove L @i ~
Alx+in) ~gige C,we@;“"x] LLEL)
idw?

d"':“”[c‘ 0(z) > 0(2)

il en résulte immédiatement que, en déterminant dw par la formule

d—-——-—‘ l(;‘lj;zi () dw + B =o,
on pourra, en introduisant dans toutes les formules précédentes w + dw &
la place de w, faire abstraction des termes séculaires introduits par la con-
sidération des termes multipliés par z dans la fonction V. Il faudra d’ailleurs
avoir soin de tenir compte des termes périodiques multipliés par dw, intro-
duits par cette modification.

Remarquons enfin que nous avons pu, & bon droit, traiter dw comme
une différentielle, le coefficient B étant, comme on le voit immédiatement,
extrémement petit; il suffit de se reporter aux formules précédentes et a
I'expression des coefficients «;.

27. Revenant maintenant a 'équation (5) et aux formules (6) et (7),
supposons qu’on se trouve dans le cas qui correspond a I'équation (13) du
Chapitre I, c’est-a-dire que B, est, comme B,, de 'ordre de la masse pertur-
batrice; la formule (6) nous montre alors que A*sn®w est trés voisin de
Punité et que, selon les cas, on a k?sn*w <1 ou k*sn*w > 1. Dans la pre-
miere de ces hypothéses, w est de la forme K —+ ib, b étant réel et voisin
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de K’; dans la seconde, w est de la forme a + iK', a étant réel et voisin
de K.

Dans le cas intermédiaire, trait¢ par M. Gyldén, o est égal 4 K + /K’;
mais alors la solution de I'équation, telle qu’elle est fournie par la for-
mule (7), devient illusoire; on se trouve dans 'un des cas ou I'équation de
Lamé s’intégre par les fonctions doublement périodiques proprement dites;
d’ailleurs la solution contient un terme proportionnel a x.

Examinons rapidement ce qui distinguera les deux cas que nous venons
de signaler de celui que nous avons traité dans les paragraphes précédents.

n premier lieu, soit @ = K ~+ ¢b; en partant des formules

H(z + K+ ib) =H,(x + id),

O'(K -+ b 0, (i)
O(K+ib) — 0,(ib)’

on voit que la valeur de z (en faisant abstraction du second membre) sera
de la forme

. @' ity . O ity
Hi(r 7y ———» H (z—ib) ——=
3=C ————¢ O oat A Sl s T
(10) C, 0(x) e + G, 0(2) e

La comparaison de cette formule avec la formule (9) nous montre des
analogies trop grandes entre les deux cas correspondants pour qu'il soit
nécessaire de poursuivre en détail le développement de la formule (10).
' (ib)

Remarquons seulement que, b étant voisin de K’, la fonction 0. ()
1
.. 0, (/K") a. i ., . .
voisine de 0.k © est-a-dire de — Sk’ 1a quantité qui correspond i ce

sera

que nous avons désigné précédemment par o sera donc voisine de — 1, ce

qui introduit, on le voit immédiatement, dans la valeur de = des termes

longue période. 7
En second lieu, placons-nous dans I'hypothése ot » est de la forme

@ + tK’. Partant des formules

e—%(zx-&—zaa—ik';

Hz+a+K)= {0(x+ a)

b

T ax—aa—iK')

H(x —a—iK')=—i0(x —a)eik

2

0(a+K") Wi(a) i
O(a+iK')  H(a) 2K’
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on voit que 3 peut se mettre sous la forme

H{a) *
eH [CTR

O(x +a) -9, O(x —a)

— ial
(11) =0, o) e + Cy 0 (=)

De méme que les formules (g) et (10) ont entre elles la plus grande ana-
logie, de méme celle-ci correspond a la formule (7) dans le cas que nous
avons seul laissé de coté, celui ot ® est réel. Dans ces deux cas, la solution
de I'équation (5), telle que nous 1'avons présentée, est a rejeter; car, comme
le montrent les exponentielles réelles qui figurent dans les formules (7)
et (9), les termes séculaires sont impossibles a éviter; il faudra recourir
alors & d’autres méthodes. Hatons-nous d’ajouter que ces deux cas se pré-
senteront trés rarement en Astronomie; sans exceptions, pour ainsi dire,
les équations qu’on aura a intégrer se présenteront sous une forme permet-
tant P'application de la méthode que nous venons d’exposer ou, tout au
moins, pouvant se ramener sans difficulté a cette forme.

Si l'on représente la quantité » dans un plan a la facon des variables
complexes, selon les valeurs des constantes qui figurent dans la formule (6),
son affixe pourra étre un point quelconque du périmétre du parallélo-
gramme OABC ( fig. 1) de cdtés 2K, 2K’ construit sur les axes. La mé-

Fig. 1.

o A x

thode que nous venons d’exposer ne sera avantageusement applicable que
st w est représenté par un point d’un des deux cotés verticaux OG, AB.

CHAPITRE 1IV.

28. Pour mieux faire comprendre les développements qui précedent et
mettre en lumiére le progrés réalisé par M. Gyldén, nous allons intégrer
les équations de l'orbite intermédiaire de la Lune, telles que nous les
avons établies a la fin du Chapitre L.
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Envisageons d’abord 'équation (14) qui détermine la latitude

d’s 3 . ds ) 3., 3, . ]_
W_E‘wsm()\‘ -—A)(-l;-{—.s[l—l—;p.—i—gp cos (As A)y_o.

Nous réduirons cette équation a la forme canonique en posant

N 3
%uafsin(hu»—:\)dv T‘;—cos()\p—m'

s—=235€ =3Je H

avec une exactitude suffisante on aura

3 2
S:S[I—— 4{; cos(kv—A)j‘;

quant a I'équation réduite, ce sera, en négligeant toujours les termes

d’ordre supérieur au troisiéme,

2z 3 3 A
d 5+ [1+ ;,u‘l—l— —2-,u‘-’<1+ §> cos()m-—A)] s=o0;

en posant U = o,

nous serons ramenés a 'équation (3) du Chapitre précédent, dont nous
adopterons toutes les notations : disons tout de suite aussi qu’on pourra né-
gliger le second membre introduit par la transformation qui raméne cetle
équation a I’équation de Lamé.

- Les calculs sont effectués avec six décimales, afin de déterminer w avee
une précision suffisante.

Avec Laplace, faisons g =o0,0748013 (Mécanique céleste, Liv. VI,
n° 16); comme nous I'avons fait remarquer déja, ce nombre est différent
de celui que, dans la théorie de M. Gyldén, et aprés lui de M. Shdanow,
joue le méme réle, et qui a pour valeur 0,0754383 : ceci provient de ce
. que le nombre que nous adoptons est le rapport de la durée de la révolu-
tion sidérale de la Lune & celle de la révolution du Soleil, tandis que le
nombre adopté par M. Gyldén est le rapport de la durée de la révolution
anomalistique de la Lune & celle de la révolution sidérale du Soleil. '
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Nous avons

logpe vervvnvnnn 2, 873909 log(Bo— 1) 3, 923909
I3 - -
logr—p= log; -+ 1,966235 logB......... 2,208383
logh........oonit 0,267265
108G cevveenennnn. 3,071795
" - o 2K
logh .o, 1,135910 !og—ﬁ— ------- 0,002048
loghk'coooviv it 7,995901
1028 vvveeennnns 3,925878
logdnio. ......... 0,033540 % — e, 2020’ 41", 9
T
loge2® . ... ...... 0,770031
_E» -
loge 2%.......... 1,229949

& — 1= 0,004081.

La valeur exacte de cette quantité est 0,004022; nous la trouvons en pre-
miére approximation avec une erreur égale & peu prés a la soixante-dixiéme
partie de sa valeur.

Achevant le calcul en ne conservant que cinq décimales, nous avons

logb,=o0,77004,  loga,=1,21181;
les autres coefficients peuvent étre négligés; finalement
5=y |b;sin(gv —0) + a,sin[(Ae —A) — (8o — 0)]|.

Par suite,

2

s:y$<bl+ g-a, ’;~> sin(gv — 6) + <a,—+—gb1%—2>sin[7\v—A— (gv—@)]é
=y [A;sin(ge— 0)] + Bysin[ae —A— (g9 — 0)],

en faisant
logA,=o0,77005,  logB,=1,22926.

. Bl P : L ! . (0)
Le rapport x, est précisément le coefficient désigné par Laplace par BY

dans sa théorie de la Lune; il est ici égal 4 0,002879; Laplace donne pour
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sa valeur 0,002826 : la principale inégalit¢ de la latitude de la Lune se
trouve donc déterminée par une scule approximation, et sans aucune hypo-
thése préalable sur la forme analytique de s & un cinquantiéme pres dé sa
valeur. Pour déterminer v, qui est une constante d’intégration, nous ferons,
notre but étant la comparaison de nos résultats avec ceux de Laplace :
YA, = 0,0900807; ce nombre est en effet le coefficient du terme sin( ge — 0)
dans la valeur de s donnée par Laplace; il vient ainsi

et, si 'on pose

s=so8in(gv — 0) + s, sin[(Ao —A) — (gv — 6)],

on a

logs,=2,95463,  logs,=3,41384.

29. Passons a la détermination du rayon vecteur; on a 'équation

d? 12 2 3N\ . d, 3, (9 , 12
~f+<ﬁ%—5p->51n(lv—A)£ +P[I—5.w—(gp-—!—7\2__“1>cos().w—A)]
=— 38— 21+ 3p")[1+3cos(hv —A)] — ju2Esin(de —A)
+3p2f(1+3p")sin(Av —A)dv + 3p2 fEcos(he —A) d,

en posant
E=—4fp'd' et  p'=¢ cos(c'v'—w').

Cette équation doit d’abord étre réduite 4 la forme canonique. Posant

o= "e(%pﬁ— )T‘i%)fain(lv—A)dv

ou, avec une approximation suffisante,

. 32 2 1 ,
p——~[l+—)\’<"ﬁ—z> COS()‘J —A)], »

et, négligeant tous les termes d’ordre supérieur au quatriéme, il vient, pour
équation réduite, en posant b == — A, et désignant par U le second membre
I. — Fac. de T. Mg
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de I'équation précédente,

2
Z—‘j + z[Bo+ pBcos(hv+ b)] =1,

\ 3 3 A 124
[ —
Ourﬁo_]_gpﬁetB_E}Lz(S_.;._!_XQ___).

— 1

Calculons U. On a d’abord, en faisant ¢’ =1, en dehors du signe cos,

E=—4¢'sin(c'v' —a');
donc

; 3 3
U :_ESL— ép.2+ ;pz?(l —|—;> cos(hy +b) — z-p‘zs’ cos(c'v'—w')

+ $p2e’ cos(c'v' — ') cos(hy + b) — 6p2e’ sin(c'v' — &) sin(he + 0)

—3p2e f[3 cos(c'v' — @) sin(Av + b) — 4 sin(c'v' —®') cos(hv + b)ldy.

Les termes du troisitme ordre dans U sont d’une importance minime par
le calcul exact de p; mais leur influence est considérable pour la détermina-
tion exacte du temps. Comme on ne peut prétendre obtenir, des la premiére
approximation, une valeur exacte du temps, nous ne garderons dans U que
les termes du second ordre, et ceux seulement du troisiéme qui ont la plus
grande importance dans la détermination du temps, et en particulier de
Pinégalité connue sous le nom d’éguation annuelle.

En conséquence, nous ferons simplement

U=—3s2—1p>+2stcosa(gv—10)

—+ ?23 joe <x + %) cos(hv +b)— gp%’ cos(c'v'—w').

Drailleurs, il est nécessaire de le répéter, il ne faut pas s’attendre & obtenir
avec une grande précision le coefficient de I'équation annuelle : on en aura
seulement la partie principale; sur la détermination de p, au contraire, les
termes que nous venons de négliger n’ont pas d’influence sensible au degré
d’approximation que nous poursuivons.

Intégrons d’abord I'équation sans second membre; nous adoptons les
notations du Chapitre III, en remplagant toutefois les letires g et 0, déja

' T
employées, parcet & — -
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1l vient alors

log (1 — 50) - §>923909’

logf =2,974494,

log g —3,837883, logk =1,509162,
logQ—TIS =o0,011878,  logk' =T1,976079,
log B3, =3,850915n,

logdniew =—o0,020341, 2—‘1’:2"7’43”,57,

M
loge?h =0, 358297,

TW

loge *% =71,641703, loga = 2,835637,

I— ¢ =0,008447.

La valeur exacte de cette quantité est 0,008452; 'erreur que nous avons
commise est donc pour ainsi dire insensible, et nous obienons avec une
grande précision le mouvement du périgée lunaire.

Il vient ensuite

loga, =1,62584,  loga;=3,4790,
logb, =0,35772,  loghs;=2,1803,

de sorte que, abstraction faite des termes provenant de U, z se met sous la
forme

e}b,cos(cy — @) +a; cos[he — A — (co — )]

—bscos[he — A+ (cv —m)] —ascos[2(he — A) — (cv — )] +.. NF

¢ désignant comme & une constante d'intégration.
Calculons maintenant les termes qui proviendront de I'action de U la

. . ' r 3\ 2 ] .
fonction V du Chapitre précédent est égale a é(%) U; écrivant donc V
sous la forme
2dy~+ 2d, cos(2gv — 26) + 2d; cos (kv + b) + 2d; cos(c'v' — '),

nous aurons
logd, :§,69132n, logd2:§,52706,
logd, = 3, 9848, logd; =5,892321;



M.68 H. ANDOYER.
d, a é1¢é calculé en prenant pour ¢’ la valeur que donne Laplace, savoir

0,0016814.

Nous allons calculer les termes correspondant a V dans z, et, dans ce
calcul, nous négligerons a, et b,, ainsi que nous 'avons expliqué au Cha-
pitre précédent; il est en effet sans intérét, dans cette approximation, de
tenir compte de ces termes. Nous appliquerons donc simplement les for-

mules données au Chapitre III.

Posons
A 2Kvg  02(0)8(iw)

YT FH(ie) U, (10) 0, (i0)°

la partie de z due & V sera

2a? 2 b2
d[—— _2h —|—2albi<
I— I+ o

> cos(lv—i—b)—i—...]

I+ a I— o

"2 2 2 2
S d, % A —+ % iz bi i bi iz cos(2gv—20)+...
—a— 22 a3 a3 l—i—oc—T"’

2

2 2 2
+d1[a1bl . a, b, _( a; + . b3 . ila) COS()\V—I—b)“‘---]

2 2 2 2 -

+d, ! — + d] —— b — — b — \cos(c'v'—B') +...
2¢' 2c'p ac' ac'py
I—o— == I—ad —= lhad—- Tha— -

..........................................................................

Les termes que nous avons omis sont sans influence pour le but que nous

poursuivons.

Le coefficient A se calculera par les formules données dans le Chapitre

précédent, et, en représentant la partie de z due a 'V par
g+ a3 082 (gv — 0) + bycos(Av — A) + bycos(c'v —o') +...,
nous aurons
logA —1,29123 n,

loga,=3,9384 n, logb0:§,8716,
loga,=3,3009 n, logb,=14,1548 n.

Enfin on obtiendra la valeur de p par la formule

p—_—z[1—|— 3—;26\—2—2:—1 — %) cos()\v—A)]—_—a[I—l—2ﬁ,cos(lv—A)],

)
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_logB,=3,41636.
Donc, puisque

S=ay+ a, c0s2(gv — ) + bycos(hy — A) + bye cos(cy —w)
+ a6 cos[(Av—A)—(cv — )] — by cos (hv— A~ co — ) + b, cos (¢ o' — &) ...,

le terme qui a pour coefficient a,¢ étant négligeable, il vient, en ne gar-
dant que les termes d’ordre inférieur,

p=ao+ b1+ ascos2(gv — ) + (b,+ 2a,3;) cos(hv — A)
+bie +a,Bie— byBie)cos(cy —w) + (a6 + b, B,e) cos[hv — A — (cv — ®)]
— (b3 — b, Bie) cos[Ao — A+ (cv — )] + bycos(c'v — ') 4. ..

ou

p=A,+ A cos2(gv—08)+ A,cos(he — A) + A cos(c'v — ')
+Biecos(cv —m)+ Bye cos[Ao— A —(co — )]+ Bsecos[Av — A 4(co —m) | +...,

etl’'on a
logAy=3,9374n, logB,=o0,357992,
logA,= 3, 3009 n, logB,=1,6319r,
logA,= 13,8690, logB;=3,9639 n.
logA,=14,1548 n;

30. Arrivons enfin & la détermination du temps, qui nous permettra, par
la comparaison avec les observations, de déterminer des valeurs fort appro-
chées des constantes ¢ et p, ce qui est le but principal de cette premiére
approximation.

Nous avons

dy

hu? 1+ 2 02 _dv
oy hru?

— Vo ap Lt p)
hu=\/p ap aip Z;
0Q

PR ' 9s ' dv .
Donc, en négligeant le carré de l'intégrale o s qui est du qua-

dt —=

et

(1+p) =25 (1+p).
P P’

wlw' =



M.70 H. ANDOYER.
triéme ordre,

ndt 3 s 0Q dy
v =P (1+p) <1“ _d_v'h?_uz>

ou

ndt 0 dv
a0 -=p (1—2p+3p—4p)<1—fdv T z

d’ailleurs, en faisant 5 égal a I'unité, comme nous 'avons fait jusqu’ici,

Q d 3
o e = 51 (1 39— ) sina 0 — ")

nous ferons encore

2(v —¢')=hyv —A,

négligeant E qui fournirait des termes du troisiéme ordre, il est vrai, mais
dont les arguments Ao — A == (¢'v — @") ont été négligés jusqu’ici; pour la
méme raison, nous négligerons le terme en o' dans I’élément différentiel de

I'intégrale précédente; en résumé, nous avons
9 b

%% 7;?1_‘;? = %”2‘305(7‘V—A)+6H2fp sin(ho — A)dp

et nous réduirons d’ailleurs, dans la derniére intégrale, p & sa partie princi-

pale
Ao+ Becos(cv — w) + Byecos[(Av — A) — (¢cv —®)],

de sorte que finalement

0 dv _ 3p? Ay 3p'Bse .
th—uz-_—z—f(l——l;Ao)cos()\v A) - cos(cy — ®)

31¢ Bie 3u2Be

e cos[(lv—A)—(cv—-w)]— o cos[Ae — A + (cv —m)]

_ 3p2Bse

Py p— cos[z(lv—— ) —(cv — ®)] +
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on aura ensuite

1—2p+3p?—4pP=1— 2A,+3A2 + 3A2 + B2+ B2 +. ..
—2A;cos2(gv— 0) —2A;cos(c'v — ')
+(—2A; +6A,A; +3B;Bye?+ 3B;B;e?) cos(hv — A)
+(—2B;e+6A,Bye+3A,B,e +3A,B;e—3B}¢?) cos(ev—wm)
+ (—2Bye +6A,Bye+3A,B,e) cos[Ay — A — (cv — ®)]
+ (—2B;e +6A,Bje+3A,By¢e) cos[Ay — A + (¢cv — )]

+3B2e’cos2(cv — @) +. ...

Finalement, en ne gardant que les termes dont les arguments sont o,
o —w, 2(c0 —w), 2(gv—10), Aoo—A, Ao — A — (v —w), ¢V — &,
c¢’est-a-dire ceux qui fournissent les quatre grandes inégalités du mouve-
ment de la Lune en longitude : équation du centre, évection, variation ct
équation annuelle, il vient

3 p?
2

ndt 3 3 3 3 9
- =p*l1—2A,+ 3A% + 5A§+;B%s*+ —2-B§a~—|—

(1— A At ...
4 cos(cy — m) [— 2 Bye - 6A,Bye - 3A,Bye

I ‘
+3A,B3e —3B3e%+ 'Y (1—4A,)B,e

3p2 3u2B -
—i—-;%(l—l;Ao)Bsa—i- ‘uc 28(1—-2;‘\0)—1—...J
+cos2(ce —w)[$Bie2+...] +cosa(gyv —O)[—2A,]

+cos(kv—A)[—2A2+6AOA2+3B1B259
. 3
+3B1B3’3'_W(I—AAO)(I—‘zAO)"*“'“—l
+ cos[Av — A — (cv — @)] [— 2B,e +6A,B,e+3A,B,¢
32
+ e (1 A B

3u2B,e -
+—}f‘_—;(1_on)+._.J

+cos(c'v — ') [—2A,;] —|—...§,

formule dans laquelle ont été omis les termes d’influence comparable
ceux négligés dans les calculs précédents.
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La constante p sera déterminée de facon que le terme constant au second
membre de cette équation soit égal a I'unité et la constante ¢ de facon que
le terme en sin (¢v — @), dans I'expression de ¢, ait une valeur donnée,
fournie par les observations, et qui est le maximum de I'équation du centre.

Pour comparcr plus facilement notre résultat & celui de Laplace, je
prends la formule méme de Laplace, en ne gardant que les termes qui nous
intéressent, savoir

nt+ 1l =v—69992”,30sin(cy —w) +1442",66 sin2(cv — w)
+1255",92 sina(gv — 0).— 5856",11 sin(Ay — A)
—14461",28sin[ kv — A — (cv — ©)] + 2106, 09sin(c'v' —®') +...;

ce sont d’ailleurs des secondes centésimales qui figurent dans cette formule ;
différentiant et convertissant les secondes en partie du rayon, il vient

n g—i —1—(1,03748) cos(cv — w) + (3,65263) cos2(cv — ®)
+(3,59788) cos2 (g¢ — 0) — (2,23100) cos(hv — A)
—(2,29025) cos[Ae — A — (cv — @)] + (4,3935) cos(c'v' — &') +.. .,

les nombres entre parenthéses désignant les logarithmes des coefficients.
Déterminant p et ¢, comme nous venons de le dire, on trouve, par un
calcul facile,
3 — -
log p? —=1,99043, loge =2,37684,
logB,e —2,73476,  logBye = 2,00875.

La formule que nous avons trouvée s’écrit alors

n ‘ﬁ :1—(?,03748> cos(cy —w) + (3,6361) cos2(cy — )

dv
+ (§,5924) cos2(gv — 6) — (2,2518) cos(he — A)
4= (E,2555) cos[Av— A —(cv—w)] + (1,4463) cos(c'v —w')+....

Nous voyons ainsi que nous avons déterminé la variation & 5 prés de sa
valeur, 'évection & % prés et I'équation annuelle & § prés; ces écarts n’ont
rien qui doive nous surprendre, et 'on peut affirmer qu’il suffirait de faire
une seconde approximation pour arriver, en conservant tous les termes
nécessaires, a des résultats aussi précis que ceux de Laplace.




