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Composition dans les espaces de Besov critiques

Salah Eddine Allaoui(1), Gérard Bourdaud(2)

RÉSUMÉ. — On considère les opérateurs de composition Tf (g) := f ◦ g
agissant sur les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel à valeurs vec-
torielles. On suppose que les entiers k, n vérifient 1 � k � n, que p, q ∈
[1,+∞] et que s =

n

p
> 1. Si f est une fonction de Rk dans R telle que Tf

envoie Bsp,q(Rn,Rk) dans Bsp,q(Rn), alors ∇f appartient localement uni-

formément à Bs−1
p,q (Rk,Rk). La même assertion est vraie en remplaçant

Bsp,q par F sp,q .

ABSTRACT. — We deal with the composition operators Tf (g) := f ◦ g
acting on vector valued Besov and Lizorkin-Triebel spaces. Let k, n be
natural numbers such that 1 � k � n, let p, q ∈ [1,+∞], and let s =
n

p
> 1. If f is a function of Rk to R such that Tf takes Bsp,q(Rn,Rk) to

Bsp,q(Rn), then ∇f belongs locally uniformly to Bs−1
p,q (Rk,Rk). A similar

statement holds by replacing Bsp,q by F sp,q .

1. Introduction

À toute fonction f : R → R on associe l’opérateur de composition
Tf (g) := f ◦ g. Soit E un espace de fonctions à valeurs dans R. On dit
que f opère sur E si l’on a Tf (E) ⊂ E. Déterminer explicitement la classe
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des fonctions opérant sur un espace fonctionnel donné est un problème qui
intéresse les analystes depuis les années 60. Kahane et Katznelson ont ouvert
la voie en établissant la réciproque du théorème de Wiener-Lévy : seules les
fonctions analytiques opèrent sur l’algèbre de Wiener, voir [21, 8.6]. Vien-
nent ensuite le travail d’Igari [19] sur les espaces de Sobolev Hs (0 < s < 1)
et celui de Marcus et Mizel [22] sur les espaces de Sobolev W 1

p . Cependant
Dahlberg [18] avait mis en évidence un phénomène de trivialité : sur cer-
tains espaces de Sobolev Wm

p , seules les fonctions linéaires opèrent. Citons
encore les contributions plus récentes de Kateb [20], Brezis et Mironescu
[17], Maz’ya et Shaposnikova [23]. Le traité d’Appell et Zabrejko [3] reste
une référence de base sur le sujet (voir aussi [2]).

Ici, nous considérons les espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel à valeurs
vectorielles Bs

p,q(Rn,Rk) et F sp,q(Rn,Rk), avec p, q ∈ [1,+∞] et s > 0, dont

les définitions seront rappelées dans la section 3. Nous posons Es
p,q(Rn,Rk) :=

Bs
p,q(Rn,Rk) ou F sp,q(Rn,Rk), quand il n’y a pas besoin de distinguer entre

les deux types d’espaces. Par abus de langage, nous dirons qu’une fonction
f : Rk → R opère sur Es

p,q(Rn,Rk) si l’opérateur Tf envoie Es
p,q(Rn,Rk)

dans Es
p,q(Rn,R).

La caractérisation des fonctions qui opèrent sur Es
p,q est loin d’être

complètement élucidée, y compris dans le cas simple k = n = 1, voir à
ce sujet le livre de Runst et Sickel [25], ainsi que le travail de synthèse
de W.Sickel et du second auteur [16]. On dispose cependant de conditions
nécessaires pour que f opère sur Es

p,q :

– la condition de Lipschitz — locale ou globale suivant que l’espace
Es
p,q(Rn) se plonge ou non dans L∞ (Rn),

– dans le cas k � n, l’appartenance locale à Es
p,q(Rk),

voir [8, 12, 15, 11, 1]. Et n’oublions pas que le phénomène de trivialité de

Dahlberg apparâıt dans la zone 1 +
1

p
� s <

n

p
, voir [4, 7, 1].

On se propose de compléter la liste des conditions nécessaires, en établissant
le résultat suivant :

Théorème 1.1. — On suppose s =
n

p
> 1 et q > 1 dans le cas Besov,

p > 1 dans le cas Lizorkin-Triebel. On suppose de plus que les entiers k, n
vérifient 1 � k � n. Si la fonction f : Rk → R opère sur Es

p,q(Rn,Rk) alors

∇f appartient à Es−1
p,q (Rk,Rk), localement uniformément.
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Voici quatre commentaires.

1. Ne pas se limiter au cas classique k = 1 n’est en rien d’une généralisa-
tion gratuite. Nous verrons en effet que la preuve du théorème 1.1 est
nettement plus simple dans le cas k = n.

2. La condition k � n joue ici un rôle essentiel. De façon générale, on
sait peu de chose sur les opérateurs de composition dans le cas k > n,
même dans le cas simple des espaces de Sobolev ordinaires, à valeurs
complexes, sur R (i.e. n = 1, s entier et k = 2), voir [13].

3. Le théorème 1.1 est en défaut pour les espaces critiques B
n/p
p,1 et Fn1,q,

car ce sont précisément ceux-là, et seulement ceux-là, qui se plongent
dans L∞.

4. Dans le cas particulier des espaces de Sobolev ordinaires, autrement
dit des espaces Fmp,2, avec m = n/p entier � 2, 1 < p < +∞ et k = 1,
le théorème 1.1 a été établi en 1991 [5].

Plan

La section 2 traitera de généralités sur la localisation, simple ou uni-
forme. Dans la section 3, on rappellera les définitions des espaces de Besov
et de Lizorkin-Triebel, ainsi que leurs propriétés en vue du théorème 1.1,
lequel sera établi dans la section 4.

Notations

On désigne par N l’ensemble des entiers positifs, y compris 0. Nous no-
tons |x| la norme euclidienne dans Rn (sauf dans le cas d’un multi-indice
α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, pour lequel on pose |α| := α1 + · · ·+αn). Nous no-
tons B(a, r) la boule ouverte de centre a et de rayon r, dans Rn. On désigne
par Qn le cube unité [−1, 1]n. On note D(Rn) et D′(Rn), respectivement,
l’ensemble des fonctions de classe C∞ à support compact sur Rn et l’ensem-
ble des distributions sur Rn. On considère une fonction ψn ∈ D(Rn) telle
que 0 � ψn � 1, ψn(x) = 1 sur Qn/2 et ψn(x) = 0 hors de Qn. L’opérateur
de translation τh et l’opérateur de différence finie ∆h sont définis sur les
distributions via les formules (τhf)(x) := f(x − h) et ∆hf := τ−hf − f .
Pour tout p ∈ [1,+∞], toute fonction mesurable f sur Rn et tout t > 0, on
pose

ωp(f, t) := sup
h∈tQn

(∫

Rn
|∆hf(x)|p dx

)1/p

,

ηp(f, t) := sup
h∈tQn

(∫

Rn

∣∣∆2
hf(x)

∣∣p dx

)1/p

.
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Pour tout m ∈ N, on désigne par Pm l’ensemble des fonctions poly-
nomiales sur Rn, de degré inférieur à m. Pour m ∈ N et p ∈ [1,+∞],
on note Ẇm

p (Rn) l’espace de Sobolev homogène des fonctions f telles que

f (α) ∈ Lp(Rn) pour tout α ∈ Nn tel que |α| = m. Comme d’habitude c
désignera une constante positive ne dépendant — sauf précision contraire
— que des paramètres fixes n, k, s, p, q, et le cas échéant de diverses fonc-
tions auxiliaires ; sa valeur peut changer d’une occurrence à l’autre.

Préliminaires

On a regroupé dans cette section trois lemmes qui nous serviront dans
la suite. Leurs preuves faciles sont seulement esquissées.

Lemme 1.2. — Pour tout réel a et tout q ∈]1,+∞], il existe une cons
tante c = c(a, q) > 0 telle que

(∫ +∞

0

(tah(t))q
dt

t

)1/q

� c

∫ +∞

0

tah(t)
dt

t
,

pour toute fonction positive monotone h sur ]0,+∞[.

Preuve. — On découpe les intégrales en intervalles dyadiques [2j , 2j+1],
j ∈ Z. La monotonie de h permet de se ramener à l’inégalité classique entre
les normes #q et #1.

Lemme 1.3. — Soient θ ∈]0, 1[ et b > 0. Il existe une fonction κ, de
l’intervalle ]0,+∞[ dans lui-même, telle que

∀a > 0 ∀t > 0
(
t � a(1 + btθ) ⇔ t � κ(a)

)
.

Preuve. — Il suffit d’observer que la fonction

u(t) := t(1 + btθ)−1

est continue, strictement croissante, de l’intervalle ]0,+∞[ dans lui-même,
et qu’elle vérifie u(0) = 0, u(+∞) = +∞.

Lemme 1.4. — Soit 0 < r < 1. Soit f une fonction de classe C1, à
support compact, sur Rn. Alors la fonction

F (x) := sup
t>0

t−r−n
∫

tQn

|∆hf(x)|dh

appartient à Lp(Rn) pour tout p ∈ [1,+∞].
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Preuve. — Supposons le support de f inclus dans RQn, pour un réel
R > 0. Alors il existe c = c(f) > 0 tel que

∀x /∈ 2RQn |F (x)| � c |x|−r−n .

Puisque f est bornée et de classe C1, à gradient borné, il existe c = c(f) > 0
tel que |∆hf(x)| � cmin(1, |h|) pour tout x ∈ Rn. On en déduit facilement
que F est bornée sur 2RQn.

2. Localisation d’un espace de distribution

Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) sur Rn est un sous-espace
vectoriel E de D′(Rn) muni d’une norme complète ‖−‖E telle que l’injection
canonique E ↪→ D′(Rn) soit continue. On dit que l’espace E est un D(Rn)-
module si φf ∈ E pour tout φ ∈ D(Rn) et tout f ∈ E. Du théorème du
graphe fermé, on déduit l’énoncé suivant, voir [6] ou [9, chap. 3].

Proposition 2.1. — Soit E un E.B.D. sur Rn. Si E est un D(Rn)-
module, alors l’opérateur linéaire f �→ φf est borné sur E, pour tout φ ∈
D(Rn).

Sous les hypothèses de la proposition 2.1, on posera

‖φ‖M(E) := sup{‖φf‖E : f ∈ E , ‖f‖E = 1} .

Définition 2.2. — Soit E un E.B.D. sur Rn. On dit qu’une distribution
f ∈ D′(Rn) appartient localement à E si φf ∈ E pour tout φ ∈ D(Rn).
L’ensemble des telles distributions est noté Eloc.

On dispose de descriptions alternatives de Eloc, décrites dans l’énoncé
suivant, dont la preuve est classique :

Proposition 2.3. — Soit E un E.B.D. sur Rn. Si E est un D(Rn)-
module et si f ∈ D′(Rn), alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f ∈ Eloc.

(ii) Il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(Rn) telle que
(τaϕ0) f ∈ E pour tout a ∈ Rn.

(iii) Pour tout a ∈ Rn, il existe une boule ouverte B, contenant a, et
g ∈ E tels que g|B = f |B.
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Un E.B.D. E est isométriquement invariant par translation si τaf ∈ E
et ‖τaf‖E = ‖f‖E pour tout f ∈ E et tout a ∈ Rn. Si E est de plus un
D(Rn)-module, on a la propriété suivante :

∀φ ∈ D(Rn) ∀a ∈ Rn ‖τaφ‖M(E) = ‖φ‖M(E) . (2.1)

Proposition 2.4. — Soit E un D(Rn)-module isométriquement inva-
riant par translation. Pour toute distribution f , les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) Il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(Rn) telle que
(τaϕ0) f ∈ E pour tout a ∈ Rn, et

sup
a∈Rn

‖(τaϕ0) f‖E < +∞ .

(ii) Pour tout φ ∈ D(Rn), on a (τaφ) f ∈ E pour tout a ∈ Rn, et

sup
a∈Rn

‖(τaφ) f‖E < +∞ .

Preuve. — Voir [9, p. 57]. �

Si une distribution f satisfait l’une des deux conditions équivalentes de
la proposition 2.4, on dit que f appartient localement uniformément à E ;
l’ensemble de ces distributions est noté Elu. Soit une fonction positive non
nulle ϕ0 ∈ D(Rn). On montre facilement que Elu est un E.B.D. pour la
norme

‖f‖Elu := sup
a∈Rn

‖(τaϕ0) f‖E .

De la preuve de la proposition 2.4, il résulte qu’à équivalence près, la norme
de Elu ne dépend pas du choix de la fonction ϕ0.

3. Définitions et propriétés des espaces de Besov
et Lizorkin-Triebel

Il existe de nombreuses définitions équivalentes des espaces de Besov et
de Lizorkin-Triebel, qu’on trouvera par exemple dans les livres de H. Triebel
[27, 26]. Nous adopterons ici celles qui nous semblent les mieux adaptées à
la preuve du théorème 1.1.
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3.1. Les espaces homogènes

Définition 3.1. — Soient 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞]. Alors l’espace de
Besov homogène Ḃs

p,q(Rn) est l’ensemble des fonctions f vérifiant

‖f‖Ḃsp,q(Rn) :=

(∫ +∞

0

(t−sωp(f, t))
q dt

t

)1/q

< +∞ . (3.1)

Définition 3.2. — Soient 0 < s < 1, p ∈ [1,+∞[, q ∈ [1,+∞]. Alors
l’espace de Lizorkin-Triebel homogène Ḟ sp,q(Rn) est l’ensemble des fonctions
f vérifiant

‖f‖Ḟ sp,q(Rn) :=

(∫

Rn

(∫ +∞

0

(
t−s−n

∫

tQn

|∆hf(x)|dh
)q

dt

t

)p/q
dx

)1/p

< +∞.

(3.2)

On sait que les définitions 3.1 et 3.2 ne s’étendent pas telles quelles au cas
s = 1. Pour définir Ḃ1

p,q(Rn) et Ḟ 1
p,q(Rn) on doit, dans ces définitions, non

seulement faire s = 1, mais encore remplacer la différence première ∆h par
la différence seconde ∆2

h (dans le cas Besov, cela signifie donc remplacer ω
par η). Pour s > 1, nos espaces seront définis naturellement par dérivation :

Définition 3.3. — Soient s > 1 et m l’entier tel que m < s � m + 1.
Alors Ḃs

p,q(Rn) (resp. Ḟ sp,q(Rn)) est l’ensemble des fonctions f telles que
respectivement

‖f‖Ḃsp,q(Rn) :=
∑

|α|=m
‖f (α)‖Ḃs−mp,q (Rn) < +∞ , (3.3)

‖f‖Ḟ sp,q(Rn) :=
∑

|α|=m
‖f (α)‖Ḟ s−mp,q (Rn) < +∞ . (3.4)

Nous posons Ės
p,q(Rn) := Ḃs

p,q(Rn) ou Ḟ sp,q(Rn), quand il n’y a pas
besoin de distinguer entre les deux types d’espaces. Ces espaces sont qualifiés
d’homogènes en raison de l’importante propriété suivante :

∀λ > 0 ∀f ∈ Ės
p,q(Rn) ‖f(λ(.))‖Ėsp,q(Rn) = λs−(n/p)‖f‖Ėsp,q(Rn) . (3.5)

La fonctionnelle ‖−‖Ėsp,q(Rn) n’est pas une norme, puisque ‖f‖Ėsp,q(Rn) =

0 si et seulement si f ∈ P[s]. Pour éliminer cette difficulté, il est utile
d’introduire la notion suivante :
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Définition 3.4. — On dit qu’une distribution f ∈ D′(Rn) tend vers 0
à l’infini, si on a

lim
λ→0

f
( .

λ

)
= 0 dans D′(Rn) .

Proposition 3.5. — Soient p ∈ [1,+∞[ et 0 < s < n/p. Désignons par
Esp,q(Rn) l’ensemble des fonctions f ∈ Ės

p,q(Rn) qui tendent vers 0 au sens
des distributions, suivant la définition précédente. Alors

Ės
p,q(Rn) = Esp,q(Rn)⊕ P[s] .

Muni de la norme ‖ − ‖Ėsp,q(Rn), l’espace Esp,q(Rn) est un E.B.D sur Rn, et

c’est un D(Rn)-module, invariant isométriquement par translation.

Preuve. — On se référera à [24], notamment la définition 1.1 et les théo-
rèmes 1.2 et 6.2. �

Remarque 3.6. — Suivant la terminologie de [14, 24], Esp,q(Rn) est une

réalisation de l’espace homogène Ės
p,q(Rn) .

3.2. Les espaces inhomogènes

Définition 3.7. — Soient s > 0, p, q ∈ [1,+∞]. L’espace de Besov
inhomogène est

Bs
p,q(Rn) := Ḃs

p,q(Rn) ∩ Lp(Rn) .

Il est muni de la norme

‖f‖Bsp,q(Rn) := ‖f‖p + ‖f‖Ḃsp,q(Rn) .

Définition 3.8. — Soient s > 0, p ∈ [1,+∞[, q ∈ [1,+∞]. L’espace de
Lizorkin-Triebel inhomogène est

F sp,q(Rn) := Ḟ sp,q(Rn) ∩ Lp(Rn) .

Il est muni de la norme

‖f‖F sp,q(Rn) := ‖f‖p + ‖f‖Ḟ sp,q(Rn) .

Rappelons qu’on pose Es
p,q(Rn) := Bs

p,q(Rn) ou F sp,q(Rn), quand il n’y a
pas besoin de distinguer entre les deux types d’espaces.
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Proposition 3.9. — Soient p ∈ [1,+∞[ et 0 < s < n/p. Alors Es
p,q(Rn)

se plonge continûment dans Esp,q(Rn).

Preuve. — Il suffit d’observer que toute fonction appartenant à Lp(Rn),
avec p < +∞, tend vers 0 à l’infini au sens des distributions. �

Rappelons enfin une inégalité d’interpolation classique, voir e.g. [27,
2.4.2, thm. 2, p. 186] :

Proposition 3.10. — Pour tous s > 0, 1 � p < ∞, q1, q2 ∈ [1,+∞] et
θ ∈]0, 1[, il existe c > 0 tel que

∀f ∈ F sp,q1(R
n) ‖f‖Bsθp,q2 (Rn) � c ‖f‖θF sp,q1 (Rn) ‖f‖1−θLp(Rn)

.

3.3. Normes des produits tensoriels

Soit k un entier tel que 1 � k < n. On identifie Rn à Rk × Rn−k. Si
f, g sont des fonctions définies respectivement sur Rk et Rn−k, la fonction
produit tensoriel f ⊗ g est définie sur Rn par

∀(x1, x2) ∈ Rk × Rn−k (f ⊗ g)(x1, x2) := f(x1)g(x2) .

Les différences premières et secondes des produits tensoriels obéissent aux
règles de calcul suivantes. Pour tous x = (x1, x2) et h = (h1, h2), éléments
de Rk × Rn−k, on a

(∆h1f ⊗ g)(x) = ∆h(f ⊗ g)(x)− f(x1 + h1) ∆h2g(x2) . (3.6)

(∆2
h1
f ⊗ g)(x) = ∆2

h(f ⊗ g)(x)− f(x1 + 2h1) ∆2
h2
g(x2)

−2∆h1
f(x1 + h1)∆h2

g(x2) . (3.7)

Proposition 3.11. — Si f, g sont des fonctions définies respectivement
sur Rk et Rn−k, on a

‖f‖Ḃsp,q(Rk) ‖g‖Lp(Rn−k) � ‖f ⊗ g‖Ḃsp,q(Rn) . (3.8)

Preuve. — À tout x ∈ Rk, on associe x := (x, 0) ∈ Rk × Rn−k. Soit
α ∈ Nk. On a (f ⊗ g)(α) = f (α)⊗ g. Les formules (3.6) et (3.7) se simplifient
en

∀h ∈ Rk ∆r
h

(
(f ⊗ g)(α)

)
= ∆r

h(f
(α))⊗ g (3.9)
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pour r = 1, 2. Du théorème de Fubini et de la formule (3.9), il résulte que

∀h ∈ Rk ‖∆r
h(f

(α))‖Lp(Rk) ‖g‖Lp(Rn−k) = ‖∆r
h

(
(f ⊗ g)(α)

)
‖Lp(Rn) .

En prenant la borne supérieure pour les h ∈ tQk, on obtient

∀t > 0 ωp(f
(α), t) ‖g‖Lp(Rn−k) � ωp

(
(f ⊗ g)(α), t

)
.

La même estimation est satisfaite par ηp. L’inégalité (3.8) en résulte aussi-
tôt. �

On ignore si l’estimation (3.8) se transpose aux espaces de Lizorkin-
Triebel. Cependant on dispose de versions faibles de la proposition 3.11, qui
seront suffisantes pour prouver le théorème 1.1.

Proposition 3.12. — On suppose s > 0 non entier, 1 < p < +∞. Soit
m = [s]. Il existe une constante c = c(n, k, p) > 0 telle que, pour toutes
fonctions f, g définies respectivement sur Rk et Rn−k, on a

‖f‖Ḟ sp,q(Rk) ‖g‖Lp(Rn−k) � c
(
‖f ⊗ g‖Ḟ sp,q(Rn) + ‖f‖Ẇm

p (Rk) ‖g‖Ḟ s−mp,q (Rn−k)

)
.

(3.10)

Preuve. — On utilisera l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood

Mnf(x) := sup
t>0

t−n
∫

tQn

|f(x + h)|dh

et l’inégalité maximale

‖Mnf‖Lp(Rn) � cn,p‖f‖Lp(Rn) . (3.11)

Soit α ∈ Nk tel que |α| = m. La relation (3.6) nous conduit à l’inégalité
A � B + C, où l’on a posé

A :=

(∫

Rn

(∫ +∞

0

(
tm−s−n

∫

tQn

|∆h1(f
(α))(x1)g(x2)|dh

)q
dt

t

)p/q
dx

)1/p

,

B :=

(∫

Rn

(∫ +∞

0

(
tm−s−n

∫

tQn

|∆h(f
(α) ⊗ g)(x)|dh

)q
dt

t

)p/q
dx

)1/p

,
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C :=

(∫

Rn

(∫ +∞

0

(
tm−s−n

∫

tQn

|f (α)(x1 + h1)∆h2
g(x2)|dh

)q
dt

t

)p/q
dx

)1/p

.

Une double application du théorème de Fubini nous donne

A = 2n−k‖g‖Lp(Rn−k)×

×
(∫

Rk

(∫ +∞

0

(
tm−s−k

∫

tQk

|∆h1(f
(α))(x1)|dh1

)q
dt

t

)p/q
dx1

)1/p

.

Pour estimer C, on observe que

tm−s−n
∫

tQn

|f (α)(x1 + h1) ∆h2g(x2)|dh =

=

(
t−k

∫

tQk

|f (α)(x1 + h1)|dh1

) (
tm−s−n+k

∫

tQn−k

|∆h2
g(x2)|dh2

)
�

�Mk(f
(α))(x1)

(
tm−s−n+k

∫

tQn−k

|∆h2g(x2)|dh2

)
.

En appliquant (3.11), on conclut que

C � c ‖f (α)‖Lp(Rk) ‖g‖Ḟ s−mp,q (Rn−k) .

En sommant sur tous les α, on obtient l’inégalité (3.10). �

Pour s entier, la situation est encore un peu plus compliquée, du fait de
l’utilisation des différences secondes.

Proposition 3.13. — Soient m ∈ N et 1 < p < +∞. Soit ε ∈]0, 1[. Il
existe une constante c = c(n, k, p, ε) > 0 telle que, pour toutes fonctions f, g
définies respectivement sur Rk et Rn−k, on a

‖f‖Ḟm+1
p,q (Rk) ‖g‖Lp(Rn−k) � c

(
‖f ⊗ g‖Ḟm+1

p,q (Rn) + ‖f‖Ẇm
p (Rk) ‖g‖Ḟ 1

p,q(Rn−k)+

+‖f‖Ḃm+ε
p,1 (Rk)

(∫

Rn−k

(
sup
t>0

tε−1−n+k

∫

tQn−k

|∆h2g(x2)|dh2

)p
dx2

)1/p)
.
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Preuve. — Soit α ∈ Nk tel que |α| = m. En utilisant la relation (3.7), on
obtient

‖f (α)‖Ḟ 1
p,q(Rk) ‖g‖Lp(Rn−k) � c‖(f ⊗ g)(α)‖Ḟ 1

p,q(Rn) +A+ 2B ,

où l’on a posé

A :=

(∫

Rn

(∫ +∞

0

(
t−1−n

∫

tQn

|f (α)(x1 + 2h1) ∆2
h2
g(x2)|dh

)q
dt

t

)p/q
dx

)1/p

,

B :=

(∫

Rn

(∫ +∞

0

(
t−1−n

∫

tQn

|∆h1
(f (α))(x1 + h1)∆h2

g(x2)|dh
)q

dt

t

)p/q
dx

)1/p

.

Pour estimer A, on procède comme pour estimer C dans la preuve de la
proposition 3.12. Il vient

A � c ‖f (α)‖Lp(Rk) ‖g‖Ḟ 1
p,q(Rn−k) .

Pour estimer B, on utilise le lemme 1.2, ce qui revient à remplacer B par

B1 :=

(∫

Rn

(∫ +∞

0

t−1−n
∫

tQn

|∆h1
(f (α))(x1 + h1) ∆h2

g(x2)|dh
dt

t

)p
dx

)1/p

.

Posons

G(x2) := sup
t>0

tε−1−n+k

∫

tQn−k

|∆h2g(x2)|dh2 .

Il vient

B1 � ‖G‖Lp(Rn−k)
(∫

Rk

(∫ +∞

0

t−ε−k
∫

tQk

|∆h(f
(α))(x + h)|dh dt

t

)p
dx

)1/p

.

Pour tout h = (h1, . . . , hk) ∈ Rk, on pose |h|∞ = max(|h1|, . . . , |hk|). On a

(∫

Rk

(∫ +∞

0

t−ε−k
∫

tQk

|∆h(f
(α))(x + h)|dh dt

t

)p
dx

)1/p

= (ε + k)−1

(∫

Rk

(∫

Rk
|∆h(f

(α))(x + h)||h|−ε−k∞ dh

)p
dx

)1/p
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� (ε + k)−1

∫

Rk

(∫

Rk
|∆h(f

(α))(x + h)|pdx
)1/p

|h|−ε−k∞ dh

= (ε + k)−1

(∫

Rk
‖∆h(f

(α))‖Lp(Rk)|h|−ε−k∞ dh

)
.

La dernière expression est estimée par ‖f (α)‖Ḃεp,1(Rk), ce qui permet de con-

clure. �

Dans l’application que nous ferons des deux propositions précédentes, la
situation sera plus simple, car on supposera g ∈ D(Rn−k).

Corollaire 3.14. — Soit s > 0, 1 < p < +∞. Il existe ε > 0, c =
c(n, k, p, ε) > 0 et une semi-norme N sur D(Rn−k), invariante par transla-
tion, tels que, pour toutes fonctions f ∈ F sp,q(Rk) et g ∈ D(Rn−k), on a

‖f‖Ḟ sp,q(Rk) ‖g‖Lp(Rn−k) � c ‖f ⊗ g‖Ḟ sp,q(Rn) + N(g) ‖f‖Bs−εp,1 (Rk) .

Preuve. — Supposons d’abord s non entier. On pose m = [s] et ε = s−m.
On définit la semi-norme N par

N(g) := ‖g‖Ḟ εp,q(Rn−k) .

L’inégalité souhaitée résulte alors de la proposition 3.12 et des plongements
classiques :

Bs−ε
p,1 = Bm

p,1 ↪→Wm
p ↪→ Ẇm

p .

Supposons maintenant s entier. On pose m = s−1 et ε = 1/2. On définit
la semi-norme N par

N(g) := ‖g‖Ḟ 1
p,q(Rn−k) +

(∫

Rn−k

(
sup
t>0

t−(1/2)−n+k

∫

tQn−k

|∆h2
g(x2)|dh2

)p
dx2

)1/p

.

Le fait que N soit une semi-norme sur D(Rn) résulte du lemme 1.4. L’invari-
ance de N par translation se vérifie aisément. L’inégalité souhaitée résulte
de la proposition 3.13 et des plongements :

B
s−(1/2)
p,1 ↪→W s−1

p ↪→ Ẇm
p ,

B
s−(1/2)
p,1 = B

m+(1/2)
p,1 ↪→ Ḃ

m+(1/2)
p,1 .
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3.4. Les espaces à valeurs vectorielles

On désigne par Es
p,q(Rn,Rk) l’ensemble des fonctions

f : Rn → Rk
x �→ (f1(x), . . . , fk(x))

pour lesquelles les fonctions coordonnées f1, . . . , fk appartiennent à Es
p,q(Rn),

la norme de f dans Es
p,q(Rn,Rk) étant définie par




k∑

j=1

‖fj‖2Esp,q(Rn)




1/2

.

4. Preuve du théorème 1.1

Notation. — Dans cette section, pour x ∈ Rn, on pose x = (x1, x2) ∈
Rk × Rn−k.

La preuve du théorème 1.1 repose sur des techniques classiques, mises
en oeuvre par exemple dans les articles [5, 8, 13, 15]. La première idée,
c’est qu’en un sens tout opérateur de composition est borné dès qu’il est
défini. La seconde — spécifique aux espaces qui ne sont pas plongés dans
L∞ — c’est l’existence de fonctions de test plates au voisinage de l’origine
et dont les normes sont arbitrairement petites. On se limitera au cas k < n.
Pour k = n, la preuve est nettement plus simple, puisque les estimations de
produits tensoriels sont sans utilité (les détails sont laissés au lecteur).

Soient donc s = n/p > 1, q > 1 (dans le cas Besov), p > 1 (dans le cas
L-T). Soit f : Rk → R une fonction telle que Tf envoie Es

p,q(Rn,Rk) dans
Es
p,q(Rn). Dans un travail antérieur [1], on a établi que f est lipschitzienne

et que f appartient localement à Es
p,q(Rk). Soit un entier j tel que 1 �

j � k. On va maintenant prouver que ∂jf appartient à Es−1
p,q localement

uniformément.

D’un lemme classique, voir [1, lem. 3.6], ou [10, lem. 1], résulte l’existence
de c1, c2 > 0 tels que

‖g‖Esp,q(Rn,Rk) � c1 ⇒ ‖f ◦ g‖Esp,q(Rn) � c2 , (4.1)

pour toute fonction g ∈ Es
p,q(Rn,Rk) dont le support est inclus dans 2Qn.

Considérons maintenant une suite (γν)ν�0 de fonctions de classe C∞,
portées par 2Qn, telles que γν(x) = 1 sur le cube 2−νQn et

lim
ν→+∞

‖γν‖Esp,q(Rn) = 0 , (4.2)
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voir par exemple [1, lem. 2.11]. On définit la fonction φ ∈ D(Rn,Rk) par

φ(x) := ψn

(x

2

)
x1 .

Par définition de ψn, on a

∀x ∈ Qn φ(x) = x1 . (4.3)

Pour a ∈ Rk, on définit la fonction ga par

ga(x) := bφ(2νx) + γν(x)a . (4.4)

On peut déterminer b > 0 et ν ∈ N de sorte que

∀a ∈ Rk ‖ga‖Esp,q(Rn,Rk) � c1 . (4.5)

Il suffit pour cela de définir b par l’égalité

2b‖φ‖Esp,q(Rn,Rk) = c1 ,

puis, grâce à la propriété (4.2), de choisir ν = ν(a) � 0 tel que

2|a|‖γν‖Esp,q(Rn) � c1 .

L’estimation (4.5) résulte alors de la propriété (3.5), compte tenu de la
condition s = n/p.

De la propriété (4.3) et du choix de la fonction γν , il résulte que φ(2νx) =
2νx1 et γν(x) = 1, pour tout x ∈ 2−νQn. En conséquence

∀x ∈ 2−νQn ∂j(f ◦ ga)(x) = b2ν ∂jf(2νbx1 + a)

et donc

∂j(f ◦ ga)(x)ψk(2
νx1)ψn−k(2

νx2) = b2ν ∂jf(2νbx1 + a)ψk(2
νx1)ψn−k(2

νx2) ,
(4.6)

quel que soit x ∈ Rn. On introduit alors les fonctions

ua(y1) := ∂jf(y1)ψk(b
−1(y1 − a)) ,

va(y) := ∂j(f ◦ ga)(b−1(y1 − 2−νa), y2) ,

wa(y) := ψk(b
−1(y1 − a))ψn−k(y2) .
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L’identité (4.6) s’écrit encore

∀y ∈ Rn ua(y1)ψn−k(y2) = b−12−νva(2
−νy)wa(y) . (4.7)

Du fait que f appartient localement à Es
p,q(Rk), il résulte que ua appar-

tient à Es−1
p,q (Rk). Puisque f est lipschitzienne, on a ∂jf ∈ L∞ et

‖ua‖Lp(Rk) � bn/p‖∂jf‖∞‖ψk‖Lp(Rk) . (4.8)

Compte tenu de la proposition 3.5 et de la relation (2.1) appliquée à E :=
Esp,q, il existe une constante C > 0 telle que

∀a ∈ Rk ∀χ ∈ Es−1
p,q (Rn) ‖wa χ‖Ės−1

p,q (Rn) � C ‖χ‖Ės−1
p,q (Rn) . (4.9)

Grâce à (4.5), à (4.1), et à la proposition 3.9, il vient

sup
a∈Rk

‖va‖Ės−1
p,q (Rn) < +∞ . (4.10)

Pour terminer la preuve, on va traiter successivement les espaces de
Besov et ceux de Lizorkin-Triebel.

Le cas des espaces de Besov.

En combinant la proposition 3.11 et les propriétés (3.5), (4.7) et (4.9),
il vient

‖ua‖Ḃs−1
p,q (Rk) � C ‖ψn−k‖−1

Lp(Rn−k) b
−1‖va‖Ḃs−1

p,q (Rn) .

Alors la propriété (4.10) nous donne

sup
a∈Rk

‖ua‖Ḃs−1
p,q (Rk) < +∞ .

En combinant cette dernière propriété à (4.8), il vient

sup
a∈Rk

‖ua‖Bs−1
p,q (Rk) < +∞ ,

ce qui signifie que ∂jf appartient localement uniformément à Bs−1
p,q (Rk).

Le cas des espaces de Lizorkin-Triebel.

On utilise à nouveau (4.7), (4.9), ainsi que le corollaire 3.14. Il existe
ε > 0 et une constante c = c(f) > 0 tels que

∀a ∈ Rk ‖ua‖Ḟ s−1
p,q (Rk) � c (‖va‖Ḟ s−1

p,q (Rn) + ‖ua‖Bs−1−ε
p,1 (Rk)) .
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En combinant la proposition 3.10 et les estimations (4.8) et (4.10), on obtient

∀a ∈ Rk ‖ua‖F s−1
p,q (Rk) � c (1 + ‖ua‖θF s−1

p,q (Rk)) ,

où θ := (s− 1− ε)(s− 1)−1 ∈]0, 1[. Grâce au lemme 1.3, on en déduit que

sup
a∈Rk

‖ua‖F s−1
p,q (Rk) < +∞ ,

ce qui signifie que ∂jf appartient localement uniformément à F s−1
p,q (Rk).

5. Conclusion

Il y a plusieurs prolongements possibles de ce travail. Nous les mention-
nerons par ordre de difficulté croissante.

1. Peut-on décrire les espaces Es
p,q,lu concrètement, c’est-à-dire sans

utiliser une fonction auxiliaire ϕ0 comme dans la section 2 ? Rap-
pelons que, pour les espaces Lp,lu, une telle description est bien con-
nue. On se fixe une boule ouverte (ou un cube ouvert) B dans Rn.
Alors une fonction mesurable f , sur Rn, appartient à Lp(Rn)lu si et
seulement si

sup
a∈Rn

(∫

B+a

|f(x)|pdx
)1/p

< +∞

et l’expression ci-dessus est équivalente à la norme ‖f‖Lp(Rn)lu
.

2. Les normes homogènes jouent un rôle fondamental dans la preuve
du théorème 1.1. On peut dès lors se demander s’il n’existe pas une
“version homogène” de ce théorème. Les travaux antérieurs sur les
espaces de Sobolev homogènes [13] accréditent l’idée suivante : si on
excepte les cas s < 1 + (1/p) et s = n/p, il n’existe pas d’opérateur
de composition non trivial sur Ės

p,q, et ceci même en se restreignant

à une réalisation de Ės
p,q. Il reste donc une chance de transposer le

théorème 1.1 à l’espace critique réalisé En/pp,q , défini comme l’ensemble

des fonctions dont les dérivées premières appartiennent à E(n/p)−1
p,q .

3. La réciproque du théorème 1.1 est une question ouverte, que nous
énonçons ci-dessous comme une conjecture.

Conjecture En supposant que n, k, s, p, q vérifient les mêmes con-
ditions que dans le théorème 1.1, une fonction f : Rk → R opère
sur Es

p,q(Rn,Rk) si et seulement si elle satisfait les trois conditions
suivantes :
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– f(0) = 0 ;

– f est lipschitzienne ;

– ∇f appartient localement uniformément à Es−1
p,q (Rk,Rk).

Dans le cas particulier des espaces de Sobolev ordinaires, autrement
dit des espaces Fmp,2, avec m = n/p entier � 2, 1 < p < +∞ et k = 1,
la conjecture ci-dessus a été prouvée il y a plus de vingt ans, voir
[5, 13].
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réguliers. Thèse, Univ. Paris-Sud, Orsay (1983).

[5] Bourdaud (G.). — Le calcul fonctionnel dans les espaces de Sobolev. Invent. Math.
104, p. 435-446 (1991).

[6] Bourdaud (G.). — Localisations des espaces de Besov. Studia Math. 90, p. 153-163
(1988).
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