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35 CHAPITRE 1. — ECOULEMENT DES LIQUIDFS, JETS, ETC. 57

qui donne

% o 9y o
[(ﬁ)ecoseeds—‘?-z-i-%:o, [(—#)icosﬁids—%_q-@‘z.;_]\:o,

s

et par diflérence, en effectuant les intégrations,

(z"—z')\/%’—xm).

De méme, pour le potentiel total, un circuit extérieur donne
(=) /22— (15, g) +(1gi + 2 =o.

Toules ces propriétés sont faciles & généraliser dans le cas du mouvement a trois
variables.

35. Revenons aux exemples de Kirchhoff. Le mouvement plan d’un liquide
peut étre représenté au moyen de deux systémes de courbes orthogonales, les
lignes d’égal potentiel ¢ et les lignes de courant ¢. La condition d’incompressi-
bilité et celle de I'existence d’un potentiel ¢ sont satisfaites, si les variables
complexes w =09+ iy, z=2x+ y¢ sont fonction 'une de l'autre. Alors, a
chaque point du plan @ correspond un point du plan z. Les parois des solides,
dans le plan z, correspondent, dans le plan %, & des portions de lignes le long
desquelles ¢ est constant.

Dans le mouvement permanent les lignes de discontinuité sont aussi des portions
de lignes le long desquelles non seulement ¢ est constant comme pour les parois,
mais la vitesse aussi est constante.

Formons ‘

oz +yi) 0z

(o +iy) ~ ow’
c’est une nouvelle quantité complexe {==E--7; on reconnait facilement que le
rayon vecteur qu’elle représente a pour chaque systéme de valeurs de ®, ¢ ou
de z, y la méme direction que la vitesse, et est inversement proportionnel &
celle-ci. La ligne qui correspond i la ligne de discontinuité est un arc de cir-

conférence, de rayon ;%—, dont le centre est a 'origine.
0

Dans le cas ou les parois fixes sont rectilignes, comme la vitesse leur est
tangente, les lignes correspondantes dans le plan  sont des portions de droites
passant par U'origine et paralléles aux parois; ces droites s’étendent jusqu’a Uinfini
si la vitesse devient nulle en un point de la paroi; elles s’approchent jusqu’a la

I. — Fac. de T. 8
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circonférence de rayon ‘/;%, si la vitesse atteint la valeur maximum compatible
0

-avec la pression p,, mais ne dépassent point cette circonférence. Ce sont ces re-

marques qui ont permis a Kirchhoff d’indiquer une méthode générale pour oblenir
les surfaces de discontinuilé qui prennent naissance en présence de parois planes.
La méthode permet aussi de former d’autres exemples particuliers dans lesquels
les parois ne sont pas planes, en se donnant arbitrairement dans le plan ¥ les
lignes qui représentent la vitesse le long des parois de forme inconnue, que
'achévement de I'intégration déterminera.

Les vitesses en tous les points du liquide en mouvement sont représentées
dans le plan { par les points intérieurs a un certain contour, fermé ou étendu
jusqu’a l'infini; ces points ont leurs correspondants dans le plan , a 'intérieur
d’une bande soit limitée, soit indéfinie, parall¢le a I'axe des o, et les contours se
correspondent.

Le probléme de trouver I'expression analytique de { en fonction de w, de telle
sorte que les contours se correspondent, est le probléme de la représentation
conforme (avec conservation des angles) de l'aire enfermée dans 'un des con-
tours, sur l'aire enfermée dans 'autre. Lorsqu’a un point de l'une des aires doit
correspondre un point et un seul de 'autre, le probléme est entiérement déter-
miné pourva qu’on se donne en outre trois valeurs particuliéres correspondantes
sur les deux contours (Darsoux, Surfaces, Livre 11, Ch. IV, p. 172).

Si 'on réussit a former cette fonction

t= 32 = f(w),

ow
une quadrature donne z en fonction de w qui, mise sous forme réelle, fournit
les deux équations nécessaires pour déterminer ¢ et ¢ en z, y.

Dans le cas des parois courbes, on obtiendra la forme de celles-ct en substi-
tuant & ¢ les valeurs constantes par lesquelles on les a représentées dans le plan v,
entre les limites convenables de ¢. Kirchhoff a indiqué quelques exemples de ce
genre; je ne m'y arréterai pas: je me bornerai a exposer les résultats relatifs aux
parois planes.

36. Rappelons rapidement les transformations qui appliquent des figures de
diverses formes tracées dans le plan z=x + yi sur le demi-plan positif

v = 2~ 37, en faisant coincider le contour avec 'axe a.

1. Aire comprise entre deux rayons vecteurs, qui font les angles 8y, 6,
avec 'axe des x _
[ 7,
w=1+ﬁi=z§x"—ex.e_°=——‘£.
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Les rayons 8, 0, s’appliquent respectivement sur la partie positive et la partie

négative de l'axe des a; un arc de circonférence de rayon c ayant son centre
~ T

l'origine des zy devient une demi-circonférence de rayon ¢~ dont le centre
est au pointa=o0, B =o.

II. Croissant. — Aire comprise entre deux arcs de cercle qui se coupent aux
points ¢y, ¢y; les tangentes aux arcs de cercle au point ¢,, faisant les angles 8, 6,
avec la direction de la corde ¢, c;.

70,

T
© = Z—Cq es—eae"e’_o"
33— Cy

Le sommet ¢, vient a l'origine; le point ¢, va a I'infini. L’arc dont la tangente
a la direction 0, s’applique sur la partie positive de I'axe des a; l'autre sur la
partie négative du méme axe.

II. I’aire indéfinie comprise entre les deux rayons et la circonférence de

. . . T
rayon ¢ devient par la transformation I un croissant d’angle 5 et de sommets

T T .
+ %% — %8, En lui appliquant la transformation II, on Papplique sur le
4
demi-plan avec le sommet —+ ¢%~% 3 Porigine

L] _ =8, T 2
(5)6,—0,.3 6, — 0, —coi—ei
w = .
T 70, ]

(z)0:—bi. e 0:=6, 4 c.—0,

IV. La transformation
T

w=e b
applique la bande comprise entre y = o et y = b, sur le demi-plan; la ligne
J = o est appliquée sur la partie positive de 1'axe des a, et la ligne y = b sur la
partie négative; l'origine e =0, B=o0 correspond & £ = — o0, une portion de
ligne 2 = const. devient une demi-circonférence, et toute ligne y = const. un
rayon.

V. La transformation la plus générale qui applique une fois et une seule le demi-
plan positif z, y sur le demi-plan positif «, 3, avec correspondance de I'axe des
x, est

_az+b

==xa’ ad— be > o.

a, b, ¢, d sont des constantes réelles. Cette transformation établit en méme temps
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. , . . b

la correspondance entre les deux demi-plans négatifs, le point z =— -, y =0,

a
2 bl R 14 A b .
vient & Porigine, le point  =— Sy =0,5 éloigne & 'infini; enfin le point
a .
2= —, § = o, correspond au point c.

37. Exposons la méthode de Kirchhoff sur un exemple, celui d’'une lame plane
soumise a 'action d'un courant uniforme indéfini (fig. 20). A l'infini de tous les

cotés, \/E2 412 a la méme valeur \/—2%;, celle relative & la discontinuité. Dans
0

le plan w, cela donne une ligne double, de courant ¥ = o, qui s’étend indéfini-

Fig. 23. ) Fig 24.
¢ B
B B’ : c A
lt A A B B ' A a
Plan w. Plan w,.

ment & partir de ® = o jusqu'a ® = o (fig. 23). La transformation (I) applique w
sur le plan auxiliaire w, (fig. 24),

Wy = -+ ‘/;‘
Dans le plan g, la limite est formée par deux portions indéfinies de I'axe des £

reliées par la demi-circonférence de rayon \ / % qui répond a la surface de dis-
0

continuité, et c’est la portion du plan située du c61é négatif qui représente
Fig. 25. Fig. 26.
A p
c B A C R
; B
’ § C A A a
ABN
Plan w,.
Plan §.

(fig. 25). La transformation III applique { d’une maniére particuliére sur le
demi-plan w positif ( fig. 26),

e

2Po

4
wy; = — —_r 4
\

P
C+ ‘/'ll'o
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On fait coincider les deux représentations sur le plan ® au moyen de la trans-

2
p
Vo—var [ TV ap

[
+ cot2— = 0 = — ¥ 2,
2 Vo + /by C+\/ )
2 Po

en appelant @,, ®, les valeurs de ® aux deux bords de la lame et § 'angle positif

formation V

plus petit que deux droits du plan de la lame avec la direction opposée a celle
du courant a grande distance. Enfin, si nous supposons ® nul au point C ot la
ligne de courant ¢ = o rencontre la lame et se dédouble, comme la vitesse en ce
point est nulle, on a

6 — _
-+ cot2£ V&, = /.
Toutes les conditions relatives a la vitesse sont satisfaites et ne laissent arbi-

traire que 'une des deux quantités ®,, ®,. Aprés 'intégration, celle-ci sera déter-
minée par la largeur de la lame. Résolvons 1'équation par rapport a {

— — 5 —
Z;=[-——cose-+—2sin29\/21 +\/(2sin29‘/g—cosﬁ> —1] —P—-,
2 w 2 w 2Po

et intégrons

— w cosf -4 4 sin? g\/¢’1w

. .0
2sin2 - cos0

— — 2 — NN 0 —
z—c:fﬁdw: ) -i—<\/t»v-|———————sin26 \/@, \/4511125 (sm25 /fbl—cos2;‘/;>(\/«b,+ \/;))

2Po
£ 'nbg .
4 2 . sin? -/ 8
—'l—'—smTe 1 arc sin ) a:-l—cos

2 sin2—
2
On peut choisir ¢ de telle sorte que l'origine soit au point de la plaque ou la

gsin' 2, §—0> s
= Tsinz0 cos — sinb 200

De plus, on peut trouver facilement les valeurs de z qui correspondent aux

vitesse est nulle

deux bords de la lame. Elles sont données par

_ ) _ _ _
\/W=tang25\/31= V&, Vw =— /o,
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On obtient ainsi

0\
sin%—
0 .0 0 2
Zy= —@1 —cosetang*g - 4 sin?-tang?- + 27 — ’
2 2

sin30
. 0
sin%-
0 2
x) = —d’l — €0s0 — 4sin?— —amw——;
200 2 sin30

‘et, par suite, la largeur de la lame est

~+ 1 sinf
xo—.z'i:l: 2P q)l !—‘—'
Po 4 cos*—
On a donc
0
5 Acos*;_
b, —( /2P

p 4+ wsinb

La solution est maintenant compléte. Kirchhoff n’a traité cet exemple que
dans son premier Mémoire; dans son Livre il s’est borné au cas de l'incidence
normale. Les formules qu’il a données ne différent de celles-ci que par le choix
des unités que j’ai laissées arbitraires (")

38. Pour avoir la forme de la surface de discontinuité, il faut faire dans I'ex-
pression générale de z

[ =-1

¥ = o, avec P> o, et \/$>\/<171tang? ou x/15<—-‘/$1.

On trouve facilement

27 sin% —

L, 0
—¢cose+4sxn2§/¢,¢+ P,

sin3

0
4sm"
_ P 4)1 log [2 cos? — \/- ~+ cos b
(1) 5—c= £
21)0 3
+1 +\/4cos~— cos-—\/——sm-—)( —+I>J
P,
2sm2— cosH 0 0
fsin2— 22/P — sin2 ~ /P, P
+\Vo Sm?ﬁ e \/.,sm 2<cos 2¢q> sin 2¢¢1>(¢¢>+\/¢>,)
(*) On retrouve les formules de Kirchhoff en posant ‘/— =1, /&, = ;6 Cela équivaut a
2 sm?;
Isin*h !sin*f T

prendre pour unité de longueur ct pour unité de temps

4 + 7 sinf 4+ = sin® 2 p,
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ou x ety sont séparés. Pour la méme valeur de ®, on obtient les deux valeurs de

x, y, qui correspondent aux deux nappes en prenant = \/5. Cela donne en par-

ticulier
&r:\/—a—-Ssin?g\/d’,q’.
20 2

Cette différence croit constamment avec ® : les deux nappes de la surface de dis-
continuité s’éloignent donc mdéfiniment I'une de P'autre.

On aura la forme de la ligne de courant ¥ = o avant sa rencontre avec la lame,
en faisant ® < o.

Enfin, on aura la vitesse aux différents points de la paroi en faisant
¥ =o, P > o, —‘/31<;/5<tang2§;/471.

I’expression de § est réelle et 'on a

o N R 5 P e
= P | —cos® 4+ 2sin2— @, ) L
3 ‘/2100[ 2sin? oy /S +\/451n 2<sm 2\/431 cos 2%1:)“/@.,.“4;) .

La pression en un point x, ® de la lame est

—po— L P (2P0 I
P=po 252_2(P—52>’
et la pression totale

‘= e
se réduit a

- dz

= 7%

on a ainsi, grace a cette remarque de Kirchhoff,

P:fg <2—1:°§—— %>d¢>=f\/zppo.\/<zsin2g\/% ——c050>_—1 do,

et 1l faut faire I'intégration entre les limites — \/(I). et + \/(I), tang29 pour ¢‘_I>.
2
Cette intégration a été effectuée dans la recherche de z :

., 0
47 sint — .
2 T sinf

P:/zppoqu, sin3f =P°4+7csin0'
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Sur la seconde face, la pression est nulle, comme sur la surface de disconti-
nuité; P représente donc la pression qu’exerce le liquide en mouvement sur la
lame plane, lorsque la surface de discontinuité a la forme (1).

Lord Rayleigh, qui ale premier donné la valeur de cette pression (1876), a aussi
déterminé son moment par rapport au point ot la vitesse est nulle. Il en a déduit
pour le bras de levier de la pression P par rapport au milieu de la lame

cosH

3
Dz——_.‘_t
4 4§+ msin®

Le point d’application remonte & mesure que la lame s’éloigne de la position
normale au courant.

39. La loi de 'obliquité trouvée ainsi par lord Rayleigh est trés différente de
celle du carré du sinus de I'angle 0, adoptée par les ingénieurs avec plus ou moins
de confiance sous l'autorité de Newton et d’Euler, et souvent employée comme une
loi applicable a un élément de surface pris dans une surface courbe quelconque.

Rien n’autorise & admettre méme ’existence d’une loi élémentaire de pression
d’un courant uniforme qui permette de calculer la grandeur et le point d’applica-
tion de la pression résultante pour une surface courbe au moyen d’une quadrature,
sans qu’il soit nécessaire d'intégrer les équations générales de 'Hydrodynamique.
(est le contraire qui est évident : sur une lame plane, une seule ligne de courant
vient jusqu’au contact de la lame, s’y sépare en deux : au point de rencontre la
vitesse est nécessairement nulle; elle croit depuis ce point jusqu’aux bords, et
par conséquent la pression maximum au centre diminue en approchant des bords :
sar les divers éléments d’'une méme lame plane la pression n’est pas uniforme.
La pression en un point d’une surface courbe exposée a I'action d’un courant
uniforme indéfini ne dépend donc pas seulement de la direction de la normale en
ce point, mais de la forme de toute la surface et de la position du point sur cette
surface.

Puisqu’il en est ainsi, on peut dire que la formule de Rayleigh fournit le pre-
mier et le seul résultat complet qu’on puisse regarder comme une conséquence
des principes de I'llydrodynamique pour un corps immergé dans un courant
liquide indéfini. Le Tableau suivant du Mémoire de Lord Rayleigh donne la com-
paraison des résultats des expériences de Vince (Ph. Trans., 1798) et de ceux
que donneraient diverses formules d’obliquité. La derniére colonne indique la
distance calculée da bord supérieur au point oi la vitesse est nulle.
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6. ‘ sinsf. Exp. Py:P,. Dyl.  (@,—c):l
oo 1,0000 1,000 I,0000 0,0000 0, 5000
2 PN 0,8830 0,974 0,9652 0,0369 0,2676
500 .t 0,5868 0,873 0,8537 0,0752 0,0981
30 i 0,2500 0,613 0,6411 0,1166 0,0173
200 i 0,1170 0,458 0,4814 0,1389 0,0040
' J 0,0302 0,778 0,2728 60,1625 0,0004

L’avantage appartient nettement a la formule de Rayleigh, quatriéme colonne,
et il est permis de penser qu’il serait plus décisif encore, si la vitesse avait ap-
proché davantage de la limite, ou si 'on réussissait a faire la théorie pour des vi-
tesses inférieures a la vitesse limite.

Les déplacements du point d’application de la résultante en fonction de 1'obli-
quité ont aussi été étudiés par lord Rayleigh : ce point s’éloigne du milieu quand
Pobliquité croit; mais il ne va pas jusqu’au bord, I'écart maximum, correspondant

X N TI X 3l . .
4 o = o, ¢’est-d-dire a la lame paralléle au courant, est 5 Ce résultat est facile

a contréler par des expériences fort simples : une lame verticale, qui peut glisser
horizontalement entre deux coulisses fixées 4 un axe vertical, est plongée dans un
courant horizontal indéfini. Quand P'axe passe par le milieu de la lame, la position
stable de celle-ci est normale au courant. On fait glisser la lame, de maniére a
éloigner peu & peu 'axe du milieu; la lame tourne autour de I'axe et prend une
orientation oblique. Bien avant que I'axe ait atteint le bord de la lame, celle-ci se
place parallélement au courant; on ne fait qu’augmenter la stabilité de cette
position quand on approche de plus en plus I'axe du bord de la lame.

40. Les autres cas traités par Kirchhoff conduisent aux résultats suivants :
1° Ecoulement par une fente en mince paroi plane ¢ de largeur /

l _ S
5= I — e~ /e—2aw 14 arctang y/e—2W —
= v gV ),
en posant
2+ T °
a = —_
{ 2D

II se forme un jet (fig. 1 g) dont la largeur & grande distance de 'ouverture est
ul
2+ T

est —~ l‘/z—’i‘?-
24w [}

I.— Fac. de T. 9

[; la contraction de la veine plane est environ o0,61; le débit par seconde
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2° Ecoulement a 'intérieur d'un tube plat vertical de largeur { (Ex. d’Helmholtz)

z=——~i2—11—1[e—ibw—i—bw—l—'.—e—b‘v/e—zbw—l—log(e_b‘”+‘/e_?"“’—o] (1),
en posant
b= 2T Z
1 2P0

Il se forme un jet 4 'intérieur du tube, dont la largeur a grande distance est seu-
l s . \ 2P0
lement o Le débit est égal a l‘/%

Les parties ombrées représentent le liquide en repos.

M. Instabilité des jets; flammes sensibles; flammes chantantes. — Les
mouvements discontinus étudiés par Helmholtz et Kirchhoff sont des mouvements
permanents possibles des liquides; avant de pouvoir affirmer que ce sont bien les
mouvements limites correspondant aux mouvements réels des fluides naturels,
qui prennenl naissance spontanément et se maintiennent, il faut étudier la stabilité
de ces mouvements. Au point de vue expérimental, tous les jets subissent assez
fortement I'influence des moindres mouvements périodiques, comme le montrent
les expériences connues de Savart sur les jets d’eau, de Tyndall (Son, 6¢ Lecon)
sur les flammes sensibles et les jets de gaz. Chaque jet a un maximum de sensi-
bilité pour une certaine hauteur de son variable avec la pression d’écoulement. On
peut méme rendre la flamme tellement sensible & un son de hauteur déterminée,
que, brilant dans un tuyau accordé sur ce son, elle fasse parler ce tuyau sponta-
nément et devienne une flamme chantante. De méme dans les tuyaux d’orgue, on
peut donner a la lame d’air qui sort par la fente d’'une embouchure de fliite son
maximum de sensibilité pour le son du tuyau en réglant la distance du biseau a la
fente; la production des harmoniques successifs du méme tuyau en forcant le vent
montre bien l'influence de la vitesse d’écoulement.

Dans le mouvement limite adopté par Helmholtz, ce caractére se retrouve
exagéré; la forme de la surface de discontinuité parait étre toujours instable, et
d’autant plus instable que la longueur d’onde de la perturbation est moindre.
Lord Rayleigh a étudié cette question dans deux Mémoires (1878) dont je vais
faire connaitre les principaux résultats.

Occupons-nous seulement des mouvements plans dans lesquels il y a une ligne
de discontinuité, et conservons les notations des numéros précédents. Appelons,
en outre, s l'arc de la ligne de discontinuité compté depuis le point ou elle se sé-

(*) Cette équation permettra au lecteur de corriger facilement I'équation correspondante de la
page 51, transcrite inexactement.
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pare de la paroi, et supposons le potentiel nul en ce point. En un point dela ligne
le potentiel a pour valeur Vs du c6té ot le liquide se meut avec la vitesse limite V,
et zéro de I'autre c6té. Une petite déformation simple, dont I'ordonnée n normale
a la ligne de discontinuité est la partie réelle de HeiPstar, correspond i des ac-
croissements de potentiel qui, dans le voisinage immédiat de cette ligne, se ré-
duisent 4 la partie réelle de ®, = A, eips+putat et de dy— A, eiPs—pntar; A, et A, sont
des constantes imaginaires. Cette forme satisfait 4 la condition d’incompressibilité,
A;9 = o0, dans le voisinage de la ligne de discontinuité. On aurait la forme géné-
rale en remplacant s et n par ®V~ et WV—!, ® et U ayant les valeurs relatives a
I’élat permanent.

1° La ligne de discontinuité se meut avec le liquide
D .
B.t(n — Hezps+oct) =o0.
Les termes du premier ordre satisfont a cette relation en posant
o

A1=—H<i+iV>, Ay=+HZ.
P J2

2° La pression est & chaque instant la méme de part et d’autre; en tenant
compte de P’égalité de pression dans I’état permanent, il reste

I LY (O AN B Y y2  ACRZINY
2V ot 2 V+ os ) T \on - ot 2 o ) T \on

et, au premier ordre,
2
(o))
P P

Y AR
CZ__Z(_I ).

ou

Une solution simple de longueur d’onde EPI est donc de la forme

pvt pVt

S v + AL Ve
n:(He ® +He “‘>cosp<s—~?t>+<Ge * +Gle 2>sinp<s—7>.

\

Les constantes H, H', G, G’ dépendent de I’état initial et de la forme des parois;
, . . . A% . A .
I'oscillation se propage avec la vitesse 5 €t croit en méme temps. L’amplitude de-

vient environ vingt-trois fois plus grande pendant le temps de parcours d’une lon-
gueur d’onde; c’est un mouvement d’autant plus instable que la longueur d’onde
est plus petite. Cette solution est compléte quand le liquide en mouvement et le
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liquide en repos s’étendent indéfiniment, 'un du cdté des rn négatifs, 'autre du
cdté positif et quand, de plus, la ligne de discontinuité est indéfinie.

Mais il faut bien remarquer qu’elle n’est plus salisfaisante prés du point de
jonction de cette ligne a la paroi; la le mouvement ne saurait étre symétrique de
part et d’autre; le point de jonction peut seulement osciller le long de la paroi,
sans que la ligne de discontinuité cesse d’étre tangente a la paroi; c’est une con-
dition 4 laquelle cette solution simple ne satisfait pas; le mouvement oscillatoire
qui peut prendre naissance dans ce cas est donc plus compliqué,. et I'influence de
cette liaison sur la stabilité est inconnue. Tous les cas traités par lord Rayleigh se
rapportent & une surface de discontinuité illimitée.

Quand le liquide est limité latéralement par des lignes de courant & distance
finie, il faut compléter la solution par une autre analogue, o la vitesse de propa-

. A\ . \ . .
galion est — — el qui correspond & des termes en e~ dans le potentiel du li-

quide en mouvement, et en e¢tP? dans 'autre. Les quatre constantes sont déter-
minées en fonction des quatre premiéres par les circonstances du mouvement
permanent et ne permettent de satisfaire i aucune nouvelle condition initiale. On
trouve ainsi, pour un jet rectiligne indéfini de largeur 27 et de vitesse V au milieu
d’un liquide indéfini en repos, la déformation simple

n=MHeFtrrVicosp(AVt— )

avec les relations

_ Vtanghp! A= L
~ 1+ tanghp?’ = 1+ tanghpl’

lorsque les déformations des deux faces sont symétriques; quand les déformations
des deux faces sont paralltles, il faut remplacer tanghpl par cothpl. Lorsque
la longueur d’onde est trés grande par rapport a la largeur du jet, pl est trés
petit; p et A deviennent égaux a Vpl 1, ou a \/p—l, pl, suivant que les déforma-
tions sont symétriques ou paralléles; I'instabilité mesurée par npV ala méme
limite dans les deux cas, mais non la vitesse de propagation. La déformation est
toujours instable, quelle que soit la longueur d’onde.

~ 42. Dans les liquides naturels, le frottement rend impossible 'existence d’une
surface de discontinuité; il ne peut y avoir que des couches épaisses de tourbil-
lons. Dans quelle mesure la stabilité d’une couche de tourbillons surpasse-t-elle
celle d’une surface de discontinuité, méme pour un liquide sans frottement? Cest
ce qu'il est intéressant d’examiner avec lord Rayleigh sur quelques exemples de
mouvement plan parallele a laxe des z. On satisfait a la condition d’incompressi-
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bilité en posant

U=-—, V:-—?, \D':f(}/)+Yeut+ipx'

S () estune fonction arbitraire de y seule, relative & 'état permanent, et Y une autre
fonction de y correspondant a la perturbation de période ?;ﬂ - En éliminant la pres-

sion entre les deux équations du mouvement, on obtient une équation unique dont
les termes du premier ordre donnent, pour les petites déformations,

02Y , ipf" o
[ ¥ (e 227) J e =

Quand la couche peut étre séparée en bandes dans chacune desquelles /7 a une
valeur constante, Y est de la forme A e™Pr, et les conditions de continuité de vi-
tesse normale et tangentielle, ainsi que de pression d'une bande al'autre, donnent
des relations homogenes entre les constantes A, qui entrainent une relation entre
a, p, les diverses valeurs de /" et les épaisseurs des bandes.

7

S’il y a une seule bande d’épaisseur b, d’un c6té de laquelle la viiesse est uni-
[ N s \% .
forme et égale 'V, etde’autre & —V, on a f"= Q—b— . Ce mouvement est instable

pour les perturbations de grande longueur d’onde, comme si & était nul; P'insta-
bilité est maximum lorsque la longueur d'onde est égale a 86, elle se change en
stabilité croissante pour des longueurs d’onde inférieures a 54; en méme temps
les sinuosités des deux surfaces limites de la bande deviennent paralléles.

Les résultats sont un peu différents pour des bandes dans lesquelles la vitesse
maximum est au milieu, et qui sont limitées par du liquide en repos. Toutes les
déformations symétriques sont stables; les déformations non symétriques sont
stables quand la longueur d’onde est petite, instables quand elle est grande. Ces
résultats établis par lord Rayleigh, dans quelques cas ot la distribution de la vi-
tesse dans la bande est représentée par un polygone convexe, paraissent susceptibles
d’extension au cas plus général d’une courbe convexe quelconque. )

43. Discussion de Uhypothése d’Helmholts. — De ces recherches il semble
résulter que le mouvement est toujours instable quand il y a une surface de dis-
continuité; qu’il est stable, au contraire, dans des limites de longueur d’onde
fort étendues quand la vitesse est continue, la discontinuité portant seulement
sur les rotations élémentaires, c'est-a-dire sur les dérivées de la vitesse, et sous
certaines réserves supplémentaires.

Ces résultats, il faut bien I'avouer, ne sont guére favorables a 'hypothése d’une
surface de discontinuité des vitesses, et I'on doit se demander si cette conception
de Helmholtz correspond bien a I’état limite d’un fluide a frottement trés faible.
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Ayant exposé de mon mieux cette hypothése dans les paragraphes précé-
dents, on me permetira de terminer par quelques réflexions personnelles. Il
me semble que, dans cetle discussion, on a trop souvent regardé le liquide entié-
rement dénué de frottement comme ayant une existence propre, et que I'on s’est
fort embarrassé de difficultés n’existant que pour ce liquide parfait, dont nous ne
connaissons point d’exemple, mais nullement pour les liquides naturels. Le liquide
parfait de ’'Hydrodynamique est une conception idéale, dont les propriétés rigou-
reuses donnent souvent, mais pas toujours, une premiére approximation suffisante
du mouvement des liquides réels. En particulier, nous savons que les vitesses
tangentielles d’un liquide a la surface d'un corps qu'il mouille restent toujours
trés petites ou méme nulles; ce dernier cas est sensiblement réalisé, d’aprés les
expériences d’Helmholtz et Piotrowski, pour I'éther et I'alcool au contact d’un
métal. Si I'un de ces liquides, d’abord en repos, est mis en mouvement et qu’on
le traite comme un fluide parfait, il y aura un potentiel des vitesses, et le mouve-
ment correspondant sera trés différent du mouvement réel dans le voisinage des
parois; la vitesse tangentielle n’y sera pas nulle. Par exemple, dans un tube
cylindrique, la vitesse serait uniforme dans toute la section droite. Si 'on traite
le probléme en tenant compte du frottement, on trouve qu’il se produit une
couche de tourbillons prés de la paroi. Cette couche n’est pas nécessairement
confinée au voisinage immédiat de la paroi, comme on le suppose implicite-
ment en prenant le mouvement & potentiel comme mouvement limite. Un exemple
simple est fourni par I'écoulement dans un tube circulaire indéfini de rayon a.

Pour un liquide visqueux, la vitesse & une distance r de 1'axe est donnée, comme
on sait, par les relations

2l
u= n—a—h(a?—r‘l), ¢ =0, w = o0,
en appelant I le débit par seconde, quand le liquide reste immobile le long de la
paroi. Le coefficient de frottement intervient seulement dans l’expression de la

. . 81 .
chute de pression par unité de longueur, p—- Quand le coefficient . tend vers

zéro, la chute de pression tend aussi vers zéro, mais la distribution de vitesse
reste la méme pour le méme débit. Elle satisfait a toutes les équations du mouve-
ment permanent d’un liquide parfait.

Dans le cas général, I’état limite correspondant au frottement infiniment petit

comportera des rotations non confinées a la surface des solides ou & des surfaces
de discontinailé.

44. La nécessité de tenir compte du frottement dans le raisonnement est par-
ticulierement évidente quand il s’agit de 1'état permanent. Un état permanent in-
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dépendant de I'état initial n’est possible que s'il y a frottement. La période va-
riable dure d’autant plus longtemps que le frottement est plus faible, et I'énergie
totale absorbée par le frottement et transformée en chaleur dans le passage de
Pétat initial a I’état permanent a une valeur finie méme pour un frottement in-
terne trés faible.

Les équations différentielles du mouvement d’un liguide parfait suffisent
donc a rendre compte des mouvements qui se produisent pendant un temps
Jint dans un liquide a frottement trés faible; elles doivent étre satisfaites par
le mouvement permanent de ce liguide; mais elles sont absolument insuffi-
santes pour rendre compte du passage d’un état initial quelconque, et en
particulier du repos, a un état permanent, quelque faible que soit le frotte-
ment intérieur.

Les rotations élémentaires ne subissent en un temps fini que des variations
trés petites comme le froltement intérieur; mais des variations finies quelconques
peuvent se produire dans le passage d’'un état initial quelconque a I’état perma-
nent. Les rotations permanentes ont une limite différente de zéro quand le frotte-
ment intérieur diminue indéfiniment. C’est toute une étude a refaire et ce n’est
pas ici le lieu. Il suffit de remarquer que, dans un fluide naturel, ¢’est certaine-
ment par le jeu du frottement interne que les vitesses se réglent, de maniére a ne
donner jamais de pression négative, et qu'on peut obtenir le méme résultat dans
le mouvement limite, grice a l'existence des rotations. Dans ce cas, en eflet, la
relation qui détermine la pression est

Lvy 1(u2+v?—|—w2)=1'1
e 2
avec
' oIl ol o1l
2oi—wn)=g50 awb—ul) =0 a(um—eb) =

et il peut y avoir une surface le long de laquelle p a sa valeur minimum positive
ou nulle, sans discontinuité ni des vitesses, ni des dérivées de la pression.

45. Qu'’il s’agisse d’un fluide parfait ou visqueux, il parait probable que, dans
un espace simple, la connaissance des trois composantes de la vitesse en chaque
point de la surface limite est nécessaire ct suffisante pour déterminer entiérement
le mouvement permanent continu. Mais il y a une grande différence entre le liquide
parfait et le liquide visqueux; pour ce dernier, la distribution de la vitesse dans
chacune des ouvertures de la surface limite n’a d’influence sensible que prés de
I'ouverture méme; loin de la surface limite, le mouvement du fluide visqueux
ne dépend que du débit total de chaque ouverture. Rien de pareil pour le fluide
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parfait. Ce que j'appelle le mouvement limite, ce qu’il est intéressant de con-
naitre, c’est ce que devient le mouvement caractéristique du fluide visqueux quand
on y annule le coefficient de frottement. Ce mouvement principal du fluide vis-
queux est probablement celui dans lequel le travail transformé en chaleur par le
frottement est le plus petit qui soit compatible avec des valeurs déterminées du
débit de chaque ouverture, et les conditions d’adhérence aux parois; cette condi-
tion est indépendante de la grandeur du coefficient de frottement; elle détermine
aussi le mouvement limite.

Reprenons Iexemple du tube cylindrique indéfini, le long des parois duquel le
liquide est en repos. Avec un fluide parfait, une distribution quelconque de vi-
tesses paralléles aux génératrices, sans vitesses normales, peut se maintenir d’un
bout & I'autre du tube. Avec le fluide visqueux, au contraire, une seule distribu-
tion de ce genre est uniforme; si I'on en produit une différente en un point quel-
conque du tube, le jeu naturel des frottements la transformera rapidement. Cette
distribution uniforme, rappelée au n° 42, rend minimum absolu le travail dépensé
en frottement pour un débit I, avec une vitesse nulle le long des parois, comme
on peut facilement s’en convaincre.

J'arréterai provisoirement ici cette Revue, sans avoir complétement rempli
le programme que je m’étais tracé. Je compte, d’ailleurs, que l'interruption ne
sera pas de longue durée; j'ai hate d’arriver a I'étude du mouvement des solides
dans un liquide naturel, et des résistances qu'il y éprouve, la plus difficile peut-
étre et la plus intéressante de toutes les questions qui se présentent en Hydrodyna-
mique.
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