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Transversalité quantitative en géométrie symplectique:
sous-variétés et hypersurfaces *)

JEAN-PAUL MonseN ()

RESUME. — Le principal résultat de cet article est une extension d’un théoréeme de
transversalisation dii & Donaldson et Auroux: nous construisons des sections approxi-
mativement holomorphes dont la restriction a une sous-variété compacte donnée est
quantitativement transversale & la section nulle.

ABSTRACT. — The main result of this paper is an extension of a transversality
theorem due to Donaldson and Auroux: we construct approximately holomorphic
sections whose restriction to some given compact submanifold is quantitatively trans-
verse to the zero section.

1. Enoncé du théoréme

Un théoréme de Donaldson et Auroux ([1], [2]) permet de perturber une
section approximativement holomorphe d’un fibré trés positif afin de rendre
son annulation quantitativement transversale. Ce théoréme admet une va-
riante relative & une sous-variété, c’est-a-dire qu’on peut rendre quantitati-
vement transversale I’annulation de la restriction de la section a une sous-
variété donnée.

Afin d’énoncer précisément ce résultat, donnons plusieurs définitions. Soit
une application linéaire u entre deux espaces euclidiens F et F. On appelle
module d’injectivité de u le nombre :

MI(u) = min |Ju(v)]]
ou v décrit la sphére unité de I'espace de départ E. De facon duale, on appelle
module de surjectivité de u le nombre :

MS(u) = min || o ul|

(*) Regu le 17 octobre 2016, accepté le 20 juillet 2017.
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ot X\ décrit la spheére unité de 'espace dual F* de l'espace d’arrivée (autre-
ment dit : MS(u) = MI(u*), o u* désigne I’adjoint de u).

Soient une application lisse f d'un ouvert U C F vers F' et & un point de
U. On appelle module de transversalité de f en x le nombre :

MT(f, x) = max {|[ ()], MS(df (x))} -

Etendons la définition du module de transversalité aux sections : soit
un fibré vectoriel V' sur une variété X, muni d’une connexion V. On sup-
pose la base et la fibre munies de métriques. Alors on appelle module de
transversalité d’une section s de V' en un point = de X le nombre :

MT(s, 2) = max {||s(x)[ , MS(Vs(x))}

et on appelle module (global) de transversalité de s le nombre : MT(s) =
inf MT(s, ).

Si Y désigne une sous-variété de X, on s’intéressera au module de trans-
versalité de s le long de Y, c’est-a-dire au module de transversalité de la
restriction de s & Y. Enfin, il existe de cette notion de module de transversa-
lité une version pondérée : le module de transversalité de poids (a, b), avec
a et b > 0, est défini par :

MT(s, x; a, b) = max {a X ||s(x)], b x MS(Vs(z))}

et les modules pondérés global et relatif & une sous-variété se définissent de
facon analogue.

Rappelons aussi quelques définitions de géométrie symplectique (ou de
géométrie presque kéhlérienne). Une variété presque kéhlérienne est une va-
riété de dimension (réelle) paire munie d’une forme symplectique w, d’une
structure presque complexe J et d’une métrique riemannienne g, ces trois
données vérifiant :

g(v, w) = w(v, Jw).
pour tous champs de vecteurs v et w.

Le contexte de la théorie de Donaldson—Auroux est une variété presque
k&hlérienne (X, w, J, g) munie d’un fibré en droites positif. Plus précisément,
il s’agit d’un fibré en droites hermitiennes de base X, muni d’une connexion
unitaire de courbure F reliée a la forme symplectique par la formule :

F=—2nw.

Un tel fibré positif L est appelé une pré-quantification. Pour les grandes va-
leurs de l'entier k, le fibré en droites L* sera considéré comme trés positif
ainsi que le fibré vectoriel L¥ ® C" (de rang r). Certaines estimées, omnipré-
sentes dans cette théorie, donnent lieu aux définitions suivantes.
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Soient un réel K > 0 et trois entiers muyax = 0, 7 > 0 et £ > 0. Une
section s du fibré hermitien LF ® C" sera dite (K, mmax)—contrdlée si elle
vérifie :

[V < K x k%

pour tout entier m compris entre 0 et myax. Elle sera dite (K, muyax) —appro-
ximativement holomorphe si elle vérifie :

|V™as|| < K x k%

pour tout entier m compris entre 0 et myax-

Précisons que 0 désigne la partie anti-linéaire de V et que toutes les mé-
triques et connexions qui interviennent dans les deux définitions précédentes
sont déduites des métriques de X et de L, de la connexion de L et de la
connexion de Levi-Civita.

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat du présent article :

THEOREME DE DONALDSON—AUROUX RELATIF (A UNE SOUS-VARIETE).
Soient une variété presque kdhlérienne X, une pré-quantification L, une
sous-variété compacte Y C X, deux réels ¢ > 0 et K > 0 et deuzr entiers
Mmax = 0 et 7 > 0.

Alors il existe un réel n > 0 et un entier kg > 0 tels que, pour tout en-
tier k > ko et toute section (K,2)—-contrélée et (K,1)—approzimativement
holomorphe s de L* @ C", il existe une section (€, Mmax)— controlée et
(€, Mmax)— approximativement holomorphe t de L¥ @ C" telle que le mo-
dule de transversalité de poids (1, k_%) de la restriction de s+t a'Y soit
supérieur a n.

Quoiqu’assez longue, la démonstration de ce théoréme n’a rien de mysté-
rieux : il s’agit d’'une adaptation de la preuve originale de Donaldson.

Le principal intérét de la version relative du théoréeme de Donaldson—
Auroux est de retrouver comme corollaires les deux résultats suivants :

e Le théoreme de D. Auroux sur l'unicité & isotopie preés des sec-
tions quantitativement transversales de Donaldson [1]. La démons-
tration originale reposait sur un argument de « grande composante
connexe ». Celle proposée ici en differe donc sur ce point.

e Le théoréme de A. Ibort, D. Martinez-Torres et F. Presas [5], ana-
logue en géométrie de contact du théoréme de Donaldson—Auroux.
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En fait, ces deux résultats sont des conséquences du théoreme de
Donaldson—Auroux relatif aux hypersurfaces réelles. Dans le cas des hy-
persurfaces réelles, le point important est qu'une section (approximative-
ment) holomorphe qui s’annule transversalement (avec une estimée) s’annu-
lera transversalement le long de la distribution de Levi.

Plan de l’article

La premiére partie de D’article (chapitres 2 et 3) est consacrée aux corol-
laires du théoréme de Donaldson—-Auroux relatif et la seconde partie (cha-
pitres 4 et suivants) est consacrée a la démonstration de ce théoréme.

Le chapitre 2 traite le cas de la transversalisation le long d’une hyper-
surface réelle puis en déduit le théoreme d’Ibort, Martinez-Torres et Presas.
De méme, dans le chapitre 3, le théoréme d’unicité d’Auroux est déduit du
résultat sur les hypersurfaces et ce chapitre contient aussi un contre-exemple
simple qui prouve qu’il n’y a pas unicité dans le cas relatif.

Le chapitre 4 expose la théorie des variations de Vitushkin et I’applique a
Pétude de la complexité des hypersurfaces algébriques (d’apres [6]). L’objet
du chapitre 5 est un théoréme de Bertini quantitatif (inspiré de [3]). Par
souci de complétude, on donne, dans les chapitres suivants, la fin de la dé-
monstration du théoreme de Donaldson—Auroux relatif qui est trés semblable
a la démonstration classique de [1], [2] et [3].

Remerciements

L’auteur remercie Emmanuel Giroux et Bruno Sévennec pour leur sou-
tien et pour de nombreuses discussions. Merci aussi a Nicolas Dutertre et a
Stéphane Rigat pour des indications bibliographiques.

2. Application a la géométrie de contact

Ce chapitre permet, en ce qui concerne les techniques de transversalité
quantitative, de regarder la théorie de contact comme une application de la
théorie symplectique relative.
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2.1. Hyperplan réel et hyperplan complexe

LEMME 2.1. — Soient deux espaces hermitiens E et F de dimensions
finies, une application v : E — F et un hyperplan réel H C E. Notons
K Uhyperplan complexe inclus dans H (autrement dit K = HNiH). On
désignera par ug et ug les restrictions respectives de uw o H et a K. Alors :

(i) siu est C—linéaire, elle vérifiera 'identité :
MS(ug) = MS(ug),
(ii) siu est R—linéaire, elle vérifiera 'encadrement :
MS(ug) — 2||u®|| < MS(ug) < MS(ug)
ot ut désigne la partie C—antilinéaire de u.

Démonstration. — Dans les cas (i) et (ii), 'inégalité MS(ug) < MS(ugr)
est vérifiée car K est inclus dans H.

Cas (i). Ecrivons la décomposition :
H=Rud K

ou vy désigne un vecteur orthogonal a K. Par définition du module de sur-
jectivité, il existe une forme linéaire réelle A : F' — R de norme 1 vérifiant :

Ao ukl|| = MS(uk).
Le théoreme des valeurs intermédiaires fournit un réel 6 qui vérifie :
Aeu(vg)) = 0.
Notons Ay la forme linéaire réelle définie sur F' par :
Ao(v) = A(ev).

Sa norme est égale a celle de A, c’est-a-dire vaut 1. Par définition du module
de surjectivité, on en déduit 'inégalité :

MS(ug) < ||Ao o ugl.

Comme \g o u est nulle sur Rug, le membre de droite est égal a ||[Ag o uk]].
En appliquant la C—linéarité de uy puis la définition de A, on peut écrire :

[Ag o uk|l = [[A o ug || = MS(ug).
On obtient donc I'inégalité suivante :

Le cas (i) du lemme est démontré par double inégalité.
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Cas (ii). L’application u est désormais R—linéaire. Alors :
MS(ux) = MS((u"")x) = [[(u™") k||
(car le module de surjectivité est 1—lipschitzien)
= MS((u")a) = [I(u® )k
(d’apres (i) appliqué a u
> MS(um) = (WD al = I1(® )]

(car le module de surjectivité est 1—lipschitzien)
> MS(ug) — 2[Ju®!|.

Le lemme est démontré. O

1,0)

2.2. Cas d’une hypersurface réelle : transversalité dans la direction
de Levi

THEOREME 2.2 (Théoréme de transversalisation le long d’une hyper-
surface réelle). — Sous les hypothéses du théoréme de Donaldson—Aurouz
relatif, on suppose de plus que Y est une hypersurface réelle.

Alors il existe (comme d’habitude) un réel n > 0 et un entier ko >
0 tels que, pour tout entier k > ko et toute section (K,2)—controlée et
(K, 1)—approzimativement holomorphe s de L¥ @ C7, il existe une
section t de LF @ C" qui est comme d’habitude (g, Mmax)—controlée et
(€, Mmax ) — approzimativement holomorphe mais qui vérifie, pour tout z € Y,
lestimation suivante :

max { (s + (@), k5 x MS(V(s + 6)(@)1ev) } >

ot V(s +t)(x)Levi désigne la restriction de V(s + t)(x) d Uhyperplan (com-
plexe) de Levi T,Y N J,(T,Y).

Démonstration. — Le théoreme de Donaldson—Auroux relatif fournit une
section t satisfaisant les majorations demandées et la minoration suivante :

max { (s + ) (@), k75 x MS(V(s + t)(@)z,v) } > m

pour un certain réel 7; > 0. Posons n = “5-. Dans le cas particulier d'une
hypersurface réelle, le lemme 2.1 implique :

MS(V (s +1t)(2)Levi) = MS(V(s + t)(2)1,v) — 2/0(s +t)(2) ||
> MS(V(s+t)(z)r,y) — 2(K +¢).
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La quantité
max { (s + ) (@), K75 x MS(V(s + ) (@)1ev) |
est donc minorée par :
max {||(s +t)(x)], k2 x MS(V(s+ t)(ﬂ?)Txy)} —2(K + s)k_%

> 2 — 2K +e)k™% >

pour k assez grand. O

2.3. Construction de sous-variétés de contact

Soit une variété compacte Y munie d’une forme de contact a. Notons
X la symplectisée, i.e. le produit R x Y muni de la forme symplectique
w = d(e'a). On identifie Y & I'hypersurface {0} x Y. Munissons X d’une
structure presque complexe J, compatible avec w et préservant la direction
de contact en tout point de Y, autrement dit la direction de contact sera
égale a la direction de Levi. Comme pré-quantification sur X, choisissons le
fibré trivial en droites hermitiennes, muni de la connexion suivante :

V =d—i2weta.

Comme précedemment, on suppose donnés deux réels ¢ > 0 et K > 0 et
deux entiers mmpay = 0 et r > 0.

THEOREME 2.3 (Théoréme d’Ibort, Martinez-Torres et Presas). — Pour
tout entier k assez grand et toute section (K, 2)— controlée et (K, 1)— approzi-
mativement holomorphe s de L* ®CT, il existe une section (€, Mmax ) — contro-
lée et (£, Mumax) — approzimativement holomorphe t de L*@C" telle que le lieu
des zéros de la restriction de s+t a Y soit une sous-variété de contact de
codimension 2r dans 'Y .

Démonstration. — Le théoreme 2.2 fournit une section approximative-
ment holomorphe ¢ = s 4+ ¢t qui s’annule transversalement le long de la
direction de Levi (avec une estimée). Posons Y; = Y No~1(0). Pour k assez
grand, on vérifie immédiatement les trois points suivants :

(1) L’annulation transversale de la restriction & Y implique que Y7 est
une sous-variété lisse d’espace tangent TY Nker Vo.

(2) La forme « n’est pas nulle sur TY et la restriction de Vo & la direc-
tion de Levi TY Nker a est surjective. Ces deux faits équivalent a
la surjectivité, sur TY, de lapplication linéaire («, Vo), elle-méme
équivalente aux deux faits suivants : Vo est surjective sur TY et «
n’est pas nulle sur TY Nker Vo (= TY1).

- 661 —



Jean-Paul Mohsen

(3) L’application R—linéaire Vopeyi est approximativement C—linéaire
en ce sens que la norme de sa partie antilinéaire est trés petite
comparée au module de surjectivité. On en déduit que le noyau de
Vorevi €st un sous-espace approximativement J—invariant et, en
particulier, symplectique.

Bilan : Nous avons prouvé que Y7 est une sous-variété lisse sur laquelle
la forme « ne s’annule pas et que (TY; Nkera, da) est un espace vectoriel
symplectique donc Y7 est une sous-variété de contact. O

Remarque. — Dans [5], cette construction que nous avons faite pour LF®
C" était faite plus généralement pour la version twistée LE@ V', ot V' désigne
un fibré vectoriel hermitien, mais le théoréme de Donaldson—Auroux relatif
admet bien siir une telle version twistée.

3. Le théoréme d’unicité

Ce chapitre a deux objets : premierement déduire le théoreme d’unicité
d’Auroux (valable dans le cas absolu) du théoréme de Donaldson—Auroux
relatif et deuxiémement donner un contre-exemple qui prouve qu’il n’y a pas
unicité dans le cas relatif.

Disons un mot d’une idée sous-jacente dans les preuves des théoremes 2.2
et 3.1. En général, le fait qu'une famille de sections s’annule transversalement
n’implique pas que chaque section de la famille s’annule transversalement.
Pourtant, c’est le cas dans la situation qui nous intéresse : si une famille
a 1 parameétre réel de sections (approximativement) holomorphes s’annule
transversalement (avec des estimées), chaque section s’annulera transversa-
lement.

3.1. Sections au-dessus de la sphére de Riemann

Notons L¢p1 le fibré hyperplan sur la sphére de Riemann CP'. C’est une
pré-quantification de CP' (pour les métriques usuelles de la base et de la
fibre et la connexion de Chern).

Alors les sections holomorphes de Lé p1, pour k > 1, sont les polynomes
homogenes de degré k en deux variables notées zg et z1. Voici quatre exemples
de sections de ce fibré. Les sections polaires :

Nk:z(’)“
Sk:zf
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et les sections équatoriales :

Ej, =27 x z?nt(%) X szEm(%)

1+Ent( £ k—1-Ent(&
Fk:2gxzo n(z)le (%)

ou Ent désigne la partie entiere. Alors pour tout entier mpy,, > 0, il existe

un réel K > 0 indépendant de k tel que ces quatre sections soient

(K, mmax)—controlées (cela résulte d’un calcul que nous omettons).

3.2. Unicité dans le cas absolu

THEOREME 3.1 (Théoréme d’unicité d’Auroux). — Soient une variété
presque kdhlérienne X compacte et munie d’une pré-quantification L, deux
réels K et n > 0 et deux entiers r > 0 et Mpax = 2.

Alors il existe un entier kg > 0 et des réel K' > K et € )0, n[ tels
que, pour tout entier k > ko et toutes sections sy et sy de L* @ C, si
so et s1 sont (K, mpmax)—controlées, (K, mmax)—approzimativement holo-
morphes et s’annulent transversalement sur X avec un module de transver-
salité de poids (1, k’%) supérieur @ mn, elles seront isotopes parmi les sec-
tions (K', mmax)—controlées, (K', mmax)— approzimativement holomorphes
qui s’annulent transversalement avec un module de transversalité de poids
(1, k=3) supérieur a 1.

Démonstration. — On munit le produit CP! x X de la structure presque
kéhlérienne produit et de la pré-quantification produit, i.e. le fibré en droites

L défini par L = Lepr ® L. On définit une section s de fk par :
s =N ® 5o+ Sk ® s1

ou Nj et Sy désignent les sections polaires de Lépl définies au para-
graphe 3.1.

Notons RP! le cercle méridien formé des éléments de CP! de la forme
[ro : r1] avec g et r1 réels et ]RP}r le demi-cercle méridien formé des éléments
de RP! de la méme forme avec 7¢ > 0 et r1 > 0. On trivialise L¢pr au-dessus

de RPi en identifiant & 1 la section unitaire , /1 + (:—;)2 x 2o (prolongée par

la valeur z; au-dessus du point [0 : 1]). Cette trivialisation permet, en un
—k

point (p, z) € RP} x X, d’identifier les fibres Lk C" et L, o) ®C". Ainsi,

. —k ~
une section de L ® C" au-dessus de RP}F x X pourra étre vue comme une
famille & 1 paramétre de sections de L*¥ ® C" (au-dessus de X).

En appliquant le théoréme 2.2 & I'hypersurface RP' x X de CP? x X,
—k
a la section s et a la précision 7, on obtient une section ¢ de L~ ® C"
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qui est (2, Mmax)—controlée, (2, Mmax) —approximativement holomorphe et
telle que s + ¢ vérifie, pour un certain réel n” > 0 indépendant de k, la
minoration suivante :

maxc { (s +£)(p, @)1, k75 x MS(V (s +)(p. 2)x) | > 0"

ou V(s +1t)(p, x)x désigne la restriction de V(s +t)(p, z) au second facteur
T.X de T(p7w)(CP1 x X) (en effet, ce facteur T, X est égal a I’hyperplan
complexe de Levi). On obtient donc une famille & 1 parameétre de sections
de L* ® C", qui s’annulent transversalement sur X avec un module de poids
(1, k:_%) supérieur & n”’. Nous noterons bien siir sg + tg et s1 + #; les deux
sections extrémes de cette famille. Elles sont isotopes parmi les sections de
module de transversalité pondéré supérieur a n”.

Par ailleurs, isotopons les sections sg et so+tg par les sections barycentres
o9 = so + 0 X tg, avec 0 € [0, 1]. Alors le module de transversalité pondéré
de oy vérifie, en tout point z € X, la minoration suivante :

max { oo ()], kF x MS(Voy(x)) |
> max { so(@)]| = 0x|lto(@)l], K~ x (MS(Viso(2)) — 0 | Vto(a)])}
(car le module de surjectivité est 1—lipschitzien)
> max { so(@), k™F x MS(Vso(a) }
— 0 max {[to(@) |, k™% x [ Vio()]| |

0 x

RS

>0
>0
2

Les sections sg et sg 4 to sont donc isotopes parmi les sections de module de
transversalité pondéré supérieur & 7. Bien siir, il en va de méme pour s; et
S1 + tl .

Bilan. Posons 1’ = min {g, 77"}. Les quatre sections sg, sg + tg, 51 +t1 et
51 sont isotopes parmi les sections de L* ® C” de module de transversalité
pondéré > 7', ce qui démontre le théoréme. O

Remarque. — Dans [1], les hypothéses d’holomorphie approximative
faites respectivement sur sg et s; font intervenir deux structures presque
complexes Jy et J; non nécessairement égales (mais compatibles avec une
méme forme symplectique). Cette généralisation peut étre obtenue en mo-
difiant la démonstration précédente. En effet la sphére de parameétres qui
intervenait dans cette démonstration peut étre utilisée pour interpoler (en
un certain sens que nous ne préciserons pas) entre Jy et Ji.
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3.3. Un contre-exemple a "unicité dans le cas relatif

La partie £ de la sphére CP! d’équation |zg| = |21| est appelée le cercle
équateur. Les sections équatoriales Ey et F) définies au (3.1) étant unitaires
au-dessus de &, les modules de transversalité de poids (1, k*%) de leurs
restrictions a € sont > 1 (en fait, ils sont égaux & 1).

Notons L§ le fibré L* restreint au cercle équateur £. Fixons une triviali-
sation unitaire de L@. Dans cette trivialisation, les restrictions & £ des deux
sections Ej, et F, sont des applications continues de & = S vers S*. Comme
leurs degrés topologiques different d’une unité, ces deux applications ne sont
pas isotopes parmi les applications de S* vers C qui ne s’annulent pas.

Remarquons que la dimension réelle de £ (égale a 1) est strictement
inférieure au rang réel du fibré L (égal & 2) et que par conséquent, pour
une section de ce fibré, s’annuler transversalement signifie ne pas s’annuler.
Les sections Fj, et F) ne sont donc pas isotopes parmi les sections de L*
dont les restrictions a F s’annulent transversalement.

Ce contre-exemple prouve que le théoréme d’unicité d’Auroux, valable
dans le cas absolu, n’admet pas d’analogue dans le cas relatif.

4. Variations de Vitushkin

Ce chapitre décrit la théorie des variations de Vitushkin et 'applique a
Pétude de la complexité des hypersurfaces algébriques (il est inspiré de [6]).

4.1. Partie espacée

Dans un espace euclidien, une partie finie sera dite e—espacée si deux
quelconques de ses points vérifient : d(z, y) > e.

4.2. Partie espacée dans une hypersurface

Rappelons sans démonstration un résultat élémentaire de géométrie des
hypersurfaces :

PROPOSITION 4.1. — Soit une hypersurface A compacte d bord dans un
espace euclidien de dimension n. Alors il existe une constante C' telle que
pour tout ¢ € |0,1] et toute partie finie e—espacée F de A le cardinal de F

soit majoré par Cel~™.
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4.3. Partie espacée dans une hypersurface algébrique

On veut comprendre comment C' dépend de A, dans le cas d’une hyper-
surface algébrique. La réponse est donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 4.2. — Soit un espace euclidien E de dimension n. Notons
Bg la boule unité fermée de E. Alors il existe un polynome P : R — R tel que
pour toute hypersurface algébrique A C E, tout réel € € ]0,1[, et toute partie
finie e—espacée F' de ANBg, le cardinal de F soit majoré par P(deg A)el ™.

Cette majoration est notamment vraie pour une e—discrétisation, c’est a
dire une partie e—espacée maximale.

L’outil qui nous permettra de démontrer ce théoreme s’appelle les varia-
tions de Vitushkin. Nous allons les définir au paragraphe 4.7 puis en donner
quelques propriétés et en déduire le théoréme.

4.4. Mesure sur une grassmannienne linéaire

Soit E un espace euclidien. Notons Gr(k, F) la grassmannienne des sous-
espaces vectoriels de dimension k. Il existe sur Gr(k, E) une mesure in-
variante par isométries linéaires, unique a multiplication par un réel pres.
Notons Mes(k, E) cette mesure, normalisée par la condition :

/ 1=1.
Gr(k, E)

Par convention, on supposera toujours Gr(k, F) munie de cette mesure.

4.5. Mesure sur une grassmannienne affine

Notons AffGr(k, E) la grassmannienne des sous-espaces affines de E de
dimension k. Si F' désigne un sous-espace vectoriel de E et p un point de
I'orthogonal F*, on notera p + F le sous-espace affine de E parallele a F
passant par p. Par convention, on supposera toujours AffGr(k, E) munie de
la mesure AffMes(k, E) définie par la relation :

/ H(F)dF :/ </ d(p+ F) dp> dF.
FeAffGr(k, E) FeGr(k, E) pEFL

Cette relation est valable pour toute fonction mesurable ¢ : AffGr(k, E) —
[0, +0o0].

Remarque. — Cette mesure AffMes(k, F) est l'unique mesure sur
AffGr(k, E) invariante par isométries affines, & multiplication par un réel
pres.
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4.6. La formule de Cauchy—Crofton

Rappelons sans démonstration que, pour une sous-variété X d’un espace
euclidien F, la formule de Cauchy—Crofton s’énonce ainsi :

/ Card(X N F)dF = ¢4, Volg X

FeAfGr(n—d, E)

ou d désigne la dimension de X et n celle de E, ol ¢4, ,, désigne un réel
strictement positif qui ne dépend que de ces dimensions, ot Card(X N F)
désigne le cardinal de lintersection X N F' et ou Voly X désigne le vo-
lume (d—dimensionnel) de la sous-variété X.

4.7. Les variations de Vitushkin dans le cas absolu

Soit E un espace euclidien de dimension n. Les variations de Vitushkin
d’une partie compacte A de F sont des sortes de mesures d dimensionnelles
de cet ensemble pour d compris entre 0 et n. Plus précisément :

DEFINITION 4.3. — La d—&me variation de Vitushkin de A est l’intégrale
sur la grassmannienne des sous-espaces affines de dimension n — d de E
du nombre de composantes connezes de AN F. On la note V.F(A) ou plus
simplement Vy(A).

Ezemple 1. — Le nombre V;(A) est le nombre de composantes connexes
de A.

Ezemple 2. — Le nombre V,,(A) est le volume de A.

Exemple 3. — D’apres la formule de Cauchy—Crofton et le lemme de
Sard, toute sous-variété A de dimension d vérifie :

Vd(A) =Cd,n VOld(A)

ol Voly(A) désigne le volume d—dimensionnel de A et ol ¢q,, > 0 désigne
un réel ne dépendant que des dimensions d et n.

4.8. Les variations de Vitushkin dans le cas relatif

Nous utiliserons plutot la version relative :

DEFINITION 4.4. — Soient, dans E, une partie compacte A et une partie
fermée B. Notons d un entier compris entre 0 et n. La d—eéme variation de
Vitushkin du couple (A, B) est lintégrale sur la grassmannienne des sous-
espaces affines de dimension n—d de R™ du nombre de composantes connezes
de ANF disjointes de B. On la note VF (A, B) ou plus simplement V4(A, B).
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Ezemple 1. — Le nombre Vy(A, B) est le nombre de composantes
connexes de A disjointes de B.

Ezemple 2. — Le nombre V;,(A, B) est le volume de
A\B ={a € Ala ¢ B}.

4.9. Un lemme sur les composantes connexes

Soient un espace topologique séparé X, une partie Y C X et un point
y € Y. Notons Cx(y) et Cy(y) les composantes connexes respectives de y
dans X et dans Y. En général, elles vérifient ’inclusion :

Cy(y) C Cx(y)-

L’autre inclusion est vérifiée sous certaines hypotheses.

LEMME 4.5. — On suppose que la partie Y est compacte avec Cy (y) C
IntY. Alors les composantes Cx (y) et Cy(y) coincident.

Démonstration. — Comme Y est compacte, la composante connexe
Cy (y) est lintersection des parties & la fois fermées et ouvertes dans Y
qui contiennent le point y. Ecrivons :

La frontiére de Y étant compacte et disjointe de Cy (y), elle est disjointe
d’une intersection finie Z = Z;, N---N Z;, . Cette intersection Z est fermée
dans le fermé Y donc dans X. Par ailleurs Z est ouverte dans Y et incluse
dans l'intérieur de Y donc elle est ouverte dans X. Enfin Z contient le point
y. De ces trois propriétés, on déduit que la composante Cx (y) est incluse
dans Z et, par transitivité de l'inclusion, dans Y. Comme Cx (y) est connexe,
on en déduit I'inclusion :
Cx(y) C Cy(y)

et la proposition en découle car, comme nous ’avons dit, 'autre inclusion
est évidente. ]

4.10. Additivité des variations de Vitushkin

PROPOSITION 4.6. — Soient des boules fermées B; C E en nombre fini,
d’intérieurs disjoints et une partie compacte A de E. Notons S; les sphéres
bordant les B;, et posons :

B =E\| JInt B;.
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Alors on a :

Va(A, B) = ZVd(AﬂBia Si)

pour tout entier d compris entre 0 et n.

Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas d = 0. En effet, le cas général
s’y ramene grace a la formule suivante :

VE(X, Y):/ Vi (XNF, YNF)dF
FeAffiGr(n—d, E)

qui est une simple reformulation de la définition de V. (X, Y).

Toute composante connexe de A disjointe de B est incluse dans la réunion
des boules ouvertes int B; et donc, par connexité, dans I'une de ces boules.
D’apres le lemme 4.5, les composantes connexes de A incluses dans la boule
ouverte int B; sont exactement les composantes connexes de A N B; incluses
dans int B;. En les comptant, on obtient I'identité recherchée :

Vo(A, B)=> Vo(ANB;, S)). 0

4.11. Majoration des variations de Vitushkin dans le cas d’une
hypersurface algébrique

PROPOSITION 4.7. — Notons Bg la boule unité fermée de l’espace eu-
clidien E. Soit un entier d compris entre 0 et n. Il existe un polynéme
Py : R — R vérifiant pour toute hypersurface algébrique A et toute partie
fermée B de E, l’inégalité :

Vd(A N Bg, B) < Pd(degA).

Démonstration. — Soit F' un sous-espace affine. Notons f(F') le nombre

de composantes connexes de A N Bg N F. Il est majoré par une fonction

polynomiale de deg A. Pour une borne explicite, le lecteur consultera [6,
p. 49].

Le support de f est inclus dans I’ensemble des sous-espaces qui inter-
sectent la boule B et cet ensemble est un domaine de mesure finie. Donc
I'intégrale de f est majorée par une fonction polynomiale de deg A. O

4.12. Hyperplans et intersections

PROPOSITION 4.8. — Soient A une partie compacte et B une partie fer-
mée de l’espace euclidien E. On suppose A non incluse dans B et on suppose
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que le nombre Vo(A, B) est nul. Notons € et a un réel strictement positif et
un point de A vérifiant :

Vbe B d(a, b) > €.

Notons H la partie de Gr(n — 1, E) contenant les hyperplans affines H
pour lesquels intersection AN H contient un point ay vérifiant :

dlag, a) <e.

Alors la mesure de cet ensemble H vérifie la minoration suivante :
mes(H) > c1 ¢,
la constante ¢y, ,, étant celle de la formule de Cauchy—Crofton.

Démonstration. — Notons A’ I'ensemble des points x de A qui vérifient
d(a, x) < € et notons S la sphére des points « de E qui vérifient d(a, x) = €.
L’hypothese :

Vo(4, B) =0
implique :

Vo(A', S) =0
(cette implication est une conséquence du lemme 4.5). Il existe donc un
point b € S appartenant & la méme composante connexe de A’ que le point
a. Tout hyperplan séparant a et b rencontre A’ et appartient donc a H.
Notons K I'ensemble des hyperplans séparant a et b. Appliquons la formule
de Cauchy—Crofton au segment [a b] :

mes(K) = ¢1, nd(a, b) = ¢1,ne.

Alors, I'inclusion de K dans ‘H permet de conclure. O

4.13. Changement d’espace euclidien

PROPOSITION 4.9. — Soient un espace euclidien E de dimension n, un
sous-espace affine F de dimension k et un entier naturel d < k. Notons
U louvert de AffGr(n — d, E) formé des sous-espaces affines de direction
transversale a celle de F.

Alors toute fonction mesurable ¢ : AiGr(k — d, F) — [0, +00] vérifie la
relation :

/ (b(X)dX:cd’k’n/(b(XﬂF)dX
X EAffGr(k—d, F) U

ou ¢4, k,n désigne une constante strictement positive ne dépendant que des
dimensions.
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Démonstration. — 11 suffit de remarquer que les deux membres de cette
identité s’interprétent comme les intégrales de la fonction ¢ sur AffGr(k —
d, F) par rapport & des mesures invariantes par les isométries affines de F
et que deux telles mesures sont égales, a multiplication pres par un réel. [

COROLLAIRE 4.10. — Soient A une partie compacte et B une partie
fermée du sous-espace affine F. Alors les d—émes variations de Vitushkin
de la paire (A, B) dans E et dans F vérifient la relation suivante :

VI (A, B) = cq.1.n VF (A, B).

Démonstration. — Pour tout sous-espace affine X de E, notons ¢(X) le
nombre de composantes connexes de A N X disjointes de B.

VE(A, B) = / H(X)dX
X €AffGr(k—d, F)

:Cd,k:,n/ P(XNF)dX
XeU

=Cd,k,n/ (X NF)dX
XeAffGr(n—d, E)

=Cd, k,n VdE(A7 B)

La deuxiéme identité est une application de la proposition et la troi-
sieme identité découle du fait que la mesure du complémentaire de U dans
AffGr(n — d, E) est nulle. O

4.14. Une application du théoréme de Fubini

PROPOSITION 4.11. — Soient deux entiers naturels k1 et ko avec k1 <
ky < dim E. Alors toute fonction mesurable ¢ : AffGr(ki, E) — [0, +00]
vérifie la relation suivante :

/ (Fy) dFy :/ (/ ¢(F1)dF1> dFs.
FyEARCr(k1, E) Fo€AHCr(ka, E) \J FL ARG (k1, F2)

Démonstration. — Commencons par indiquer une formule analogue pour
les grassmanniennes linéaires. Toute fonction mesurable ¢ : Gr(k;, E) —
[0, +o0] vérifie :

/ o(F1) dFy :/ (/ ¢(F1)dF1> dFs.
F1€Gr(k1,E) FQGGr(k‘g,E) F1€Gr(k1,F2)

Pour le voir, il suffit de remarquer que les deux membres de cette identité
s’interprétent comme les intégrales de la fonction ¢ sur Gr(k;, E) par rapport
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a des mesures et que ces mesures sont égales par unicité sur Gr(ky, E) de la
mesure normalisée invariante par isométries linéaires.

Passons au cas affine. Une fonction mesurable ¢ : AffGr(ky, E) — [0, +00]
vérifie :

/ S(F) dF;
F1CAfiGr(k1, E)

= / P1+F1)dpl> dr,
FleGr(kl, E) pleFJ'

= (/ </ é(p1 + F1) dp1> dF1> dry
F2€Gr(k2, ) F1€Gr krl,Fz) plEFf-

FQGGT(ICQ,E) /FleGr kl,Fz)
/ é(p1 + p2 + F1) dp1 dps |dFy |dFs
(p1,p2)E(F-NF2)®F5

:/ (/ (/ ¢(p2+F1)dF1> dp2> drs
F2€Gr(k2,E) ;DQEF;‘ F1€Aﬁ'Gr(k1,F2)

_ / (/ S(F)) dF1> dF.
Fr€AfiGr(ko, E) \J F1€ARGr(k1, F2)

La derniére identité découle du fait que la translation de vecteur ps induit un
isomorphisme d’espaces mesurés entre AffGr(ky, F») et AfGr(ky, po + F).
La proposition est démontrée. O

COROLLAIRE 4.12. — Soient A une partie compacte et B une partie
fermée de E et soient k et d deux entiers naturels vérifiant0 < n—k < d < n.

Alors :

VE(A, B) = / Vi n(ANF, BN F)dF.
FEAfGr(k, E)
Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme pour ky = n—d, pour
ko = k et pour la fonction ¢ qui associe & un sous-espace affine X de E de

dimension n — d le nombre de composantes connexes de A N X disjointes
de B. |

4.15. Minoration de la somme des variations de Vitushkin

Enoncons le théoréme principal de cette théorie.
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THEOREME 4.13. — Soient A une partie compacte et B une partie fer-
mée de l’espace euclidien FE. On suppose A non incluse dans B. Notons €
un réel strictement positif vérifiant :

dacA VbeB d(a, b) > €.
Alors la minoration suivante est vérifiée :
> VA B) >

d=0

ol o, désigne un réel strictement positif ne dépendant que de la dimension
n de l'espace E.

Démonstration par récurrence. — En dimension 0, c’est clair. Supposons
le théoréme démontré en dimension n — 1.

Par hypothése, nous pouvons choisir un point a € A vérifiant :

vbe B d(a, b) > e.

Nous allons distinguer deux cas selon que ViF(A, B) est nul ou non. 1l
est clair que, si nous obtenons dans chacun des deux cas une inégalité du
type recherché (avec des réels strictement positifs respectifs o, et o), le
théoréme sera démontré (il suffira de poser o, = min{a/,, a/'}).

Le cas V{F(A, B) # 0 est tres facile. Comme Vi¥(A, B) est un entier
strictement positif, on peut écrire :

1< V(A B) <> V(A B)
d=0
et le réel o/, = 1 convient.

Désormais, on suppose Vi (A, B) nul. Comme précédemment, nous note-
rons H I’ensemble des hyperplans affines H pour lesquels l'intersection ANH
contient un point ay vérifiant :

d(ag, a) <

| ™

Par inégalité triangulaire :

vbe B d(amg, b) = d(a, b) —d(amg, a) > € —

WV

Do ™
N ™
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Appliquons I'hypothése de récurrence (dans 'hyperplan H) et le corol-
laire 4.10 :

n—1 _d
a1 <Y (g) VH(ANH, BN H)
d=0

n—1 _
=3 cann (%) " VEUNH, BOH).
d=0

En intégrant sur H et en appliquant la proposition 4.8 et le corollaire 4.11,
on obtient :

Qp—1C1, n€ e\~¢ E
#\chn 1n(§) /He?-lVd (ANH, BN H)dH

—d
<3 e (5) v ).
On obtient bien une inégalité du type :
Zn: V(A B
€ d )
d=1

avec «) > 0. Comme nous lavons dit, cela suffit & démontrer le
théoreme. 0

4.16. Le cas d’un ensemble de mesure nulle

PROPOSITION 4.14. — Soient A une partie fermée de l’espace euclidien
FE et B, une boule fermée de E, de rayon r compris entre O et 1 et centrée
en un point de A. Notons S, la sphére bordant B,.. On suppose A de volume
nul.

Alors la minoration suivante est vérifiée :
n—1
anr" ' <Y Va(ANB,, S,)
d=0
ol o, désigne un réel strictement positif ne dépendant que de la dimension
n de l’espace E

Démonstration. — Le théoreme 4.13 donne :
n

oy < erdvd(A N B,, S,).
d=0
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Le dernier terme est nul car le volume de A est supposé nul. Pour les autres
termes, I'inégalité 7! < r¢ permet de conclure. O

4.17. Démonstration du théoréme 4.2

Pour tout point x de F', notons B, la boule fermée de rayon 5 centrée

en = et notons S, la sphere bordant B,. Comme la partie F' est e—espacée,
les intérieurs des boules B, seront disjoints. Partitionnons ’ensemble F' en
deux sous-ensembles F’ et F” définis respectivemement par les inégalités
lz| <1 —-5et1—5 <z

La proposition 4.6 implique :

Va(ANBg, B) = Y Va(AN By, S,)
zeF’

ot B désigne le complémentaire de la réunion des intérieurs des B,,, = € F’.
La proposition 4.7 donne :

Vd(A N Bg, B) < Pd(degA).
Et la proposition 4.14 donne :

o (2) < S vatan B 8.
d=0

En assemblant ces trois résultats, on obtient :

— n—1 n—1
an (5) Card F' < 3> S ViANB,, S.) =Y Va(AN B, B)
2 d=0 zeF’ d=0
n—1
< Zpd(deg A).
d=0

donc Card F’ est majoré par !~ P(deg A) ou P désigne un polynome.

Par ailleurs le cardinal de F” est facile & majorer. En effet F est une
partie e—espacée et les boules B, centrées en les points x de F” sont incluses
dans la couronne définie par encadremement 1—¢ < [|z|| < 14 5. Comme le
volume de cette couronne est majoré par une fonction linéaire de € et que les
volumes des boules sont en ", le cardinal de F” est majoré par une fonction
linéaire de e ~™ indépendante de A.

Le cardinal de F = F’ U F” est donc majoré et le théoreme 4.2 est
démontré.
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5. Hypersurface de Bertini proche des images des points
e—critiques

5.1.

Soit une application polynomiale F': R™ — R"™ et un £ > 0. Un point de
R™ est dit e—critque si le module de surjectivité de la différentielle de F' en
ce point est majoré par e.

Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 5.1. — Il existe une hypersurface H C R™, définie par un
polynéme non nul h : R™ — R de degré < P(D) telle que pour tout X € R™,
e—critique de norme < 1, il existe un point de H qui est eP(D)—proche de
F(X).

CONVENTION. — Dans tout ce chapitre, on note D un majorant du degré
des données et P(D) un polynome en D (les dimensions étant fizées), qui
peut varier d’un énoncé a l'autre.

L’article [3] contient un résultat analogue (pour les applications polyno-
miales complexes) et en donne une démonstration que nous allons suivre.

5.2.

Nous allons énoncer une généralisation du théoreme précédent. En effet,
afin de démontrer le théoreme 5.1 par récurrence sur la dimension n de
I’espace d’arrivée de F', il est utile de lui ajouter des parameétres et des
contraintes.

Désormais, les données seront donc deux applications polynomiales F :
R™ xRP - R et G:R™ x RP — R? et un réel ¢ > 0. Si n est égal a 1, la
fonction F' sera notée f. Les indéterminées de F'(X, T') (qui sont aussi celles
de G(X, T)) se séparent en deux familles que nous appelerons les variables
X et les parametres T'. Voici le théoreme généralisé dont la démonstration
par récurrence occupera toute la suite de ce chapitre :

THEOREME 5.2 (Théoréme généralisé). — [l existe une hypersurface H €
R™ x RP, définie par un polynome non nul h : R X R? — R de degré < P(D)
telle que pour tout paramétre T € RP, si X désigne un point de R™ de norme
<1 en lequel :

(1) G(-,T) s’annule transversalement,
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(2) le module de surjectivité du gradient de la restriction de F(-, T) au
lieuw d’annulation de G(-, T') est majoré par ¢,

alors il existe un point Y € R™, e P(D)—proche de F(X, T) tel que (Y, T)
appartienne a H.

5.3. Générique implique général

AFFIRMATION. — [l suffit de prouver le théoréme 5.2 pour presque tous
F, G, e etT (pour unmn donné).

Remarque. — Presque tout F (ou G) signifie presque tout F (resp. G)
parmi les applications polynomiales de degré < D.

Démonstration de l'affirmation. — Soient des données F, G, X, T et ¢
satisfaisant les hypothéses du théoréme. Donnons-nous une suite (F,,, G, T},)
qui converge vers (F, G, T) et une suite (€,) qui converge vers 2¢ telles
le théoréme soit vérifié pour les données (F,,, Gy, €,, T,) sur une boule
concentrique de rayon 2, disons. Alors, le théoréme fournit une hypersurface
H,, définie par un polynéme h,, non nul de degré majoré par P(D). Comme
le degré est majoré, on peut (quitte a extraire) supposer que la suite (hy,)
converge projectivement vers un polynoéme h non nul de degré majoré par
P(D). Notons H I'hypersurface définie par h.

Une annulation transversale est nécessairement stable. Il existera donc
une suite (X,,) convergeant vers X telle que, pour tout n assez grand,
Papplication G,, s’annule au point (X, T,,). Notons Y,, un point de R™,
enP(D)—proche de F,,(X,, T,) tel que (Y,,, T;,) appartienne a H,,. La suite
(Y,,) est bornée et donc, quitte & extraire, elle converge. Sa limite Y est
2e P(D)—proche de F(X, T) et le point (Y, T') appartient a H. O

5.4.

Pour initialiser la récurrence, on suppose n égal a 1.

On veut travailler sur le lieu défini par G = 0. Quand est-il lisse ? Un
parametre T sera dit G—régulier si application G(-, T) s’annule trans-
versalement. Nous noterons alors A la sous-variété lisse de R™ définie par
G =0.

Le lemme de Sard assure que presque toute application polynomiale s’an-
nule transversalement. On a donc le résultat suivant.

PROPOSITION 5.3. — Quel que soit le paramétre T, pour presque tout
G (parmi les applications polynomiales de degré < D), ce paramétre est
G—régulier.
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5.5.

Posons :
oG oG

Dy (X, T) = det <aX(X, T)o (X, T)> .

Les points d’annulation (X, T') de D sont ceux ot la différentielle partielle
%Ci(X, T) n’est pas surjective.

Posons :

/.6 'o(1. )
e )

9:(X, T) = Do(X, T) —*D1(X, T)

Dy(X, T) = det (

L’intérét de cette fonction g. est de repérer des points e—critiques. En
effet, un point X de A est un point e—critique de f4 si et seulement s’il
vérifie :

9:(X,T) <0.
Les deux types de points d’annulation (X, T') de g. sont :

(1) Les points ot la différentielle partielle g—g (X, T) n’est pas surjective.

(2) Parmi les points ou cette différentielle partielle est surjective (et en
lesquels la fibre de G(-, T') est donc lisse), ceux en lequels la norme
du gradient de la restriction de f & la fibre de G(-, T') vaut e.

Posons :

G(X,T) = (9:(X, 1), G(X, T)).

Un parameétre T sera dit G.—régulier si application G.(-, T) s’annule
transversalement. Nous noterons alors A, la sous-variété de R™ définie par

G, =0.

PROPOSITION 5.4. — Quel que soil le paramétre T, pour presque tous
G, f et e, ce paramétre est G.—régulier.

Démonstration. — Soient G s’annulant transversalement et f quelcon-
que. Il suffit de prendre € égal a une valeur réguliere > 0 de la fonction
qui associe & tout point de la sous-variété A la norme du gradient en ce
point de la restriction de f a A. D’apres le théoreme de Sard, presque tout
€ convient. ]
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5.6. La fonction de Morse || - ||

Pour tout X € R™, on pose n(X) = || X||?. Un parametre G—régulier
sera dit (G, n)—régulier si la restriction de la fonction n a la sous-variété
A est une fonction de Morse. De méme, un paramétre G, —régulier sera dit
(G, n)—régulier si la restriction de la fonction 1 a la sous-variété A. est une
fonction de Morse.

PROPOSITION 5.5. — Quel que soit le paramétre T, pour presque tout
G, ce paramétre est (G, n)—régulier.

Démonstration. — Le paramétre T est supposé fixé. Notons P(G) la pro-
priété a démontrer. Supposons G choisie de telle sorte que T' soit G—régulier.
Etant donné C' € R™, on posera Go(X, T)=G(X +C, T).

Il est bien connu qu’étant donnée une sous-variété d’un espace euclidien,
la fonction « carré de la distance » & un point générique de l'espace est
une fonction de Morse sur la sous-variété. Autrement dit, pour presque tout
C € R™, la propriété P(G¢) est vraie. D’apres le théoréme de Fubini, P(G¢)
est donc vraie pour presque tout couple (G, C) (ot G décrit Iespace des
applications polynomiales de degré < D).

Remarquons que I'image réciproque d’'un ensemble de mesure non nulle
par la surjection (G, C) — G¢ est un ensemble de mesure non nulle. Donc la
propriété P(G) est vraie pour presque tout G. Le résultat est démontré. O

PROPOSITION 5.6. — Quel que soit le paramétre T, pour presque tous

G, f ete, ce paramétre est (G, n)—régulier.

Démonstration. — C’est presque pareil que la preuve précédente. On note
P(G, f, e) la propriété & démontrer. On pose Go(X, T) =G(X +C, T) et
fe(X,T)=f(X+C,T). Etec. O

5.7.

Le théoreme de Fubini permet bien stir de déduire des deux résultats
précédents que pour presque tout G, presque tout parametre T est
(G, n)—régulier et que pour presque tous G, f et &, presque tout parameétre
T est (G., n)—régulier.

5.8.

Faisons un peu de théorie classique de 1’élimination. Il est évident que
I'image d’un ensemble fini est un ensemble fini. La version & parameétres est
un peu moins évidente. En voici I’énoncé :
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PROPOSITION 5.7. — Soit une application polynomiale K : R™ x RP —
R™. Alors il existe une hypersurface H C R x RP définie par un polynéme
non nul h: R x RP — R de degré < P(D) telle que, pour tout point (X, T)
en lequel K(X, T) est nul et g—ﬁg(X, T) est bijective, le point (f(X,T), T)
appartienne a H.

Démonstration. — Comme le nombre de composantes des applications
polynomiales K, f et T est strictement supérieur au nombre des indétermi-
nées X, T, il existe une relation algébrique :

hl(K7 f7 T) :0

avec hy polynéme non nul de degré < P(D). Les m+ 1+ p indéterminées de
hy seront notées U, V et T. On peut mettre hy sous la forme :

m(U, V, T) =Y U°hs(V, T).
B

ou B € N™ décrit un ensemble (non vide) d’exposants et ou les hg(V, T')
sont des polyndémes non nuls. Notons « le plus petit des S pour 'ordre
lexicographique et vérifions que le polynéme h = h,, convient.

Soit (X, Tp) un point pour lequel K (Xy, Tp) est nul et %(Xo, To) est
bijective. Posons :

U=K(X,T).

Alors, d’apres le théoreme d’inversion locale, les U et les T' forment un sys-
teme local de coordonnées et les X sont des fonctions analytiques des U et
des T.

X=9pUT)

Alors on peut écrire :

0= hl(Ua f(‘p(U’ T)7 T)’ T) = ZUﬁhB(f(QO(U’ T)v T)’ T)
B

On simplifie par le facteur U15 ' et on spécifie U; = 0 puis on simplifie par le
facteur UQB ? et on spécifie U = 0 et ainsi de suite. Cela démontre la relation :

Enfin on spécifie T' = T, pour obtenir :
0 = ha(f(Xo, To), To)-

Le résultat est démontré. O
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5.9. Elimination et valeurs critiques d’une fonction de Morse

ProOPOSITION 5.8. — Soit un polynome 1 : R™ x RP — R. Il existe une
hypersurface H C R x RP définie par un polynéme non nul h : R x RP — R
de degré < P(D) telle que, pour tout parametre G—régulier T' et tout point
critique X de Morse de la restriction de n(-, T) a A, le point (f(X, T), T)
appartienne a H.

Démonstration. — Notons I un g—uplet vérifiant 1 < i3 < -+ < g <
m. Travaillons sur 'ouvert U; ou la différentielle partielle 59—)?1()( , T) est
bijective. Notons J le complémentaire de 1.

Afin d’appliquer la proposition 5.7, choisissons I'application K égale a :
on  on oG\ ' oG
G, — o o .
a‘XJ 8X1 aX] 8XJ
Alors on obtient un polynéme h; qui convient sur 'ouvert U;. Comme il

n’y a qu'un nombre fini de tels ouverts (et que ce nombre ne dépend que
des dimensions), il suffit de prendre le produit h des h; et le résultat est

démontré. 0
Remarque. — Le résultat reste évidemment vrai si on remplace G par G.

et A par A..

5.10.

Les données G, f, € et un parametre G—régulier T étant fixées, on notera
Crit. ’ensemble des points e—critiques de la restriction de f a A, de norme
< 1. Comme on I’a remarqué au paragraphe 5.5 :

Crite ={X € A; g-(X, T) <Oet | X[ <1}

PROPOSITION 5.9. — Pour presque tous f, G et ¢, il existe une hyper-
surface H C R x RP définie par un polynome non nul h : R x RP — R de
degré < P(D) telle que, pour presque tout paramétre G—régulier T, dans
toute composante connexe de Crit. il se trouve (au moins) un point X tel
que Uimage (X, T) appartienne ¢ H.

Démonstration. — On choisit f, G et € de telle sorte que presque tout

parametre T soit a la fois (G, n)—régulier et (G, n)—régulier.

Notons C' une composante connexe de Crit.. Par compacité de C, la
restriction & C' de la fonction 1 = || - ||? atteint son minimum en un point X.
Distinguons deux cas.
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ler cas : X € A\A.. Alors le point X est un minimum local de la res-
triction & A de la fonction de Morse 7. Par élimination, 'image f(X, T)
appartient a une hypersurface Hi.

2ndcas: X € A.. Alors le point X est un minimum local de la restriction
a A. de la fonction de Morse 7). Par élimination, I'image f(X, T') appartient
a une hypersurface Hs.

On conclut en prenant H égale a la réunion Hy U Ho. 0

5.11. Démonstration du théoréme 5.2 dans le cas n =1

Notons H I'hypersurface donnée par le résultat précédent qui assure que
pour presque tout parametre G—régulier T, dans toute composante C' de
Crit,, il existe un X € C tel que f(X, T) appartienne & H. Il suffit donc
de prouver que, pour tout X' € C, on a |f(X',T) — f(X, T)| < eP(D).
C’est alors I'inégalité des accroissements finis qui permet de conclure. En
effet, d’une part, la norme du gradient de la restriction de f a A est < ¢
sur Crit. et d’autre part le diametre par arcs d’'une composante connexe C
de Crit. est < P(D) d’apres le lemme 28 énoncé dans [3] (variante de la
proposition 29 de [2]).

Le cas n = 1 de la récurrence est donc démontré, a priori pour presque
tous f, G, € et T mais, comme nous ’avons remarqué (cf. paragraphe 5.3),
¢a implique qu’il est vrai pour tous f, G, et T.

5.12.

Il reste bien sir a démontrer ’hérédité. On suppose n > 2 et on note
fi,..., fn les composantes de 'application F'.

Notation. — Etant donnés un paramétre T et un point X d’annulation
transversale de G( -, T'), on notera L(X, T) la différentielle en X de la res-
triction de F(-, T) au lieu d’annulation de G(-, T). On notera [;(X, T)
la i—éme composante de L(X, T), c’est-a-dire la différentielle en X de la
restriction de f;(-, T') au lieu d’annulation de G(-, T).

PROPOSITION 5.10. — i existe une hypersurface Hy € R™ x RP, définie
par un polynéme non nul hg : R™ x R? — R de degré < P(D) telle que
pour tout parametre T € RP, si X € R™ désigne un point d’annulation
transversale de G( -, T) vérifiant [;(X, T') < € pour (au moins) un i compris
entre 1 et n, alors il existe un point Y € R™, e P(D)—proche de F(X, T) tel
que (Y, T) appartienne ¢ Hy.
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Démonstration. — Pour chaque 4, on applique le cas n = 1 du théoréme
a f;. On obtient donc une hypersurface de R x RP. Son image réciproque dans
R™ x R? par la projection (Y, T') — (i, T') est une hypersurface Hy ;. Alors
la réunion, quand ¢ varie entre 1 et n, de ces hypersurfaces Hy ; convient. [

5.13. Utilisation de I’hypothése de récurrence

On note F() : R™ x RP — R"~! Papplication obtenue & partir de F' en
gardant toutes les composantes sauf la i—eéme. En un point X d’annulation
transversale de G(-, T), on note L (X, T) la restriction de Bg)(;) (X,T)
a ker 92(X, T). Un point X d’annulation transversale de G(-, T)) sera dit
(G, i)—régulier si [;(X, T) n’est pas nul. Si X est (G, i)—régulier, on note
¥ (X, T) la restriction de L") (X, T) a ker;(X, T).

ProrosiTION 5.11. — 1l existe une hypersurface H; € R™ x RP  définie
par un polynome non nul h; : R™ x RP — R de degré < P(D) telle que pour
tout paramétre T € RP, si X € R™ désigne un point (G, i)—régulier en lequel

le module de surjectivité de f(i) (X, T) est majoré par e, alors il existe un
point Y € R"™, eP(D)—proche de F(X, T) tel que (Y, T) appartienne ¢ H;.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme au rang n — 1 aux
données suivantes :

(1) On prend m variables. Ce sont les X.

(2) On prend p + 1 parameétres. Ce sont les T mais aussi une nouvelle
indéterminée que nous noterons Y;.

(3) On prend g + 1 contraintes. Ce sont les composantes de G(X, T')
mais aussi f;(X, T) - Y.

(4) On prend comme application F (1) dont l'espace d’arrivée est bien
de dimension n — 1.

Alors on obtient, dans l’espace R?~! x RPt! identitfié & R™ x RP, une
hypersurface H; qui convient. O

5.14.

Les deux résultats précédents fournissent, pour I'un, une hypersurface Hy
et, pour l'autre, n hypersurfaces H;. Notons H la réunion de ces n + 1 hy-
persurfaces. Nous allons voir que cette hypersurface convient et le théoréme
sera donc démontré.
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5.15.

Faisons peu d’algebre linéaire. On rappelle que MS désigne le module de
surjectivité.

LEMME 5.12. — Soit une application linéaire u entre deux espaces eu-
clidiens E et F'. On suppose que F' est la somme directe orthogonale de deuz
sous-espaces Fy et Fy. Notons uy et us les deux composantes de u et notons
(U2)keru; la restriction de us d kerug.

Alors linégalité suivante est vérifiée :
MS(u1) MS(uz)keruy, < MS(u) (MS(u1) + MS(uz)keru, + [[u2]) -

Remarque. — Ce lemme peut étre regardé comme une version quantita-
tive du fait que si ug et (u2)kerw, sont surjectives, u le sera aussi.

Démonstration du lemme. — Soit une forme linéaire A = (A1, A2) €
F* = F} @ Fy. La relation :

Aou=Ajou; +Ay0us
implique, par inégalité triangulaire :

AL MS(u1) < [[A1 0wl

Ao ul + [[Azlfluz]l-

NN

Par ailleurs, on a :

||)‘2H MS(U2)keru1 < ||(>‘2 O U2 )ker uy H
(A © w)ker u, |
< A owul-

Appliquons a nouveau 'inégalité triangulaire :
A< ALl =+ (A2
Rassemblons les trois inégalités précédentes :
H)‘H Ms(ul) MS(UZ)kerul
(A lF =+ lIX2l) MS(u1) MS(u2)ker u,

<
< ([ oull + [[Aall[fuall + IA2l] MS(u1)) MS(us2)ier u,
< [IAoull (MS(ug)kerw, + [luzll +MS(u1))

On conclut en appliquant cette inégalité a une forme A de norme 1 réalisant
le minimum de ||A o u|| (c’est-a-dire vérifiant : MS(u) = ||\ o ul|). O

- 684 —



Transversalité quantitative en géométrie symplectique
PROPOSITION 5.13. — Soit X un point (G, i)—régulier. Alors, l’inégalité
suivante est vérifiée :
()
11:(X, T)[ MS(L(X, T))
(%) i
<MS(L(X, 7)) (X, D)l + MSETY (X, 1)) + [LO(X, T)]) -

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme en remarquant que
[;(X, T) prend ses valeurs dans R et que son module de surjectivité est
donc simplement égal & sa norme ||I;(X, T)]|. O
5.16.

Revenons a la démonstration des théorémes 5.1 et 5.2.

Soit X un point d’annulation transversale de G(-, T'). Choisisssons un i
compris entre 1 et n qui maximise la norme de [;(X, T'). Alors I'identité de
Pythagore implique :

DX, D < Vi =T (X, T)].

Notons H(T') (resp. Ho(T') et H;(T')) 'ensemble des Y € R™ pour lesquels
(Y, T) appartient & H (resp. & Hy et & H;). On suppose que F(X, T) n’est
« pas trop proche » de H(T) (en un sens que nous allons préciser). Alors
F(X, T) n’est « pas trop proche » de Ho(T') et I'inégalité suivante est donc
vérifiée :

(X, T)) > .
Notamment, le point X est (G, i)—régulier. De méme, le point F/(X, T') n’est
« pas trop proche » de H;(T') et I'inégalité suivante est donc vérifiée :

MS(LY (X, T)) > e.

Afin de s’assurer que toutes ces inégalité soient vraies, il suffit de choisir un
polyndéme P convenable et de dire que 'expression « F'(X, T') n’est pas trop
proche de H(T') » signifie qu’il n’est e P(D)—proche d’aucun point de H(T).

La proposition 5.13 permet d’écrire :
(i)
<MS(L(X, 1)) (14 V= DX, 7))+ MSE (X, 1))
On en déduit :
MS(L(X, T)) > (24 vn —1)"! x min {||zi(x, )|, MS(LW (X, T))}
>2+vVn—1)""1xe.
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Bien sfir, on peut faire disparaitre la constante (2 + v/n — 1)~ quitte a
changer de polynéme P(D).

Ouf! Le théoreme 5.2 est démontré ainsi que le théoréme 5.1 qui en est
un cas particulier.

6. Transversalité quantitative pour les applications polynomiales
et holomorphes

6.1. Volume du voisinage d’une hypersurface

PROPOSITION 6.1. — Soit une hypersurface H définie dans R™ par une
fonction polynomiale non nulle f : R™ — R. Notons B la boule unité de R"
et posons :

Vo={zeR" 3yeH |z —y|| <e}

pour tout € > 0.

Alors le volume de BNV, est majoré par :
e x P(deg f)

ot P(deg f) désigne une fonction polynomiale du degré de f (la dimension
n étant fizée).

Démonstration. — L’ensemble BNV, est formé de deux types de points :

(1) Certains sont e—proches du bord de B et leur volume est majoré par
le produit d’e et d’une constante (le volume (n — 1)—dimensionnel
de la sphere unité).

(2) Les autres sont e—proches de BN H. Ils sont donc 2e—proches d’une
e—discrésitsation F'. Le volume étudié est donc majoré par le produit
du cardinal de F' et du volume d’une boule de rayon 2¢. Le volume
d’une telle boule est bien siir de 'ordre de €™ et, d’apres la propo-
sition 4.1, le cardinal d’une discrétisation admet une majoration du
type : e17" x P(deg f). Cela donne la majoration recherchée.  [J

6.2. Point pas trop proche d’une hypersurface

PROPOSITION 6.2. — Awec les mémes notations, il existe un point de R™
de norme < € dont la distance a H soit supérieure a :
€
P(deg f)
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ot P désigne une fonction polynomiale & valeurs strictement positives (la
dimension n étant fizée).

Démonstration. — On se ramene par une homothétie au cas ¢ = 1.
Ensuite d’aprés la proposition 6.1, le volume de I’ensemble V,, des points
n—proches de H est majoré par n x P(deg f) pour un certain polynéme P.
Quitte & changer de polynoéme P, si on prend 7 égal & (P(deg f))~! le volume
de V,, sera strictement inférieur & une constante donnée, par exemple égale
au volume de la boule unité. Alors, par un argument évident de volume, la
boule unité n’est pas incluse dans V. O

6.3. Transversalisation quantitative d’une application polynomiale

PROPOSITION 6.3. — Soit une application polynomiale f entre deuz es-
paces euclidiens X et Y. Pour tout réel € > 0, il existe une « bonne » valeur
réguliére, c’est-a-dire un point y € Y de norme < € tel que, pour tout point
x € X de norme < 1, le module de transversalité en x de Uapplication f —y
vérifie la minoration suivante :

€
MT(f -y, z) 2 55—
V=992 plaeg )
ot P(deg f) désigne une fonction polynomiale de deg f (les dimensions de

X etY étant fixées).

Démonstration. — Notons H ’hypersurface fournie par le théoreme 5.1.
En appliquant la proposition 6.2 & H, on obtient un point y qui convient car
il est &’—distant de f(z), pour tout point &' —critique x de norme < 1, le réel
¢’ pouvant étre choisi de telle sorte que le quotient £ soit polynomial en le

e/

degré de H, lui-méme polynomial en le degré de f. O

6.4. Un résultat élémentaire

LEMME 6.4. — Soient deux réels C' et D > 0 et une fonction polynomiale
M : R — R%. Alors il existe un réel €9 > 0 et une fonction polynomiale
M, : R — RY tels que, pour tout réel € € |0, eol, il existe un entier n > 0
vérifiant :

€ €
—Ce P> —— |
M (n) Z Vs (log 1)
Démonstration. — Notons n le plus petit entier > % log % Alors :
€

—Dn < 2 <
Ce < Ce” < 72M1 (log %)
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pour ¢ assez petit. Par ailleurs, pour cette valeur de n :

1
2M;(n) < My (log 8)
avec un M, polynomial.

On en déduit :
€ €

M, (1og 1) 2343 (n)

€ _ —Dn 0

S M)

6.5. Transversalisation quantitative d’une application holomorphe

THEOREME 6.5. — Soient deux espaces vectoriels hermitiens X et Y,
un sous R—espace vectoriel A C X et deuz réels 0 < r < R. Pour tout réel
s> 0, on notera B(s) la boule centrée en l'origine de X de rayon s. Soit une
application holomorphe f : B(R) — Y wérifiant ||f(x)|| < 1 en tout point
x € B(R).

Alors, pour tout € > 0 suffisament petit, il existe une « bonne » valeur
réguliere, c’est-a-dire un point y € Y de norme < € tel que, pour tout point
x € AN B(r), le module de transversalité en x de la restriction (f —y)a au
sous-espace A de Uapplication f — y vérifie la minoration suivante :

€
MT((f — T) > ———~
((f —y)a, ) P (log é)
ot P(log é) désigne une fonction polynomiale de logé (les dimensions et les
réels R et r étant fizés) et ot Uexpression « pour tout € suffisament petit »
signifie pour tout € majoré par un certain réel > 0 ne dépendant que des
dimensions et des réels R et r.

Démonstration. — Les polynomes de Taylor (p,) de lapplication holo-
morphe f convergent vers f sur la boule B(r) & une vitesse exponentielle
(voir [4] p 56). C’est notamment vrai en norme C' :

If = Paller ey < Ce P
pour des réels C et D > 0. Par ailleurs, la proposition (6.3) fournit un point
y € Y de norme < ¢, tel que le module de transversalité de la restriction de
pn—Yy & ANB(R) admette une minoration du type € x (P(n))~!. Remarquons
que le module de transversalité est évidemment 1—lipschitzien pour la norme
C!, on en déduit que celui de la restriction de f — y est minoré par : € x
(P(n))~t—Ce=Pn. Alors, le lemme 6.4 permet choisir une valeur convenable
de n qui permette de conclure. O
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Nous aurons besoin du résultat suivant, qui se déduit du théoréme pré-
cédent par un simple changement d’échelle :

COROLLAIRE 6.6. — On suppose donnés un entier k > 1 et une appli-
cation holomorphe f : B(k™2R) — Y wvérifiant || f(z)|| < 1 en tout point
z € Bk 2R).

Alors, pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe une « bonne » valeur
réguliére, c’est-a-dire un point y € Y de norme < € tel que, pour tout point
z € AN B(k™2r), le module de transversalité en x de poids (1, k=2) de
la restriction (f — y)a au sous-espace A de Uapplication f — y vérifie la
minoration sutvante :

MT ((f —y)a, z; 1, /f%> > =

P (log %)
ot la fonction polynomiale P et le majorant de € (implicite dans ’expression
« e suffisament petit ») sont ceux du théoréme.

Insistons notamment sur le fait qu’ils ne dépendent pas de ’entier k.

7. Construction de beaucoup de sections du fibré vectoriel L* ® C"
7.1. Section concentrée prés d’un point

Un fibré trés positif (par exemple L* @ C" pour k grand) admet des
sections approximativement holomorphes concentrées. Cette idée se traduit
par des estimées.

Pour tout point zy de la variété presque kdhlérienne X, on notera L;()l QL
le fibré en droites hermitiennes dont la fibre au-dessus d’un point z € X est
Ll ® L.

Petite subtilité : la variété X n’est pas supposée compacte. Afin de pou-
voir écrire des estimées uniformes en xg, il nous faudra astreindre z a rester
dans une partie compacte. Pour cette raison, nous prendrons en fait xy dans
la sous-variété Y qui, elle, est supposée compacte.

Le résultat principal de ce paragraphe est qu’il existe une section ¢, de
L;O1 ® L que 'on peut choisir de telle sorte que soient vérifiées les quatre esti-
mées que nous allons bientét énoncer. Nous ne donnerons pas d’énoncé plus
formel : nous renvoyons a [1] et [2] pour la construction de cette section ainsi
que pour la démonstration des quatre estimées que nous nous contenterons
d’énoncer.
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Les deux premieres estimées portent sur les sections « concentrées », c’est-
a~dire sur les puissances positives c’; avec k > 1. La puissance c¥ , est bien
stir une section du fibré L;Ok ® L*. Sur ce fibré, nous utiliserons la métrique
et la connexion induites par celles de L.

La premiere estimée est :

m kﬂ-

(77 ek, ol < K% x P (K d(ao, 2)) x exp (—2d2<xo, x)) (7.1)
ou xy désigne un point de Y, ot x désigne un point de X, ou l'ordre de
dérivation m est un entier > 0 quelconque, ou ’exposant k est un entier > 1
quelconque et ou P désigne une fonction polynomiale qui dépend de la variété
presque kahlérienne X, de sa pré-quantification L, de la sous-variété Y et de
lordre de dérivation m. Remarquons que P ne dépend ni de ’exposant k£ ni
des points xg et x.

La seconde estimée est :
m k
(¢ Vmac H k2 xP (k%d(xo, .13)) X exp (—;dz(xo, x)) (7.2)
avec les mémes conventions.

La troisiéme et la quatriéme estimée porteront sur les puissances négatives
c;ok avec k > 1. Bien siir, ces puissances sont définies la ou ¢;, ne s’annule
pas.

La section ¢, ne s’annule pas sur la boule B(xg, o) pour un certain réel
a > 0 uniforme en x. En particulier, étant donné un réel R > 0, la section
¢z, e s’annulera pas sur la boule B(zg, R x k™2) si Pexposant k est assez
grand. Ici, « assez grand » signifie que k est supérieur & une borne dépendant
de X, L,Y et R.

La troisieme et la quatriéme estimée seront valables pour k assez grand
(c’est-a-dire supérieur & une borne dépendant de X, L, Y et R) et pour z
assez proche de zo (c’est-a-dire = € B(zo, R x k~2)). Elles s’écrivent :

(V™ e )all < C k%
(V™o < C k% (7.4)
ou C désigne un réel qui dépend de X, L, Y, m et R.

7.2. Taille d’une discrétisation.

PROPOSITION 7.1. — Soient une variété riemannienne X et une partie
compacte Y de X. Il existe un réel €9 > 0 et une fonction polynomiale P
vérifiant la propriété suivante :
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Soient deux réels € € 10, eo[ et C > 0 et une partie finie F de Y satis-
faisant, pour tous x, y € F, la condition d’espacement : d(z,y) > €. Alors,

pour tout © € X, le cardinal de Uintersection F N B(x, C) est majoré par
P(%).

g

Démonstration. — Comme Y est compacte, il existe des réels strictement
positifs a et R tels que tout point zo € Y et tout réel R € ]0, R;] vérifient :

Vol B(xg, R) > aR?
ou d désigne la dimension de X.

Nous appellerons rayon d’injectivité relatif, que nous noterons R(X, Y),
le minimum des rayons d’injectivité de X en les points de Y. Il est strictement
positif par compacité de Y. Posons Ry = %R(X7 Y)et:

VY, R) ={x€X; JyeY d(z,y) < Rz}

L’inégalité Ry < R(X, Y) implique que V (Y, R3) est compact. Il existe donc
un réel strictement positif 8 tel que tout point z € X et tout réel R > 0
vérifient :

Vol(B(z, R)NV (Y, Ry)) < BR%.
Posons g = 2min{ Ry, Ry}. Alors, tout ¢ < g satisfait les deux conditions
suivantes, valables pour tout zg € Y :

Vol B (xo, E) >« E>d
B <x07 g) CV(Y, R).

Si le point zp appartient de plus a la boule B(z, C) (pour un =z € X),
I’inégalité triangulaire impliquera :

B (9:0, %) cB (x C+ g) AV(Y, Ry).
Enfin la condition d’espacement implique que les boules de rayon § cen-

trées en deux points de F distincts seront disjointes, ce qui permet de
conclure :

%;VOIB (mo, %) < Vol (B (x C+ g) vy, RQ))

ou xg décrit F N B(z, C). Si on note n le cardinal de F'N B(x, C), on aura

donec : o d o d
na(3) <s(C+3)

Autrement dit :

Le membre de droite de cette derniere inégalité est bien polynomial en % O
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7.3. Un résultat élémentaire.

LEMME 7.2. — Soient un réel C' > 0 et un polynome My : R — R. Alors
il existe un polynome My : R — R vérifiant, pour tout entier N >0 :

> Mi(n) x exp(—Cn) = My(N) x exp(—CN).
n>N
Démonstration. — En associant & une suite u = (u,), la suite ¢(u) dé-
finie par :
¢(u)n = Up — Un+1,
on définit un endomorphisme ¢ de ’espace des suites de la forme suivante :

(M(n) x exp(—Cn)),, avec M polynéme de degré < deg M;. Comme ¢ est
injectif (et que la dimension de 1’espace est finie), ¢ sera surjectif. O

7.4. Combinaisons linéaires de sections concentrées.

Retournons au contexte qui nous occupe : on suppose données une variété
presque kdhlérienne X munie d’une pré-quantification L et une sous-variété
compacte Y ainsi qu'un rang entier » > 1. Les sections ¢, sont les mémes
que précédemment.

PROPOSITION 7.3. — Soit une partie finie F de Y satisfaisant, pour tous
x, y € F, la condition d’espacement : d(x, y) > k=3 pour un certain entier
k > 1. Supposons donné, pour tout point xog € F, un élément o™ € Lﬁo ®Cr
de norme < 1. Notons s la section du fibré vectoriel L* @ C" définie par :

§ = E a‘”"cio.
zoeF

Pour tout v € X, posons :

d(x, F') =mind(z, y).
(¢, F) = mind(z, y)
Alors les deur majorations suivantes sont vérifiées :

1V ), < C x k% x exp (—’“;d%x, F>)

[(V™0s)a|| < C x k% x exp (k;d2(x, F))

ot x désigne un point de X, ot m désigne un entier > 0 et ot C' désigne un
réel qui dépend de X, L, Y et m.
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Démonstration. — Une partition de F' est donnée par les sous-ensembles
suivants :

F, = {yEF; n < kd*(z, F) <n—|—1}
pour n > Ent(kd?(z, F)), ott Ent désigne la partie entiére.
card F;,, < card {y €F; kd*(z, F) <n+ 1}

<P (kz)k ”f“) —P(Vnt1)

ou P; désigne le polynéme donné par la proposition 7.1.

Soient deux point zg € F et z € X qui vérifient : /n < k2d(zo, z) <
v/n + 1. Renommons P, le polynéme P intervenant dans l'estimée (7.1).
Sans perte de généralité, on peut supposer P» croissant. Alors :

Py(k2d(zo, 2)) < Po(Vn + 1)

et par ailleurs :
k
exp (—;d2(ax0, x)) < exp (_771'271)

et donc, d’apres Pestimée (7.1) :
la=o (et ol < k% x fla™]| x Pa(vn+1) x exp (= 5)
<kT x Pg(\/ﬁ) X exp (—%) .
Donc :

Z ||aw0(vmc§0)m|| <cardF, x k= x Py(v/n+1) x exp (_711)

2
ToEFy

<k%T x Pi(v/n+1) x Py(v/n+1) x exp (—%)

< k% x Py(n) x exp (f%)

ou P; désigne un polynéme.
m m ™
Vsl <kEx Y Pan) xexp (<5
n>2Ent(kd?(z, F))
< k% x Py (Ent(kd*(z, F))) x exp (—g Ent(kd?(z, F)))
ou P, désigne le polynéme fourni par le lemme 7.2. Les croissances comparées
de l'exponentielle et du polynéme permettent d’en déduire une majoration

de [[(V™s),]| du type recherché. La majoration de H(V"@s)zu s’obtient de
facon analogue. O
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8. Procédé de transversalisation de Donaldson

Ce dernier chapitre acheve la démonstration du théoreme de Donaldson—
Auroux relatif en exposant le procédé de transversalisation de Donaldson.
La encore, le cas relatif est tres semblable au cas absolu.

8.1. Lemme du 0 et changement d’échelle

Notons E et F' deux espaces vectoriels hermitiens. Pour tout réel s > 0,
on notera B(s) la boule centrée en l'origine de E de rayon s.

PROPOSITION 8.1. — Soit une application holomorphe f : B(k:_%R) —
F, pour un certain entier k > 1 et un certain réel R > 0. On suppose que f
vérifie la majoration suivante :

m
2

sup  [|D™Of(x)|| < kZ,
2€B(k" 2 R)
pour tout entier m compris entre 0 et un certain entier Muyax. Soit un réel
Ry vérifiant 0 < Ry < R.

Alors il existe une application holomorphe g : B(k‘éRl) — F wvérifiant
la majoration suivante :

m—1

sup  [[D™f(z) = D™g(a)| < C k™2
zéB(kf%Rﬂ

pour tout m compris entre 0 et Mmuyax, le réel C' dépendant des dimensions
de E et de F, des réels Ry et R et de l’entier muax.

Démonstration. — Le cas particulier £ = 1 est le lemme du 0 usuel sur
une boule et le cas général s’y ramene en composant a la source avec une
homothétie. ]

Remargue. — 11 est bien connu que le lemme du 0 sur la boule est, en
fait, un théoreme difficile. Pour la démonstration de ce « lemme », on renvoie
a [4, p. 59-60].

8.2. Transversalisation prés d’un point

PROPOSITION 8.2. — Soit s une section (1, 2)—contrélée et (1,1)—
approzimativement holomorphe du fibré vectoriel L¥ @ C", pour un certain
entier k assez grand. Notons R un réel > 0 quelconque, € > 0 un réel assez
petit et yo un point de la sous-variété Y .
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Alors 1l existe un élément o € L];O ® C" de norme < ¢ tel que si on
pose 8’ = s+ acﬁo

Y, le module de transversalité pondérée MT (s, y; 1, k’%) sera minoré par
e x P (log é)ﬂ pour tout y € Y N By, R x k~3).

et qu’on note sy la restriction de s’ a la sous-variété

Précisons que « € assez petit » signifie que € est majoré par un réel > 0
qui dépend des données X, L, Y, r et R et que P désigne une fonction
polynomiale a valeurs strictement positives qui dépend aussi de ces données.
Enfin « k assez grand » signifie que k est supérieur a une borne qui dépend
de € et des données X, L, Y, r et R.

Démonstration. — Avant de commencer cette démonstration, il faut aver-
tir le lecteur d’un choix didactique d’exposition qui consiste & ne pas supposer
la section (1, 2)—controlée et (1, 1)—approximativement holomorphe mais
(1, my)—contrdlée et (1, mg)—approximativement holomorphe pour des en-
tiers my; > 2 et mg > 1. Bien sfiir, ¢a ne change rien au contenu mathéma-
tique de I’énoncé mais ca permet peut-étre une présentation plus uniforme
des calculs.

La section s vérifie donc les estimées :

IV™s] < k

m
2

pour 0 <m < mq et :
IV™s|| < k%
pour 0 < m < meo.
De méme sur la boule, disons, B(yo, 5 X R X k*%), les estimées suivantes
sont vérifiées :
_k m
IVmekl < C k3
et :
- m
V™0, | <Ck=.
(Convenons que, dans cette démonstration, la valeur du majorant C' peut
varier d’une ligne a l’autre.)
Posons f = cy_ol~c x s. D’apres la formule de Leibniz, sur la méme boule,
cette application f satisfait :

pour 1 <m < m et :

S

Ivmof < Ck

pour 0 < m < min{my, ma}.
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Choisissons un systeme de coordonnées complexes centré en le point yg
de Y qui satisfasse les conditions suivantes :

(1) Ce systeme est holomorphe en origine et isométrique en 'origine,
c’est-a-dire que sa différentielle en yg est une isométrie C—linéaire
entre T, X et C".

(2) Ce systéme redresse Y c’est-a-dire que pour tout point de X proche
de yg, il sera équivalent d’appartenir a la sous-variété Y ou de
prendre ses coordonnées dans un certain sous-espace vectoriel de
C™, que nous noterons aussi Y par abus de notation.

(Comme la proposition a démontrer doit fournir un minorant de k, un
majorant de € et un polynéome P qui ne dépendent pas de yq, il faut choisir de
telles coordonnées pour chaque point yy € Y de telle sorte que les estimées
qui interviendront dans notre démonstration ne dépendent pas de ce point
1o et que les tailles de leurs domaines de validité ne dépendent pas non plus
de yo. Sans entrer dans les détails, contentons-nous de dire qu’un tel choix
de systémes de coordonnées est possible par compacité de Y.)

Le systeme de coordonnées centré en yg permet de définir sur les formes
différentielles et tensorielles la connexion triviale que nous noterons Vg. De
méme l'identification locale entre X et C™ permet de définir une structure
complexe que nous noterons Jy. Enfin, pour tout réel a > 0 assez petit,
nous noterons By (yo, a) la boule de centre yo et de rayon a pour la distance
usuelle de C”.

Comme Vgn_l est un opérateur différentiel d’ordre m — 1, on a :

IVetDfl<c > v 'Df|

m/=1
<Ck=2
pour 1 < m < my. De méme :

m

Ivgafl<c . v af]
m’=0

<Ck=
pour 0 < m < min{my, mso}.

Comme les deux structures presque-complexes coincident en yq, elles vé-
rifieront sur la boule B(yo, 4 x R x k™2) :

1T = Jo| <Ck™2
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Par ailleurs, on a :
IVg'J = Vg'Jo| < C
sur la méme boule.
Bilan : en regroupant les deux cas m = 0 et m # 0, on obtient :
V5T — Vitdo|| < C 2 min{0:m—1}
<CE"7
Alors :

— — 1
Ve of — Vi oofll = §H (Dfod)—=Vg'(DfoJo)ll

m
0
<C Z IV Df|| x |V T — V=™ Jo|

m/ =

<Ck?
pour 0 < m < my — 1 et donc, par inégalité triangulaire :
IV5'dofll < C k%
pour 0 < m < min{my — 1, ma}.

Comme la différentielle du systéme de coordonnées est une isométrie,
I'inclusion suivante sera vérifiée pour k assez grand :

Bo(yo, 3x Rx k%) C B(yo, 4 x R x k™3).

Une conséquence évidente est que les estimées que nous avons démontrées
sur la seconde boule seront encore valables sur la premiére.

Ces estimées et la proposition 8.1 impliquent ’existence d’'un g holo-
morphe vérifiant :

ID™ f — D™gl| < CkPT

pour 0 < m < min{my — 1, ma}. La encore, ces estimées font intervenir a
priori des normes définies en utilisant la métrique riemannienne mais ces
normes sont proches de celles qu’on définit en utilisant la métrique usuelle
de C™, pour lesquelles on aura donc des estimées du méme type.

D’apres le corollaire du théoréme 6.5 et la majoration ||g|| < C, il existe
un élément o € LZO ® C" de norme < ¢ vérifiant :

max {lg(x) + all, k™% x MS (Dgy (2) } > =

P (log é)
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ol P désigne une fonction polynomiale > 0. Comme la différentielle en yy du
systéme de coordonnées est une isométrie, l'inclusion suivante sera vérifiée
pour k assez grand :

Bl(yo, R x k™2) C Bo(yo, 2 x R x k™ 7).

L’estimée précédente, valable a priori sur Y N By(yo, 2 X R X k*%), sera donc
valable sur Y N B(yo, R x k™2).

Les estimées que g vérifie par définition impliquent, pour k assez grand :
€

max {||g(m) — f(@)ll, k7% x | Dg(x) — Df(rc)ll} S 2P (logl)

(Remarquons que c’est ici que sont intervenues les hypotheéses m; > 2 et
ms > 1.) Par soustraction, on obtient :

_1 €
max (@) + ol k™4 x MS (Dfy (=)} > 7y

car le module de surjectivité est 1—lipschitzien.
Posons :

ff=Ff+a

s = fc;jo = s—i—acgo.
Alors, en tout point de B(yo, R X k_%) :

1F1 < el > 118l
<C x|¢].
La formule de Leibniz :
Df = c;ok x Vs’ + s x Vc;o’c

implique, en utilisant le fait que le module de surjectivité est 1—lipschitzien,
lestimée :

k™% x MS (Dfy) < llegkl x k™% x MS (Vsh) + ||8']| x k7% x [ Ve, |
<O x max{||s/||, k=% x MS (vsfy)}
valable en tout point de Y N B(yo, R x k_%).

En rassemblant les estimées sur f’ et sur MS (D f{,) obtenues, on acheve

la démonstration de la proposition par le calcul suivant :
1 1 1
max{us’u, k™% % MS (vs;)} > 5 % max{uffu, k™% x MS (Df{,)}
1 5

> — X ——— . O
CX 2P(10gé)
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8.3. Transversalisation sur une partie éparpillée

ENONCE FLOTTANT. — Soient une section s du fibré vectoriel L*¥ @ C"
(avec k assez grand), (1, 2)—contréolée et (1, 1)—approxzimativement holo-
morphe et une partie finie F' de Y satisfaisant, pour tous x, y € F, la
condition d’espacement : d(x, y) = D x k—z pour un certain réel D > 1.

Alors il existe une section t de L* @ C™ de la forme suivante :

t= Zazclj

z€F

(0w, pour tout z € F, le vecteur o est un élément de L* @ C" de norme
majorée par un € > 0 assez petit), telle qu’en tout point y de Y wvérifiant
d(y, F) < k=%, le module de transversalité de poids (1, k‘_%) de la restriction
de s+t aY soit supérieur a n.

Attention ! Nous n’affirmons pas que cet énoncé soit vrai en toute généra-
lité. Il ne I'est certainement pas et il nous faut préciser plusieurs choses. Tout
d’abord, comme d’habitude, il nous faut dire que « € assez petit » signifie
que ¢ est majoré par un réel > 0 qui dépend des données X, L, Y et r et
que « k assez grand » signifie que k est supérieur a une borne qui dépend
de ¢ et des données X, L, Y et r. Ensuite, plus important, il nous faut dire
a quelle condition notre énoncé flottant est valable. La proposition suivante
donne une condition suffisante, portant sur les trois réels € > 0, n > 0 et
D > 1, pour qu’il soit vérifié.

ProPOSITION 8.3. — Il existe une fonction polynomiale P d valeurs
strictement positives et un réel C (qui dépendent des données X, L, Y et
r) telles que I’'énoncé précédent sera vérifié si les trois réels e, n et D satis-

font les deux conditions :
1
=P (log )
i 5

U > C exp (—EDQ) .
€ 4

| ™

et :

Démonstration. — Soient un réel D > 1 et F une partie finie de Y satis-
faisant la condition d’espacement de « I’énoncé flottant ». Pour tout point
zo € F, la proposition 8.2 fournit un élément a* € L’;D ® C" de norme
< € tel qu’en tout point de Y N B(zo, k’%), la restriction & Y de la section
5+ az"cljo s’annule transversalement avec un module de transversalité de
poids (1, k’%) supérieur, disons, a 2n pour un réel n vérifiant la premiere
condition de la proposition.
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Posons :

t= Zoﬁc’;.

Soit y un point de Y vérifiant d(y, z9) < k=2 pour un zy € F. Posons :
s =s+a®ck

t = g ok

z€F, z#20

L’inégalité triangulaire garantit que tout z € F différent de zy vérifie
dly, z) =2 (D—1) x k=2 et la proposition 7.3 implique donc les estimées :

[£w)] < Ce exp (5D~ 1)?)

< Ceexp (—%D2)

(V¥ < Cek? exp (2 (D~ 17?)
<Cek? exp (—%DQ) .
(ot, par convention, la valeur du réel C peut varier d’une ligne a lautre).

On peut donc fixer une valeur C' > 0 de telle sorte que si D satisfait
la seconde condition de la proposition, les deux estimées suivantes seront
vérifiées :

1" (W)l
(V)]

Remarquons que les sommes s + ¢ et s’ + ¢ sont égales. On en déduit, par
inégalité triangulaire :

n
nxk%.

NN

"Il = 11" ()l
" (W)l = 7.
Et, le module de surjectivité étant 1—lischitzien :
MS(V(sy +ty)y) = MS((Vsy)y) — [[(VE)y ]
MS((Vs}),) =1 x k2.

I(s + D) (W)l =
>

VARV

Les deux estimées précédentes donnent bien la minoration recherchée
pour le module de transversalité pondéré :

max {[[(s + (), £ x MS(V(sy +tv),)}

> max {||s'(y)], k=% x MS((Vs§)y) } =0 > 20 —n=n.
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(ot le terme 27 provient de la définition de *°). La proposition est démon-
trée. O

8.4. Nombre de parties espacées nécessaires pour discrétiser Y

PROPOSITION 8.4. — Soit un réel D > 1. Alors il existe un entier np
satisfaisant une magjoration du type polynomiale :
et tel que, pour tout entier k > 1, il existe dans Y, des parties finies
Fi, ..., Fn, qui satisfont les deux conditions suivantes :

(i) pour tout y € Y, il existe z € \JI°, Fy vérifiant : d(y, z) < k™2,

ii) tout entieri compris entre 1 et np et tous points z, 2’ € F; vérifient :
P p s

d(z, ) > D x k™=,

Précisons que P désigne une fonction polynomiale qui dépend uniquement
de X et de Y.

Démonstration. — Par compacité de Y, il existe une partie finie F' de Y
vérifiant la propriété d’espacement suivante : d(z, /) > k2 et maximale
pour cette propriété. On définit alors un graphe abstrait dont les sommets
seront les points de F' et dont deux sommets z et z’ seront reliés si et seule-
ment si : d(z, z') < D x k~2. La valence de ce graphe est majorée par une
fonction polynomiale de D d’apres la proposition 7.1. La proposition découle
alors d’un résultat de théorie des graphes dont la démonstration est une ré-
currence tres élémentaire : le nombre chromatique d’un graphe ne saurait
dépasser la valence de plus d’une unité. O

8.5. Un lemme numérique

LEMME 8.5. — Soient deuz réels 0 < p < q et une suite (Up)n>1 de
réels strictement compris entre 0 et 1. On suppose vérifiée, pour tout n = 2,

l'inégalité suivante :
Un—1

(log P )p
v, = <i)nq (8.2)

Alors il existe un entier ng tel que tout n > 1 vérifie :

Up = Uptng- (8.3)

Up 2

(8.1)

Posons :
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Démonstration. — L’inégalité (1 — %)n < e ! donne :

Uit _ 1y (1 _ 1) S ex -1 (84)

Un, n

Par ailleurs :

<log ; 1_1) =(gx (n—1)xlog(n—1))". (8.5)

La comparaison des croissances des membres de droite de (8.5) et de (8.4)
montre qu’il existe un entier nq tel que tout n > n; vérifie :

p
Un-t 5 <log ! > (8.6)

Un Un—1

c’est-a-dire :
Un—1

Un < 1 D
(log Unil)

Comme la suite (v,) tend vers 0, on peut choisir un entier ng > n; tel
que (8.3) soit vérifiée au rang 1. Alors pour démontrer l'inégalité (8.3) par
récurrence sur n > 1, il suffit de comparer (8.1) et (8.7). O

(8.7)

8.6. Conclusion de la démonstration du théoréme de Donaldson—
Auroux relatif

Dans I’énoncé du théoréme de Donaldson—Auroux relatif, on suppose don-
nés un entier My (disons > 2) et deux réels K et € > 0. On peut supposer
¢ arbitrairement petit. Faisons aussi I’hypothese que K + ¢ est majoré par
1. Cette hypothése n’est pas restrictive car le cas général s’y rameéne en
multipliant les sections données par une constante. Par ailleurs, si le lecteur
s’étonne de cette expression K + ¢, disons que comme les sections données
vérifient des estimées faisant intervenir K et qu’on va progressivement les
perturber, on verra bien K + ¢ intervenir dans les étapes intermédiaires.

La proposition 7.3 fournit un réel A > 0 tel que pour tout entier k > 1,
pour toute partie F' de Y satisfaisant, pour tous x, y € F la condition
d’espacement : d(z,y) > k=%, si on associe & tout point y € F un élément
a¥ e L;j ® C", et si on pose :

B = max |||
yer

et :

t= Z aYeyk

yeF
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les estimées suivantes seront vérifiées pour tout entier m compris entre 0 et
Mmax €t pour tout point z € X :

(V™). < Ax B x k% x exp (—IZTdQ(x, F))

_ m km
H(V"L@t)wH <AXBXxk2 Xexp (—Sdz(x, F)) .
On peut supposer : § < 2—16, quitte a augmenter A. Notons C' et P un réel et
un polynome fournis par la proposition 8.3. Posons €1 = § et 71 = ﬁ.

€1
Puis définissons, pour tout entier i > 2, les réels strictement positifs ; et 7;
par les relations de récurrence :

) . iy
€i+1 = min (51 , 277—;1) et mjy1 = min %, %
P (log 5i+1>
Nous aurons besoin du résultat suivant :
LEMME 8.6. — 1l existe un réel D > 1 tel que linégalité suivante soit

satisfaite :
i > C exp (—ID2>
Ei 4
pour tout entier i compris entre 1 et 'entier np fourni par la proposition 8.4.

Démonstration. — Vérifions qu’il existe un réel p vérifiant pour tout 4
I'inégalité :
.
€it1 2 11 7

Par définition de €;41, il suffit de le vérifier dans les deux cas suivants :
ler cas : €;41 = €1. Le résultat est évident.

2nd cas : €41 = 2"—2. La définition de 7; nous conduit a distinguer deux
sous-cas :

ler sous-cas : 1; = 15+,

g;. Le résultat en découle.

Alors on a : g;41 = "2;11 > % par définition de

Eq

2nd sous-cas : 7; = ——+—. Alors on a : g;4; = ﬁ
P(log ;)

résultat en découle.

Ces vérifications étant faites, le lemme 8.5 implique I'existence d’un entier
ip tel que tout ¢ > 1 satisfasse :

1 qx(i+i0)
gz | ——
(z + zo>
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pour, disons, ¢ = p + 1. Les entiers 7 < np vérifient donc :

1 qX("D"I‘iO)
R T .
s> ()

Le membre de droite est minoré par I’exponentielle d’une fonction polyno-
miale de np qui est lui-méme polynomial en D. Il existe donc une fonction
polynomiale g vérifiant :

1
log - < g(D).

Par définition de 7);, on en déduit 'existence d’une fonction polynomiale h &
valeurs > 0 vérifiant :

i 1

R

e; ~ h(D)
Pour D assez grand, ce rapport est bien minoré par C exp(ngz), ce qui
acheve la démonstration du lemme. O

Poursuivons la démonstration du théoréeme de Donaldson—Auroux relatif.
Dans la suite, nous noterons D le réel obtenu en appliquant ce lemme et nous
noterons bien siir np 'entier correspondant fourni par la proposition 8.4.
Soient des parties F1, ..., F,, de Y, qui satisfont les conditions (i) et (ii) de
la proposition 8.4. Pour tout ¢ compris entre 0 et np, notons G; la réunion
de F17 FQ, ce ,FZ'.

Un second lemme est nécessaire, qui transversalise une section sur cer-
taines parties de Y :

LEMME 8.7. — Soient un entier ¢ compris entre 1 et np et une sec-
tion s de L* @ C" (avec k assez grand), qu’on suppose (K,2)—contrilée et
(K, 1)—approzimativement holomorphe. Pour toute partie P de X, nous no-
terons Vi, (P) Uensemble des points de X dont la distance & P est majorée

par k=2. Il existe une section t; de L* @ C” satisfaisant les deux conditions
sutvantes :

(i) En tout point de Y N Vi(G;), le module de transversalité de poids
(1, k=2) de la restriction de s +t; a'Y est supérieur a n;.

(ii) La section t est de la forme :
yeG;

o, pour tout j compris entre 1 et i et tout y € F}, on désigne par
oYy un élément de Lg’j ® C" de norme < ¢;.

Précisons que « k assez grand » signifie que k est supérieur a une borne
qui dépend des données X, L, Y, r, K et ¢ ainsi que des choix de C, P, D
et np.
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Démonstration du lemme, par récurrence sur i. — Soit un entier ¢ com-
pris entre 0 et np — 1. On fait I'hypotheése de récurrence qu’il existe une
section t; vérifiant les conditions (i) et (ii) (sauf si ¢ est nul, auquel cas on
pose simplement ¢; = 0).

Remarquons que la somme s+t; est (1,2)—controlée et (1, 1)—approxima-
tivement holomorphe. Le précédent lemme et la proposition 8.3 impliquent
donc l'existence d’une section wu;41 de L*®C" satisfaisant les deux conditions
suivantes :

(a) La section u;41 est de la forme :

k
Ujp1 = E aycy

yEF; 11

ol, pour tout y € F;11, on désigne par o¥ un élément de L’; ® Cr
de norme < ¢;.

(b) En tout point de Y NVj(Fiy1), le module de transversalité de poids
(1, k’%) de la restriction de s + t; + u;01 & Y est supérieur a
Eit1

——+— et donc a 7;41.
P(log ﬁ) Mi4+1

Posons : ;11 = u;y1 +t;. Comme le module de surjectivité est 1—lipschi-
tzien, la section s + t;41 vérifie, en tout point de ¥ N Vi (G;), la minoration
suivante :

max {HS + t’i+1||> k_% x MS (V(S + ti+1)y)}
> max{”s +1], k™% xMS (V(S+ti)Y)} B max{”“i+1Ha k% x ||Vui+1H}

Zn—AXeip 2 % Z Nit1-
Comme Vi (G;41) est la réunion de Vi (G;) et de Vi(Fi+1), la section t;41
satisfait bien les conditions (i) et (ii) au rang i+ 1. Par récurrence, le lemme
est démontré. O

Suite et fin de la démonstration du théoréme. Le lemme (pour ¢ = np)
fournit une section t telle que la restriction de la somme s+t a Y ait un
module de transversalité pondéré supérieur a 7, ,. Par ailleurs, cette section
t est bien (&, Mmax ) —controlée et (g, Mmax) —approximativement holomorphe
d’apres I'inégalité :

€
max &; < —
1<i<np ¢ A

et la définition de A.
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