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Une représentation des cobords faibles
d’un systéme dynamique )

THIERRY BouscH (M)

RESUME. — Soit T': X — X une transformation continue d’un espace compact X.
On démontre que tout cobord faible de (X, T') peut s’écrire sous la forme Zn>1 (frno

T™ — fn), ot les fn, sont des fonctions continues sur X telles que Y || fn| < co.

ABSTRACT. — Let T : X — X be a continuous transformation of a compact
space X. It is proved that every weak coboundary of (X,T) can be written as
Zn>1 (fnoT™— fn), where the f, are continuous functions on X such that || fx|l <
0.

1. Cobords et cobords faibles

Soit X un espace métrique compact, non vide, et T une application conti-
nue de X dans lui-méme. Comme d’habitude, on note C'(X) 'espace vectoriel
des fonctions continues de X dans R, muni de la norme uniforme || -||.

On appelle cobord (topologique) une fonction de la forme foT — f, ou
f X — R est une fonction continue. Les fonctions de cette forme, ainsi que
la question de savoir si une fonction donnée est un cobord, apparaissent dans
de nombreux problémes de dynamique [4], notamment dans les questions de
conjugaison différentiable et la théorie KAM [1, 9].

Il est évident que si une fonction continue h : X — R est un cobord, alors
h est de moyenne nulle par toute mesure de probabilité T-invariante sur X
(et en particulier, de moyenne nulle sur toute orbite périodique de T'). Les
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cobords sont donc, pour ainsi dire, « invisibles » par les mesures invariantes.
Ce fait est abondamment utilisé dans le formalisme thermodynamique et
en optimisation ergodique : si, dans un probléme donné, une fonction g :
X — R n’intervient que par ses moyennes par les mesures invariantes, on
peut ajouter a g un cobord quelconque, afin que la nouvelle fonction se préte
mieux a la résolution du probléme.

Pour les systemes dynamiques les mieux compris — les rotations irra-
tionnelles (diophantiennes) sur le tore T", ou a l'inverse, les transformations
dilatantes ou hyperboliques, notamment les décalages — on connait des ré-
ciproques partielles a cet énoncé, en particulier le classique théoréme de
Lifchitz [7] : si une fonction h est « suffisamment réguliére » (les hypotheses
précises dépendent du systéme dynamique considéré), et de moyenne nulle
par toute mesure de probabilité invariante, alors h est un cobord.

Ce n’est plus vrai si h est seulement supposée continue. Ceci est dii au fait
que ’ensemble des cobords, qui est évidemment un sous-espace vectoriel de
C(X), n’est en général pas fermé [5], ce qui ameéne & introduire la définition
suivante.

On appelle cobord faible une fonction continue X — R qui est limite
uniforme de cobords. Il est évident que si h est un cobord faible, alors h est
de moyenne nulle pour toute mesure de probabilité T-invariante sur X . Cette
fois-ci, on a une réciproque exacte, et valable pour tout systéme dynamique :
si une fonction continue h : X — R est de moyenne nulle pour toute mesure
de probabilité invariante, alors h est un cobord faible [2, 3, 6, §].

Cette seconde description des cobords faibles n’est malheureusement pas
beaucoup plus explicite que la premiere. Mais elle fait apparaitre I’ensemble
L des cobords faibles, sous-espace vectoriel fermé de C(X), pour reprendre
la notation de [3], comme le noyau d’un morphisme trés naturel. Notons
K le simplexe des mesures de probabilité T-invariantes sur X, muni de la
topologie vague, et A(K) I’ensemble des fonctions affines continues K — R.
A toute fonction continue f : X — R, associons la fonction affine continue

q(f) : K — R définie par q(f)(n) = [y fu. L’application
q:C(X) — AK)

ainsi définie est linéaire et continue, surjective, et de noyau L, voir la Proposi-
tion 2.1 de [3]. Pour cette raison, il serait intéressant d’avoir des descriptions
plus « concretes » de £, par exemple comme quotient d’un espace de Banach
explicite.

D’abord une observation simple sur les (vrais) cobords : toute fonction
de la forme foT™ — f, avec f continue et n > 0, est un cobord, car on peut

- 818 —



Représentation des cobords faibles

Pécrire (S, f) oT — (Snf), ou S, f désigne la somme ergodique
Suf = fHfol+ -+ folT ™,
et plus généralement, toute fonction de la forme fo+ fioT+-- -+ fr,oT™, ou

les f; sont des fonctions continues dont la somme est nulle, est un cobord.

L’article [2] présente une construction de cobords faibles, due & Michel
Zinsmeister, et qu’on peut généraliser de la maniére suivante. Soit (f)n>1
une suite d’éléments de C'(X) vérifiant Y || ]| < co. Alors la somme

anoTn_fn
n>1

est bien définie, comme élement de C'(X), et c’est un cobord faible, car tous
les termes de la somme sont des cobords. Ou, pour présenter les choses un
peu différemment : toute fonction de la forme 2790 fooT™, ol les (fn)n>o0
sont des fonctions continues vérifiant Y || fn| < oo et dont la somme est
nulle, est un cobord faible.

Il est naturel de se demander si tout cobord faible de (X,T) peut étre
obtenu par ce procédé. L’objet de cette note est de montrer que c’est effec-
tivement le cas.

THEOREME 1.1. — Pour tout cobord faible f : X — R du systéme dy-
namique (X, T), on peut trouver une suite (fn)n>0 de fonctions continues
X — R vérifiant

Sl < 12115
avec Y fn =0 et telles que f = froT™.

2. Démonstration du théoréme

Considérons d’abord le cas ou la fonction est un cobord.

LEMME 2.1. — Pour tout cobord f : X — R du systéme dynamique
(X,T), on peut trouver un entier n > 1 et des fonctions continues
fos f1s-- 5 fn 0 X — R vérifiant

S Ofl < Al
0<i<n

avec fo+ -+ fn=0 et telles que f = fo+ froT +---+ fr,oT™.

Démonstration. — On peut évidemment supposer || f|| # 0. Soit g : X —
R une fonction continue telle que f = go T — g, et n un entier strictement
positif. De I'égalité go T —g=f+ foT +---+ foT™ ! on déduit

nf=(n-1f-g)—folT—--=foT" ' +goT"
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ce qu’on peut écrire
f=fotfioT+ -+ fooT"

avec fo = (n—=1)f —g)/n, f1 = -+ = fac1 = —f/n et fn = g/n. Les
fonctions f; sont bien de somme nulle, et

n—1fl[+llg [l g
R A N A I e L

2
=—|(n—-1 }
= [ =) £+ llgl
qui est < 4] f]|, si n est choisi tel que (n+ 1) || f]| = |9l O
Traitons maintenant le cas général, avec f cobord faible quelconque.

Comme les cobords sont denses parmi les cobords faibles, on peut trouver
une suite (@, )m>0 d’éléments de C(X) qui sont des cobords, tels que ¢g = 0
et ||f — omll < 27| f]| pour tout m > 0. Définissons alors f™ = @41 —Ym
pour m > 0. Ces fonctions f™ sont des cobords, avec ||f™| < 3/2™+| f|l,

et f = f™. Notons que >_ [/ <3| f]

Appliquons maintenant le lemme ci-dessus aux fonctions ™ : il existe
une famille (f}"),, ,>o d’éléments de C(X) tels que pour tout entier naturel
m, on a

Z £ < 4™
avec f =3 flroT" et Z f = 0. En particulier

Dol < 24 17 < 12{[f]F-

On peut donc écrire f =37 f™ =3 filtoT" =3 f,oT", ol les
fonctions (fn)n>o sont définies par f, = fi*. Ces fonctions f, satisfont

Do llfall < lefmll 2]/ £]]

etenfin ) f,=>, . fr=0, puisque >, fir =0 pour tout m, ce qui
termine la preuve du théoréme.
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