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Classification analytique locale des équations aux
¢-différences de pentes arbitraires *)

JACQUES SAULOY

A mon « cousin mathématique » Felipe Cano, pour sa jubilacion

RESUME. — La classification analytique locale des équations aux g-différences
linéaires analytiques complexes a été obtenue par Ramis, Sauloy et Zhang sous
I’hypothése que les pentes du polygone de Newton sont entiéres. Nous prouvons
ici 'un de ces résultats (g-analogue du théoréme de Birkhoff-Malgrange-Sibuya) en
relachant cette hypotheése.

ABSTRACT. — The local analytic classification for complex linear analytic
g-difference equations has been obtained by Ramis, Sauloy and Zhang under the
assumption that the slopes of the Newton polygon are integral. In this work, we
prove one of those results (g-analogue of the theorem of Birkhoff-Malgrange—Sibuya)
while relaxing that asumption.

1. Introduction
1.1. La théorie analytique locale des équations aux ¢g-différences

Nous considérons ici des équations aux g-différences linéaires analytiques
complezes écrites sous forme matricielle-vectorielle :

X(qz) = A(2) X (2). (1.1)

Le complexe ¢ € C* est fixé une fois pour toutes et tel que™ |g| > 1.
Notant C({z}) le corps des germes méromorphes en 0, on suppose de plus
que A € GL,(C({z})). (Voir la section 1.4 pour les conventions et notations
générales dans cet article.)

(") Recu le 20 juillet 2022, accepté le 9 janvier 2023.

(1) jacquessauloy@gmail.com — http://www.cantoperdic.fr

Article proposé par Lucia Di Vizio.

(D) La théorie pour le cas ol 0 < lgl < 1 est essentiellement la méme, mais le cas ou
|g| = 1 présente de tout autres difficultés (« petits diviseurs »), voir [5, 6].
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Remarque 1.1. — Les équations aux ¢-différences du g-calcul « classique »
s’écrivent le plus souvent sous forme scalaire f(q"z) +ai(2)f(¢" '2) +-- -+
an(2)f(z) = 0, ou I'on peut supposer a,, # 0. L'équivalence avec la forme
matricielle ci-dessus est due a Birkhoff [2]; pour une preuve moderne du
lemme du vecteur cyclique correspondant, voir [19] (dans ’esprit de Birkhoff)
ou [4] (dans lesprit de Deligne et Katz).

Comme pour les équations différentielles depuis Riemann, la motiva-
tion de départ concerne des systémes rationnels X (qz) = A(2)X(z), A €
GL,(C(z)); mais I’étude globale de ces derniers sur la sphére de Riemann
S := CU {0} commence par I’étude locale, analytique ou formelle. Or, les
seuls points fixes de S par la g-dilatation z — gz sont 0 et oo, et ’étude en oo
se ramene facilement a celle en 0 par le changement de variable w = 1/z. En
ce qui concerne les « singularités intermédiaires », c’est-a-dire les points de
C* =S\ {0,00} ot A(z) cesse d’étre définie et inversible, nous ne disposons
pas encore d’une approche cohérente pour les étudier localement ; voir par
exemple des tentatives en ce sens dans [11, 17, 18].

La théorie analytique locale(®) (en 0) telle qu’elle s’est développée au troi-
sieme millénaire, largement sous 'influence de Jean-Pierre Ramis, comporte
les volets suivants :

(1) Classification : voir [15], ainsi que la these de Anton Eloy a 1'Uni-
versité Paul Sabatier ;

(2) Théorie de Galois : voir [3, 13, 14, 20] ainsi que divers articles de
Yves André, Anne Duval, Lucia Di Vizio et Julien Roques;

(3) Théorie asymptotique : voir [15, 16];

(4) Sommation de solutions divergentes : voir [7, 16], ainsi que l'ar-
ticle [8] de Thomas Dreyfus et Anton Eloy.

On n’abordera dans cet article que le premier volet. Celui-ci repose sur
la découverte d’un g-analogue du phénomene de Stokes. Parmi les divers
avatars de ce g-analogue, nous nous appuierons sur celui décrit dans [21] et
utilisé dans [14, 15].

Notons cependant qu’une extension de [14] aux pentes arbitraires est pré-
sentée dans [23]. On n’y aborde pas le probléme inverse; j’espére, avec de
I’aide, combler cette lacune prochainement et en faire ’objet d’une mono-
graphie.

(2) La théorie analytique globale, initiée par Birkhoff dans [2] (mais pour le cas fuch-
sien seulement) tourne autour de deux thémes : groupe de Galois et correspondance de
Riemann—Hilbert ; voir par exemple [9, 11, 13, 17, 20].
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1.2. L’hypothése antérieure des pentes entiéres

A toute équation (1.1) est attaché un invariant formel, son polygone de
Newton, consistant essentiellement en la donnée de pentes py < --- < pg,
qui sont des rationnels; affectées de multiplicités rq,...,7r, qui sont des
entiers naturels non nuls tels que rip1,...,repur € Z et ry 4+ -+ +1rp = n.
Les résultats les plus forts de la théorie analytique locale, en particulier ceux
de [14, 15], ont été obtenus sous I'hypothése « technique » que les pentes
sont entieres : pq,...,ur € Z. Cette hypothese intervient principalement a
travers le fait que I'on dispose alors

e de formes normales explicites (dites de Birkhoff-Guenther),
e et d’une description explicite du phénomeéne de Stokes.

Hors Phypothése d’intégrité des pentes, les seul progres notables® ont été,
a ma connaissance, les suivants :

e Marius van der Put et Marc Reversat ont obtenu dans [12] une
classification formelle compléte sans aucune condition.

e Virginie Bugeaud a obtenu dans [3], sous certaines hypothéses, une
généralisation de la forme normale explicite de Birkhoff-Guenther
et une description des opérateurs de Stokes.

Dans ce travail, tout en relachant totalement I’hypothese d’intégrité des
pentes, nous généralisons I'un des principaux résultats de [15], le g-analogue
du théoréme de classification de Birkhoff-Malgrange-Sibuya(* . Nous n’ob-
tenons pas, en particulier, une généralisation de la description explicite des
opérateurs de Stokes.

1.3. Contenu de cet article

Décrivons maintenant plus en détail le contenu de cet article. Les nota-
tions et conventions générales seront résumées a la section 1.4.

La section 2 est consacrée a quelques résultats de base sur la catégorie des
équations aux g¢-différences (ou catégorie des modules aux ¢-différences) sur
C({z}) : propriétés abéliennes (section 2.1), polygone de Newton, filtration

(3) Comme déja dit, nous ne parlons pas ici du groupe de Galois : pour ce dernier, [12]
régle la question dans le cas formel et [3] donne & cette description une forme calculatoire ;
voir également [23].

() Ce théoréme est traditionnellement appelé « de Malgrange-Sibuya », mais selon
Bernard Malgrange il se trouve en substance dans ’ceuvre de Birkhoff.
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et graduation par les pentes (section 2.2); pour faciliter la compréhension,
quelques exemples explicites sont proposés (section 2.2.4). Références pour
ces prérequis : [14, 15, 21, 22]. On explique aussi briévement comment cette
structure fournit un cadre pour la classification (section 2.3.1) : essentielle-
ment, une classe formelle est associée a un module pur, c’est-a-dire gradué
par les pentes ; et les classes analytiques a U'intérieur de cette classe formelle
sont associées a des modules filtrés par les pentes ayant pour gradué ce mo-
dule pur. Des calculs explicites de formes normales et d’invariants (de type
Stokes) sont possibles lorsque les pentes sont entieres mais ne se généra-
lisent pas. On introduit donc au 2.3.2 le formalisme de la ramification qui
permettra I’extension de résultats antérieurs au cas de pentes arbitraires.

La section 3 concerne la classification analytique locale. A la section 3.1,
nous rappelons les résultats obtenus dans [15, 21] dans le cas des pentes
entieres, en particulier un g-analogue du théoréeme de Birkhoff-Malgrange—
Sibuya, qui met en bijection canonique 1'espace des classes analytiques iso-
formelles avec le H' d'un certain faisceau de groupes (théoréme 3.5). Nous
complétons a la section 3.1.2 les exemples explicites précédents. Dans les
deux travaux antérieurs cités, la description de la structure affine sur I'es-
pace des classes souffrait de quelques ambiguités et imprécisions que nous
nous attachons a rectifier & la section 3.2.2. Le reste de la section 3.2 (c’est-a-
dire 3.2.1 et le 3.2.3) est consacré a la mise au point d’outils commodes pour
le passage au cas général, en particulier, la notion de famille trivialisante
qui se substituera a la sommation algébrique explicite quand cette derniere
ne sera plus disponible.

Enfin, a la section 3.3, nous prouvons en toute généralité le principal ré-
sultat de ce travail, ’extension au cas de pentes arbitraires du théoreme 3.5 :
c’est le théoréme 3.13.

1.4. Notations et conventions générales

Le complexe ¢ ayant été fixé tel que |g| > 1, on notera o, I'opérateur aux
g-différences défini par (o4f)(2) := f(gz). Ainsi I’équation (1.1) se réécrit :

0, X = AX, (1.2)
forme sous laquelle nous ’envisagerons désormais.

On notera de maniere abrégée O et K l'anneau et le corps d’intérét :
O := C{z} (anneau des germes holomorphes en 0, ou, de facon équivalente,
des séries enticres) et K = C({z}) = O[1/z]. Le complété K = C((z))
interviendra également.
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On considérera E, := C* /q% parfois comme un groupe, parfois comme
une surface de Riemann (tore complexe), parfois comme une courbe ellip-
tique, et cela, sans changer de notation; par souci de légereté et parce que
cela ne pose aucun probleme. Soit m : C* — E, la projection canonique :
c’est un morphisme de groupes et un revétement non ramifié de degré infini.
On notera a I'image m(a) € E, de a € C*; et [a;q] := n~!(a) C C* la spirale
logarithmique discréte ag?.

Ramification.

Pour tout r € N*, on aura besoin de choisir(® une racine r° de ¢, notée
gr, ces choix étant supposés cohérents : go, = ¢,. Pour cela, nous décidons
de choisir une fois pour toutes 7 € C tel que ¢ = ¢, puis de poser, pour
tout x € C, ¢° := €277, En particulier, nous noterons, pour tout r» € IN*,
¢r = ¢*/" = €377/7_ Par ailleurs, nous noterons ¢, := e27/7.

On choisit de méme des extensions cycliques K, := C({z,}), 2zl = z, avec
la méme convention z;, = 2, ; en vertu du théoréme de Puiseux, cela revient
a fixer une cloture algébrique Ko =, o~ C({z1/7}) de K = C({z}).

Pour tout r > 2, extension K, = K|[z,] de K est cyclique et son groupe
de Galois Gal(K,./K) s’identifie au groupe g, := {1,¢, ..., ¢ "'} des racines
r°s de I'unité dans C : si j € p,, posant o;(f(2,)) = f(jzr), on voit que
Jj + o; est un isomorphisme de p, sur Gal(K,/K).

L’action de o4 sur K s’étend naturellement & K, en I’automorphisme
f(z) = f(gr2r), que l'on notera encore o, (on a donc une « extension
de corps aux différences »). Un fait essentiel est que l'action de o4 sur K,
commute a celle de p,.

Remerciements
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titut Mathématique de Toulouse ; I'unique support en a été mon salaire de
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2. Structure générale de la catégorie des équations aux
g-différences

2.1. La catégorie &,

Pour toute la section 2.1, voir [15, chap. 2]. Un modele intrinseque de
Péquation (1.2) est le module auz q-différences, c’est-a-dire un couple (V, @)
formé d’'un K-espace vectoriel de dimension finie V' et d’un automorphisme
0q-linéaire ® de V, autrement dit, un automorphisme du groupe additif V'
satisfaisant la forme multiplicative de la regle de Leibniz :

Vae K, YVzeV, ®(ar)=o04(a)®(z).

(® est donc en particulier C-linéaire.) Un morphisme de (V, ®) dans (V', ®')
est une application K-linéaire F' : V' — V' qui entrelace ® et @', i.e. ®’ o F =
F o ®. On définit ainsi(® une catégorie &,.

Notant %, kx := K({o,071) I'anneau des polynémes de Ore non commu-
tatifs caractérisés par la relation de commutation tordue :

Vaec K, VkeZ, ak.azog(a)ak,

on voit immédiatement que tout module aux ¢-différences (V, @) définit une
structure de 9, g-module a gauche sur V' par la regle :

VP:.= Zakok €Yqr, YxeV, Px:= Zakq)k(:c).

On identifie ainsi & a la catégorie des %, x-modules a gauche de longueur
finie.

Soit B une base de V. Alors ®(B) est également une base, et il existe un
unique A € GL,,(K) tel que B = ®(B)A. On obtient ainsi un isomorphisme
de modules aux g-différences X — BX de (K", ®4) dans (V,®), ou l'on a
posé ®4(X) := A~'o,X. (Le choix d’utiliser la matrice inverse A~! vient
de ce que, dans ce modele, les solutions X de 1’équation (1.2) sont les points
fixes de ®4.)

La sous-catégorie pleine de &, dont les objets sont les (K™, ®4) est donc
essentielle. On en complete la description en notant qu’un morphisme F' :
(K™, ®4) — (KP?,®p) est une matrice F' € Mat,, ,,(K) telle que (0,F)A =
BF.

(6) Pour alléger l’écriture, et puisque l'on n’aborde ici que I’étude locale en 0, les

catégories notées ch(o), etc, dans [15] seront ici notées &, etc. De plus, & partir de la
section 2.3.2, les conditions de restriction sur les pentes seront dénotées par des indices
supérieurs : ainsi 6"(11 désigne la sous-catégorie pleine de &; formée des objets & pentes

entieres (au lieu de é’q(? dans loc. cit).
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On retrouve ainsi le vocabulaire de la classification : si F' est un isomor-
phisme, n = p, F € GL,,(K) et, notant F[A] := (0,F)AF~! (transformation
de jauge), on a B = F[A]; on dira également que A et B (ou les équations
associées) sont analytiquement équivalentes. On étend cette notion au cas ot
B = F[A] avec A, B € GL,(K) et F € GL,(K) : on dit alors que A et B
sont formellement équivalentes. (Il n’est pas utile d’élargir la catégorie &, en
autorisant des objets formels A € GLn(I/(\' ) : on peut en effet prouver que

toute telle matrice est formellement équivalente & une matrice a coefficients
dans K.)

Le centre de Z, k est C et la catégorie des 9, x-modules a gauche est
donc abélienne C-linéaire ; il en est donc de méme de sa sous-catégorie pleine
&,. La proposition suivante est démontrée dans [15, App. A, section A.3.3].

PROPOSITION 2.1. —

(i) Si A est triangulaire par blocs : A = (“(‘)/ ), Al € GLy(K),
A" € Ly (K), 0’ +n" = n, la suite exacte évidente 0 — K™ —
K™ — K" — 0 définit en fait une suite exacte 0 — (K™, ®4/) —
(K™, @) = (K™, ®40) — 0.

(ii) Toute suite exacte dans &, est isomorphe & une suite exacte de cette
forme.

2.2. Polygone de Newton, filtration par les pentes et gradué asso-
cié

Pour la section 2.2, voir [22] et [15, §2.2], ol tous les résultats présentés
ici sont justifiés en détail. Dorénavant, nous identifierons la catégorie &; a sa
sous-catégorie pleine des (K™, ®4); et méme chaque objet M := (K", $4)
a la matrice A € GL, (K) lorsque cela simplifiera les formulations. Si néces-
saire, nous imposerons de plus des conditions supplémentaires & A, comme
étre holomorphe sur C*, voire étre & coefficients dans C|z,27 ] : ceci, du
moment que la sous-catégorie pleine correspondante est essentielle (i.e. équi-
valente & &).

2.2.1. Polygone de Newton

Le principal invariant formel attaché a I’équation (1.2) et au module aux
g-différences M = (K™, ®4) qui la code est son polygone de Newton, qui
est défini comme suit (voir [15, 22]). On introduit d’abord le polygone de
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FIGURE 2.1. Le polygone de Newton

Newton d’un opérateur aux ¢-différences P = Zaiaé comme l’enveloppe
convexe de I’ensemble plan :

{(i,7) € Z°|j > vo(a:)} = {(i,v0(as)) |i € Z} + {0} x N C R?,
ot vg(a) désigne lordre (ou valuation z-adique) d’une série de Laurent
(convergente ou formelle) a. Par exemple la figure 2.1 représente le poly-
gone de Newton de 'opérateur aux g-différences P := ag + a104 + agag +
a303+a403+a502+a603, ouag = x2+x3, ay = 1+x2+x5, as = ;E—|—$3+x4,
as:=1+22+23+2% a4 =0, a5 .=z + 2% et ag := 2* + 2°. (La partie
hachurée de la figure sera commentée plus loin, voir apres le théoréme 2.8.)

En fait on consideére que ce polygone de Newton N (P) est défini a transla-
tion prés par Z?2; c’est donc également le polygone de Newton de n’importe
quel multiple (aoy*)P ou P(aoy') de P par un opérateur inversible ao",
a€ K*, melZ.

On prouve alors ([22], [15, lemma 2.1.1]) qu'un module aux ¢-différences
M = (K™, ®4) quelconque est isomorphe, en tant que %, x-module, & un
module de la forme 2, /Py, kP ; et que N(P) ne dépend que de la classe
d’isomorphie formelle de M (i.e. & la classe d’équivalence de jauge formelle
de A) : c’est par définition N(M).

La frontiere de N(M) est formée de deux demi-droites verticales et, de
gauche a droite, de k vecteurs (r;, d;), ou (par convention) r; € N* et d; € Z,
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dont les pentes u; := d;/r; sont des rationnels croissants : p; < -+ < pg;
on considere r; comme la multiplicité de la pente p;. Réciproquement, ces
données codent une partie convexe IT de R? telle que IT + ({0} x Ry) =1,
dont la frontiére est formée de deux demi-droites verticale infinies vers le haut
et des k vecteurs (r;,d;) (de gauche & droite) ; I est totalement déterminé a
translation pres par ces données.

Pour exprimer les propriétés du polygone de Newton, notons M un mo-
dule aux g-différences et rp; : Q — N la fonction de Newton : elle a pour
support S(M) := {pu1,...,ux} et vérifie Vi=1,... k, ra(u;) = r;. Alors :

(1) Deux modules formellement isomorphes ont méme fonction de
Newton.

(2) Si0— M'— M — M" — 0 est une suite exacte, rpy = rp + 7.

(3) SiM =M @M", onary(p) =3, v @)y (p") pour
tout 1 € Q.

(Cette derniére propriété ne sera pas utilisée dans le présent travail, elle
figure ici par souci de complétude.) Nous dirons que M est pur isocline si
son polygone de Newton ne comporte qu'une seule pente; et qu’il est pur
s’il est somme directe de modules purs isoclines.

Ramification.

On reprend les notations introduites en section 1.4. Soit 7 € N* et soit
2z, := z'/". En posant A’(z,) := A(z!), on définit une équation aux g, diffé-
rences X' (g,z.) = A'(2,)X'(z,). On vérifie alors que, avec les notations vues
ci-dessus pour A, le polygone de Newton de A’ consiste en les pentes ru;
avec les multiplicités (inchangées) r;.

2.2.2. Filtration et graduation par les pentes

PROPOSITION 2.2. — Tout module M de & admet une unique tour de
sous-modules :
O=MyCcMyC---CM,=M
telle que chaque quotient M;/M;_1, 1 < i < k, soit pur isocline de pente u;
et de rang dimc M; = r;. (Les p;, 7; désignent les pentes de M, c’est-a-dire
les pentes de N(M), et leurs multiplicités.)

COROLLAIRE 2.3. — Toute matrice de GL,,(K) est analytiquement équi-
valente d une matrice A triangulaire supérieure par blocs, dont les blocs dia-
gonauz B; € GL,,(K), i =1,...,k, sont purs isoclines de pentes les ;.
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Autrement dit :

By
A=Ay:=10 ... ... ... ...| €eGL,(K), (2.1)
0O ... 0 ... Bg
PROPOSITION 2.4. — En associant a tout module aux q-différences M la

tour décrite a la proposition 2.2, on définit une filtration (M%‘)“GQ dont les
sauts ont liew aux valeurs pp = p;. Le gradué associé est gr M .= @ M; /M;_.

Les propriétés fonctorielles et abéliennes [et tensorielles, voir le point 3 &
la fin de 2.2.1] de la filtration sont résumées par celle-ci [22] :
PROPOSITION 2.5. — Le foncteur M ~» gr M de &, dans la sous-catégorie

pleine &, , des modules purs est exact et fidéle [et ®-compatible].

Soient A de la forme (2.1) décrite ci-dessus et M le module correspondant.
La matrice diagonale par blocs Ay obtenue en remplacant les U; ; par 0
correspond au gradué gr M :

gr(K", ®4) = (K", ®4,),

By
ondg:=10 ... ... ... ... | €€GLK). (22)
0O ... 0 ... By
Par convention, dans ces écritures, on a pu; < --- < pi et chaque bloc

diagonal B; € GL,,(K) est pur isocline de pente p;; on démontre de plus
que les blocs rectangulaires U; ; € Mat,, ., (K), 1 <1i < j < k, peuvent étre
pris & coefficients dans C[z, z~!]. (A l'aide des résultats de [12], on vérifie en
fait que les B; peuvent eux-mémes étre pris & coefficients dans Clz, 27| : les
objets répondant a cette description forment une sous-catégorie essentielle
de &;.)

2.2.3. Catégorie formelle

Dans la catégorie cé?’q obtenue en remplacant K par K , la filtration ci-
dessus a encore lieu.
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PROPOSITION 2.6. —

(i) Dans la catégorie d;@\q, la filtration par les pentes est canoniquement
scindée, i.e. le foncteur gr correspondant est isomorphe au foncteur
identité.

(ii) Deux modules (analytiques) sont formellement isomorphes si, et
seulement si, leurs gradués sont isomorphes (formellement ou ana-
lytiquement, cela revient au méme).

On peut donc identifier &, ¢ & la catégorie &, , des modules purs (qui a
été introduite par la proposition 2.5 de 2.2.2) et la classification formelle se
ramene donc a la classification des modules purs (ce point sera détaillé a la
section 2.3.1).

Pour formuler I’énoncé matriciel correspondant, nous introduisons le sous-
groupe algébrique & 4, de GL,, formé des matrices triangulaires par blocs et
ayant pour blocs diagonaux les matrices identités I, ..., I ,, i.e. défini par
le format ci-dessous :

0 ] (2.3)

COROLLAIRE 2.7. —

(i) On conserve les notations A, Ay ci-dessus. Il existe un unique Fe
G4, (K K) tel que F[A] =
(ii) 8i F € &.4,(K) est tel que F[A] = A, alors F = I,,.

2.2.4. Quelques calculs explicites
Deux pentes, degré Gevrey 6 = 1.

On fixe a € C*. Pour tout u € C({z}), soit A, := (} %) et pour tout
f € C((2)) soit Fy:= (3 1). A quelle condition a-t-on Ft[A,,] = A,? On
vérifie que cela équivaut a l équation aux g¢-différences azo,f — f = u — ug.
C’est donc une condition qui implique u — ugy plutdt que u et ug séparément
et cela tient entierement au fait qu’il n’y a que deux pentes (comparer au

troisiéme exemple ci-aprés). On dit que c’est « le cas linéaire ». On peut donc
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tout d’abord supposer que ug = 0; on écrit u = > u,z" et f =5 fr2™:
azoaf — f=u<=Vn, aq" a1 — fo=up = Vn,
afnfl - .]?n = an <~ (a§ - 1)}‘\(5) = a(g)v

ot l’on a introduit les « transformées de g-Borel-Ramis (de niveau 1) » f(§) :=

S Fa®, UE) = g™, avec fn = q "D/ f, et 1, = gD 2y,
Puisque u € C({z}), u € O(C*) et une condition nécessaire pour l'existence
d’une solution convergente f est que @(1/a) = 0; on peut prouver que cette
condition est suffisante.

On conclut donc de maniere générale qu’il existe une unique Fy € & 4, (I? )
telle que Fy[Ay,] = Au, que f diverge (ses coefficients croissent essentielle-

ment comme |q|" /2) sauf si @(1/a) = ug(1/a). En particulier il y a un unique
ug € C qui permet cela.

Deux pentes, degré Gevrey J arbitraire.

On fixe de plus u1, pu2 € Z, p1 < pg, de sorte que 6 := ps — p; € N*, et

R . (2 gy e .
I’on prend maintenant A, := ( 0 ash2 ) On vérifie que :

FilAu] = Ay <= azo,f — 2" f =u—ug <= a’a,f — f =,
ol v := 27" (u— up).

On est donc encore dans le cas linéaire (a deux pentes). Pour une résolu-
tion explicite, on pose Z := 2°, Q := ¢°, f(z) = Zf;ol 2 (2%) et vw(z) =
Zf;ol 2'V;(2%) ; on voit alors que :

alo,f — f=ve=>Viec{0,...,0 -1}, ag'ZF,(QZ) — Fi(Z) = Vi(2).
En invoquant I’exemple précédent, on conclut encore a l’existence pour tout
u € C({z}) d’'un unique ug € 2" (C&--- & Cz°1) tel que Fy[A,,] = A,

soit réalisable avec f convergente (c’est un cas particulier de « forme normale
de Birkhoff-Guenther », voir les équations (2.5) et (2.6) de la section 2.3.1).

Trois pentes.

Soient
azh U v a1z u v
A= 0 a9 z"? w et A= 0 a2t w |,
0 0 azzM3 0 0 azzM3
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ol ay,az, a3 € C*, uy, pia,
C({z}). On cherche F := (

équivaut au systeme :

w3 € Za pr < pg < s, et u,v,w,u’,v’,w’ €
1
0 31; ?), fyg,h € C((2)), tel que F[A] = A’. Cela

asz??o,f —a12 f = —wu, azzM®osh —azz'*h =w' — w,
M3 M1, — o/ /
azz"o,g —a12"g,=v —v+uh —wo,f.

Au niveau de la deuxiéme surdiagonale g, le probléme n’est plus vraiment
linéaire (alors qu’il I'est pour f et h). C’est pourquoi il apparaitra des struc-
tures de groupes unipotents filtrés.

2.3. Conséquences immédiates pour la classification

Pour tout la section 2.3, voir [15, §3].

2.3.1. Cas des pentes entiéres

La classification formelle étant admise, il est naturel de chercher & déter-
miner le quotient d’une classe formelle par la relation d’équivalence analy-
tique. Cependant, on constate que ce passage au quotient ne donne pas lieu
a un espace « raisonnable » (voir la remarque a la fin de ce numéro). Inspirés
par [1], nous avons donc dans [15] rigidifié les objets & classifier en considé-
rant les couples (M, u) formés d’un module M et d’un isomorphisme u de son
formalisé avec un objet formel fixé (classification analytique isoformelle).

Vue l'identification de &, q & &y,p décrite plus haut, cela revient a fixer un
module pur My et & définir 'ensemble F(My) quotient de Iensemble des
couples (M, u : gr M — My) (ol u est un isomorphisme) par la relation :
(M,u) ~ (M',u') ¢l existe f : M — M’ tel que u = v’ ogrf (un tel f
est d’ailleurs automatiquement un isomorphisme). En termes des matrices
Ag, A associées, on a :

F(Mo) = F(Ao)
 {A € GL,(K)| A est triangulaire supérieure par blocs et gr A = Ao}
o A ~ B si, et seulement si B = F[A],F € & 4,(K)

THEOREME 2.8 ([15]). — F(My) est naturellement muni d’une structure
d’espace affine de dimension 3y ; icp v (1j — pi)-

Notons que cette dimension (que 'on peut interpréter comme une irré-
gularité) est égale a laire de la partie hachurée sur la figure 2.1.
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Dans le cas ou les pentes sont entiéres, on peut munir F (M) de coordon-
nées explicites comme suit. Tout d’abord, tout module pur isocline de pente
i € Z peut étre décrit par une matrice de la forme z*C ou C € GL,(C). La
matrice Ay associée a My peut donc étre choisie de blocs diagonaux z+i A;,
A; € GL,,(C) :

Z.“'l Al

Ag = 0 € GL,(K). (2.4)

Cette matrice étant fixée, toute matrice A triangulaire supérieure par blocs
et telle que gr A = Ay :

Z“lAl .
A=Ay = 0 € GL,(K), (2.5)
0 ... 0 L. zZPR AL

est équivalente (par la relation ci-dessus) & une unique matrice de méme
format telle que de plus chaque bloc rectangulaire U; ; soit a coefficients

dans ’espace :
K, = Z Cz? c Clz, 271 (2.6)

s <A< g5

C’est la forme normale de Birkhoff-Guenther. (Elle a de plus 'avantage de
posséder de bonnes propriétés tensorielles, utiles pour la théorie de Galois.)

Les coeflicients des polynémes de Laurent constituant les U; ; sont au nombre
de D ;e jcr mimj (1 — pi) et forment le systeme de coordonnées évoqué.

Remarque 2.9. — La relation d’équivalence analytique sur F (M) se dé-
duit alors de l'action par conjugaison du groupe algébrique [] Aut(A;) C
[1GL,,(C) sur cet espace affine. L’étude des quotients a été abordée dans
la these déja citée de Anton Eloy.

2.3.2. Pentes et ramification

Soit 7 € N*. Des propriétés du polygone de Newton indiquées a la sec-
tion 2.2.1, on déduit que la sous-catégorie pleine & de &, formée des objets
dont toutes les pentes appartiennent a %Z est abélienne (et méme stable
par extensions), de méme que &, := &, N &) Les catégories & forment
un systéme inductif indexé par N* ordonné par la relation de divisibilité et
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la limite inductive est & ; de la méme maniere, la limite inductive des &,
est &y p.

&g = h_r}néaq’", Eqp = h_r)ngqr,p‘

Le but de cet article est d’étendre aux catégories & certains résultats
obtenus dans [15] pour é”ql. La méthode consiste a comparer &, a @@qlr par
ramification.

Fixons 7. On définit un foncteur de &, dans &, en termes matriciels :
A(z) ~ A'(zp) := A(2]) et F(z) ~ F'(z,) := F(z'). On a vu en 2.2.1 que
les pentes sont ainsi multipliées par . On en déduit donc par restriction des
foncteurs &7° ~» &7 et en particulier un foncteur de ramification :

Ram,. : 5; ~ é"qlr.

3. Classification analytique locale

Le probléme posé ici est celui de la classification par des « invariants trans-
cendants » selon les termes de Birkhoff dans larticle fondateur [2]. Pour les
équations différentielles fuchsiennes, ’objet classifiant est la représentation
de monodromie, dont le rdle pour les équations aux g-différences est tenu,
pour Dessentiel, par la matrice de connexion de Birkhoff [2, 11, 19]. Pour les
équations différentielles irrégulieres, les invariants locaux sont (outre la mo-
nodromie locale) les opérateurs de Stokes, le modéle est celui du théoréme
de Birkhoff-Malgrange—Sibuya.

Ce théoréme a été transposé au cas des g-différences dans [15] sous I'hy-
pothese que les pentes sont entieres : c’est le théoreme 3.5 rappelé a la fin de
la section 3.1.1. I1 dit que l'espace F(Ag) des classes analytiques isoformelles
s’identifie naturellement au H' du faisceau des automorphismes de Ay tan-
gents a l'identité. Comme son analogue classique, il traduit une propriété
du phénomene de Stokes. La version du g-analogue du phénomene de Stokes
qui y intervient repose sur le théoreme 3.1 rappelé ci-dessous.

Le principal résultat de cette section (et de cet article) est le théo-
reme 3.13, qui étend au cas de pentes arbitraires le théoréme 3.5. Signalons
cependant que la section 3.2.2 complete et corrige des affirmations insuffi-
samment justifiées ou mal formulées de [14, 15] sur la structure affine de
Pespace des classes F(Ap).
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3.1. Résumé des résultats obtenus pour les pentes entieres
3.1.1. Résultats antérieurs

Il s’agit de résultats démontrés (sous I’hypothése de pentes entiéres)
dans [22] et [15, §3 et §6]. Nous commencons par un résultat pour lequel
nous ne serons pas capable d’énoncer une généralisation au cas de pentes
arbitraires. Une classe formelle étant fixée par la donnée de la matrice pure
Ao, on définit un sous-ensemble fini ¥4, C E, de « directions de sommation
interdites » par des conditions(”) de résonance :

¢ E Xy, ﬁ 3i,j,1<i<j<k : q%H" Sp(A;)Nqghet Sp(A;) # 0,

ot 'on note Sp A; le spectre de A;. Autrement dit, ¢ € E, est une direction
interdite s’il existe une valeur propre a de A; et une valeur propre S de
Bj, avec i # j, telles que ctia = c#i3 (mod ¢%). En contraposant cette
condition et en utilisant la notation additive dans E,, on voit encore que
¢ € E4\ X4, si, pour toutes valeurs propres a de A; et 5 de A; (avec ¢ # j) :

(wi = pj)e# B —a.
Puisqu’en général, pour m € N*, I’équation mé = 5 admet m? solutions

¢ € Eg, on voit que ¥4, est constitué d’au plus >, ;i) 17 (i — 1i)?
points distincts, ce majorant étant réalisé génériquement.

Le théoréme suivant prend la forme platonique d’'un énoncé d’existence,
mais des calculs explicites de telles « sommations algébriques » seront décrits
a la section 3.1.2.

THEOREME 3.1 (Sommation algébrique, [21]). — Quelle que soit la « di-
rection de sommation autorisée » ¢ € Ey\ X 4,, il existe une unique trans-
formation de jauge Fz € & 4,(M(C*)) (autrement dit méromorphe sur C*
et de la forme qui définit & 4,, voir l"équation (2.3)) telle que Fz[Ao] = A,
et dont les blocs rectangulaires Fj ;, vérifient :

Vz,], 1<Z<]<k7 leEq(Fl,]) >_(IU’J_/‘Ll)[_iC} (31)

Expliquons cette derniére condition. La relation Fz[Ag] = A se réécrit
o4l = AF: Ay . ce qui entraine que les poles des coefficients de F: forment
des g-spirales, donc des images réciproques par 7 : C* — E, de points de E,.
L’inégalité ci-dessus dit que tous ces poles sont sur la g-spirale 7~ (=c) =
[—c; q] et que ceux des r;7; coefficients de F; ; sont de multiplicité < p; — ;.
La présence un peu désagréable de signes « — » dans la définition de X 4, est

(7) Par rapport & divers travaux antérieurs, on permute ici les roles de ¢ et de —c; c’est
en effet le ¢ choisi ici qui interviendra le plus fréquemment.
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due au fait incournable suivant : la fonction theta qui vérifie o, f = (2/a)f
a ses zéros sur la spirale logarithmique discrete [—a; g].

Mentionnons pour usage ultérieur deux lemmes.

LEMME 3.2. —

(i) Les matrices F' € & 4,(M(C*)) dont les blocs rectangulaires F; ;,
vérifient les conditions de polarité (3.1) forment un groupe, que nous
noterons ® 4,[c|.

(ii) Soient Ay et Ay de gradué Ag et notons Fy, Fy les isomorphismes
méromorphes obtenus par sommation algébrique dans la direction
autorisée ¢. Alors Fyy := FVFJ1 est l'unique isomorphisme méro-
morphe Ay — Ay appartenant d & 4,[c].

Démonstration. —

(i). — Cela peut se déduire de la preuve de [21, corollary 3.8, p. 243],
mais voici un argument par calcul direct. Si F, G € G 4,[¢] et si H := FG, on
sait a priori que H a la forme triangulaire supérieure qui définit le groupe
algébrique & 4, (c’est-a-dire '’équation (2.3)). Les égalités de blocs (multipli-
cation par blocs de matrices unipotentes) H, ; = Zi:; F; G, ; entrainent
alors immédiatement que les poles de H; ; sont sur [—c¢; ¢] et de multiplicité
majorée par max(f; — fr + fk — fli) = [ — fi- En ce qui concerne I'inverse,
écrivant F = I,,— N = F~! = [, + N+ N?... (somme finie), on voit que les
blocs surdiagonaux de F~! sont des combinaisons de produits de la forme
Fig - Fy javeci <ip < --- <4 < jetl'on conclut de méme.

(ii). — D’une part Fyy € ®4,[¢] (d’apres (1)) et c’est bien un isomor-
phisme méromorphe Ay — Ay ; d’autre part, pour tout tel isomorphisme
méromorphe G, toujours d’apres (i), GFy satisfait les propriétés qui, selon
le théoréme, caractérisent uniquement Fy . 0

Le cas particulier suivant est important dans les questions de « filtration
q-Gevrey ».

LEMME 3.3. — Supposons, avec les notations du lemme précédent, que
Ui; = Vi, auz niveauz pj — p1; < 6 (cette relation sera notée plus loin

Ay =5 Av, cf. équation (3.7) de la section 3.2.2). Alors :

(i) Les blocs de niveaux p; — p; < 6 de Fy et Fy coincident (c’est
encore la relation Fy =5 Fy ).

(ii) Les blocs de niveauzr pj — p1; < 6 de Fyy sont nuls et ses blocs F; ;
de niveau pj — p; = 0 sont déterminés par les équations :

(0gFij)(z" Aj) = (2" A Fij = Vij — Uiy,
avec la condition divg, (F; ;) = —(u; — pi)[—c].
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Démonstration. —

(i). — Soit Qﬁig le sous-groupe distingué de &4, formé des éléments
dont les blocs de niveaux p; — p; < 6 de Fy,y sont nuls (ce sous-groupe
sera étudié de plus preés en 3.2.2). On vérifie facilement par calcul®  que,
pour deux matrices quelconques F,G € 4,,ona F=5G < FG™! ¢ @if
(congruence modulo 6?(‘?). Il en découle, en vertu du lemme 3.2(ii), que
Fo=sFv & Fyy € Qﬁig. 11 suffit donc de prouver (ii).

(if). — La propriété Fy v [Ay] = Ay se traduit par le systéme d’équa-
tions en les blocs F; ; :

Vij, 1<i<j<k, U+ Y (0,Fi)Us;+ (04F;;)("A))
i<l<j
= (M ANFi;+ Y ViaFij+ Vi
i<l<j
Pour p; —p; < 6,onaU; ; = V;; et on voit immédiatement que les solutions

F; ; = 0 conviennent : par unicité, ce sont donc les seules. Les équations au
niveau f; — pt; = 0 prennent alors bien la forme indiquée dans le lemme. [

Rappelons (cf. section 2.2) qu’i il existe une unique transformation de jauge
formelle F € & A, (K K) telle que F[Ag] = A; elle est en général divergente et
Pon considére F; comme « somme de F dans la direction  » (au sens de la
sommation des séries divergentes).

COROLLAIRE 3.4. — Soient ¢,d € E,\ £a,. Alors F, ; := F: 'F; vé-
rifie : F g[Ao] = Ao ; autrement dit, si l'on note F;; les blocs rectangu-
laires de F 7, on a : 0,F; ; = Z*(“j*”i)AiFi,jAj_l- De plus, divg, (F; ;) >
—(pj — pi)([=c] + [—d]), autrement dit, F; ; est méromorphe sur C*, tous
ses poles sont sur [—c, —d;q| = [—c;q] U [—d;q| et leurs multiplicités sont
inférieures ou égales d p1; — ;.

De la relation évidente F; ;F; . = Fzz, on déduit que les F; ; forment
un cocycle pour un certain falsceau de groupes (non abéliens) AI(AO) sur
E, défini comme suit : les sections de Ar(Ag) sur Pouvert U de E; sont
les F' € &,4,(0(r~1(U))) telles que F[Ag] = Ag. Ce cocycle est attaché
au recouvrement U4, de E, formé des ouverts de Zariski Uz := E, \ {—c},
¢ € Ej\X 4,. On traduit les relations divg, (F; ;) > —(p;—ps)([—c]+[—d]) en
disant que c’est un cocycle privilégié. L’ensemble des cocycles privilégiés est

(8) Mais c’est plus généralement lié aux propriétés de filtration des groupes de matrices
unipotentes telles que celles discutées dans [15, §6.2.2, p. 92].
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noté Z},.(4a,,Ar(Ag)). Le théoréme suivant est un g-analogue du théoréeme
de Birkhoff-Malgrange-Sibuya :

THEOREME 3.5 ([15]). — Le cocycle (F ;) ne dépend que de la classe de
A dans F(Ao). Les applications :
F(Ao) = Zp(a,, A1(Ao)) — H' (Bq, A1(Ao))

ainsi définies sont bijectives.

Il s’agit bien entendu de cohomologie non abélienne [10] (mais, les groupes
impliqués étant unipotents, la non-abélianité est modérée!) et les bijections
ci-dessus sont en fait des isomorphismes d’ensembles pointés : la classe de
(Ap,Id) dans F(Ag) correspond au cocycle trivial dans Z},.(44,, A7(Ag)) et

a la classe de cohomologie triviale dans H'(E,, A7(Ap)).

3.1.2. Encore quelques calculs explicites

Nous reprenons les notations des exemples de la section 2.2.4. Nous aurons
besoin pour ces calculs de quelques rappels sur les fonctions theta de la
théorie des équations aux g¢-différences.

Fonctions.

Nous noterons® :
04(2) := Z g mimt)/2,m
meZ

C’est une fonction holomorphe sur C*; qui vérifie les équations fonction-
nelles :

04(qz) = 204(2) = 04(1/2)
et la formule du triple produit de Jacobi :
04(2) = (=470 oo (=07 2507 oo (=270 Voo
ou l'on définit les symboles de Pochhammer par les produits infinis :
(@ oo = [[ (1 =g ™).
m=0

Il en découle en particulier que la fonction 8, .(z) := 64(cz) est holomorphe
sur C*, qu'elle vérifie 040, . = cz0, . et que ses zéros sont simples et consti-
tuent la g-spirale discréte [—1/¢; q].

) Cette formule, ainsi que ’équation fonctionnelle 64 (qz) = 26,4(z), sont directement
liées au choix de I’hypotheése |g| > 1. Pour le cas de I'hypothése symétrique |q| < 1, voir
par exemple [11].
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Deux pentes, degré Gevrey § = 1.

On reprend les notations du premier exemple. Pour résoudre 1’équation
azogf — f = u, on s’inspire de la méthode de variation des constantes.
Puisque I’équation homogene associée azo, f— f = 0 admet la solution 1/6, ,,
oll 84.4(2) := 64(az), on cherche f sous la forme g/6, ., ce qui nous ramene
a léquation 0,9 — g = v, ot v := uby , € O(C*,0) (germe holomorphe dans
un voisinage épointé de 0 dans C*). Malheureusement les développements
en série de g et v meénent aux relations (¢" — 1)g, = v, pour lesquelles
une obstruction vy # 0 est possible. (Le lecteur pourra vérifier qu’elle est
directement liée au 4(1/a) du premier exemple de 2.2.4.) On a donc recours
a une méthode de variation des constantes “tordue”, ou ’on cherche f sous
la forme g/6, . mais en se laissant le choix de ¢ € C*. On est successivement
ramené a I’équation (a/c)oqg—g = v, ol v := ub ¢, et aux relations (¢"a/c—
1)gn = vp. Si ¢ est choisi dans C* \ [a; ¢], aucun des facteurs ¢"a/c — 1 ne
s’annule et Pon en déduit une unique solution g € O(C*,0) (la convergence
de la série g est immédiate) puis une unique solution f = g/6,. & pdles
simples sur la spirale des zéros de 0, i.e. sur [—1/c; ¢]. Le lecteur vérifiera
la conformité de cette conclusion avec I’énoncé du théoreme 3.1.

Deux pentes, degré Gevrey ¢§ arbitraire.

On reprend les notations du deuxiéme exemple. Pour résoudre 1’équation
az5oqf — f=w, on pose f = g/@f;c, ce qui explique par avance l'apparition
de poles de multiplicité § = ps — py sur la g-spirale [—1/¢; g]. L’équation
et les relations correspondantes sont ici ac“saqg —g=wv,0ouv:=ull ., et
(ac™%q™ — 1)g,, = vy, d’ott la condition ¢’ ¢ [a’q] pour les « directions de
sommation autorisées ».

Trois pentes.

On reprend les notations du troisiéme exemple. Au lieu de résoudre (en
F) Véquation (0, F)A = A'F, on va poser B :=T[A] et B' :=T[A’], ou T est
une matrice diagonale Diag(Ty, Ts, T3) destinée a faire disparaitre les z#¢ (on
Pexplicite plus loin). On est donc ramené a une équation (0,G)B = B'G, ol
G := TFT~'. Hors le fait que T n’est pas la matrice d’une transformation
de jauge réglementaire, le calcul est formellement le suivant :

B' =T[A| =TF[A] = TFT ' [T[A]] = TFT'[B] = G[B].
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En prenant par exemple T; := 60,1, on voit que B et B’ ont la forme

bgl b:)gl;?’ , ou chaque b; := a;c " et ou les symboles x désignent des
éléments de O(C*,0). On choisit ¢ pour que les b; soient deux & deux
non congrus modulo ¢Z. Par ailleurs, G = (é J(cl)/ %i), ou f' = fO27H,

g = g0,/ " B = hf,"*H? Sobtiennent en résolvant les équations qui
traduisent (¢,G)B = B'G :

bQO'qf/ — blf/ = %, bgO'qg, — blgl = %, bgO'qh/ — bgh, = *.

Les conditions de non-congruence sur les b; garantissent I'existence et 'uni-
cité de solutions ', ¢’, ' dans O(C*) (développements en séries) puis 'exis-
tence et l'unicité de solutions f, g, h satisfaisant des conditions de polari-
tés (sur une g-spirale [—1/¢; ] donnée, avec multiplicités contrdlées par les
pentes), qui sont précisément celles du théoréme.

3.2. Compléments
3.2.1. Familles trivialisantes

Le cas général qui sera abordé a la section 3.3 se ramenera au cas des
pentes entiéres par ramification. Pour garantir que les constructions sont in-
dépendantes des choix arbitraires, nous aurons besoin d’une nouvelle notion
et de deux lemmes.

DEFINITION 3.6. — Soit A de la forme (2.5) (donc triangulaire supé-
rieure par blocs) dans &, et soit Ay := gr A. On ne fait ici aucune hypothése
sur les pentes. Une famille trivialisante adaptée & A est la donnée :

o d’un recouvrement 4 := (Uy,) de E, par des ouverts de Zariski;
o d’isomorphismes méromorphes Fy, : Ag — A, dans B 4,, chaque F,
étant holomorphe sur U,.

On voit alors que la famille des F, 5 := F,'Fs est un cocycle de
ZH (4, Ar(Ao)).

LEMME 3.7. — Tous les cocycles provenant de familles trivialisantes
adaptées ont méme classe dans H'(E,, A;(Ap)).

Démonstration. —  Soient deux familles trivialisantes adaptées
((Ua), (Fa)) et ((V3),(Gg)). Soit (W) le recouvrement des U, N V3, qui
raffine & la fois (Uy) et (V3) et soient F., G, les restrictions correspon-
dantes des F,, et des Gg. Posons H, := G;'F, € T(W,, A1(Ag)). Alors les
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Fs = F,;ng et les Gy 5 = G;ng vérifient F, 5 = H;lG%gH(;, donc
définissent la méme classe. O

On voit donc que la « sommation algébrique » n’est en somme qu’un
moyen explicite de faire apparaitre une famille trivialisante adaptée.

Soient maintenant Ay et Af de la forme (2.4) (donc diagonales par blocs
de méme taille) et ® : Ay — A{) un isomorphisme : Ay et Aj ont donc méme
polygone de Newton. Alors la matrice ® est diagonale par blocs, de blocs
o, € GL,,(C), i = 1,...,k. Si A est triangulaire supérieure par blocs de
gradué gr A = Ay, on vérifie immédiatement que A’ := ®[A] est triangulaire
supérieure par blocs de gradué gr A’ = Aj. De plus, si B est triangulaire su-
périeure par blocs de gradué gr B = Ap, notant B’ := ®[B], toute équivalence
F: A — B dans & 4, donne lieu & une équivalence ®F®~! : A’ — B’ qui est
dans & 4, = & 4,. On définit ainsi une application bijective F(Ag) — F(4p).

Notant Ayg = Diag(z#1 A4, ..., 2" Ay), ona Ay = Diag(z* Af,..., 2 A})
ou A = q)iAiq)i_l d’ou l'on tire que X4, = Y4y et aussi que Uy, = Ly .
Un cocycle privilégié (F ;) € Z3,(%a,, A7(Ap)) donne lieu & un cocycle pri-
vilégié (FE/,J) € Zp,(Yar, Ar(Ap)) par la formule Fa/,é = (I)in,(iqu’ et on
obtient ainsi un isomorphisme de Z}, (tla,, A7(Ap)) sur Z;T(HAB,A[(AB)).
De méme, les F; obtenus par sommation algébrique pour A (théoréme 3.1)

donnent lieu aux FY obtenus par sommation algébrique pour A’ par la for-
mule F, := ®F.®~!. En résumé :

LEMME 3.8. — Ces constructions donnent lieuw d un diagramme com-
mutatif, dans lequel toutes les fléches sont des isomorphismes d’ensembles
pointés :

F(Ao) Zpr(Uag, Ar(Ag)) ———— H'(Eq, A1(A))

| | |

F(4Ap) Zy (Y, Ar(AD)) H'(Eq, Ar(Ap))

3.2.2. Structure affine sur F(A4y) et H'(E,, A;(A))

La structure affine de F(A4g) = F(Mp) (théoréme 2.8) a été décrite
dans [15, §6]. Dans ce méme travail, il est affirmé sans justification suffi-
sante1?) que les suites exactes de cohomologie (non abélienne) permettent
de munir H*(E,, A;(Ap)) d’une structure affine telle que les bijections du

(10) Le coeur de Pargument fourni est le suivant : si 'espace vectoriel de dimension finie
V opére librement sur I’ensemble pointé X et si le quotient X’ est muni d’une structure
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théoréme 3.5 soient des isomorphismes affines (cf. [15, cor. 6.2.2 p. 93]).
Cette structure est précisée, encore sans justification suffisante, dans [14]
(voir p. 188 apres l'explicitation de la suite exacte en haut de la page). Nous
complétons ici ces arguments en vue d’une généralisation a la section 3.3.

Divers groupes et algébres de Lie.

L’algebre de Lie g4, := Lie(&4,) du groupe unipotent &4, décrit par
Péquation (2.3) a la fin de la section 2.2.3 est définie par le format :

0y,
0 ... ... ... ...1]. (3.2)
0 ... 0 ... 0,

C’est une algebre de Lie nilpotente. Quelle que soit la C-algebre R, les ap-

plications x +— I, + x et x — exp x réalisent des isomorphismes (au sens de
la géométrie algébrique et différentielle) de ga,(R) dans & 4,(R).

Nous allons munir & 4,, resp. ga,, d’'une filtration par des sous-groupes
distingués, resp. par des idéaux(*?) . Pour tout § > 0, on pose :

I,
620 .= 0 ! 0<pj—p <d=F;=0p (3.3)
Ay T 0 g — i i = .

0 0 I,
et :
0y,

g7 = 0 : 0<p;—pi<d=F;=0,, (34)

Ao 0 g — g i , (3.
0 ... 0 ... 0

autrement dit, tous les niveaur g-Gevrey p; — pu; < 0, 1 <1 < j < k, sont
nuls. Ainsi, Lie(@ij) = gij et les applications z — I, + = et x — expx

/o1 . . > >
réalisent des isomorphismes de ggg dans Qﬁj‘g.

affine, alors X admet une structure affine canonique compatible avec ces données (et qui
permet donc d’identifier X & V' x X’). C’est faux : il faut encore pour cela disposer d’une
section X' — X.

(11) Ces filtrations sont ici décrites de maniére purement algébrique, comme plus bas
celles des faisceaux A7(Ag) et A;(Ap). Leur interprétation g-Gevrey est formulée dans [15,
§3.4 et §6.2] et dans [14, p. 188].
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Ces filtrations sont exhaustives (elles démarrent pour ¢ petit & Pespace
entier) et séparées (elles stationnent pour ¢ grand au sous-groupe trivial).
Elles ont un nombre fini de crans rationnels (les valeurs possibles de ; — ;).

On note selon l’usage :
>5’ >4
U 65 et gjo : U 97, -
§>6 §>8

>6+1 >0+1
=677 +

En particulier, si Ag est & pentes entiéres, (’5> et g7 Ao =92,

Soit g A) le sous espace de g4, deﬁm par 'annulation de tous les niveaux
q-Gevrey p; — pt; 7 0. On a donc gA = gffg &) gAO. De plus, les applications
x +— I, +x et  — expx réalisent un isomorphisme (le méme) de gffg dans
(’5ij /&3’ et I'on a une suite exacte d’extension centrale!?) :

0—>g(A)—>Q5AO/Q§ —>Q§A /Qﬁ — 1.

Divers faisceaux et suites exactes.

Le faisceau sur E, de groupes unipotents A;(Ag) donne lieu & un faisceau
Ar(Ap) = Lie (Ar(Ap)) d’algebres de Lie nilpotentes; pour tout ouvert U
de E, :

A(A)(U) = {F € g4, (O(x 1 (U))) ] (0,F) Ao = AgF}.
Les filtrations de & 4, et g4, introduites plus haut donnent lieu a des filtra-
tions des faisceaux Aj(Ag) et A;(Ap). Par exemple :

A7° (Ao)(U) = A (Ao)(U) N &3 (O(x (1))
= {F e 63 (0(x (1)) | (0,F) Ao = A},

etc; on définit de méme A7%(Ap), ainsi que )\?6(/10), A7%(Ap) et )\36)(140).
On a encore une suite exacte d’extension centrale :

0 — A9 (Ag) — Ap(Ag) /AT (Ag) — Ar(Ag)/AZ°(Ag) — 1. (3.5)

Pour 1 < ¢ < j < k, notons g(A D g4, le sous-espace formé des matrices

dont tous les blocs autres que F; ; sont nuls et )\gL’])(AO) C A1(Ap) le sous-
faisceau correspondant. On a donc :

§ i, 5 2,
D= @ o e A4 @ A4

Hj—pi =6 g —pi=8

(12) Nous notons 0 le groupe & gauche en vertu de la notation additive sur g Ao et 1le
groupe a droite en vertu de la notation multiplicative sur & 4, .
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Identifiant une matrice de gx(’f)(R) a son bloc Fj; € Mat,, . (R), on peut
écrire pour tout ouvert U de Ey :

)\gi,j)(Ao)(U) _ {F € Mat,, ,, (O(Wﬁl(U))) | (0gF) (2" Aj) = (z“lAi)F} .

Ce faisceau est un fibré vectoriel sur E; de rang r;v; et de degré p; —

(cf. [15, 6.2 et 6.3]). Le faisceau )\36)(140) est donc un fibré vectoriel sur E,
de rang Zuj—mzé r;r; et de degré —4¢. En conséquence :

VD = HY(Eg, MY (Ag)) et VO = HY (B, A (40)) = @@ v
Hj—pi=4

sont des C-espaces vectoriels de dimensions respectives r;7;(p; — pi) et

5Z/Lj—m=5rirj'

De l'extension centrale (3.5) on déduit, selon Frenkel [10] la suite exacte
de cohomologie non abélienne :

0— VO — H' (Ey, Ar(Ag)/A7%(Ao))
— HY(E,, Ar(Ag) /A7 (A0)) — 1, (3.6)

qui signifie que V() opére librement sur ensemble pointé H' (Eq, Ar(Ag)/
A7°(Ag)) avec quotient H' (Eq, Ar(Ao)/A7°(Ao)).

Filtration ¢-Gevrey (cf. figure 3.1).

A partir d’ici et pour toute la suite de 3.2.2, on suppose les pentes de
Ap entieres. Avec la notation introduite en 2.3.1, équation (2.5), on note
temporairement :

Fa, :={Ay en forme normale de Birkhoff-Guenther},

autrement dit (2.3.1, équation (2.6)), 'ensemble des Ay telles que U; ; €
Mat,., (K, 0;), 1 < i < j < k. (Rappelons que, d’apres I'équation (2.6)
de 2.3.1, cela signifie que chacun des r;7; coeficients de la matrice rectangu-
laire U; ; est un polynéome de Laurent dont les exposants parcourent l'inter-
valle [p;; pt5[.) L’ensemble Fu, est donc d’aprés la section 2.3.1 un ensemble
de représentants pour la relation d’équivalence qui définit F(Ay), i.e. 'appli-
cation naturelle F4, — F(Ao) est bijective. Plus précisément, application
de [[ic;cjcp Maty, r (Ky, ;) dans F(Ag) qui, & (Ui;)i<icj<k associe la
classe de Ay, est un isomorphisme d’espaces affines.

Pour tout d > 0, on définit une relation d’équivalence =5 sur F4, par :

AU =5 AV ﬁ UiJ' = ‘/z',j pour 0 < i — Wi <. (37)
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Ficure 3.1. Filtration g-Gevrey

Un ensemble de représentants pour le quotient FEA;) est alors donné par le

sous-espace affine :

Fiy = A{Av € Fa, |Ui; = 0 pour p; — p; > 8},

. R . F e
autrement dit la fleche composée fjf — Fa, = EASO est bijective. Pour

0<d <8,ona=5C =y et la surjection naturelle }—?? — ];—‘Zj’ s’identifie

a la troncature ]-ff — ]-fj/, qui remplace par 0 tous les blocs U; ; tels que
i — Mg > o'
Notant, pour tout 6 > 0 :

W= @ Mat,,, (K, ¢ W= @w),
&

Hj—pi= <6

on a donc un isomorphisme d’espaces affines :

WS & P50
0

L’application de classification Fa, = H'(E,, A7(A4p)) induit alors par
passage au quotient une bijection :
~ Ar(A
.7:;5 AN H1 (Eq7 16( 0) )
’ A7%(Ao)

et I'on a des diagrammes commutatifs & fleches verticales bijectives :

<6
Fa, .7:20

|

H' (Eq, Ar(Ao) —= H' (Eq, 2452)

q» AI>6+1(AO)
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et
<6 <6—1
.FAO FAO
1 Az (Ao) 1 A1(Ag)
H (Eq’A?”l(Aw) H (Eq’A?%Ao))

On a vu plus haut que la fleche horizontale basse de ce dernier diagramme
est un passage au quotient par I'action libre de V(9. 11 est bien évident que
la fleche horizontale haute est un passage au quotient par l'action libre de
W©) et que cette derniere est affine. On a décrit dans [15, §6.2.3, p. 93]
et dans [14, fin de §3.1 p. 189] un isomorphisme W 5 V() compatible
avec ces données (il est rappelé ci-dessous a la section 3.2.3, « Calculs de
cocycles »). La section (inclusion naturelle) fjf_l — .ij de la fléche hori-
zontale haute induit par transport une section H'(E,, AI(AO)/AI}‘;(AO)) —
Hl(Eq,AI(AO)/AI}‘SH(AO)) de la fleche horizontale basse compatible avec
les données. En itérant, cela permet de munir de proche en proche chaque
ensemble H'(E,, AI(AO)/A?(S(AO)) d’une structure affine, de telle sorte que :

(1) les suites exactes de cohomologie (3.6) soient scindées;
(2) ils’en déduise un isomorphisme affine H*(Eq, A7(Ag)) = @s- oV ;
(3) la bijection Fa, = H'(Eq, A7(Ap)) soit un isomorphisme affine.

Cela complete la justification annoncée.

3.2.3. Calculs de cocycles et action de C*
Calculs de cocycles.

Rappelons pour mémoire, et pour son utilité quand on traite d’exemples,
le calcul de lapplication W) 5 V) invoquée plus haut. Soient d’abord
Ay et Ay quelconques de gradué Ag (pas nécessairement en forme normale
de Birkhoff-Guenther). L’équation F[Ay] = Ay avec F' € &4, (abréviation
pour dire que F' est au format décrit dans (2.3)) équivaut au systéme :

Vij, 1<i<j<k, U+ Y (0,Fi)Us;+ (04F;;)(2"A))
<I<j

= (2" A)Fi; + Z ViaF;+ Vi
i<I<j
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Supposons maintenant que Ay =5 Ay, et donc que leurs classes dans
HY(Ey, Ar(Ao)/A7°(Ap)) soient les mémes. Alors les équations ci-dessus ad-
mettent, aux niveaux p; — p; < 0, les solutions F; ; = 0; et, si ces solutions
sont choisies, les équations au niveau 0 deviennent :

Vi,j, 1<i<j<k,
pi—pi =06, (0gFi;)("A;) — (M A)F; = Vij — Uiy

On se place dans les conditions du théoréme 3.1 (sommation algébrique
dans une direction autorisée ¢ € E, \ X4,), ce qui garantit 1'unicité de la
solution, notons la Fz. Pour ¢, j fixés tels que p; — p; = 0, les blocs (4, j) des
différences (F; — Fz) définissent un cocycle privilégié du faisceau /\(Ii’j )(Ao)
et la collection de ces cocycles est elle-méme un cocycle privilégié du faisceau
)\ys)(Ao). La classe de ce cocycle est alors I'unique élément cy,y € V) dont
Paction améne la classe de Ay dans H' (Eq, A7(Ag)/A7°(Ag)) sur la classe
de Ay (c’est la suite exacte (3.6) qui garantit a priori Pexistence et 'unicité
de cet élément).

Prenant U= 0et V€ W (étendu par 0 aux niveaux # §) on définit ainsi
une application V + co v qui est I'isomorphisme recherché W) =5 /()

Action de C*.

Nous en parlons ici pour usage ultérieur a la section 3.3.2. Soit A € C* et
notons fA(z2) := f(A\2), 43(2) := Ap(A\2), etc (donc f9 = o,f). Du fait que
f = f* commute avec oy, on déduit que Ay — A, induit une application
F(Ap) = F(A}) et un diagramme commutatif dont toutes les fleches sont
des isomorphismes affines :

Fa, F(Ao) H'(Ey, A1(Ag))

| | |

Fay F (A7) H'(Eq, Ar(47))

Nous appliquerons ce diagramme au cas ou Ag = A.

3.3. Extension au cas de pentes arbitraires
3.3.1. Ramification

Soit 7 > 2 un entier. On reprend les notations des sections 1.4 et 2.3.2
concernant la ramification ; en particulier, on notera A’(z,.) := A(z]) = A(z),
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etc. Si A est triangulaire supérieure par blocs de partie diagonale Ay, alors A’
est triangulaire supérieure par blocs de partie diagonale Aj(z,) = Ao(2]) =
Ao(z). Si F': A — B est une transformation de jauge dans & 4,(K), alors
F': A" — B’ est une tranformation de jauge dans & 4, (K).

Selon la section 1.4, le groupe p,- des racines 7 de I'unité dans C* opere
sur K., donc sur GL,,(K.), et en particulier sur le sous-ensemble des matrices
triangulaires supérieures par blocs de partie diagonale Aj.

PROPOSITION 3.9. — L’application de ramification A(z) — A'(z,) en-
voie F(Ao) dans le sous-ensemble F(AL)H" des points fizes de F(Af). Cette
application est injective. (On verra en 3.3.2, théoreme 3.13, qu’elle est bi-
jective.)

Démonstration. — Soient A, B dans la classe de Ay et soit G : A’ —
B’ une tranformation de jauge dans & 4,(K,). La partie u,-fixe de G(z,),

obtenue par le projecteur habituel % > jeu, 05 est
1 .
F) = 3 Gl
JEHr

Or F(z) € 84,(K) : c’est une fonction de z car Kt = K ; la matrice F
est évidemment triangulaire supérieure par blocs; et sa partie diagonale est
la partie fixe de la partie diagonale de G, qui est I, : c’est donc encore I,,.
De plus, en appliquant le méme projecteur & la relation G(grz,)A’(2,) =
B'(z:)G(z), on obtient, puisque A’ et B’ sont u,-invariants, F(qz)A(z) =
B(2)F(z), i.e. A et B représentent le méme élément de F(Ap). On a donc
défini une injection :

F(Ao) = F(AY)H. O

On va maintenant définir une injection analogue pour les H'. L’appli-
cation z — z” de C* dans lui-méme envoie ¢.% dans ¢Z et passe donc au
quotient en p : E, — Eg4, qui est surjective de noyau @2/ @ %~ py,
donc une isogénie de degré r. Soit I = (U,) un recouvrement ouvert de
E,. Les U/, := p~'(U,) forment un recouvrement ouvert &' de E, . Si
(Fa,s) est un cocycle de dans Z'(U,Ar(Ap)), alors (F), ;) est un cocycle
de dans Z' (W, A;(Ap)). Si (Gap) = (HoFapHg') est un cocycle équivalent
a (Fa,p), alors (G, 5) = (H&FévﬂHé_l) est un cocycle équivalent a (7, 5).
On a donc défini une application H'(E,, A;(Ag)) — HY(E,,, A1(Af)).

Conservant les mémes notations, on a une action évidente de g, sur
ZY W, Ar(A})) (toujours par f(z.) — f(jz)), et il est clair que lappli-
cation vue plus haut envoie Z*(8h, A;(Ap)) dans Z1 (U, A;(Af))# . De plus,
l'opération de w, est compatible avec 1’équivalence des cocycles, et l'on a
pour finir une application de H'(E,, A;(Ap)) dans HY(E,, Aj(Af)) .
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PROPOSITION 3.10. — Cette application est injective. (On verra en
3.8.2, théoréme 3.13, qu’elle est bijective.)

. . . . 1

Démonstration. — Une relation de cohomologie (G, 5) = (Hg I, gHpy )

entre cocycles (G, 5) et (I}, 5) provenant respectivement par ramification de
cocycles (Gy p) et (Fy,p) s’écrit :

Va,B; Gl =
et, en appliquant le méme opérateur de projection que ci-dessus, on obtient :
v avﬁ; Ga,BHB = HaFoc,By
ou les H, s’obtiennent par application aux H!, du projecteur, et sont dans

® 4, comme précédemment, d’ott une relation de cohomologie (Gy.5) =
(HaFaﬁHﬂ_l). On a donc défini une injection :

HY(E,, A1(Ag)) — HY(E, , Ar(Ap))Hr. O

/FI

at a,B

3.3.2. Classification

Supposons maintenant que r est un dénominateur commun des pentes
de Ao, de sorte que les pentes de A{, sont entieres. Il est immédiat, par
construction, que l'application F(Aj) — H'(E,,,A;(A})) définie au théo-
reme 3.5 est compatible avec 'opération de u,. et que I'on a donc une bijection
F(Ap)r — HY(E,,  Ar(Ap))-.

PROPOSITION 3.11. — L’mage de F(Ag) dans F(A}) est égale d
Flapy.
Démonstration. — Notons j un générateur de u, et BJ pour 0B (et

de méme, une quinzaine de lignes plus loin, H’ désignera o;H). Une classe
de F(A() fixée par p, est représentée par une matrice B(z,) triangulaire
supérieure par blocs de gradué gr B = A) et telle que B ~ B7 (équivalence
de jauge). On veut montrer que B ~ C, ot gr C' = A} et C = (Y i.e. C est
fonction de 27 = z. Soit donc G : B — B un isomorphisme G € & 4,(K,.).
Comme 'action de i, commute a celle de o4, on voit que GI e G4, (K,) est
un isomorphisme G’ : BJ — Bj?7 et 'on peut itérer. On obtient ainsi des
isomorphismes composés :
B S pi & gt

Notons G(k) := G7* " -..GIG : B~ Bi" € 4,(K,) cet isomorphisme. En
particulier, puisque j© =1, G(r) = GV GIG est un automorphisme de
B dans & 4,(K,), donc I'identité d’apres le corollaire 2.7 :

r—1

Gr)=G"""..GIG =1I,.
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Avec la convention naturelle G(0) = I,,, on vérifie les formules G(1) = G et
G(k+1) = G(k)’G. On pose alors :

1 1 , - :

H = G(k) = L+G+GG+---+G -GG,
r+1 kZ:O B = g F O+ EC )

qui vérifie (d’apres les formules ci-dessus et la définition de H7 au début de

la démonstration) :

, 1 < , 1 <
HG=—— GkyG=—— Glk+1)=H
1 2 GG =y ) Gl D =B,

k=0 k=0
puisque G(r) = I, = G(0). De plus, en tant que moyenne de matrices de
& 4,(K,), la matrice H est elle méme triangulaire supérieure unipotente, et,
plus précisément, une matrice de &4, (K, ). Posant C' := H[B], on calcule

enfin (rappelons que BY = G[B]) :
¢ = HI[BY] = W[G[B]| = (H/G)[B) = H[B] = C,
d’ou la conclusion voulue. O

Remarque 3.12. — La parenté de cette démonstration avec celle du
« Théoreme 90 de Hilbert » suggere qu'une bonne partie de nos arguments
pourrait étre simplifiée par des considérations de cohomologie des groupes
(voire de cohomologie galoisienne).

On a actuellement un diagramme incomplet

F(Ao) F(Ag)r

i

H' (Eq, Ar(Ao)) H' (Eq,, Ar(Ap)"

Pour le compléter, partons de la classe de A dans F(Ag) et posons A’(z,.) :=
A(z) ; soit (G,,) une famille trivialisante adaptée a A’, par exemple celle obte-
nue par « sommation algébrique ». Les parties p,-fixes F,, des G, obtenues
par le méme opérateur de projection que précédemment, forment une famille
trivialisante adaptée a A et définissent donc un cocycle de Z'(, A;(Ap)),
donc une classe de H'(E,, A;(Ap)). Ceci définit sans ambiguité une fleche
verticale gauche qui rend le diagramme ci-dessus commutatif. Du fait que
les fleches horizontale haute et verticale droite sont bijectives et que la fleche
horizontale basse est injective, il s’ensuit que toutes les fleches sont bijec-
tives :
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THEOREME 3.13. — On a un diagramme commutatif d fléches bijec-

tives :

Hl

F(Ao) F(Ag)Hr

l l

H' (Bq, Ar(A)) ————= H' (Eq,, As(Ap)"™

Il résulte de plus des arguments de la section 3.2 que la bijection F(A4g) —

(Eq, A1(Ap)) est indépendante du degré de ramification 7.

Ajouté lors de la relecture des épreuves

Voir également le livre Basic Modern Theory of Linear Complex Analytic

q-difference Equations (J. Sauloy) & paraitre prochainement dans la collec-
tion Mathematical Surveys and Monographs de I’American Mathematical
Society, ainsi que le « Companion Volume » (par Chen, Ohyama, Ramis,
Roques, Sauloy et Zhang) prévu pour 2026 dans la méme collection.
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