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Solution formelle Gevrey d’équations linéaires a
singularité non réguliere **)

PATRICE PONGERARD (V) ET TEDDY WoNG-YIM-CHEONG (2)

RESUME. — Cet article concerne des équations aux dérivées partielles linéaires
singulieres & coefficients holomorphes au voisinage de 'origine de C; x CZ. La sin-
gularité au point t = 0 provient d’opérateurs de la forme (tD;)! ot a est un entier
> 2,1 € N. Les racines du polynéme caractéristique étant supposées non nulles, on
établit I'existence et 'unicité d’une solution formelle Gevrey en t. L’indice de Gevrey
dépend de a, de 'ordre des dérivées en z et de I’écriture des coefficients par rapport
a t. Le probléme est mis sous la forme (I — T)u = v et on montre que l'opérateur T
est un endomorphisme de norme < 1 dans un espace de Banach défini par une série
majorante convenable.

ABSTRACT. — This article concerns singular linear partial differential equations
with holomorphic coefficients in a neighborhood of the origin of C¢ x C}. The point
t = 0 is singular by operators of the form (t*D;)! where a is an integer > 2, 1 € N.
We only assume that the characteristic polynomial admits non-zero roots ; then we
establish existence and uniqueness of a formal power series solution that is Gevrey
in t. The Gevrey index depends on a, on the order of the derivatives in « and on
the writing of the coefficients with respect to t. The problem is turned into the form
(I — T)u = v and we show that operator T is an endomorphism of norm < 1 in a
Banach space defined by a suitable majorant series.

Introduction

On se propose d’établir 'existence et 1'unicité d’une série formelle Ge-
vrey a coeflicients holomorphes, solution d’une équation aux dérivées par-
tielles singuliere. Ce travail s’inscrit donc dans le cadre des théoremes de type

™) Recu le 10 février 2023, accepté le 21 avril 2023.

Mots-clés : Singular PDEs with holomorphic coefficients, Gevrey order of formal power
series solution, majorant series.

Classification Mathématique (2020): 35C10, 35A01, 35A02, 35A20, 35A21.

(1) Université de La Réunion, EA 4518, 1 allée des aigues-marines, 97487
Saint-Denis cedex, France — patrice.pongerard@Quniv-reunion.fr

(2) Université de La Réunion, EA 4518, 1 allée des aigues-marines, 97487
Saint-Denis cedex, France — teddy.wong-yim-cheong@univ-reunion.fr

Article proposé par Lucia Di Vizio.

- 897 —


mailto:patrice.pongerard@univ-reunion.fr
mailto:teddy.wong-yim-cheong@univ-reunion.fr

Patrice Pongérard et Teddy Wong-Yim-Chéong

Maillet. Les équations aux dérivées partielles a singularité réguliere ont déja
fait 'objet de nombreux développements. Citons pour des opérateurs Fuch-
siens [1, 2, 3, 4, 5, 12, 13] parmi tant d’autres. Par ailleurs, sous une certaine
hypothese de singularité concernant des équations aux dérivées partielles
non linéaires d’ordre un, indiquons les articles [10] et [15] dans lesquels des
théoremes de type Maillet ont été prouvés. Pour une équation non linéaire
d’ordre m, dite de type totalement caractéristique, mentionnons [8] qui pré-
cise 'indice de la solution formelle pouvant, selon le cas, étre de Gevrey par
rapport a toutes les variables.

Considérons maintenant 1’équation différentielle
P/ (1) —u(t) +t=0 ou peN*.

Nous savons (exemple 2.3) que cette équation admet une unique solution
formelle qui est divergente et de Gevrey 1/p. L’objet de cet article est ’étude
d’une équation aux dérivées partielles de la forme

Salt,x)t"D)lu= > aalt,z)(t*Dy)' Du+v
1=0 I+|a|<m
ona—1eN* (0.1)

On observe que cette équation apparait, d’'une certaine maniére, comme une
extension des équations de Fuchs au sens de [1] tout en étant différente. Elle
peut aussi conduire & évoquer [7, 9, 11, 14] par exemple. Nous montrons ici
que, si v est Gevrey d’ordre o > 0, alors (0.1) admet une unique solution
Gevrey d’ordre s = max(o,s9) ou sg est donné en fonction des éléments
figurant dans I’équation.

Ce résultat ainsi que les notations sont précisés dans le paragraphe 1
du présent article. Le paragraphe 2 est consacré a I’étude de 'opérateur
S0 @ (0,0)(t*Dy)! qui est inversible si les racines du polyndéme caracté-
ristique sont supposées non nulles; le probléeme est alors équivalent a une
équation de la forme (I — T)u = v ou il s’agit d’étudier l'opérateur T
Le paragraphe 3 pose le cadre fonctionnel. On y définit une série majo-
rante inspirée de [13]. Nous préparons alors quelques estimations essentielles
concernant P~ ot P = t*D; — X\, A € C*. Ceci permet ensuite de controler
(proposition 3.5) la norme de 'endomorphisme 7" dans un espace de Banach
approprié. Enfin, le paragraphe 4 achéve la démonstration du théoréme prin-
cipal.
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1. Notations et résultats

Notons (¢,2) = (¢,21,...,2y) les coordonnées d’un point de C x C", D,
lopérateur de dérivation par rapport a la variable ¢t et D® la dérivation en
x d’ordre o € N™. Si Q est un ouvert de C", on désigne par H () 'espace
des fonctions holomorphes de Q dans C et par H(2)[t] I'espace vectoriel des
séries formelles u = 3, .y ux(2)t* d’indéterminée ¢ & coefficients dans H(€2).

Soit s > 0, on appelle classe de Gevrey d’ordre s (ou de niveau 1/s) notée
H(Q)[t],, Valgebre des séries u =Y, o u(z)t™ de H(Q)[t] telles que

VkeN, sup lug ()| < cLF(K!)® (1.1)

pour des constantes ¢ > 0 et L > 0. Soient 0 < ¢ < s < 00, nous avons les
inclusions

H)[tly < HD[t], < HO[], € HQ[H] o = HQ)[E] (1.2)
ou H()[t], désigne I'ensemble des séries entieres convergentes et bornées
sur (un voisinage de {O})XQ. On observe également que

o, = e
L>0
ol G5 (€2) est le sous-espace des séries formelles u=3", - ux(z)tF de H(Q)[¢]
pour lesquelles il existe ¢ > 0 tel que (1.1) ait lieu.

Si b < d sont deux éléments de N, on notera [b,d] = {k € N;b < k < d}.

Etant donné des entiers naturels m > 1 et a > 2, on pose p = a— 1 et on
considere un opérateur différentiel linéaire A de la forme

A(t,z; Dy, D) = ay(t,z)(t*Dy)! — Z ar.o(t, ) (t*Dy) D (1.3)
1=0 (La)eB
ou
B={(la) eNxN"; I +]a| <m},
les fonctions a;, a;,, sont holomorphes au voisinage de l'origine de C x C"
avec
a;0(0,0) =0 (1.4)
et, si a #£ 0,
ar.o(t, ) = by o(t,2)t" " pour un h = hy o € [0,m —1]. (1.5)

On introduit le polynéme de degré m
=> 0,00\
1=0
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qui sera dit polynome caractéristique associé a 'opérateur A. I’ensemble des
zéros de Papplication €(-) sera noté Z. On note Uy x €y un voisinage ouvert
de l'origine de C x C™ sur lequel tous les coefficients a;, b; o sont définis et
holomorphes. On pose

1
so=max [ —; max (|a|] —h
’ b amzslol = o)
a#0
On peut alors énoncer le
THEOREME 1.1. — Si Z C C*, soit Q C Qo un voisinage ouvert de

lorigine de C™, il existe un voisinage ouvert connexe Q' C Q de l'origine de
C" tel que : soit 0 > 0, pour tout v € H(Q)[t],, Uéquation Au = v admet
une unique solution u € H(Y)[t], ot s = max(sg,0).

Note. — Lorsque o > 1/p, on a

s=max | max (la| —hjq);0

(l,a)eB
a0
et, si o0 > s¢, alors s = 0.
Remarque 1.2. — Soit v € C{t, z} une série entiere convergente, il existe

un voisinage ouvert  de l'origine de C™ tel que v € H(Q)[t],. L’équation
différentielle

S ata)t*D)u= Y aolt.z)t*D)u+v
1=0 (1,0€8
admet une unique solution Gevrey d’ordre 1/p.

L’équation aux dérivées partielles

Zal t,x)(t"Dy)u= Y ba(t,2)tt* D) Du+v (b =0)
(l,a)eB

admet une unique solution Gevrey d’ordre m.

Observons par ailleurs que dans 1’écriture des (t2D;)' D, il est possible de
substituer aux opérateurs (t¢D;)! les opérateurs t* D! d’aprés les relations
suivantes.

LEMME 1.3. — Pour tout |l > 1, il existe des c{ > 0 et des d{ € R avec
cd=1=d, tels que
(t*D,)! Zata H9D] on o = (a—1)(1—3j) (1.6)
j=1
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et
l .
al yl _ Jpod (1a j
t91 D) = " dfti (t" D)’ (1.7)

Démonstration. — On a ¢f = 1 et af = 0. Soit [ > 1, supposons (1.6)
vrai. On a

1
(D)t =" |( [ af + aj)teite149 i 4 4o t“U“)DJ“}
j=1
l

=>d [(a{ + aj)t* 1199 D + tafift“U“)D{“}

j:l
I+1
- ch of + aj)t*t14% D] +y d7 11493 D]
j=1 j=2
I+1 v
- Z C{Htag“tang
j=1

ot €T =1 et, en convenant que cf,; =0, ¢/,, = ¢} (a] +aj) + ¢ pour
j & [L.1-

En second lieu, on a di = 1. Soit [ > 1, supposons (1.7) vrai. On a d’apres
(1.6)

l
(taDt)H-l — ta(H_l)Di—i_l + Z C?+1ta;1+1tan3

g=1
! q
q . i .
= DI LY o, o Y gt oD
=1 j=1
L !
J
ta(l+1)Di+1 + Z t%41 [Z Cl+1dq} (tan)
Jj=1 9=J
cest-a-dire t*(HD DI — ZH_I ., +1(teD,)7 ol difl =letd , =
l .
_Zq:j C?Hd{z. O

2. Reformulation du probléme

Etant donné un entier naturel p > 1 et une constante complexe A € C,
on considére I'opérateur P = tP*1 D, — \.
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LEMME 2.1. — Soit Q un ouvert de C™. L’opérateur P induit une ap-
plication linéaire de Uespace H(Q)[t] dans lui méme. Si A € C*, alors cette
application est bijective et sa bijection réciproque est définie par

-1 (ka(:ﬁ)tk> = Zuk(x)tk

keN keN
ot
Uptp = (Kuk — Vggp) /A pour tout k € N, 01
up = —vp/\ pour 0 < k < p. (2.1)
Démonstration. — Soit u = Y, .y ur(x)t* € H(Q)[t] une série formelle,
alors

Pu=(kup(z) = Mipyp(@))tFP =X Yy (2)tF

keN 0<k<p

appartient & H()[¢]. On observe que P induit une application linéaire qui
est injective si, et seulement si, A\ € C* auquel cas P admet un inverse unique
donné par la formule (2.1) et dont I'image appartient donc & H(Q)[t]. O

Remarque 2.2. — D’apres (2.1), on a pout tout n € N et tout 0 < j < p

n n—1
1 .
Unp+j = E ClUp+j AVEC Q= —~o 9 H(Vp +7) - (2.2)
=0 v=l

Exemple 2.8. — Soit ¢ > 1, ’équation différentielle
tPIDiu —u+17=0 (2.3)
admet une unique solution u € C[t], a savoir u = Y ¥nt""T oll v, =
7;01 (Ip + q) (avec la convention [, = 1). Etant donné que

p

p
(€ [1,n]) H Dp+i+q) < (p+q)? < [[Up+i+q) (1 €[0,n—1]),
j=1 j=1

Y vérifie

P ! !
¢ (np+q) <P < (np +q)!
(mp+q? ¢ q!
En d’autres termes, u est une série divergente de type Gevrey d’ordre s = 1/p
exactement et ’équation (2.3) est a singularité non réguliere.

pour tout n € N. (2.4)

Concernant P, on a le

LEMME 2.4. — Soit Q un ouvert de C™ et 1/p < s < oco. L’opérateur P
induit un endomorphisme de H(Q)[t],. Si A € C*, cette application est un
automorphisme.
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Démonstration. — Soit u = Y, . ur(x)t* € H(Q)[t], et montrons qu’il

en va de méme pour Pu. D’apres (1.1), on a
|kug — Mugyp| < cLFE(ED® 4 ) A|LFP((k + p)1)® 25)
Se(L7P+ ANIFP((k +p))° .

R (k) < RP(KD) < (K + )1, (2.6)

autrement dit, Pu € H(Q)[t],. Soit A € C* et v =", o v (2)tF € H(Q)[t],.
Il existe ¢ > 0 et L > 0 tels que

VkeN, suplu(z)] <cL¥(k!)*.
€N

Quitte & majorer L, nous pouvons supposer
c

L_p < ‘)\| et poser CI = m

> 0.
Montrons alors par récurrence sur n > 1 que la suite (uy) définie en (2.1)
vérifie

Vike[0,np], |uxl <LF(R). (2.7)

étant donné que uy = —vi /X pour k € [0, p], la proposition est vraie pour
n =1 car ¢/|\| < ¢. Soit n > 1, supposons la acquise au rang n. Alors pour
tout k € [0,np], on a

Murip| < ¢ LEE(KD® + cL¥2((k + p)1)*
< (L7 4+ L ((k +p))* = ¢ ALFP((k +p)))*

comme expliqué précédemment. Ceci prouve (2.7) au rang n + 1, d’ou le
lemme. O

Par ailleurs, le lemme suivant est immédiat.

LEMME 2.5. — Soient A\, u € C, alors les opérateurs t*Dy— X et t*Dy—p
commutent.

Démonstration. — Effectivement,
(t"Dy — N)(t*Dy — p) = (t*Dy)? — ut®Dy — M Dy + A\
= (t"Dy)* — MDDy — put® Dy + p
= (t°Dy — p)(t*Dy — N). O
Soient (A;)1<i<m les m racines complexes de €'(A). On pose
P, =t*Dy — A\ pour tout [ € [1,m].

Nous déduisons alors de ce qui précede le
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COROLLAIRE 2.6. — Soit Q un ouvert de C" et 1/p < s < 0. Si
Z C C*, Dopérateur €(t*Dy) = P1 o -+ o Py, induil un automorphisme
de H(Q)[t], ; son inverse, qui sera noté Q, s’écrit donc Q = Plo- 0Pyt

En écrivant a;(t,z) = a;(0,0) — ¢;(t,x) ot £(0,0) = 0 = a;,0(0,0), on se
ramene, apres avoir changé de notation, a

<g(tal)t)u(t7 I) = Z al,oc(ta x)(taDt)lDau(t7 I) + U(tv l‘) (28)
(l,a)eB
En remplacant u par Qu, ’équation Au = v est donc équivalente a
(I-Thu=v ot T= Y aaltz)t"D)DoQ. (2.9)
(l,a)eB

On se propose de résoudre cette équation en montrant que 'opérateur T
induit un endomorphisme de norme < 1 dans un espace de Banach que nous
allons maintenant préciser.

3. Séries majorantes et estimations préalables

Soient u € C[t, z] une série formelle u = 37, | Ug ot*z® et @ € R [t, 7]

une série majorante ® = Zk,a ¢k,ath°‘, on note u K P la relation
V(k,a) e Nx N Jugol < dra-
Rappelons ([16]) que le sous-espace vectoriel
{u e Cft,z]; Te >0, u<k cP}
est un espace de Banach pour la norme
min{c > 0; u < c¢®}.
Soit ¢ € C[r,£] une série formelle, ¢ s’écrit de fagon unique ¢ =

Y keN ™ pr(€). Etant donné un nombre réel s > 0, nous désignerons par
@° la série formelle

¢* = (k) or(9).

keN
Soit ¢, ¥ € R [7,&], il est clair que
P<LY = ¢F K Y°. (3.1)
On a également
oY < (P0)”. (3.2)

En effet, ceci provient du fait que (j!(k — 7)1)® < (k)*® pour j € [0, k].
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Nous utiliserons une série majorante de la forme ®(¢t,z) = ¢*(7,€) ou
¢ € Ry{r,&}, 7 = pt, p est un parametre > 1 et £ = z1+- - -+x,. L’espace et
la norme associés & cette série seront notés Gy et || ||. Précisons maintenant
la fonction majorante ¢ a deux indéterminées.

Etant donné Ry > 0, R € ]0, Ry] et ¢ € R{¢} de rayon de convergence
r €10, R] tel que 0 < (R —&)p(&), on pose

R (m—1)k D™ (&)
(;s(T,g)_I;J ¥Ry T (3.3)

Rappelons [13, lemme 1.4-b] et [6, proposition 6.1] les propriétés sui-
vantes. Si ¢ € Ry [¢] vérifie 0 < (R — &)p(€), alors on a respectivement

Dt . Di
R Z,|<p < R’ j'go pour tout entier 7 < j (3.4)
et
0kt 3] << —— (&) pour tout n > 1 (3.5)
TR €7 190 p n>1. :

Ici, pour contréler la multiplication par un coefficient, nous utiliserons le

LEMME 3.1. — Pour toutn > 1, on a
nR
m¢(7 6 < ¢(T §).

Démonstration. — Si 0; = DJ( _nk_ 2)/j! et a; = DIp/j!, cette inégalité
s’écrit

k
—(m-1)j n
Z@jRO (m )Jamk_mj L —Omk -
i=0 K
On observe que E?:o K nyo K Z?:ko Ojami—; d’apres (3.4) car
R < Ry. En dérivant (3.5) a I'ordre mk, on obtient le résultat escompté. O

1

En ce qui concerne P~ nous allons établir les deux lemmes qui suivent.
Désormais, nous supposerons s > 1/p.

LEMME 3.2. — Soit R > 0 et p > 1 vérifiant |\ — (R/p)p > 0. L’opéra-
teur P~ 1 Gys — Gy est linéaire continu de norme < K =1/(|]A\| — (R/p)P).

Démonstration. — Soit v € Ggs. On peut écrire de fagon unique v =
> ken Uk (@)tF o, pour tout k € N,

1k Dmk@(f).

(o) < ollot () RE 0=
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En particulier, v € ’H(Qr)[[t]] oun Q. = {z € C"; |z1| + - + |zn| < r}.
D’apres le lemme 2.1, P~ = 3, up (2 )tk € H(Q)[t] ol (ug) est donnée
dans la formule (2.1). Par récurrence sur n > 1, montrons que

kD™ o(€)
(mk)!

Si k€ [0,p], c’est immédiat car ur = —vi /A et 1/|A| < K. Soit donc n > 1,
supposons (3.6) vrai. On a

up(z) < Kl (k)R pour tout k € [0,np].  (3.6)

) D EFP) o (£)
(m(k +p))!

d’aprés (3.4) car R < R”R(()mfl)p et vu que k(k!)® < ((k+ p)!)® comme
n (2.6). Alors

Fu < K(R/p)? |ollo7((k + p))* RSV

kuk —veyp _ K(R/p)P + k+ (m—1)(k+p) D™ mEPp(€)

< P((E+p))° Ry —_—

_ B ol (k + ) (e + )
c’est-a-dire (3.6) au rang k + p car K(R/p)? +1 = |A|K. O

L’identité
t"DyP =T+ P! (3.7)
permet d’en déduire le

COROLLAIRE 3.3. — Soit R > 0 et p > 1 vérifiant |\| — (R/p)P? > 0.
L opérateur t*Dy P~ : Gyge — Gy est linéaire continu de norme < 14 |\|K.

LEMME 3.4. — Soit R >0, p > 1 et h € N vérifiant |\| —a"(R/p)? > 0,
on pose N'= RP/ (|]\| — a"(R/p)P).

Soit v € C[[t, z] tel que

oo

((k+hp))" (e Dmk+hp) ()

k (m—1)(k-+hp) @

§ R 3.8
v (k+1)h "0 (m(k + hp))! ’ (38)

alors u =P~ v € C[[t x| vérifie

2 L ((B+(h+1 . pm(k+(h+1)p)
< N - Z k(4 (h+1)p))° (m=1)(k+ (4 1)p) p() (3.9)
(k + 1)(h+1) (m(k+ (h+1)p))!
Démonstration. — 1l s’agit de montrer que, pour tout k € N,
E+h+Dp))° e Db+ (h+1)p)
< N ((k+( )p)!) (m=1)(k+ (et 1)p) e(§) . (3.10)
(k + 1)h+D) (m(k+ (h+ 1)p))!

Soit k € [0,p], on a

wp = U o B (A D) Pty DD ()
A I\l (k+1)h 0 (m(k+ (h+1)p))!
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d’apres (3.8) et (3.4) vu que R™P < RpRém_l)p. On observe alors que

((k+hp))" _ ((k+ (h+1)p))”
(k+1h = (k+1)(B+D

car

p
(k+ 1) < (k+1)P Hk+hp+j

Ceci prouve (3.10) lorsque k € [0, p] vu que R?/|\| < N. On raisonne ensuite
par récurrence. Soit n > 1, supposons la majoration (3.10) établie pour tout
k€ [0,np]; on a
Uptp = (Kt — Vgap) /A
ol1, comme expliqué ci-dessus (en remplacant k par k + p),
~ Uk4p R? yip ((k+p+(h+l)p)!)s

xS (k+p+1)0tD)

) Dm(k+p+(h+1)p)(p(§)

w R(m=1)(k+p+(h+1)p )
(m(k+p+ (h+1)p))!

D’autre part,

kuy, < N (R/p)Ppk+? ((k Jf(li’rrl)lgp)!)

« Rm—D (ke (hpnypy DI o(6)
(m(k +p+ (h+1)p))!

d’aprés (3.10) et (3.4) puisque R™P < RpRémfl)p et k < k+ 1. Comme
précédemment, on a

((k+ (h+ 1)p))° < ((k+p+ (h+1p))°

(k+p+1)
Enfin, il est clair que
1 _ (D" _ d
(k+1" = (k+p+ 1" (k+p+1)h
d’ou (3.9) au rang k + p car Na"(R/p)? + RP = |A\|N. O
On peut écrire
T= Y Ta ot Tia=a(tz)(t" D) D*o0Q. (3.11)

(l,a)eB

Etudions maintenant 1’action de ces opérateurs dans Ggs.

- 907 —



Patrice Pongérard et Teddy Wong-Yim-Chéong

Pour tout R > 0, on note

Dr={teC; [t| <R} et AR—{xGC"; max |xj|<R}.
1<jsn
On choisit une fois pour toutes n > 1 et Ry > 0 tels que D,r, X Ayp, C
Uy x Q. Par conséquent, les coefficients b; , sont holomorphes et bornés
par une constante notée M > 0. Soit R € ]0, Ry|, d’apres les inégalités de
Cauchy, on a

nR
bra(t,z) < M—0D""
balt ) nRk—(r+¢)
De méme,
wotr) < s(B)—"F  oi c(R)=  max _ |ao(t, )]
Lo 77R—(7'+§) (t,2)€DyrXApR ORI

(1,0)eB

Cette fonction € tend vers 0 avec R d’apres (1.4). Posons

1

2a™\ P
=max |1l; max (—— ) Ro|-
po < je[[l,m]]<|>\j> 0)

A chaque opérateur Pfl, le lemme 3.2 (resp. 3.4) associe un réel

K; < |/\2]| <resp. N; < 25](? ) (VR e€]0,Rol, Vp=po) (3.12)
car
I\l = (R/p)? = [N = a™(R/p)” = |Nj] — a™(Ro/p)” > ‘)\TJ'
Vu le corollaire 3.3, on a aussi
||taDt7>*1||L(G¢S) <3  (YR€]0,Ro), ¥V p=po) (3.13)

Dans les majorations qui vont suivre, toute constante qui dépend des para-
metres 1, Ry, po déja fixés, sera indifféremment notée c.

PROPOSITION 3.5. — Supposons s > sg. Soit (I,«) € B, il existe ¢ =
clo = 0 tel que, pour tout R € 10, Ry] et tout p > po, lopérateur T o induise
un endomorphisme continu de l’espace Gy de norme

Tl ce(R) sia=0,
Lo &) XX _ .
£(Gye) cp~!  sinon.
Démonstration. — Afin d’en simplifier I’écriture, nous convenons dans

cette preuve que

’P;l...’]);lz_[siy/>l/ et Hzl.
0
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D’apres le lemme 2.5, pour A = N\ et p = 0, les opérateurs P; et t*D;
commutent. En composant a gauche puis a droite par Pl_l, on observe que
tous les 731_1 commutent avec t*Dy.

Soit u € Ggs, on a u < |lul| ¢*(7,§). Considérons d’abord 'opérateur
Tio = ao(t*D;)! o Q. Ce qui précede permet d’écrire

(taDt)l 0Q= ('Pn_ll = -'qu_ll) o (taDt’Pfl .. 'taDt'Pfl) .

Appliquons [ fois le corollaire 3.3 et m — [ fois le lemme 3.2. D’aprés (3.13)
et (3.12), on obtient

m

(D) oQu | T[ = | 3 Jull ¢*(r,€)

j=l+1 ]
donc
s N _ N T2 l
Tiou < ce(R)|ull ¢°(1,§) ou c=—— H — 3
n=1\.25, A

d’apres le lemme 3.1. Ceci prouve la proposition pour a = 0. Lorsque a # 0,
(1.5) donne

rfl,oz = bl,at1+hp(taDt)lDa 0@
et on peut encore écrire
(taDt)lDa 0Q=D% (P;zl .. '/P?:zlchrl) o (P;lh . Pljrll)
o (t"DyP; - t*DyPLY) .

Comme expliqué ci-dessus, on a

m—h
_ _ _ _ 2
(Pml—h T 7Dl+11) © (taDtPl T taDtP1 1) < H m 3 ||u|| ¢S(Ta f)~
j=i+1""7

En appliquant alors h fois le lemme 3.4 & ¢° et en utilisant (3.12), on obtient

() sy Dol
Do K (( RUn—V(k+hp)
(D) D7oQu < e |ul kZ:oT (k+1h 0 (m(k + hp))!

avec ¢; = RIP (HTZZ_H ﬁ) 3!. D’apres la propriété (3.4), on a

Dm(k+hp)+|a|<p(€) < Rm*\a| Dm(k+1+hp)<p(§)
(m(k + hp) + |a|)! 0 (m(k + 1+ hp))!




Patrice Pongérard et Teddy Wong-Yim-Chéong

car R < Ry, ce qui entraine
((k + hp)1)” (m(k + hp) + |a])!
(k + 1)l (m(k + hp))!

k+1+hp) Dm(k+1+hp)90(€)
(m(k 4+ 1+ hp))!

(t“Dy)'D* 0 Qu < xRy fJull S 7*
k=0

< By

donc

(t°D0)' D% 0 Qu < creaRy ™ [lull Y7 ((k + 1+ hp)))®
k=0

R(m 1) (k+14hp) DTEFLERP) (£)
(m(k+ 1+ hp))!

étant donné que

(m(k + hp) + |a)! _ (m(k + 1+ hp))l!
(k+ Dh(m(k +hp)!(k+1+hp)s = (k+1)(k+ 1+ hp)s
< (m(1+pm))™ = ¢ (3.14)

car s > |a| — h par hypothése. Comme 7 = pt, il s’ensuit que

Lk ; 1-|a| 0 Tk+1+hp s
t + p(taDt) DaOQU < ClCQRO ||UH Zw((k‘Fl‘th)')

(m(k + 1+ hp))!

— — | m-— D 5
< ereap™ Ryl Y Rk R <mf>()
k=1+hp

_ 1—|a s
< creap 'Ryl ¢° (7, ).

On peut faire abstraction du coefficient b; o (¢, z) grace au lemme 3.1, ce qui
permet de conclure. O

4. Preuve du théoréme 1.1

On écrit 'opérateur T sous la forme

T=T1+T, ou Ty = Z Tl70 et Ty = Z Tloz~
(1,0)eB (L,a)eB
a#0
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Solution formelle Gevrey

Soit 0 > 0 et
1
s = max(sg,0) =max | —; max (Ja| —hia); 0
P (l,a)eB
a#0

D’aprés la proposition 3.5, il existe C; > 0 (resp. Cy > 0) tel que Ty
(resp. T2) soit un endormorphisme continu de l'espace G- de norme <
C1e(R) (resp. Cyp~1). Par conséquent,

T e [,(G¢<) et ||T|| < le(R) + Cgp_l (V R e ]O,Ro], Vo> po).
On choisit, une fois pour toutes, Ry € ]0, Ry] tel que Cie(R) < 1/2 pour
tout R € )0, Ry]. On fixe ensuite p; > po tel que Cop; 't < 1/2. Tl en résulte
que

TeL(Gys) et |T] <1 (VR €]0,R], Vp=p1). (4.1)
Soit Q C Qo un voisinage ouvert de l'origine de C", il existe R € |0, R1]
tel que le polydisque Ag soit inclus dans Q. On pose alors ' = {z €
C™; |x1|+ -+ |zn| < R/2}; on note que ce voisinage ouvert Q' C Ar C Q
de lorigine de C" est connexe et qu’il ne dépend pas de s.

Soit v =", oy vk ()" un élément de H(Q)[t], € H(Q)[t], (car o < s).
Il existe des constantes ¢ > 0 et L > 0 telles que
VkeN, sup|u(z)] <cL¥(k!).
€N
D’apres les inégalités de Cauchy, on a

R

VEEN, wr) < ch(k!)SRig

autrement dit

el e () () <(amtieg)

ot p = max (RL,p;). Par ailleurs, si ¢ = RIE., on a clairement 0 <
(R = &)p(£), dou
R — _x DFo() — & p(m—1k D™ 0(§)
_— = TN— K TR, —
R—(1+¢) kZ:O k! ,;) 0 (mk)!

d’apres (3.4) car R < Ryp. Il en résulte que v(t,x) < cg®(7,§) i.e. v € Gys.

D’apres (4.1), I'équation (2.9) admet alors une unique solution u € Ggys ;

vérifions que u € H(Q)[t],. On a u =Y, . uk(z)tk on

(m D D™ p(€)
(mk)!

- 911 —
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En particulier, u € H(Qg)[t] ot Qg = {z € C™; |z1|+- -+ |z,| < R}, donc
u € H()[t] car Qr D Q. Soit S €0, R[, on a

e PTO] R
lel<s  (mk)! (R — S)mk+1"
En choisissant S = R/2, on obtient donc
m k
2R
sup |ug ()] < 2ul] <<0> p) (k!)®  pour tout k € N,
zeQy R Ry

c’est-a-dire u € H(Y)[t],. Montrons enfin que cette solution est unique.
Soit donc v’ = Y, .y u),(x)t*, appartenant a H(')[t],, une solution de (2.9).
Alors U = u—u' € H(Q)[t], vérifie [-T)U =000 U =, . Ur(2)t* avec
Uk = uy, — uj, pour tout k¥ € N. On choisit R’ € |0, Ry] tel que Q' contienne

le polydisque Ag. Il existe Ly > 0 tel que U € G1,,(2). Comme expliqué
ci-dessus pour v, on montre que U € Gy ol ¢° est associé¢ a ¢ = R,L_/'
avec p' = max (R Ly, p1). D’apres (4.1), on en déduit que les Uy sont tous
identiquement nuls dans I'ouvert connexe §'. Ceci termine la preuve du

théoreme 1.1.
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