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B. I

SUR

LES LIGNES SINGULIÈRES
DES FONCTIONS ANALYTIQUES,

PAR M. PAUL PAINLEVÉ,
Ancien Élève de l’École Normale supérieure.

La première Partie (le ce travail est consacrée u d’une fonction

dans le voisinage d’une ligne singulière Oll coupure. La notion (le coupure
se présente dans la discussion de l’intégrale de Cauchy; elle I)eut même

s’introduire, ainsi que l’a montré lI. à l’uidc d’intégrales définies
t)ll la variable d’intégration est I’l’l’llc. La Sl’I’1C’ (1C’ Taylor,
dans un certain cercle, offre aussi un exemple simple de coupure, t.’t

MM. Weierstrass, Tannery, Appell ont formé (lt’ 1101r1Î)l’t’l1S(’S séries qui
l’t’l)l’t’sclltcllt deux fonctions distinctes dans deux aires différentes du plan.

Nous énumérons, dans un premier Chapitre, les singularités diverses que
peuvent présenter les symboles (et particulièrement les séries) que définis-

St’llt, 
. 

un certain espace, une ft>ll(’t1C)Il analytique (1C’ z. Ceci nous C’O11-

duit ü quelques théorèmes sur lt’S lt’ plus important est le sui-
vant : Quand une série I’ - 03A3Vn(x,y) converge uniformément sur lt’

t’Olltour s d’une aire fermée S, à l,ltltt’l’lt’lll’ tlt_’ laquelle les fonctions Vn ( x,y >

(.’t satisfont â l’équation 0394Vn = o : : I° la série F converge

uniformément clari,s S ; 2° les séries, t f ûmm-o.s lml’ les dérivées de ses

convergent uniformément dans toute aire S’ intérieure u S et

sans point commun avec .S’, et elles représentent jo.s’ 

(le F. .

Soit une fonction F(z) définie d’un l’intt’ I. ci 

t’t’t[t’ ligne comme coupure : il t’11.tt’l’ une St_’CUI1(lt’ fonction F1(z 1 qui



coïncide avec la première dans le voisinage de L et la prolonge au delà sans
discontinuité. La coupure est alors artificielle, elle est essentielle au cas
contraire : le cercle de convergence de la série de Maclaurin F (.: ~, qui

développe la fonction - 
I 

, est une coupure artificielle de F(2~; la série

F(z) qui représente dans le cercle fondamental C une fonction fuchsienne,
holomorphe et définie seulement dans ce cercle, admet au contraire C
comme coupure essentielle. Nous donnons d’abord une forme de la condi-

tion nécessaire et suffisante pour qu’une coupure soit artificielle, qui s’ap-
plique à une coupure quelconque. De cette condition, on déduit plusieurs
théorèmes, concernant les fonctions définies par une relation implicite ou
par une équation différentielle du premier ordre : ces derniers sont utiles
dans l’étude des intégrales uniformes d’une équation différentielle, ainsi que
je le montre dans plusieurs applications, et notamment en recherchant

toutes les équations de la forme du dz = u) [où f(z, u) cst uniforme],
dont l’intégrale générale peut être uniforme.

Dans le cas où la coupure est une ligne analytique, la condition pré-
cédente prend une forme plus simple, indiquée dès l’année I870 par
11. (1), et qui permet de discuter plusieurs classes de coupures.
Des exemples des principales singularités d’une fonction dans le voisinage
d’une coupure essentielle terrninent cette première Partie.
Dans la seconde, nous étendons aux fonctions uniformes les plus géné-

ralcs les formes de décomposition en sommes et en produits, données dans
la théorie des fonctions à points singuliers. En 1881, avant le théorème de

Picard indiquait, dans le cas d’une coupure circu-

laire, une forme de développement en produit, applicable à une coupure
quelconque, et, peu de temps après, décomposait une fonction F(a ~, ayant
pour coupures des segments de droites, en une somme de n fonctions

n’ayant qu’une coupure, puis développait ces fonctions en séries ( 2 ~. Après
la découverte du théorème de Mittag-Leffler, M. Goursat (3) a étendu ce
théorème aux fonctions uniformes présentant des singularités quelconques.
Enfin, 1I. Mittag-Leffler (1) a consacré lui-même un Mémoire à l’étude de

( 1) Monatsberichte der Academie :u Berlin, octobre i8;o.
(2) ) Comptes rendus des ,séance,c de l’Académie des Sciences, 2I mars r88i, 22 mai i882.

- (~) Id., 26 février 1883.
y s ) Acta mathematica, t. IV; 



ces propositions. Nous donnons, avec une démonstration un peu différente
de ces théorèmes, plusieurs modes de développements en séries des fonc-
tions présentant dans le plan une seule coupure, auxquelles on se trouve ra-
mené. Un premier développement, analogue à la série de Taylor, repose
sur la représentation conforme; les autres généralisent les développements,
Indiqués par dans le cas d’une fonction holomorphe à 1 intérieur
d’un contour d’arcs de cercles. Ils découlent de ce théorème que toute fonc-

tion holomorphe dans une aire convexe peut se développer dans cette aire
c~n série lie 

Les notions de d’omlnc, dc reste (définis soit comme intégrales,
soit comme coefficients ) se généralisent dès lors facilement avec les 
sitions qui s’y rattacllent. En particulier, le théorème des résidus et les

théorèmes de Liouville subsistent pour les fonctions doublement pério-
diques à singularités quelconques.

Enfin, plusieurs des résultats énoncés ont été étendus aux fonctions V
de deux ou trois variables qui satisfont à l’équation ~V = o.



PREMIÈRE PARTIE.

ÉTUDE D’UNE FONCTION DANS LE VOISINAGE D’UNE COUPURE.

CHAPITRE I.

1. Avant d’aborder l’étude d’une fonction dans le voisinage d’une cou-
pure, il convient d’énumérer brièvement les singularités que peuvent offrir
les symboles qui représentent dans une partie du plan, une fonction uni-
forme de la variable z = x’ + i y.

Soit une expression de la forme P (x, y) + i Q (x, y), les fonctions P et Q
étant uniformes dans tout l’espace du plan xOy où elles sont définies. Nous
supposons de plus qu’en chaque point d’une certaine aire S, P + i Q admette
une dérivée par rapport à z et, par suite, qu’elle représente dans S une
fonction holomorphe de z.

(considérons dans le plan une aire fermée quelconque o- : P -~- L Q sera
dans 03C3 fonction holomorphe de z, sauf peut-être en certains points. Ces
points pourront être en nombre infini (comprendre par exemple tous les
points de o-) et affecter des distributions diverses.
En premier lieu, si tous les points singuliers peuvent être enfermés à l’in-

térieur de cercles n’ayant pas de points communs et de rayon aussi petit
qu’on veut, nous dirons que l’ensemble de ces points E est ponctuel. Les
points forment alors des suites ayant pour limites d’autres points, formant
eux-mêmes des suites analogues. La classification de ces ensembles a été
faite par C:antor.

En second lieu, si tous les points ne satisfont pas à la condition précé-
dente, mais peuvent être enfermés à l’intérieur de contours tels que l’aire
totale enclose soit aussi petite qu’on veut, nous dirons que l’ensemble E est
linéaire. Les points forment alors des suites ou des ensembles ponctuels,
ayant pour limites des lignes : autrement dit, il existe des lignes telles que,
si l’on décrit un cercle d’un quelconque de leurs points comme centre, ce
cercle renferme un nombre infini de points E, si petit que soit son rayon.



Par exemple, l’ensemble E sera composé de points infiniment voisins ( ou
même de tous les points) de plusieurs lignes. Ces lignes peuvent être elles-
mêmes en nombre infini et former des suites ayant pour limites des lignes
ou des points. A ces ensembles de lignes, s’étend immédiatement la classi-
fication de M. Cantor sur les ensembles de points : le mot ligne remplace
partout le mot point, une ligne pouvant parfois se réduire à un point.
En dernier lieu, il est possible que les points E soient distribués dans des

aires finies rr’, ..., qu’une portion de ces aires, si petite
qu’elle soit, cn renferme un nombre infini (l’ensemble E comprendra par
exemple tous les points d’un certain espace). L’ensemble sera dit alors su-
perficiel. Les aires 5", ... peuvent être en nombre infini et former des
suites ayant pour limites des points ou des lignes.

Telles sont les dispositions possibles dans e des points singuliers de 
pression P (x, y) + L Q ( x, y). En chacun de ces points, une au moins des
fonctions P, Q est soit discontinue, soit indéterminée, ou n’admet pas à la

fois de dérivée partielle par rapport à x et y, ou bien enfin ces dérivées
partielles ne vérifient pas les deux égalités

Supposons tout d’abord que les points E ne forment pas dans r un en-
semble superficiel. Si, dans ce cas, la fonction P + iQ est continue dans o-,
il sera démontré plus tard en toute rigueur qu’cllc est nécessairement holo-
morphe dans le même espace. Les points E sont donc des points de discon-
tinuité de I’ + iQ. Un premier genre de singularité qu’il convient de distin-
guer est le suivant : soit âo un point isolé de l’ensemble E, tel tendant

d’une façon quelconque, 1’ + iQ tende vers une certaine valeur a ;
pour ~ == ~o, P + iC) est discontinue ou indéterminée. Appelons f (: ) la
fonction de z, qui coïncide avec P -~- iQ en dehors de .~ o et prend pour o
la valcur a. Cette fonction est holomorphe au point Zo. Une tellc discon-
tinuité est purement apparente. Un exemple très simple en est fourni par
l’expression

où f(z) est holomorphe et différent de zéro a I’ + i Q = f(z ),

quel que soit :, sauf pour le point  = o où I’ + iQ est nulle. Nous suppo-



serons désormais qu’en pareil cas on remplace P + L ~ par f (a ~, et ainsi

pour tous les points analogues : ces points peuvent former des suites ayant
pour limites d’autres points .~’, .~", .... Si ces points z’ sont des

discontinuités du même g.enre, on les supprime comme les Cela fait,
l’ensemble E peut comprendre certaines lignes isolées Lo, telles que z, ten-
dant d’unc manière quelconque vers un point 1 de Lo, la valeur 
tende vers une limite a(03B6). La fonction 03C6(z), qui coïncide avec en de-

liors de Lo et prend sur L0 les valeurs a(03B6), est, comme nous le verrons,

llolomorphc dans le voisinage de Lo. On peut citer comme exemple l’ex-
pression

f(z) étant holomorphe sur Ox. Nous remplacerons là encore par

~ (~ ), et ainsi pour toutes les singularités analogues. En définitive, s’il

existe une fonction coïncidant avec P + iQ en dehors de l’ensemble
E, continue et par suite holomorphe en certains points E’ de cet ensemble,
on substitue ~(â) à P -f- l~.

Ces singularités parasites éliminées, quelles sont les discontinuités que
présente P + iQ ?

Si l’ensemble E est ponctuel, les points singuliers de P + iQ dans 03C3 sont
des pôles ou des points essentiels.

Si l’ensemble E est linéaire, la fonction P + iQ est en outre affectée de
coupures. Ces coupures sont isolées ou sont les limites de suites de points
essentiels ou de coupures. Dans le second cas, P + iQ est nécessairement
discontinue ou indéterminée aux environs de la coupure. Dans le premier
cas, soit L la ligne considérée : quand .~ tend vers un point quelconque ( de
l, en restant du côté C de I~, P + iQ peut tendre vers une certaine valeur
~ f (~); du côté opposé C’ de L, P + iQ peut prendre également sur L la suite
de valeurs (~), qui doit différer Il est possible, au contraire, que
d’un côté de L ( ou des deux côtés), pour des points Ç infiniment voisins sur
L, ou même pour tous les points de L, P + ï ~ ne tende pas vers une limite
quand -= tend vers ~ sur un chemin l, ou que cette limite dépende du chemin
l. Dans tous les cas, l’expression P + iQ peut n’avoir aucun sens sur L, ou
ses valeurs pour les points de cette ligne sont entièrement indépendantes des
valeurs qu’elle prend aux points voisins.

Si l’ensemble E est superficiel, P + iQ présente dans 03C3 des espaces lacu-
naires ~’, ~", .... En tout point l’J de ces espaces, P + i n peut n’avoir pas de



sens, ou être discontinue, ou ne pas admettre de dérivée par rapport ( * ).
Le contour s’ de Faire ~’ est une coupure de P + iQ, cette ligne peut être
la limite de singularités extérieures à a’ ; au cas contraire, P + iQ peut
tendre vers une suite de valeurs f ( ~ , ~, quand J tend vers un point de s’,
extérieurement à ’3’. Il arrive notamment que P + iQ est continue sur .9’ et
dans et n’admet pas dans o-’ de dérivée par rapport à ~.
En dernier lieu, si P + iQ est holomorphe dans cr et tend vers la valeur

f(03B6), fonction continue de 03B6, quand le point j de 03C3 tend d’une manière

quelconque vers le point ( du contour .s, nous dirons que la fonction P + i (O
est llolomorphe dans 03C3 et continue sur .son contour.

2. Toutes ces remarques ont leurs analogues dans l’étude des fonctions B7
de deux ou trois variables qui satisfont à l’équation AV == o. Soit I’( x,y, : )
une fonction de x, y, z, uniforme dans tout l’espace oÙ elle est définie, et
représentant dans un certain volume une fonction régulière il (x, y, : ), qui

- satisfait à l’équation 0394V = o. Les points singuliers de P(x,y,z) seront les
discontinuités de P et de ses dérivées premières, et les points où ses déri-

secondes ne vérifient pas l’équation 3P = o. On voit, comme plus haut,
qu’à l’intérieur 03C3 d’une surface fermée s ces points peuvent former des en-
sembles ponctuels, linéaires, superficiels, ou ètre distribués dans des vo-

lumes finis, et former ainsi un ensemble à. trois dimensions.
Ce dernier cas excepté, les points E sont nécessairement des disconti-

nuités de P ou de ses dérivées premières, d’après ce théorème que, si une

fonction V est régulière dans un espace, sauf peut-être sur une surface où
elle est continue, ainsi que ses dérivées premières, elle est régulière dans tout
cet espace. De plus, s’il existe une fonction n (x, y, ~ ~, coïncidant avec

z) en dehors des points E, et continue en des points ou sur des li-
gnes et des surfaces E’ qui sont des discontinuités de P, on supprime ces sin-
gularités apparentes en substituant Q à I’. Mais les points E’ peuvent être
encore des discontinuités des dérivées premières de Q. Cette discussion s’a-
chève comme la première. En particulier, si P(x, y, z) est une fonction
régulière dans 03C3, et si elle tend vers une valeur f(03BE, r,, 03B6), fonction continue
de ç, YJ, ~, quand tend vers le point ( ~, r" ~ ) de s en restant inté-
rieur à ~, on dira qu’elle est régulière dans T et continue sur s; on dira de

(t) P + iQ peut admettre une dérivée en certains points Zo de ~‘, mais cette dérivée
n’existe pas pour des points infiniment voisins.



même que ses dérivées premières sont continues dans et sur s, si les fonc-

tions ~P ~x, ~P ~y, ~P ~z vérifient la méme condition.

3. Les diverses singularités que nous avons énumérées sont offertes par
les symboles élémentaires qui définissent une fonction de z. Envisageons,

par exemple, l’intég.rale 03B203B1 f(t, z) dé = F(z), où t, a. et ) sont réels. Si à

chaque valeur de t correspondent des points singuliers de f ( t, z) ne formant
pas de suites linéaires, la fonction F ainsi définie présentera en général des
lignes singulières; si à chaque valeur de t correspondent des lignes singu-
lières de f (~t, ~ ), la fonction F présentera des espaces singuliers. Il en

serait de même si h était définie par l’intégrale double

V( J) ayant des points singuliers pour chaque valeur réelle de t et de 6.

En particulier, ces intégrales peuvent définir une fonction F continue
dans une aire S, dont la dérivée par rapport à 2 existe dans une partie
de cette aire et n’existe pas dans l’autre. Ainsi l’intégrale Lz-it z-I-it dt

o 
~ I - it

où Lz - it z-I-it représente une fonction uniforme de z ayant pour coupure
le segment de droite y = t compris entre définit une fonc-

tion de z holomorphe dans le plan, sauf pour les points x + zz dont l’x et
sont positifs et plus petits que l’unité; car, en ces points, F est égale à

une fonction de z + 2 i ~~ ( 1 - y). De plus, Ii est continue dans le plan, sauf
pour les points des droites ~~ = o, x~ == I dont l’ordonnée est comprise entre
( ) et i.

Il est facile également de former des séries qui définissent dans une aire
S une fonction uniforme de z, et qui présentent dans le plan des singu-
larités quelconques, notamment celle dont nous venons de parler. Soit en

L (~.~~,y ) + i‘T(.~’,y) une fonction holomorphe de z, telle que, pour
.~~ = o, I~ ~= o. Développons en série de fonctions de Laplace, entre x = - ~:~
:~~ _ - et jr --- c~, y = ~, les fonctions ~T (..r, y) et U, (~,y) : L, (x,~~) étant
égale à U pour x > o et à - U pour x  o. La série F = U, + i V sera con-
tinue pour les valeurs de x et comprises, les premières entre -03C0 et



- ~- ~, les secondes entre o et ~; elle n’admettra pas de dérivée par rapport
à ~ pour les valeurs négatives de x.

Si les termes d’une série sont des fonctions de =, la série n’aura pas de
sens en tout point qui sera singulier pour un de ses termes et l’on peut faire
en sorte que ces points forment des ensembles quelconques. Si, dans une
aire S, tous les termes sont holomorphes, la série peut représenter une fonc-
tion holomorphe dans une partie de S et diverger dans l’autre. Mais d’autres
singularités sont-elles possibles ? Pour étudier cette question, nous aurons
recours à quelques propriétés bien connues des séries, que nous rappelle-
rons tout d’abord.

4. Une série converge uniformément dans un intervalle t0 t, , , si

à tout nombre positif E correspond un entier v tel que, /? étant égal ou supé-
rieur à v, on ait

pour toutes les valeurs de t égales à t,, ou comprises entre la et t, (la va-
riable t est réelle). Ceci revient à dire qu’on peut trouver v assez grand pour
que, p étant quelconque, on ait dans le même intervalle

Les raisonnements qui vont suivre reposent sur ces deux théorèmes :

Lemme I. - Si tous les termes d’une série sont susceptibles d’intégra-
tion et si la série converge uniformément dans un intervalle, la fonction

que représente la série est intég’rable dans cet intervalle, et son intégrale
est la somme des intégrales de tous les termes.

Lemme II. -- Si tous les termes d’une série f(t) admettent une dérivée
susceptible d’intégration et si de plus la série de ces dérivées converge uni-
formément dans un intervalle, elle représente la dérivée de f ( i ~ dans cet
interv alle .

Le lemme 1 peut s’étendre à une certaine classe de séries non 
ment convergentes. Soit une = qui converge uniformé-
ment dans tout intervalle, compris entrc to et t1 et ne renfermant pas certains
points t’, 1", .... Nous convenons de dire alors, pour abréger, que la série
converge uniformément entre t0 et sau, f’ pour les valeurs t‘; l’’, .... Les

points L’, t", ... peuvent former sur l’axe des 1 des suites ponctuelles. En



ces points, la série peut être divergente. Si le module maximum de Sne t)
entre to et t, ne croît pas au delà de toute limite avec n, le lemme 1 s’ap-
plique encore à l’intervalle t~, t, .

Pour le voir, il suffit de décomposer l’intervalle t0t1 en deux parties s et
s’ (formées d’ailleurs d’intervalles séparës), s’ renfermant toutes les valeurs
~’, t", .... Soit ~BI la limite supérieure de ( Sn ~) ‘. On peut toujours prendre s’
de telle sorte que [ M dt | soit inférieur à un nombre positif £ aussi petit

veut : cela fait, il existe un nombre /~ assez grand pour étant

un entier quelconque, on ait dans tout l’intervalle s

Si donc on désigne par S la somme des n premiers termes de la série

le module de la différence - S;t ) sera, pour la même valeur de n, in-
férieur 2)], si 1 est la longueur du segment t~ t, La nouvelle
série converge donc, et il apparaît aussitôt qu’elle représente l’intégrale de

f’(t). Il suffit, pour que le raisonnement s’applique, due S" (t) c~t tende
vers o uniformément avec s’ (quel que soit 

Il convient d’aj outer qu’une peut converger dans un inter-
valle loti, sans converger uniformément dans aucun intervalle fini, si petit
qu’il soit. Soit par exemple une fonction f(t), il variation limitée entre 2014 rc

et + T, et discontinue dans tout intervalle, ainsi que la suite de valeurs

f(t+o)+f(t-o) 2. La série

converge dans l’intervalle 2014 03C0, -P 03C0, et représente dans cet intervalle

~2014201420142014~’201420142014-- Comme ses termes sont fonctions continues de /, elle ne
converge uniformément dans aucun intervalle ( sinon, sa somme serait fonc-
tion continue dans cet intervalle).



Ces remarques faites, considérons une série de la forme

ou de la forme

Une pareille série converge uniformément dans l’aire S quand, à tout
nombre positif ~, correspond un entier v tel que, n étant supérieur ou égal a
v, on ait pour tout point = (ou de S et de son contour

Si une série converge uniformément dans tout espace ~ intérieur il S et

ne renfermant pas certains points =’ ou certaines lignes l’ de S, nous cont’e-
nons de dire que la série converge uniformément, sauf aux points z’ ou sur
les lignes l‘.

La série converge uniformément sur une ligne AB [x = y(t),
y = fi ( t) ~, si la série .

converge uniformément entre to et t, (to et t~ étant les valeurs de t qui cor-
respondent aux points A et B ).

5. Nous pouvons dès lors énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME I. - Soit une série = et une aire S à contour

quelconque : si les fonctions sont holomorphes dans S et continues
s, et si la série F(z) converge sur s uni formément : 1° la série F( â )

converge uniformément dans toute aire S’ intérieure à S et sans point
commun avec s; 2° les séries formées par les dérivées successives dc.s
termes de F(z) convergent uniformément dans S’ et représentent les do-
rivées successives de F(z) dont l’existence est ainsi démontrée.

Formons en effet la série

et appelons M le module maximum de ( ~ - x ) p±, quand z varie sur le con-
tour s, et x dans l’aire S’. On peut, quel que soit ~, trouver un entier v assez
grand pour que, n étant supérieur à v, soit inférieur à E quand j



parcourt s. le lemme I, la série

est convergente, et de plus, pour les valeurs de n qu’on vient de définir, le
reste de cette série a un module inférieur à lE (Z étant la longueur
de s), quelle que soit la position de x dans S’ et sur son contour. D’autre
part,

La série converge donc uniformément dans S’. On déduit sans

peine du lemme II qu’elle représente la dérivée de la fonction F(x),
définie par la série convergente (x).
Le théorème est encore vrai, si chacun des termes est discontinu

sur s, en des points ..., ne formant pas de suite linéaire, pourvu que
~ ne croisse pas dans S et sur s, au delà de toute limite. Il suffit de

répéter le raisonnement précédent, en remarquant que ~_~
a un sens et représente encore 

2I03C0 I.2...p I’‘ 

f,p ( x ), ainsi qu’on le voit faci-

lement.

Le théorème subsiste même si la série converge uniformément sur . ,
sauf en des points ... (ne formant pas de suite linéaire), pourvu que
le module maximum de sur s ne croisse pas au delà de toute limite

avec rz. Il suffit de raisonner comme précédemment, en appliquant le

lemme 1 généralisé.

6. THÉORÈME II. - Soit un espace S, admettant la représentation con-
forme sur un cercle, et une série les fonctions v,t(x, y), qui sa-
tisfont dans S à l’équation = o, sont uniformes et régulières dans cet
espace, et continues sur son contour s. Si la série

converge uniformément sur s : i° elle converge uniformément dans toute
aire S’ intérieure à S, cl sans point commun avec s ; 2° les séries formées
pai lcs dérivées partielles dcs termes de V(r, y) convergent uniformé-
ment dans S’, cl représentent les dérivées partielles de V(r, y) donl



est ainsi démontrée. Ces dérivées satisfont à l’équation
~~’ = o.

Supposons d~abord que S soit un cercle C de rayon i , ayant l’origine
pour centre. On sait que

(~, Y]) est un point (le la circonférence c (le C~ (~, j~) un point (le C:
~2 ~ ~2 _j_ ~2~ y.2~ ~ __ ~2 ~_ ~20142014 

Si M est le module maximum ( ~ ~~ ) quand (~ 7]) parcourt c.
et quand (~?y) varie dans S~ on peut trouver un entier ~ assez grand pour
que, vêtant supérieur à ~~ M R~(~ Y]) soit inférieur à e, quel que soit (E.Yj)
sur c. Par suite, la série

converg.e uniformément dans S’ ; car, pour les mêmes valeurs de ii, le reste

R§, (r y ) est dans cet espace inférieur à E.

La série £ représente, d’après le lemme II, ~pV ~x03B1~y03B2; la fonction 1" ’ .
définie par la série 03A3vn(x,y) satisfait donc dans C à l’équation 3V = o
et est régulière dans ce cercle.
En partant de l’expression

on voit que la série

converge uniformément dans S’, ainsi que ses dérivées. Ceci résulte encore

de l’intégration de la série - i~vn ~y. Toutes les fonctions dont

la partie réelle est vn ( x, y ) sont de la forme + i u" ( x, y ) + i C » .
Si la série 

’



converge pour un point (s~’o,,y’o) de S, comme la série ( a ) converge pour xoyo,
la est nécessairement convergente, et par suite (03B2) converge uni-
formément dans S’. Autrement dit, y) désignant une quelconque des
fonctions conjuguées de ~r), la série

converge uniformément dans S’.

Soit donc une série la série

03A3vn(x,y) converge uniformément sur c, si la série 03A3un(x,y) con-

cu zcn point (xo, yo ) intérieur à c, la série et les séries formées par
les de ses termes convergent uniformément dans tout S’

intérieur à c.

Remarquons de plus que, si une série converge uniformément
dans une aire o-, les séries formées par les dérivées de ses termes convergent
uniformément dans toute aire a~’ intérieure à ~; il suffit, pour le voir, de dé-

composer ~’ en parties ... qui puissent être enfermées dans des cer-
cles c_>, ... intérieurs à s, et l’on raisonne sur ces cercles comme sur c.

Revenons maintenant au cas où l’aire S est quelconque ; d’après la re-
marque précédente, tout revient à démontrer que la série con-

verge uniformément dans toute aire S’ intérieure à s. Soit

une fonction qui représente d’une manière conforme l’aire S sur le cercle C.
Inversement, z1 = f, (z) _ 03C61(x, y) + (x, y). Les fonctions f et f1 sont
holomorphes, la première dans C, la seconde dans S. 
~r = ’~(~?.X) ~ les fonctions v;t(x,, y, ) sont régulières dans C et satisfont
à l’équation ~ v;, = o. De plus, la série ~ v;t (ce, , y, ) converge uniformément
sur c ; elle converge donc uniformément dans toute aire Si intérieure à c ; si
l’on remplace x. par (x, y), y, par (x, y), le théorème est démontré.
On généralise de la même manière la remarque relative à la série

Le théorème II est encore exact si la y) converge uniformé-
ment sur s, sauf en des points ne formant pas de suite linéaire, pourvu
que le module maximum de y) sur s ne croisse pas au delà de toute
limite.

Les théorèmes 1 et II ont été établis en supposant que S n’avait pas de



points à l’infini : mais on ramène tous les cas à celui-là à l’aide de la transfor-

mation z = .:., - I cc le point a étant extérieur à S.

7. On peut donner du théorème II une démonstration qui s’applique au
cas où l’aire S est à contour quelconque et au cas où les termes de la

série dépendent de trois variables.
Soit donc dans l’espacc un volume quelconque S, n’ayant pas de point

à l’infini, et limité par une surface s à connexité quelconque. Si la série
V(x,y,z) = 03A3vn(x,y,z) (dont tous les termes sont des fonctions régu-
lières dans S, continues sur s, et satisfont à l’équation 0394vn = o ) converge
sur s uniformément : 1° clle converge uniformément dans S; ; 2° les sé-

( a.) formées par les dérivées de scs termes convergent uniformément
clans tout espace S’ intérieur à S et sans point commun avcc s.
En premier lieu, si l’espace S est une sphère, on établit comme dans le

plan, en partant de la formule

que les séries (a.) convergent uniformément dans l’espace S’. Il en résulte

que, si la série V converge dans S uniformément (S étant quelconque),
les séries (oc) convergent dans S’ uniformément.
Tout revient donc à démontrer la première proposition. Considérons

pour cela la somme -

Cette fonction o est régulière dans S, continue sur s, ct satisfait à l’équation
Â’? = o. Elle ne présente dans S ni maximum ni minimum, et, par suite,
pour tout point (x,y,z) dc S, la valeur est comprise entre la plus
grande et la plus petite valeur de ? sur s, ou égale à l’une de ces deux va-
leurs. Si UL désigne le module maximum de o sur s, le module de 03C6 dans 8
est au plus égal à p. D’autre part, on peut, par hypothèse, trouver un entier
v assez grand pour que, quel que soit p, , ~ (a~, y, : ) soit sur s inférieur a

un nombre positif donné ~, autrement dit pour que  soit inférieur à ~. Pour
v+p

tout point de S et de s, l’expression 03A3 vn(x,y,z) a donc, quel quc soit p,
un module inférieur à s : la série V converge dans S uniformément.



Remarque. - Si S comprend le point s ayant tous ses points à dis-
tance finie, chaque fonction v,,, holomorphe dans S, est holomorphe pour
le point ~ : vn(~) _-_ an. Quand la série est convergente, le théorème II

s’applique encore à l’espace S. Il suffit de prouver que la série

converge dans S uniformément : pour le voir, on pose

(l’ orIgI11e est supposée extérieure a S): la série 03A3 u’n(x’,y’,z’) r’ a tous ses
termes réguliers dans S’, continus sur s’, et converge uniformément sur s’,
par suite dans S’ : on en conclut qu’il en est de même dans S de la série

â ) .
Si la surface s a des points à l’infini et si les fonctions vn, régulières dans

S, sont régulières aussi au point ~ ( = on voit, cn employant la
même transformation, que la série 03A3vn converge dans S uniformément,
quand la converge uniformément sur s, la série 03A3an
étant de plus convergente ( j~ = + y’-’ + .~ ~’ ~ .

8. La série ~ v,x (x, y, z) convergeant dans S uniformément, la fonction
V(x,y, z) est continue dans S et sur s : quand (x, y, .~) tend vers le point
( ;, r, ~) de s, V(x,y, ~) tend vers la valeur V (~, ~, ~) === ~v,t(~, ~, ~).
Comme la remarque s’applique au cas de deux variables, on en déduit que, si
la série 03A3fn(z) converge sur s uniformément, elle converge uniformément
dans S, et, par suite, quand = tend vers un point ( de s, tend vers

la valeur ~, f"(~), ce qui ne résultait pas de la première démonstration.
Quand la série 1 vn (x, y, z) nc converge pas uniformément sur s, le théo-

rème n’est plus démontré. Toutefois, en s’appuyant sur la formule

on peut retendre à certains cas où les séries ’S ~ convergent unifor-
mément sur s, sauf sur des lignes de s.



10. Les théorèmes qui précèdent nous seront utiles dans la suite. Ils s’é-
tendent facilement aux séries dont les termes sont des fonctions holomor-

phes dans un certain domaine de plusieurs variables complexes, ~ ~ r, ....
Leur application à la série de Taylor., dans le cas d’une ou de plusieurs va-
riables, est immédiate et évidente. Une autre conséquence très simple est
relative aux produits de la forme H/~( ~). Si les fonctions L/~( j ) sont ho-
lomorphes dans une aire S et continues sur son contour s, et si le produit
converge uniformément sur .9, il converge uniformément dans S~ et repré-
sente une fonction holomorphe de z dans cet espace. Si le produit des mo-
dules Rn des . fn(z) converge uniformément sur .9, le théorème est encore

vrai il condition de remplacer dans l’énoncé S par un espace quelconque S’
intérieur à S.

Revenons à la que s t ion qui no usa conduit à cette é tu de. Quand une série
de la forme ~) converge uniformément dans une aire S ou les /~( ~ ) )
sont holomorphes, elle représente dans S une fonction holomorphe de z. Il

est Impossible qu’une telle série converge uniformément dans une aire S,
sauf en des points isolés, si ces points ne sont pas des points singuliers des
/~( ~ ). Supposons qu’elle converge uniformément dans une aire S, sauf aux
points singuliers des fn(z), et sur une certaine ligne L : si cette ligne 
pas singulière pour une ou plusieurs fonctions elle rencontre le con-

tour s de S, à moins que les fonctions fn niaient des points singuliers situés
sur L ou tendant vers L, quand n croit indéfiniment. Autrement, en retran-
chant plusieurs termes de la série, on obtiendrait une série dont tous les
termes seraient holomorphes à 1 intérieur d’un contour fermé .s’’ entourant

L, et cette série, convergeant uniformément sur s’, convergerait uniformé-
ment à l’intérieur. Ceci suppose les fn(z) uniformes dans S, sinon L peut f
être encore une ligne fermée entourant les points critiques d une Infinité d’
fonctions 

Enfin, admettons qu’une série de fonctions analy tiques 03A3fn(z) conver-
gente dans une aire S o~ les /~(~ ) sont holomorphes ne représente eu au-
cune portion de cette aire une fonction analytique : cette série ne saurait
converger uniformément dans aucune partie de S. ni sur aucun contour

, fermé de s’ si petit qu’il soit. De plus, il existe une portion de s’ pour laquelle
la série ne converge uniformément dans aucun intervalle, ou bien le module
maximum de croît avec /2 au delà de toute limite. Eu dernier

lieu, si fn(z) = -!- iun(x,y), les deux séries 03A3vn et 03A3un doivent t
présenter respectivement les singularités, conditions étant sup-



posées remplies, on ne saurait d’ailleurs en conclure que la série ne

représente pas dans S une fonction analytique. 
’

IL Pour terminer, nous déduirons des théorèmes 1 et II une consé-

quence relative au point à l’infini des fonctions holomorphes.
Soit une fonction f(z) holomorphe pour tout point du plan situé à dis-

tance finie dans l’intervalle AOB compris entre deux droites OB. Si

[f(z)J ne croît pas au delà de toute limite quand = s’éloigne à l’infini

entre deux droites quelconques OB, comprises dans l’angle AOB,
/ (J) et, han suite, toutes lcs successives tendent vers zéro.

Soit S, l’espace A1 OB1. Considérons la série (les quantités an
sont réelles et positives et la série 03A3I an converge). La série 03A3 f(an z) an

~ ~ ~ ~~ IL

converge dans Si uniformément; car, si M désigne le module maximum de

f(z) dans SI et sur OA,, OB,, la série 03A3M an est convergente. Il en résulte
que la converge uniformément dans toute aire S’intérieure à S1,
par exemple dans l’aire S’ comprise entre deux droites OA’, OB’ , et deux cer-
cles de centre 0 ct de rayon p ct p’ (‘ ~ est plus grand que p ). On peut trouver
un entier v assez grand pour que, Il étant égal ou supérieur à v, I y 
soit inférieur à E, quel que soit z dans S’. Si l’on prend 03C1 et 03C1’ de telle n1a-
nière que, pour les mêmes valeurs de )2, ~, soit au plus égal a on

voit aussitôt que l’affixe de tout point ( compris entre OA’, OB’ et extérieur
au cercle de centre 0 et de rayon est égal à étant un point de S’et
/~ étant au moins égal à v : par suite, f’(~) ~ inféricur à s, quel que soit ~.
Il suffit de faire, par exemple, an = n‘-’ et 03C1’ = 4 03C1. La fonction f’ (â) tend donc
uniformément vers o, quand = s’éloigne à l’infini entre OA’ et OB’ (OA’ et

étant deux droites quelconques comprises dans l’angle AOB).
Si le module de la fonction ‘f ( ~ ~ ne croît pas au delà de toute limite

quand z s’éloigne à l’infini OA, et OBI, on voit de même, en considérant

la série que fp+1 (z) ct les dérivées suivantes tendent vers o.

Le théorème est encore vrai si la partie réelle (ou de

f(z) est telle que ‘ , v(x,y) zpI ne croisse pas indéfiniment quand z s’éloigne al

l’infini entre OA, et OB,.
Il peut arriver évidemment que |f(z)| ne croisse pas indéfiniment dans



une direction sans que f’(z) tende vers O dans celle direction.

dans ce cas, |f(z)| croît au delà de tonte limite pour des directions infini-

ment voisines. fonction est un exemple de ce fait.

I ~.

1 . . Soit F(z) une fonction définie dans une aire S de contour s, ou

elle est uniforme : AB étant un fragment de S, la fonction F(z) est dite (’tJlt-
tinuable au (lclà (le AB s’il existe une fonction f(z) définie de part t’(

diantre de coïncidant avec l’ (,~,) dans une portion finie de S attenante
il et holomorphe pour tous les points 03B6 de sauf pour points
ne formant pas sur AB de suite linéaire : autrement dit, pour chaque point
03B6 de AB (yt l’exception peut-être des points 03B1 d’un ensemble ponctue) ), il existe

une fonction f(z) représentée une série f (‘ _ ,) = 03A3an(z _ 03B6)n,
et qui coïncide avec dans une portion de S. Il est pour

chaque point 03B6, il ne saurait exister qu’une seule série f(z) : c’est ce qu’on
exprime en disant qu’une fonction continuable n’est continuable que d’une
seule manière. La coupure est dite alors (1(’ la f’()nt’-

tion F(z) : c’est une coupure si la fonction F(z) n’est pas conti-

nuable an delà de 1113.

Une condition nécessaire (mais évidemment insuffisante) pour que la

coupure soit artificielle est l’ (, z) tende vers une valeur F1 (03B6) quand
le de S tend vers un de peut-être points
03B6 d’un ensemble ponctuel ). Pour trouver la condition suffisante, nous nous
nous appuierons sur quelques lemmes très qui ressorte!! t de la

théorie de la continuité et que nous énoncerons tout d’abord.

2. I. - Soit une fonction deux variables 

.a’, y, uniforme et continue dans raire à tout point M de 
pond un chemin MN variant avec 1I d’une manière continue, et (t’I (Illt’, le

point (x,y) de S tendant i’(’rs ,I sur MN, f( .,C’, }’ ) tend.’ uniformément le

long de vers la valeur f1 (s> (s désignant rare AM): I° f1 ( .S’ ) > une

fonction continue tl(’ .S ; 3° f(x,y) tend vers . y (,v ’ 



Si petit que soit le nombre positif s, il existe une longueur X telle qu’en
prenant sur chaque chemin QIN la longueur 1IP = X, pour tout point (x,y)

de MP, |f(x,y) -- f, (s)| soit inférieur à E. Quand M parcourt AB, P décrit
une ligne continue o-. Désignons par §, ~ les coordonnées de P, par un

point de AB voisin de 1I et correspondant à l’arc s + h : :

,J’,~,.s + lt)___~~’1(S)-~a~S ~ lt)-.Îl~nrj’)~~~J~~~’~r~’)-f~~~r~)~-~_.(f(~~’~)-.~~5~~.

La fonction f (, ~, r, ) étant continue, et le point (~, Yj) variant avec ~I d’une
manière continue, on peut trouver sur AB deux points de part et
d’autrc de lI, tels que, variant entre et ~ f ( ~’, ~ri’) - f ( ~, ~ ~~ soit
inférieur à E. Il existe donc un nombre k, tel que, 1 h ) étant compris entre
+ I~ et -- A’, on ait

! ,h (s _L h ) - ft ~s) ~ C 3t,

cc qui montre que f, (s~ est continue. D’autre part, soit (x, y) un point in-
térieur au quadrilatère curviligne formé par AB, o’, 

I’., ; ce point est situé sur la ligne et

.f~~z’~~~’~ --4h (s) = Cf (x~ ~’) -_-.1’~ (s + h)] + I,h(s -t~- h) - ~

par suite, on a
/(~~) 4s.

On peut donc décrire du point NI comme centre un cercle C de rayon assez
petit pour que, (x, y) étant un point de S intérieur à C, cette condition soit
réalisée. Il en résulte quc f(x, y) tend quand (x, y) tend vers ~1~I
d’une façon quelconque.
Lemme lI. ---- Inversement, si f(x,y) tend vers f1(s), le point (x, y )

de S tendant vers lI sur un chemin quelconque, f, (s) est fonction con-
tinue de s, ct f(x, y) tend uniformément ver’s f, (s) lc long de AB.

Kn effet, à chaque point 1I (y compris les points A et B) correspond un
cercle (1 de centre M et de rayon l’, tel qu’on ait, pour tout point ~x~, y) de S
intérieur à C,

i ~ ‘,~, . Ar~, V y> __‘f’~ (S) ~ 

~ Autrement, il existerait, comme on le voit sans peine, des chemins ~~~
|f(x,y)-f1 (s)| fût supérieur à s pour des points (x, y ) de 

aussi voisins de M que l’on voudrait, ce qui est contraire à l’hypothèse.]



Soient donc et les extrémités des deux arcs dont la lon-

gueur est r; M’ étant compris entre faisons tendre vers M’ le point
( x, y) de C ; tend vers + la) et, d’autre part, si l’on pose

on a constamment par suite, ou

~~ f, (s + h) (.s) j est au plus égal à E. La fonction f, (.9) est donc continue.
De plus, et désignant les milieux des arcs à tout

point NI’ de correspond un cercle C’ de centre et de rayon au

moins égal à ’-, 2 . tel que, (x, y) étant un point de S intérieur à C,
!/(~)-/~+~) ) i

soit au plus égal à 2~. En raisonnant sur et comme sur 1I, et ainsi de
suite, on atteindra les extrémités A, B de l’arc AB, à moins que lc rayon l’

des cercles C ne tende vers o, quand leur centre i1~ tend vers un cer-

tain point L; mais ceci est impossible, car à ce point L correspond un
cercle C" de rayon r1, tel que, (x, y) variant à l’intérieur de t :"

‘~ f ( x, y) - f , (, s~ ne soit pas supérieur â £ ~ 2 et, par suite, aux points 1I 
sins de L correspondent des cercles C de rayon au moins égal à En défi-

nitivc, on peut trouver une certaine longueur p, telle que, (x, y) étant un
point de S intérieur à un cercle C de centre 1I et de rayon r, on ait, quel
que soit ~’I sur AI3,

/(~~’) 2014/i(-~) i 2 s,

ce qui prouve que f(x, y) tend uniformément vers f, (s) le long de A13.
On dit, dans ce cas, que la sur AB les 

f, (s) : : la fonction est continue dans S ct sur s.

On peut compléter ces remarques par les suivantes : soit une fonction
définie de part et d’autre de dans des aires S et elle est

uniforme et continue; si à chaque point 1I de AB correspond un chemin
1 variant avec ~~ d’une manière continue, et tel que, les points (.x, y ~ >

et (x" ~.~, j de S ct de S’ tendant vers lI sur ~f ~.~x’, ~’:) ----,f ~ ~~’"y, .~ ’>
tende uniformément le long de vers la valeur est 

fonction continue cle s; ; 2° la définie dans S prend sur
une suite continue de .fl (s), la fonction Il (x1,y1) définie dans
S’ prend sun AI3 hs valeurs f, (,.s) + 03C6(s).

’

On part encore de ce fait qu’il existe une longueur 1 telle, qu’en prenant
sur les arcs et de longueur l, on ait, si (~x, y ) est un point de



~;r, un point de MP,, /~,~) -/(~,y, ) - ~(~)  s, quel que
soit le point 31 sur AB. Le raisonnement s’achève comme précédemment.
De même, si la tend verso(~) quand le

point ( ~’.~) de S et le point de S’ tendent vers d’une manière

quelconque, la fonction o(~) est continue, et les fonctions et

/’(~’,,~’, ) prennent sur AB une suite continue de valeurs.
De ce qui précède, il résulte qu’il est impossible prenne sur

AB une suite discontinue de valeurs. Il arrive qu’à chaque point M de AB
correspond un chemin tel tende sur ce chemin vers~, (s),
/, (s) étant discontinue; mais sur des chemins Infiniment voisins de MN, la
valeur de f(x,y) ne tend vers aucune limite ou tend vers une limite diffé-
rente de /", (.9). On le voit directement, en remarquant qu’il existe des points
M’aussi voisins de M que l’on veut sur AB, pour lesquels ~(.9-f-A)2014~(~) (
est supérieur il un certain nombre a. Si l’on prend sur deux

points (.r,~), (’~y’) très voisins de M et de M’, diffè-

l’en l très peu de f1 (.9) (s + A), et sur un chemin quelconque joignant ces
points, / prend toutes les valeurs Intermédiaires entre ~(~~) et

f(x’,y’) : pour (les points (.r, y) aussi voisins de que l’on veut,

/( .~’?~") - Y, (~) est donc supérieur à une certaine valeur.
La même singularité peut se présenter, ~ (s) étant continue. Supposons

par exemple que la courbe .9 soit formée d’un segment de Or et d’un demi-
i

cercle ayant l’origine pour centre. La fonction e -1 z4, continue dans S, tendsur
la normale en M à s vers une valeur f1(s) + if2(s), fonction continue de’ 

~ 

i

rare .9. En particulier, quand tend vers l’origine sur l’axe des y, ez4 tend
~

verso; mais, pour d autres directions c 
~’ croit au delà de toute li-

mite ( ’ ).
Il 1 importe aussi de faire la remarque suivante : soit F(~) une fonction de

(1) Soit encore un cerele C de centre 0 et de rayon R. La fonction

’:J. un point de la circonférence C 1 est holomorphe dans C, et quand = tend vers
un point 03B6 de C sur un rayon OII. f(z) tend vers la valeur f1(03B6) = y(s ) - i 03C81(s), fonc-

continue de l’arc s de C. Mais f(z)| croit au delà de toute limite quand N tend vers 03B1

sur directions, 11 existe une fonction V( jr,jf ; et une seule, satisfaisant à l’équa-
o. régulière dans C, et prenant sur s les  ’1 étant fonction con-



= holomorphe dans S, et continue sur s, si l’on trace dans S un chemin 
quelconque,

Tout. si AN’B est un second chemin trace dans S~ on voit aus-
sitôt que

Par chaque point M de AB menons une parallèle à Ox et prenons sur cette
parallèle une longueur l%IP = ~ telle que, ~, désignant l’affixe de M, ~ l~af-
fixe de P, on ait, quel que soit M sur AB, 

’

Par suite, comme = 

|~| étant inférieur à si s1 est la longueur de l’arc AB. D’autre part.

tinue de s). Cette fonction est donnée par l’intégrale connue

[En s’appuyant sur ce que V1(s) est uniformément continue sur C, on démontre, en effet,

que V(x,y) tend uniformément vers VI ( s) le long de C.] Cette fonction V peut se déduire
également du développement de ~’ll s~) en série de Fourier, comme on le voit sans peine en
remarquant que cette série converge uniformément. Prenons en particulier =-= ~ ~ : :

la fonction V r, ~’) 2014 y ) est régulière dans C et tend vers o quand ..r, ~~~ ~ tend vers C
sur un rayon mais elle n’est pas identiquement nulle. Le point x considéré plus Ilaut
étant quelconque, on voit qu’il existe une infinité de fonctions ~- régulières dans C et ten-
dant vers zéro quand le point ( x,y ~ tend vers C sur la normale. Il existe en conséquence
une infinité de fonctions satisfaisant à l’équation = o, régulières dans une aire
S de contour s, et tendant vers la suite continue de valeurs quand ~r, ~~ tend ver~ s

sur la normale à cette courbe. est discontinue en certains points a, b, c.... de C.
il existe encore une infinité de fonctions tendant vers t sur chaque normale a C

( sauf pour les points a, ~,... ): : pour ces points, la fonction qu’on déduit tlc la

série de Fourier tend sur la i â C vers V1(s -- o_I----‘’1(s -_oy? mais ce n’est lmrs la
z

seule.



sont inférieurs respectivement à l et ~1I? l, 1I, et étant les modules

maxima de F(z) sur APi et sur BP2. Il en résulte qu’on peut prendre la
longueur l assez petite pour que l’on ait

T étant un nombre positif aussi petit qu’on veut ; mais

Cette dernière intégrale est donc égale F(.~) dz.
~AB

On en conclut immédiatement que, si s‘ désigne le contour formé par AB
et une ligne ANB de S, x étant un point intérieur à ce contour,

Cette égalité est encore vraie quand F(z) est continue sur AB, sauf en
certains points a, b, c, ... ne formant pas un ensemble linéaire, pourvu
que, si l’on trace dans S une ligne cr (formée de plusieurs parties) et sépa-
rant les points a, b, c, ... du reste de S, F ~ ~’ ~ ‘~~ tende vers o avec lal~ . 

longueur totale de cr. Cette condition est toujours remplie quand ) F(.~) ~ 1 ne
croît pas dans le voisinage de AB au delà de toute limite. Au cas contraire,

peut avoir un sens et ne pas représenter I~ ~c . Par

exemple, supposons que s’ soit formé d’un segment de Ox et d’un demi-

cercle ayant son centre à pas pour valeur e- 1 x4.

l,crnmc III. -- Si une fonctionf(x,y) uniforme dans S admet des déri-

partielles ~f ~x, ~f ~y continues dans cet espace et prenant sur AB les valeurs
fx(s), fy(s), > la df dl (l désignant une direction quelconque) prend
(LLIS.S’1 sur AB une suite continue de valeurs fl(s), et la valeur du rapport
f(x,y)-f1 (s) 0394l tend vers fl(s ) quand le point (x, y) de S tend vers M sur

une parallèle MN ci 1.



Soit 0~ l’angle que fait avec Or la direction / : :

donc df dl prend sur AB la suite continue de valeurs cosx -r- /’,(B9 ) sinx.
D’autre part, (x, y), ~x~,~y) étant deux points de S,

L’intégrale qui figure dans ce second membre est prise le long chemin

quelconque de S joignant les points (xo, et (x, ~r). Si l’on fait 
(x,y) vers le point (03BE, ~) de AB, on voit aussitôt que l’intégrale tend
vers une valeur indépendante du chemin d’intégration ; la fonction ~~’(, x, ~’ )
est donc continue sur la ligne (s) est sa valeur au point 
rons un second point de AB

l’intégrale étant prise le long d’une ligne quelconque de S joignant (03BE’, r;,,y >
et (03BE, Yj). On démontre, comme pour l’intégrale F(z) dz, que

Ceci posé, soit un point P ou ( x, de S, situé sur une parallèle MP il

l, et désignons par ~L la longueur MP précédée du signe + ou -, suivant.
que les deux directions l et MP sont de même sens ou de sens contraire,

( rintégrale étant prise le long de par suite

~ et 2:’ tendant vers o avec :11. On a donc



De plus, (~ ~~~ ~r~’ ~) étant un second point de AB,

On en conclut que f, (s) admet une dérivée f 1(s), égale à

(03B2 désignant l’angle avec Ox de la tangente en M à l’arc AB menée dans le
sens des arcs croissants).
Le raisonnement s’étend au cas où les axes 0 x et 0y ne sont pas rectan-

gulaires.
En particulier, si u =f(z) est une fonction holomorphe dans S et si sa

dérivée ~ f’(,~) tend quand z tend vers un point ( de AB,
lim f(z) - f(03B6) z-03B6 = f’(03B6); de Plus f(03B61) - f(03B6) 03B61 - 03B6 tend quand 03B61 tend

sur AB. On voit que la courbe A’B’, que décrit le point u quand z
décrit AB, a une tangente en chaque point, et qu’à toute courbe dé-

crite par:; dans S et coupant AB sous un certain angle, correspond dans le
plan des u une courbe coupant A’ B’ sous le même angle.
Une fonction f ~x, y) peu t prendre sur AB les valeurs f, (s), f, (s) admet-

tant une dérivée f’1(s), sans que les dérivées df , continues dans S, ten-

dcnt vers une limite le long de r’1B. Il est facile de former des exemples de
cette singularité qui se présente nécessairement si f ’1(s) est discontinue,
dx ds et dy ds étant continues le long de AB. Mais nous démontrerons dans la

suite que, si une fonction f(z) holomorphe dans S prend sur AB les valeurs
(s), f, (s) admettant une dérivée continue f’1 (s), , la dérivée f’(z) prend

nécessairement sur AB les valeurs f’(03B6)=f’1 (s) ds d03B6 ceci suppose toute-
fois que, le Ions de AB, les dérivées existent ct soient continues) .
Une dernière conséquence cst relative aux fonctions V(x,y) régulières

dans S et satisfaisant à l’équation 0394V = o. Si les dérivées 
dV 

rennent

sur le contour s une suite continue de valeurs, il en est de même de V(x,y);

de plus, on peut prendre sur chaque normale à s une longueur = l

assez petite pour que, les points (x, y) et (x" y, ) étant compris entre i1Z et P,




































































